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NOTATIONS

: Des parameétres positives.

: L’opérateur A.

: Cone .

:L’intérieur de P .

:Classe d’équivalence de h.

:L’élément neutre de F.

: La relation d’ordre partielle dans F.

: La relation d’équivalence dans F.

: L’ensemble vide.

: Ensemble non vide.

: le corps R ou C.

: L’ensemble des nombres réels.

: L’ensemble des nombres réels positifs.

: Espace Euclidien de dimension N.

: des nombres naturels.

: L’ensemble des nombres complexes.

C*[[0,1],R] : L’ensemble des fonctions continument dérivable jusqu’a Pordre k de [0,1] dans R.

B(X,E) : Espace des applications bornées de X dans FE.
N

R RN
=

o
=
INA

ﬁZ%?%NN%ZI

P(N) : Espace des suites p-sommables x = (z,),>0 d’éléments de K.

Lr([0,1]) :{f=1[0,1] = R, f est mesurable || f(z) ||,< oo}

L3([0,1]) :{f=10,1] = R, f est mesurable || f(z) ||2< oco}.

Cp(RY)  : L’ensemble de toutes les fonctions continues bornées sur RV,

CE(RY)  : Le sous ensemble de toutes les fonctions positives de Cg(RY).



INTRODUCTION GENERALE

De nombreux problémes en science et en ingénierie définis par des équations d’opérateurs
non linéaires peuvent étre résolus en les réformulant & des problémes de point fixe. En
fait, une équation d’opérateur

Az =0

peut étre exprimée au probléme de point fixe
Fr =z,

ou F'= A+ 1 avec un domaine approprié.

La théorie du point fixe fournit des outils essentiels pour résoudre les problémes qui se posent
dans diverses branches de I'analyse mathématique, tels que les problémes d’optimisation non
linéaire, les problémes d’équilibre, les problémes de complémentarité et les problémes de prouver
I'existence de solution, pour des équations intégrales ot différentielles.

Dans ce mémoire, on va étudier I'existence et 1'unicité de solutions positives pour le probléme
de point fixe suivant

Ax 4+ x9 = x, (1)

ol A est un opérateur non linéaire monotone défini sur une classe d’équivalence d’un espace
de Banach partiellement ordonné par un cone.

Il y a eu beaucoup de résultats de recherche concernant ce type d’équations non-linéaires
(1) ces derniéres années. A cause du role crucial joué par les équations non linéaires en sciences
appliquées qu’en mathématiques|[1|[11][21]. De plus, 'analyse fonctionnelle non linéaire a été
un domaine de recherche actif et les opérateurs non linéaires qui apparaissent dans le cadre
d’équations différentielles ot intégrales non linéaires ont été largement étudiées au cours de ces
recherches|2][12][14].

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniére suivante :

Premier chapitre : Contient plusieurs définitions et propérités concernant des notions
topologiques comme : les espaces métriques, les espaces complets, les espaces de Banach et
quelques, définitions et propérités concernant des notions sur les cones comme, la relation
d’ordre partielle induit par un cone, cone normal et solide, intervalle ordonné. Ainsi que les
notions d’un operateur monotone ot concave généralisé par rapport a un élément donné h du
cone.

Deuxiéme chapitre : Ce chapitre est consacré a la présentation de quelques théorémes
d’existence et 'unicité des solutions positives pour I’équation (1) ou A est un opérateur concave
généralisé et monotone.

Troisiéme chapitre : Est consacré & appliquer les résultats obtenus dans le 2éme chapitre
pour étudier 'existence et I'unicité de solutions positives pour des problémes a valeur initiale du
premier ordre ol de 2éme ordre et des problémes aux limites & deux points, en les reformulant
sous la forme de I’équation (1).
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques notions et définitions de I'analyse fonctionnelle
que nous avons utilisés tout au long de ce mémoire. Les définitions et les résultats que
nous allons énoncer sont pris des références [15][8][6]

1.1 Espace métrique

Soit K un corps commutatif, non discret (par exemple le corps des réels ot des complexes)

Définition 1.1.1 /17/ (Distance)
Soit E une ensemble non vide. Une distance (ot métrique) sur E est une applicationd : EXFE —
R, satisfaisant les propriétés suivantes :

e Séparation : Yu,v € E; d(u,v) >0 et d(u,v) = 0 si est seulement si u = v.
e Symétrique : d(u,v) = d(v,u).
e Inégalité triangulaire : Yu,v,w € E;d(u;w) < d(u,v) + d(v,w)

Exzemple 1.1.1 1) Sur R™ on peut considérer les distances suivantes :
o di(w,y) =21 [ @i —wil,
o dy(x \/Zz V(@i = yi)?,

o doo(x,y) = maXi<i<n | Ti — Yi | -

2) Sur C([0,1],R). On peut également définir les distances suivantes :
g dl f g fo | f ) | dt

o da(f.9) =/ J, (f ))2dt.
doo(f,9) = UPepo | F(8) = 9(1) |

3)Sur un ensemble X non vide quelconque, Uapplication d: X x X — R, définie par

d(z,y) 0 stx=y;
x? = .
Y 1 six#y

est une distance dite distance discréte.
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Définition 1.1.2 (Espace métrique)
On appelle espace métrique tout couple (E,d) constitué d’un ensemble non vide E et d’une
distance d sur E.

Définition 1.1.3 1) (Suite convergente dans un espace métrique) :Une suite (x,,)nen
dans un espace métrique (E,d) est convergente s’il existe | € E, tel que

Ve > 0,3ng € N;Vn € Non > ng = d(x,,,1) <e,

et dans ce cas , on écrit limx, = [.

2) (Suite de Cauchy dans un espace métrique) :Une suite (T,)nen dans un espace
métrique (E,d) est dite de Cauchy si

Ve > 0,3ng € N;Vp,q € N,p > ng et ¢ > ng = d(x,,x,) <,

ou encore si le diamétre de ’ensemble des termes d’indices supérieur a ng tend vers
0 quand n tend vers +oo

lim sup d(zm, z,) =0
n—oo m>n

Propriétés :
1. Dans un espace métrique, toute suite convergente est de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.
3. Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est elle-méme une suite de Cauchy.
4

. L’image d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est une suite

de Cauchy.

5. Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence et si elle en a une , alors elle
converge.

6. Toute suite de Cauchy ayant une sous-suite convergente est convergente.

Définition 1.1.4 (Espace complet) : Si toute suite de Cauchy de E est convergente dans
E, on dit que l’espace métrique (E,d) est complet .

1.2 Espace vectoriel normé- Espace de Banach

Définition 1.2.1 (Espace normé) : Soit E un K-espace vectoriel . Une norme sur E
est une application || . || E x E — R, satisfaisant les hypothéses suivantes :

1. Séparation : Yx € E,||z||=0= x = 0pg.

2. Homogénéité V(\,z) € K x E, || Az ||=| A ||| = ||

3. Sous-additivité( ou inégalité triangulaire) : V(r,y) € E* || z+y <]z | + v ] -
Définition 1.2.2 [15] Le couple (E,|| . ||)ou E est un espace vectoriel et || . || définit une
norme sur E est appelé espace normeé .
Exemple 1.2.1 1. [z |i=> 1, | =i |

2. || @ [oo=maxi<i<n | i |
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3l @ lla= /220 i 2

sont des normes sur R™ et R™ muni par une de ces normes est un espace vectoriel normeé.

Exemples fondamentaux :

1) Pour tout ensemble non vide X et tout espace vectoriel normé E, l'espace B(X, E) des
applications bornées de X dans E, muni de la norme de la convergence uniforme

I f ls=sup || f(z) |
zeX

est un espace vectoriel normé.

2) Le corps K (¢gal ici R ou C), muni de sa valeur absolue ot module, est un K-espace
vectoriel normé.

3) Sil<p<oo lespace ’(N), noté simplement ¢?, est I'espace des suites p-sommables
= (x,)n>0 d’éléments de K, muni de la norme

I ll= (32020 | 2 I7)

=

est un espace vectoriel normé.

Définition 1.2.3 (distance associée a la norme) : Soit || . ||une norme sur E. La fonction
d: ExE — Ry telle que d(z,y) =|| © —y || définie une distance E s’appelle la distance associée
a la norme || . || .

Définition 1.2.4 (Espace de Banach) : Un espace de Banach est un espace vectoriel normé
complet pour la distance associée sa norme.

Exemple 1.2.2 1. (' ={(z, CRY 7, | 2 |< o)}

oo
ENIEDES
n=0

(Y| - |l1) est un espace de Banach.
2. E = L*([0,1],R) muni de la norme : | f 2= (fol | f(z) |? dx>§est un espace de
Banach .

3. LP([0,1)) ={f =1[0,1] = R, f est mesurable || f(z) |,< oo}

17 1= (1 £@) P ds)”

1 < p < oo est un espace de Banach.

1.3 Coéne d’un espace de Banach
Dans toute la suite £ est un espace de Banach, 6 est I’élément neutre de F pour ’addition.

Définition 1.3.1 /8] (Céne)
On appelle cone toute partie non vide, non triviale, fermée et convexe P de E qui vérifie les
conditions suivantes :

i) VA>0Ve e P: Az e P ie (AP CP).
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) Vie EyxePet —x€e P=x=0ie PN(—P)={6}.

Dans R3, la définition d’un cone correspond exactement & notre intuition géométrique, avec
la stipulation que le sommet doit coincider avec l'origine. Dans R, les nombres non négatifs
forment un cone. Dans R?, toute partie du plan qui s’étend a 'infini & partir de l’origine est un
cone . On peut aussi trouver des exemples plus abstraits. Dans tout espace LP(y compris L>),
I'ensemble C'= {f : f > 0} est un cone.

Quelques propriétés

Il est facile de prouver les propriétés suivantes :
1. La réunion d’une famille de cones est un cone.
2. La somme de deux cones est un cone.

3. Le complémentaire d'un cone est un cone

4. L’intersection d’une famille non vide de cones est un cone.

Dans la suite, nous allons définir un ordre partiel de ’espace de Banach par rapport a un cone.

1.4 Espace de Banach partiellement ordonné

Soit P un cone de E . On définie dans E la relation binaire < suivante : V(x,y) € E? x <
y<y—x e Po.... = ... est une relation d’ordre partielle dans F.
Preuve : On vérifie simplement que la relation satisfait les critéres nécessaires.

e Réflexivité : Puisque 6 € P, on voit que z =< x pour tout point z.
e Antisymeétrie : Siz < yety < x,alorsy —z € P et —(y —x) € P. Il s’ensuit que
y—x =0, et donc z =y.
e Transitivité : Si z <yety <Xz, alorsy—x € P et z—y € P. Par convexité et propriété
i), 2{3(y—2) +3(z:—y)}eP.
Convention r < y<=x yetx #y

Il est facile de remaquer que cet ordre partiel satisfait également plusieurs autres propriétés,
qui découlent immédiatement de la définition d’un cone.

1. La multiplication par un scalaire non négatif préserve 'ordre. C’est a dire que pour tout
r2yeFlFeta>0; 2 2y=— ar X ay.

2. L’ajout d’un vecteur fixe préserve 'ordre i.e L’'inégalité = < y implique que x+2 <y+z
pour tout vecteur z € E.

3. L’ordre conserve des limites. Si y, — [ et chaque y, <y, alors [ < y.

Il s’avére que tout ordre partiel dans un espace de Banach qui satisfait ces trois propriétés
supplémentaires définira un cone.

Définition 1.4.1 /8] ( Cone normal)
P est normal<=V(z,y) e EX E,In>0;0 <z <y=|x[|[=Zn] vyl
n est dite constante de normalité de P.

Définition 1.4.2 [§/(Céne solide)
On dit que P est un cone solide si son intérieur est non vide c’est a dire que :
P={x € E\ z point intereur de P} # ¢

Définition 1.4.3 /8] (Intervalle ordonné)
[x1,20) = {2z € E;21 R x X 23} ot x1,29 € E s’appelle intervalle ordonné entre xq et xs.
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1.5 Opérateur positif- opérateur monotdne

Dans toute la suite E est un espace de Banach, P est un cone de F et A: E — E est un
opérateur.

Définition 1.5.1 (Opérateur positif) [S]
On dit que l'opérateur A est positif par rapport au cone si A(P) C P.

Définition 1.5.2 [8/(Opérateur monotone)

1. On dit que A est croissante si : Nx1,19 € E; 11 = 19 = Az = Axs;
2. et que A est décroissante si : Vr1,x9 € E; 11 X 19 = Axy <X Axy.

1.5.1 Opérateur concave généralisé

Définition 1.5.3 [19] On dit que A est concave généralisé si :
1. Yz € PVt € (0,1),3a(t) € (t,1] tels que :  A(tx) > a(t).Ax ou

2. Vx € PVt € (0,1),3a(t,z) € (t,1] tels que : A(tx) > a(t,z).Ax : telle que o(t,z) est
décroissante par rapport x.

1.5.2 Opérateur h-concave

Définition 1.5.4 [13] On dit que A est h-concave si :
1. Pour toute x > 0 il existe « = a(x) > 0 et f = B(z) > 0 tels que : a.h < Ax < S.h et

2. Pour toute x € P satisfait an.h < x < p1.h, (f1 = Bi(x) > 0,00 = ay(x) > 0) et tout
0 <t<1,ilexiste n(t,x) > 0 tels que : A(tx) > (1 +n)tAx

Remarque 1.1 1. Sil’opérateur A est un opérateur h—concave en P, alors on a A(P\0) C
Py,. Si x est un point fixre non nul de A, alors xt = Ax € P,

2. Si Dopérateur A est un opérateur croissante h—concave, alors on obtient t < t(1 +
n(t,xz)) <1,Vt € (0,1),z € P,

3. A est un opérateur h—concave si et sulemment si pour t € (0,1) et x € Py, il existe
n(t, 12) > 0 tels que :

1 1 1 1 -1
Al = < —— Ar=-1|1 t,— A
(t"’“”)—tum(t,%x» v t[ ”(’tx)] v

1.5.3 Opérateur J—concave généralisé

Définition 1.5.5 [16] On dit que A est B—concave généralisé si :

1. Lopérateur A : P — P est croissante, et satisfait A(tx) > t°D Az pour t € (0,1) et
x € P tels que 0 < B(t) < 1 pourt € (0,1) ou

2. L'opérateur A : P — P est croissante, et satisfait A(tx) > t°“ Az pour t € (0,1) et
x € P tels que 5:(0,1) X P est croissante par rapport x.

Remarque 1.2 1. Si B(t) = p € (0,1), alors l'opérateur A s’appelle opérateur f—concave

2. [6] Si B(t) = B(a,b) € (0,1), avec (a,b) C [0,1]alors lopérateur A s’appelle opérateur
B—sous-linéaire.
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3. d’apres la définition (1.5.5) on posé x = %% alors on a :

1 1 1

t
B(ta) 401 1 1
t7he?

1.5.4 Relation d’équivalence sur ’espace de Banach

On définit sur F la relation ~ [19] suivante
Ve,ye Esx~y < I\ u>0; Ao 2y 2 p,

ou d’une maniére équivalente x ~ y < I\, u > 0; y € [A\.x, p.x].
Il est clair que ~ est une relation d’équivalence dans E en effet ;

o Reflexive : Vx € F, 1.x <z < 1.x ce qui implique x ~ x.
° symétrique:xwy:>5|)\,,u>0;A.xjyju.xii.ijj%.yiywx.
e Transitive:x ~yety~z= I\, N,/ >0 e y=Spret Ny=<z=<py—=

(NN .x =z =2 () ..
1.5.5 Classe d’équivalence d’un élément donné
[19] Soit @ < h donné de E i.e. h € P et h # 6. On note :

Po={rx€Ejx~h}={xe E; I\, u>0; zx <h=pzx}

P, est la classe d’équivalence de h.

propriétés :
1) Si P Z£ ¢, et h e P, alors c’est clair que P, = P
2) Pb,CP
3) VA>0; AP, =P,

En effet

1) c’est évident.

2) SoitxePhalorsilexistek,,u>Otelsque:)\.:Ujhju.:c2>9<ihjxé&jxé
xr € P (car < est transitive). Alors P, C P.

3) Soit x € A\.Py, alors © = A.r( avec r € P,). Par définition de P, il existe Ay, 3 > 0 tels
que A\ = h = pyr, alors on obtient

S A A =2 A e

A M1
ZLar) < h < 2L
& )\()\r)_h_A()\r)

S Ar~hsx=Areb,
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1.6 Méthode de sous et sur solution

Dans ce section, on s’intéresse en particulier a la méthode de sous et sur solution. Cette
méthode est utilisée pour la résolution des EDO et EDP.

Principe de la méthode de sous et sur solution

Le principe de la méthode consiste a chercher une solution qui se situe entre la sous et la sur
solution sous certaines conditions.
On défini par exemple le probléme suivant :

{w:f(mm,te@m

t,
u(a) = u(b) (L)

Définition 1.6.1 (Sous solution)/3]
Soit a(t) € C'a,b], on dit que a est sous solution pour le probleme (1.1) si :

Vi € [a,b], o'(t) < f(t,at)) et ala) < alb)

Définition 1.6.2 (Sur solution)/3/
Soit 3(t) € Cla,b], on dit que B est sur solution pour le probleme (1.1) si :

vielab], B(t)> f(LAWM) et Bla)> B
Soit D est défini par :

D = {(t,u(t)) € [a,b] x R tels que : a(t) < u(t) < p(t)}

Soit () est défini par :
Q =A{(t,u(t)) € [a,b] x R tels que : 5(t) < u(t) < alt)}

Théoréme 1.1 [7] Soit o et B est sous et sur solution successivement pour le probléme (1.1)
tels que o < 8. Supposons que f continue sur D et que le probléeme de Cauchy suivant :

{u’<t> = f(tult)),
u(a) = ug uo € |a(a), B(a)]

admet une solution unique. Alors le probleme (1.1) a au moins une solution u € C'a,b], tel
que : Vt € [a,b]; a(t) < wu(t) < B(t)

Théoréme 1.2 [/ Soit «v et 5 est sous et sur solution successivement pour le probleme (1.1)tels
que o > 3. Supposons que f continue sur QQ et que le probléeme de Cauchy suivant :

{u’(t) = f(t,u(t)),
u(b) = ug uo € [B(b), a(b)]

admet une solution unique. Alors le probleme (1.1) a au moins une solution u € C'a,b],tel
que : Yt € [a,b]; B(t) < u(t) < aft)
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CHAPITRE 2

{EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTIONS POSITIVES POUR
L'EQUATION AX + X, =X

ans ce chapitre, nous considérons ’existence et I'unicité des solutions positives pour I’équa-

tion (1) avec un opérateur concave non linéaire généralisé incluant un opérateur h—concave

et un opérateur S—concave généralisé. On suppose toujours que F est un espace de Banach réel

avec un ordre partiel induit par un céone P de E. Soit h € E,h > 0 et P, est donnée comme
dans le chapitrel.

2.1 Lemmes auxiliaires

Dans tout ce qui suite on note par < la relation d’ordre partielle.

Lemme 2.1 Supposons que Ah € P, et A est un opérateur vérifie :
i) A: P — P est croissante en P
i) Ve e P et te(0,1), Jalt) € (t 1] tels que : A(tx) > a(t)Ax

alors il existe ug,vo € P, et r € (0,1) tels que : vy < up < vg, up < Aug < Avg < vy
Preuve : puisque Ah € Py, on peut choisir un nombre suffisamment petit ty € (0,1) tel que :

toh < Ah < %h.
(2.1)

Noter que ty < a(ty) < 1, on peut choisir un entier positif k tel que :
ko1
a(to)
(Tf’) > (2.2)

On pose ug = tfh,vy = %h, évidemment ug,vg € B, car (\.P, = B) et ug = tFvy < vyp.

Prenons n’importe quel réel r € (0,t3%] alors r € (0,1) et ug > rvy. Par le fait que A est
croissante, on a Aug < Avg en plus, d’aprés la condition i) et les réssultat (2.1) (2.2) on a

Aug = AER) = A(totE7h) > alto) A(tE )

= aflty)A(t.tk~ 2h) > alty).ate) A(th2h) > ...
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De la condition it), en remplacant x = par %x on obtient

Atr) > at)Azx

o (12)

1
— Ax, Vt 1 P
D) z,Vt € (0,1),x €

Az

AV

s
Y
S
8
N———
(VAN

ainst on a

1 1 1 1 1
< ) ()
Ol(t[)) tO Oé(to) to tO
1 1 1
< hl <.
~ aft) a(t) (tISZ ) N
car tog < Ah < % donc
1

1
= o) " = ettt

une application de (2.2) a(tlo)k < t,ﬂ%l implique que
0

1 1
Avg < ————h <

—h =
fo(alto)F — 15 "

ainsi on a ug < Aug < Avy < vg.

Lemme 2.2 Supposons que l'opérateur A satisfait :
i) A: P — P est croissante.
i) Yx € P ett € (0,1) Jalt,z) € (t,1] tels que ‘A(tz) > alt,z)Ax telle que a(t,x) est
décroissante par rapport x.
ii1) 3h > 0 et to € (0,1) tels que toh < Ah < ty'a(ty, ty h)h et a(t,z) donnée dans ii)
alors il eziste ug,vo € P, et v € (0,1) tels que rvg < ug < vo, uy < Aug < Avg < .
Preuve : Du fait que ty < a(to, h) < 1,0n peut choissir un entier positif k tel que

k
<0¢(iovh)) > l (2_3)
0 tO
on pose ug = t’gh,vo = tikh, evtdemment ug,vg € Py et uy = t%kvo < wg.Prends n’importe
0

r € (0,t2%] donc r € (0,1) et ug > rvy. Par la monotonie de A, on a Aug < Avy. Comme
a(t, ) est décroissante par rapport x et Ah > toh,on a

Aug = A(tgh) = Altots 'h) > alte,t5 "h)A(tg'h)
= alto, tg h) Ato.th2h) > afto, i h).alty, tE=2h) A(th2h)
o> alte, tEEh).alty, t2R)....a(to, toh).oto, h) Ah

>
Z (Oé(to, h))kAh Z (Oé(t(), h))ktoh Z tlgh = Uyg.
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De ii1) en remplagant x = par %$ on obtient
A(tx) a(t,r)Ax
1 1
Az alt, ;x)A (¥x>

A (1x> %Am,w € (0,1),z € P.
Oé(t, ?JT)

v

v

IN

Sachant que a(t, ) est décroissante par rapporte x et Ah <ty a(te, ty h)h, on a

1 1 1

0 0

1 1 1 1 1
< A h) = A(—. h
- O[(to,t;th) <tlgil ) Oz(to,%h) (t(] tgiZ )

1 1 1
< . h) <.
~ alte, h) oz(to,t,g%lh) (t’g*2 )<

1
< Ah
= alt, Fh)alto, h).alto, )
1

<

1
: to, —h) <t
alto, LhV—Tato, 1h) (p“”q“e alto, ) < )

to

1 1
< tota(ty, tgth)h = —
%Y a(te, Lh) ’ 6

to

h:UO

ainsi on a ug < Aug < Avy < vg.

2.2 Résultat d’existence et unicité pour un opérateur concave
généralisé
Théoréme 2.1 Soit P un céne normal et A un opérateur qui vérifie :
i) A: P — P est croissante sur P
1) Ve € P ett e (0,1) Ja(t) € (¢,1] tels que A(txr) > aft)Ax

en oulre xog € P satisfait Ah + xo € Py, alors, I’ équation(1) a une solution unique en Pj,.
Preuve :0n définie l'opérateur C' par Cx = Ax + xo,Vo € P.Pour xo € P, nous savons que
C : P — P. Par la monotonie de A, on déduit que l'opérateur C : P — P est croissante, car :
soit x1,x9 € P tels que : x1 < x9 donc Axy < Axy, Uajout de xg, on aboutit a Cxy < Cao
donc C' est croissante, d’un autre coté Yo € P ett € (0,1), on a

C(tx) = A(tz) + xo > a(t) Az + xo.
Puisque o(t) < 1 alors, zoa(t) < xo et par suite

C(tx) > a(t)Cx (2.4)
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donc Uopérateur C' remplit les condition i),1) aussi on a
Ch = Ah+ 2y € P,. (2.5)
Lemme(2.1) implique qu’il existe ug,vo € P et r € (0,1) tels que
rvg < ug < v, Uy < Cug < Cvg < vy (2.6)
construisons successivement les deux suites
Up = Cp_1,v, = Cv,_1,m=1,2,3.......

par la monotonie de C, on a u; = Cug < Cvg = v1. D’une maniére générale on obtient
Up < vp,n =1,2,3.... il découle de (2.6) et de la monotonie de C' que

n<..<wv, <. < v < 1. (2.7)
Notons que ug > rvg, on peut obtenir w, > ug > rvg > rv,,n = 1,2, .... Soit

t, =sup{0 <t <1| u, >tv,},n=1,2,...
ainst on a U, > tpv,,n = 1,2, ... et par suite

Upt1 =2 Uy 2> LUy 2> LUy, n = 1,2, ...

donc t,iq > tyi.e t, est une suite croissante avec t, C (0, 1]. Supposons que t, — t* quand
n — 0o, alors t* = 1. Sinon 0 < t* < 1, on distingue deux cas

Premaer cas : il existe un entier N tel que ty = t*. dans ce cas on sait que t, =t* VYn > N
donc pour n > N, on a

Unt1 = Cuy, > C(t'v,) > a(t™)Cu, = a(t™)vps

par définition de t,,t, 1 =t > a(t*) et on a a(t*) > t* qui est une contradiction
Deuxiéme cas : Vn,t, < t*. alors on a

th tn
Upr1 = Cu, > Cltyv,) = C(t—*t*vn) > a(t—*)C(t*vn)
tn th
> a(t—*).a(t*)Cvn > t—*.a(t*)vnH,

par définition de t,,t,11 > 2.a(t*). Lorsque n — oo, on a t* > «(t*) et on a a(t*) > t*, qui
est une contradiction, donc lim,,_.. t, = 1. Pour tout nombre naturel p on a

Up — Uy < Uy — Ly = (1 —t)v, < (1 —t,)vo,

Up, — Untp < Uy — Uy, < (1 —t,)0p.

0 < Upip — Up

7

IAIA

Comme le cone P est normal on a

N1 —t,) | vo |[|[— 0(n — o0)
N1 —=t,) || vo [|[= 0(n — o0),

| iy = ||

IA A

| vn — Un+4p |
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1ct N la constante de normalité.

Donc on peut conclure que u,, et v, sont des suites de Cauchy, et comme E est complet, alors
Ju*, v* tels que u, — u*,v, = v* quand n — oo. Par (2.7) nous déduisons que u, < u* <
v* < v, avec u*,v* € P, et

0 <0v*—u" <wv,—u, <(1—1t,)vo,

de plus de
v —u® [[< N(L=t,) || v [|[= 0(n — o0),

et ainsi u* = v*. On pose z* = u* = v* alors, on obtient
Upt1 = Cu, < C* < Cuy = vpypy

lorsque n — oo alors on aboutit a z* = Cx* c’est-a-dire que x* est un point five de 'opérateur
C dans P,,.

Dans la suite on prouve que x* est ['unique point fize de C' dans Py, en fait supposons que
x~ est un autre point five de C' dans Py, puisque xz*,x~ € P, il existe des nombres positifs
1, [, A1, Ao > 0 tels que :

/Llh, S x* S Alh,ugh S T S )\2h

D’ou on obtient I I
27 > pph = Ak > B
= H2 M 1n = N
Puisque t; = sup{t > 0| = > ta*}, évidemment 0 < t; < oco,x~ > t1x*; par la suite nous
prouvons t1 > 1.
510 <ty <1 alors
- =Cz” > C(tia") > a(t))Cx™ = a(ty)z”,

puisque a(ty) > t1, cela contredit la définition de ty ; donc t; > 1, ce qui donne x= > tix* > x*
de méme on peut prouver x* > x7; on a

* K1 H1
"= h=—>X.h>—z".
21 N 2.1 =2 N
Puisque to = sup{t > 0| x* > tz~}, évidemment 0 < ty < oco,x* > tox™; par la suite nous
prouvons to > 1.
S0 <ty <1 alors
xr=Cx" > Ctex™) > a(ty)Cr™ = a(te)x™,

puisque a(te) > to, cela contredit la définition de ty ; Donc to > 1, ce qui donne x* > tox™ > o~
r.e. x= = x* alors C' admet un unique point fire x* dans Pj, c’est -a- dire que Ax + x9 = x a
une solution unique dans Pj,.

Théoréme 2.2 Soit xqg € P ou P est un cone normale. Supposons que 'opérateur A satisfait :
i) A: P — P est croissante sur P.

i) Yx € P ett € (0,1), Jal(t,z) € (t,1] tels que : A(tr) > alt,z)Ax, telle que o(t,x) est
décroissante par rapport a x,

15t) il existe ty € (0,1) tel que :

toh < Ah + x < ty'talt, t; h)h
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alors l’équation Ax + xo = x admet une solution unique en Pj.
Preuve : De méme que la preuve du théorem (2.1), on peut considérer l'opérateur C' par

Cr=Ax + xg,Vr € P

a partir de i), i) il est facile de prouver que C' : P — P est croissante en effet : soit x1, x5 € P
tels que : 1 < x9 donc Axy < Axs, lajout de xq, on aboutit a Cxy < Cxo alors C' est croissante,
d’un autre coté Vo € P ett € (0,1), on a

C(tx) = A(tz) + zo > a(t, z) Az + x.
Puisque o(t,z) < 1 alors, zoa(t,x) < o et par suit
C(tx) > a(t,z)Cx, Vx e P
ett e (0,1)

en outre d’apres i)
toh < Ah + 19 = Ch <ty a(to, ty ' h)h.

Donc, le lemme(2.2) implique qu’ils existent ug,vg € Py, et r € (0,1) tels que :

rvg < ug < vg, Uy < Cug < Cug < vyp. (2.8)
Construissons successivement les suites

Up = Cup_1,v, = Cvp1,m=1,2, ...

Par la monotonie de C, on a uy = Cuyg < Cvyg = v d’une fagons généralé, on obtient u,, <
Up,m =1,2,... De (2.8) et de la monotonie de C, il découle que

<y <. <u,<..<v,<..<v < (2.9)
de méme que dans la preuve du théoreme (2.1) soit la suite (t,)
tn, =sup{t > 0| u, >tv,},n=1,2, ..
Ainsi on a u, > t,v,,n=1,2,.. et
Upi1 = Up > LUy > v, n =1,2, ...

tny1 > t, d.e {t,} est croissante avec {t,} C (0,1]. Supposer t, — t*,n — oo alors t* = 1,
autrement 0 < t* < 1 on distingue deuz cas :

Premier cas : il existe un entier N tel que : ty = t*, dans ce cas on sait t, = t*Vn > N.
Donc pourn > N, on a

Unt1 = Cu, > C(t'v,) > at*, v,)Cuo, > a(t™, vo)Cu, = ot vo)vn11

par la définition de t,,t,+1 = t* > a(t*,vg) > t* qui est une contradiction
Deuxiéme cas : Vn,t, < t* alors on obtient

ty ty
Upr1 = Cu, > C(tyv,) = C’(t—*t*vn) > a(t—*,t*vn)C’(t*vn)

tn ln X
t—*.a(t*,vn)Cvn > t—*.a(t ,V0) Unt1

v
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par la définition de t,,t,11 > 2.a(t*,v) lorsque n — oo, on obtient t* > a(t*,vy) > t* c’est
une contradiction donc lim,,_, t, = 1.
La preuve du reste est similaire a la prewve du théoréme(2.1), pour tout nombre naturel p on a

Up — Uy < Uy — Ly, = (1 —t)v, < (1 —t,)vo,

Up, — Uptp < Uy — Uy < (1 —ty,)0p.

0 < Upip — Up
0

IAIN

Comme le comne P est normal on a

N1 —t,) | vo ||[— 0(n — o0)
N1 —=t,) || vo |- 0(n — o),

| i — ||

IA A

| vn — Un+4p |

ict N la constante de normalité.

Donc on peut conclure que u,, et v, sont des suites de Cauchy, et comme E est complet, alors
Ju*, v* tels que u, — u*, v, — v* quand n — oco. Par (2.9) nous déduisons que u, < u* <
v* <, avec u*,v* € Py et

0 <ov*"—u" <wv,—u, <(1—1t,)vo,
de plus de
[ v* =" [[< N(1=1t,) || vo [[= O(n — o0),

et ainsi u* = v*. On pose x* = u* = v* alors, on obtient
Up1 = Cu, < Ca* < Cuy = vppy

lorsque n — oo alors on aboutit a x* = Cx* c’est-a-dire que x* est un point fize de 'opérateur
C dans P,.

Dans la suite on prouve que x* est l'unique point fire de C' dans P,. En fait supposons que
x~ est un autre point fire de C dans P,. Puisque x*,x~ € Py, il existe des nombres positifs
1, [, A1, Ao > 0 tels que :

[,Llh S z* S )\1h,,u2h S T S )\Qh

D’o0 on obtient

- M2 M2
> loh = —A\h > —
X _[LQ )\1 1 _)\11‘

puisque t; = sup{t > 0| == > tx*}, évidemment 0 < t; < oo,z > tyx*. Par la suite nous
prouvons t; > 1.
S0 <ty <1 alors

- =Czx” > C(thz") > alty,2")Ca" = a(ty, z")z".

Puisque a(ty, z*) > t1, cela contredit la définition de t. Donc t; > 1, ce qui donne x~ > tyx* >
x* de méme on peut prouver x* > x7; on a

% 1 H1
Xz M1 )\2 2 =~ )\21‘
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puisque ty = sup{t > 0| z* > ta~}, évidemment 0 < ty < oco,z* > tyx~. Par la suite nous
prouvons ty > 1.
Si0 <ty <1 alors

¥ =Cx" > C(tar™) > alty, 2 )Cax™ = alty, ™ )x™.

Puisque a(te, x7) > ta, cela contredit la définition de ty. Donc ty > 1, ce qui donne x* > tox™ >
x~ t.e. x7 = x¥ donc on déduit que C' a un point fize et unique x* en P, c’est-a-dire que
I’équation Ax + xo = = a une solution unique en Pj.

Corollaire 2.1 Avec les mémes conditions que dans le théoréme(2.1) pour tout donné X\ > 0
léquation A\.x = Az + x¢ a une solution unique dans Py.
Preuve : Pour \ > 0 fizé, définir un opérateur C': P — E tel que :

1

Cz = X(A:C + ),V € P

de méme que la preuve du théoréeme du (2.1), nous pouvons facilement obtenir

i) C : P — P est croissante. En effet : soit x1,z9 € P tels que :x; < xy donc par la
monotonie de A on a Ary < Axo, l'ajout de xg, en mutipliant le deux membre par le
terme positif %, on aboutit a Czy < Czq alors C est croissante.

1) C(tx) > a(t)Cx pour toutes x € P et t € (0,1) en effet :
C(tr) =

(A(tz) + x0) > —(a(t)Ax + x0).

> =

1
A
<

Puisque o(t) < 1 alors, zoa(t) < xy et par suite

Cltx) > %a(t)(A(tx) +a0) = Cltz) > a(t)Ca

ii) Ch = +(Ah + z0) € Py,. En effet :(Ah + x0) € P, = $(Ah + x) € 1P, puisque
%Ph = P,, donc Ch € P,

ainsi par théoreme (2.1) C a un point fize et unique en Py, c’est -a- dire l’équation \.x = Ax+x
a une solution unique en Pj,.

Corollaire 2.2 Soit o € P ou P est un cone normal, supposons que l'opérateur A satisfait :

e A: P — P est croissante en P.

eV € Pett e (0,1),3a(t,z) € (t,1] tels que : A(tz) > a(t,x)Ax telle que a(t,x) est
décroissante par rapporte x.
Donc :

1. Sl existe to, \* € (0,1) tels que :
toh < Ah + xo < XNty alto, ty ' h)h

alors pour tout A € [\*,1) léquation A\.x = Ax + xo a une solution unique en P,
2. Sl existe to € (0,1) et \* € (1,400), tels que :

Ntoh < Ah + 39 <ty alty, ty h)h

alors pour tout A € (1, \*], Uéquation A\.x = Ax + xo a une solution unique dans Pj,.

Preuve :
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1. Définir un opérateur C': P — E tel que :

1
Cr = X(Aa: +x9),Vx € P

de méme que la preuve du théoréme(2.2), nous pouvons facilement obtenir

i) C : P — Pest croissante, en effet : soit x1,x9 € P tels que : x1 < x5 donc par la
monotonie de A on a Axy < Axy Uajout de xg, en mutipliant le deux membre par le
terme positif %, on aboutit a Cxqy < Cxy. Alors C' est croissante.

1) C(tx) > aft,z)Cx pour tout x € Pett € (0,1), en effet :

Cltz) = %(A(m) +a) > %(a(zﬁ, ©) Az + x0).

Puisque a(t, ) < 1 alors zoa(t,x) < zq et par suite

C(tx) > —a(t,z)(A(tz) + x9) = C(tzx) > a(t,z)Cx

1
A
iii) toh < Ah+zg < Ch = +(Ah+ xg) < = (Ah + x0) < t5 alto, ty 'h)h. Car :

<A<l =

donc par hypothése

1
toh < X(Ah +20) = Ch < ty'a(ty, ty'h)h = Ch € P,.

Ainsi par théoreme(2.2) C a un point fize et unique en Py, donc pour A € [\*, 1) l’équation
Ax = Ax + xg a une solution unique en P,

2. nous montrons que ce cas est de méme que la preuve du cas (1).
Définir un opérateur C': P — E tel que :

1
Cr = X(Ax + 29),Vz € P

de méme que la prewve du théoreme(2.2), nous pouvons facilement obtenir

i) C' : P — Pest croissante. Car : soit x1,xo € P tels que : ©1 < xy donc par la
monotonie de A on a Ary < Axy Uajout de xg, en mutipliant le deux membre par le
terme positif %, on aboutit a Cxqy < Cxy. Alors C' est croissante.

1) C(tx) > a(t,z)Cx pour toutes x € P et t € (0,1). Car :

Cltx) = ;(A(ta;) + ) > %(a(t, ) Az + av).

Puisque a(t,x) < 1 alors zoalt, z) < zq et par suite

C(tx) > —a(t,z)(A(tx) + xo) = C(tx) > at,z)Cx

> =
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i) toh < 55(Ah+ z0) < Ch = $(Ah+ x0) < (Ah + x0) <ty alto, tg ' h)h. Car :

I1<A<N =

= (Ah + x9) < —(Ah + x9) < (Ah + x¢)

donc par hypothése

toh < —(Ah + z9) = Ch <ty alty, t; ' h)h = Ch € P,

> =

Ainsi par théoréme(2.2) C' a un point fize et unique en Py, donc pour A € (1, \*] I’équation
Ax = Ax + xg a une solution unique en P,

2.3 Reésultat similaire pour un opérateur h—concave

Théoréme 2.3 Soit P est un cone normal et A : P(ou P,)— Py est un opérateur croissante
et h—concave, supposer que :

)il y a une constante | > 0 tel que : xy € [0,1lh] et n(t,z) =n(t) i.e n(t,x) est indépendant de
x, donc l’éq(1) a une solution unique en Py ce qui implique que 'opérateur h—concave A a un
point fize et unique en Py

Preuve : Soit a(t) = t(1 +n(t)) puis par remarque(1.1), on a o(t) € (t,1] et

A(tz) > a(t)Az,Vt € (0,1),x € P,
puisque Ah € Py, 3\, 1 > 0 tels que : A.h < Ah < p.h, donc on obtient
ANh < Ah+xo < p.h+ 9 < ph+1h = (u+1)h.

Donc Ah + xg € Py, alors en conclusion on a :
o A: P(ouPy,) — P, est croissante.
o A est concave généralisé.
o Ah+ x9 € P,.

Il découle de théoréme(2.1) que léquation x = Ax + x¢ a une solution unique en Py, prise
xo = 0, alors l'équation x = Ax a une solution unique en Pj,, donc on peut affirmer que
l’opérateur h—concave A a un point fixe et unique en P,

Théoréme 2.4 Soit xy € P et P est un cone normal, supposons que l'opérateur A : P(ou
Py) — P, est croissante et h—concave et que :

i) n(t,z):(0,1) x P, — (0,1) est décroissante en x pourt fize
1) il existe to € (0,1) tel que :

1
toh < Ah + xo < (1 + n(to, t—h)) h.
0
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Donc 1’éq(1) a une solution unique en Py, ce qui implique que l'opérateur h—concave A a un
unique point fixe en P,
Preuve :Soit a(t,z) = t(1 +n(t,x)) puis par remarque(1.1), nous savons t < a(t,x) <1 et

A(tz) > a(t,x)Az,Vt € (0,1),x € P

de t), nous savons que a(t, ) est décroissante en x pourt fize, donc la condition : {" pour x € P
ett e (0,1) Jalt,z) € (t,1] tels que ‘A(tz) > a(t,z)Ax telle que «(t,x) est décroissante en
x pourt fixre "} est satisfait. De i), on a

1
toh < Ah + z9 < (1 + n(to, t_h)> h= t51~t0 (1 + n(to, talh) = tala(to,to_lh)h-
0

Donc en conclusion on a :
e A: P(ouP,) — P, est croissante.
e A concave généralisé.
o toh < Ah+ o < alty, ty 'h)h.
Ainsi d’apres le théoreme(2.2), l'équation x = Ax + xy a une solution unique en Py, prise

xg = 0, alors 'équation x = Ax a une solution unique en Py, donc on peut affirmer que
l’opérateur h-concave A a un point fize et unique en P

2.4 Reésultat similaire pour un opérateur —concave

Théoréme 2.5 Soit P est un cone normale et A est un opérateur satisfait i) : A: P — P est
croissante tel que : A(tx) > t°0 Az pourt € (0,1) et x € P o 0 < B(t) < 1 pourt € (0,1) en
outre xy € P satisfait Ah + xo € Py, puis I’éq(1) a une solution unique en Py, ce qui implique
que l’opérateur généralisé [—concave A a un point five et unique dans P,

Preuve : Soit a(t) = t°® puis par i) on a a(t) € (t,1] et

A(tz) > a(t)Az,Vt € (0,1),x € P

donc en conclusion on a :
o A: P(ouP,) — Py est croissante.
e A est concave généralisé.
o Ah+ x9 € P,.
Il découle de théoréeme(2.1) que équation x = Ax + xo a une solution unique en Py, prise

xo = 0, alors l'équation x = Ax a une solution unique en Py, donc on peut affirmer que
l'opérateur S—concave A a un point fixe et unique en Py,

Théoréme 2.6 Soit P est un céme normale et zo € P et A est un opérateur satisfait i) :
A: P — P est croissante tel que : A(tx) > t°®® Az pourt € (0,1) etz € P ou : (0,1)x P —
(0,1) est croissante en x pourt € (0,1) fize, en outre il existe to € (0,1) tel que :

to

Puis I’éq(1) a une solution unique en Py, ce qui implique que l'opérateur généralisée B—concave
A aun point fire unique dans P,

Preuve : Soit a(t) = ) puis par ii) nous savons t < a(t,r) <1 et

A(tz) > a(t,z)Az,Vt € (0,1),x € P
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de plus, nous savons que a(t, ) est décroissant en x pourt fixe. Ainsi la condition "Vx € Pt €
(0,1),3al(t, z) € (t,1] tels que : A(tz) > a(t, ) Az avec a(t,x) est décroissante en x pourt fize
" est satisfait, évidemment nous savons

(to,%h)

toh < Ah + xy < h = tgltg h =ty alte, ty h)h.

t(l)—ﬁ(tm%h)

Donc en conclusion on a :
o A: P(ouPy,) — Py, est croissante.
e A concave généralisé.
o toh < Ah+ 3o < alty, ty h)h.

Ainsi d’apres le théoreme(2.2), léquation x = Ax + xo a une solution unique en P, prise
xo = 0, alors l'équation x = Ax a une solution unique en Py, donc on peut affirmer que
lopérateur —concave A a un point et fize unique en Py.
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CHAPITRE 3

QUELQUES APPLICATIONS

ans ce chapitre, nous avons appliqué les résultats obtenus dans le chapitre 2(les théorémes
D (2.1)(2.2)(2.3).....) pour étudier I'existence et l'unicité des solutions pour des problémes
avec des conditions initiales, ou & valeurs aux limites associées a des équations différentielles
ordinaires linéaires ol non et ainsi que des systémes non linéaires algebriques .

3.1 Probléme a valeur initiale associé a une équation dif-
férentielle ordinaire d’ordre 1

Considérons le probléme & la valeur initiale [19] suivant
= f(t,x), z(0) =aq (3.1)

ou f(t,z) : I x R — [0, +00).

On sait que 'ensemble C'(I,R) de toutes les fonctions continues sur l'intervalle = [0, 1] a
valeurs dans R muni de la norme || z ||= sup{|z(t)|;¢ € I} est un espace de Banach. Soit le
sous-ensemble P = {x € C(I,R) x(t) > 0,t € I}. Il est facile de vérifier que P est un cone
normale et solide dans C'(I,R), P = {z € C(I,R)/z(t) > 0,t € I}. En effet

- P est non vide car 2(t) = a > 0(constante) est un élément de P.
- Soit x € P et A > 0 alors, pour tout ¢t € I; z(t) > 0 = A.z(t) > 0 donc \.P C P.
- Soit z(t) € C(I,R). Si pour tout t € I; x(t) > 0 et —z(t) > 0 alors x(t) = 0 d’ou

(=P)n P ={0}

- Pour 0 < z(t) < y(t) on a || = ||= sup{| =(¢) |,t € (0,1) < 1. | y ||}, donc P est un
normale.

- OnaP={zeCU,R)/z(t)>0,t €I} soit z(t) =e' > 0= ¢ € P alors P # ¢ donc P
est solide.

- Soient s € (0,1) et z(t),y(t) € P. On a x(t),y(t) > 0 alors sz(t) + (1 — s)y(t) > 0 =
sx(t) + (1 —s)y(t) € P donc P est convexe.

- (P est fermé) puisque on a

1.OnaPCP
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2. Soit x € P alors, il existe une suite ( z,) C P telle que : z,, — 2. Comme pour tout
n€N; z, € Pie. z,(t) >0 ce qui entraine que pour tout ¢t € I, lim, o ,(t) =
x(t) > 0.

Pourty € I;ona |x(t)—x (to) | < |x(t)—xn (t) |+]2n(t) =2 (to) |+ |2n(to) —2 (to) | = 0
quand n — +o0 et t — ty car x, converge simplement vers z et x, est continue en
tout point ¢ de I, d’ou la continuité de x. Alors z € P donc P = P, ainsi P est fermé.

La relation partielle défini par P dans C'(I,R) est toujours noté <.
Nous supposons également que :

(Cy) 1l existe une constante M > 0 telle que pour touts u > v > 0 on a, f(t,u) — f(t,v) >
—M(u —v).
(C3) Pour tout A € (0,1) et u > 0, il existe a(A) € (A, 1] telle que :

ft, u) —a(N) f(t,u) > [a(X) = \|Mu,Vt € T
3.1.1 Reformulation du probléme

On va démontrer que le probléme (3.1) est équivalent a ’équation intégrale suivante
t
z(t) = age™ M —I—/ e MU= f(s,2(s)) + Max(s)]ds,t € I. (3.2)
0

Preuve : L’équation 2’ (t) = f(t,z (t)) est équivalente a o’ (t) + Mz (t) = f(t,x (t)) + Mz (¢)
qui est une équation différentielle linéaire de premier ordre avec deuxiéme membre dont la
solution générale est

x(t) = C.e™ M

En utilisant la méthode de variation des constantes, on pose z(t) = C(t).e™™* don 2/(t) =
C'(t)e ™Mt — M.e~M.C(t) donc 2/ (t) + Mz (t) = C”( ) ME= f(t,x(t )) —1—Mx( ) ¢’est & dire
que C'(t) =M (f(t,x () + Mz (t)), alors C(1) ft MS [f(s,2(s)) + Mxz(s)|ds et
comme C(0) =z (0) = ag, on obtient finalement

x(t) = ag.e ™" + /0 e MU= f (s, 2(s)) + Max(s)]ds.

Donc x est une solution du probléme & valeur initiale (3.1) sur [ si et seulement si x est une
solution du probléme (3.2).

Théoréme 3.1 On suppose que les conditions (C1), (C2) soient satisfaites et que ag > 0.
Alors ils existent A\j, Ay > 0 tels que, le probléme (3.1) admet une unique solution x* vérifiant
Ae™ME < p*(t) < Nge™ME

Preuve : On définit opérateur A : P — C(I,R) par

Az(t) = age ™! —i—/o e MU= [ f(s,2(s)) + Ma(s)]ds,t € T

comme ag, M > 0 et f(t,z) >0, on a Azx(t) > 0 pourt € I. C’est a dire que, A: P — P. Il
découle de la condition (C1) que lopérateur A est croissante sur le cone P car :  Soit x1,x9 €
C(I,R) tels que : x1(t) < xo(t) pour tout t de I d’aprés (Cy) on a f(t,xo(t)) — f(t,21(2)) >
—M(zo(t) — x1(t)) alors f(t,xa(t)) + Mao(t) > f(t,x1(t)) + May(t). En mutipliant les deux
membres par le terme positif e~ puis tenant Uintégrale de 0 a t et finalement Uajout de
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age Mt on aboutit a Axy(t) > Axi(t) donc A est croissante .
Pour X € (0,1) et x € P, d’apres la condition (Cy) on obtient

A2)(t) = age ™M + /0 e MU= (s, N\a(s)) + MA.z(s)]ds,

en remplacant u par x(s) dans (Cy), on peut écrire

f(s, Ax(s)) + A Mx(s) > a(N)(Mx(s) + f(s,x(s))),

parconséquent

t

AN2)(E) > age M + a(N) /0 M=) F(s, 2(s)) + M (s)]ds.

Puisque a(X) < X < 1, alors a(N)age ™ < X.age ™ < age™* donc

ANz)(t) > a(N)) [aoe_Mt + /0 e M(t=s) [f(s,2(s)) + Mz(s))]ds

donc A(\.x)(t) > a(N)Ax(t) pour X € (0,1) et = € P alors, [lopérateur A est concave
généralisé.

Prenons h(t) = e Mt et 2y = 0 dans Uéquation(1). I est clair que h € P, h # 0, vérifie d’un
part

Ah = age M + / t e MU= (s, h(s)) + Mh(s)]ds
0

_ <a0 + /Ot eM[f (s, h(s)) + Mh(s)]ds) h(t) > aoh(t).

Car fot eMs[f(s,h(s)) + Mh(s)]ds > 0, et d’un autre coté

Ah = age™M" + /t e MU= (s, h(s)) + Mh(s)]ds
< (ot e [ 1rtsts) + aano)as ) o

Car [y eMs[f(s,h(s)) + Mh(s)] < [ eM[f(s, h(s)) + Mh(s)]ds.
On pose \y = ag, Ao = ag + e fol[f(s,h(s)) + Mh(s)]ds, donc \Mih < Ah < X\sh, alors
Ah € P,. Ainsi on conclut que

1. A: P — P est croissante.

2. A est concave généralisé .

3. Ah € P,

Donc par le théoreme (2.1) l'équation x = Az+xo a une unique solution, ce qui montre que le

probléeme (5.1) a une unique solution sur x* € Py, puisqu’elle vérifie A\ye™ Mt < 2*(t) < Age M.

Théoréme 3.2 Supposons que ag > 0 et les deuz conditions (Ch),(Cs) sont satisfaites. De
plus, ils existent h € P avec h # 0 et deux réels My, My > 0 tels que :

M;h(t) < age ™™ + / t e MU= (s, h(s)) + Mh(s)]ds < Myh(t),Vt € I (3.3)
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alors le probléme (3.1) a une unique solution dans Py.
Preuve : On définit l'opérateur A : P — C(I,R) par

t
Ax(t) = / e MU= f (s, 2(s)) + Ma(s)|ds,Vt € T
0
notons que f(t,z) > 0, par hypothése alors, on a Ax(t) > 0 pourt € I. Soit A : P — P
il découle de (C1) que l opérateur A est croissante sur P car : Soit x1(t),z2(t) € C(I,R)

(
tels que : x1(t) < w2(t) on prend dans la condition (Cy) v = xl(t),u = x5(t) alors on a
ft,xa(t)) — f(t,x1(t)) > —M(xo(t) — z1(t)) ce qui nous permet de conclure que

Am(t) — Az (t) = /0 e M(t=s) [f(s,22(s)) — f(s,21(s)) + M(xo(s) — x1(s))|ds

/0 e_M(t_S)[—M(xg(s) —1(8)) + M(x2(s) — x1(s))]ds
0

v

alors Axs(t) > Az (t) donc A est croissante.
Pour X\ € (0,1) et x € P, par la condition (Cs)

A(\z)(t) = /t e MU= £(s, N\a(s)) + MA.x(s)]ds.
0
En posant u = z(s) dans (Cy) on obtient

flsAx(s)) — a(A) f (s, 2(s))
f(s,Az(s)) + A Mzx(s)

[OZ()\) - )‘]M‘T(S)a
a(A)(Mx(s) + f(s,z(s)))

A(N\x)(t) > a()\)/o e MU= f(s,2(s)) + Mx(s)]ds = a(N) Az(t).

Donc A(A.z)(t) > a(N)Ax(t) pour X € (0,1) et x € P ce qui prouve que A est concave généralisé

On pose xo(t) = ape ™Mt € 1. Puisque ag > 0, on sait xo(t) > 0, i.e xg € P; de plus, pour
tel, daprés (3.3) on a

Mih(t) < Ah(t) + z0(t) = age™™" + / t e MU= f(s,h(s)) + Mh(s)|ds < Myh(t).

D’ou, Mih < Ah + x9 < Msh. Autrement dit, Ah + xo € P,. Ainsi on conclut que
1. A: P — C(I,R) est croissante.
2. A est concave généralisé .
3. Ah+ x9 € Py.

Donc d’apres le théoreme(2.1) l'équation x = Az + x¢ a un unique solution, alors I’équation

Az(t) + 29 = age ™M + /0 e MU f (s, 2(s)) + Max(s)]ds

a un unique solution donc le probléme (3.1) a une solution unique dans P,
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3.2 Probléme a valeur initiale pour une équation différen-
tielle impulsive non linéaire

Soit le probléme [19]

( )=ftu(), tel0;1] —{ti,bay st}
I (u(ty)) = u (t;)(o—) u(ty) k=1,2,....m (3.4)

ou 0<t; <ty<..<ty<lijag>0et f:[0,1] xR — R;.Soit PC([0,1],R) I'ensemble
de toutes les applications u : [0; 1] — R; continue pour tout t # t; et pour k = 1,2,...,m on
a u(ty) =u(ty), u(t]) existe. Cet ensemble muni de la norme ||ul| = SUPyefo [u (f)] est un
espace de Banach.

3.2.1 Reformulation du probléme

On démontre que u est une solution du probléme(3.4) si et seulement si u = Au, ou

t

Au (t) = age ™ + Z e MUt (u (t,)) + / e M=) (f(s,u(s)) + Mz (s))ds,t € [0,1]

0<trp<t 0

en effet, toute solution u du probléme(3.4) vérifie :

1. Pour t € [0,t1], u (t) = ape ™M + fte_M(t_s) (f(s,u(s))+ Mz(s))ds.
0

t
2. Sit € )b, tyr], ult) =u(tf) e M) 4 [ ME=)(f (5 u(s)) + Mz (s))ds.
tg
Et comme on a

fe =) (f(s,u(s)) + Mz(s))ds = LofeM(ts) (f(s,u(s)) + Mx(s)) ds—?eM(ts)(f(s, u(s))+

Mx(s))ds = fe‘M(t_s) (f(s,u(s)) + Mx(s)) ds — e~ M=) :f Mt=s) (f(s,u(s)) + Mx(s))ds.

Alors, pour t E]tk, tr+1]; on obtient
t

u(t) = (U(tk)—bfe‘M =) (f (s, uls)) + Ma(s))ds)e= tk)+{€‘M(t‘s)(f(s,U(8))+Mfﬂ(8))d8-

Sit €]ty, ta), f Mti=)(f(s,u(s)) + Mx(s))ds = u(t;) — ape™* donc
0

ult) = (u(t]) —u(ty) + age M) M=) OfteM(”)(f(Sy u(s)) + Mx(s))ds

t
= age M + I (u(ty))e M) + [e=ME=)(f(s u(s)) + Mx(s)ds.
0
En utilisant la derniére résultat, on trouve pour t €lts, t3);
fe (t2=9)(f(s,u(s)) + Mx(s))ds = u(ty) — ape ™2 — I, (u(t;))e (271 ce qui nous permet

de conclure que
t
u(t) = (u(ty)—ulty)+ape M2+ I (u(ty))e Mt2t))e=Mt—t2) 4 [o=ME=9)(f(s u(s))+Mx(s))ds
0
t

= ape Mt + Ly(u(ty))e ™M) 4 [ (u(ty))e ME1) 4 [eME9)(f(s,u(s)) + Mx(s))ds, et ainsi
0
de suite.



CHAPITRE 3. QUELQUES APPLICATIONS 25

La fonction f est définie comme ci-dessus et satisfait les deux conditions (C}) et (Cy). Si
en outre, I :— [0, 400 est croissante et vérifie I}, (Au) > « () Iy (u) pour tout A € (0,1) et
u > 0. Alors, en appliquant le théoréme prcédente on démontre que le probléme impulsive
(3.4) admet une solution dans P = {z € PC ([0;1],R);z (t) > 0,¢ € [0,1]}.

3.3 Problémes aux limites non linéaire a deux points as-
socié a une équation différentielle ordinaire

Les équations avec 'opérateur p-Laplacien apparait dans la modélisation de différents phé-
nomeénes naturels, mécaniques non newtoniennes, biologie des populations, lois d’écoulement
non linéaire, et systéme d’équations aux dérivées partielles de Monge-Kantorovich. Dans cette
section, nous nous intéressons de 'existence et 1'unicité de solutions positives pour des pro-
blémes aux limites avec un p-Laplacien unidimensionnel. On considére le probléme aux limites
non linéaire a deux points [19] suivants

(3.5)

ol ¢,(s) =| s |P72 s,p > 1l,a > 0,b > O,% +% = 1. Nous utiliserons le théoréme(2.3) et
le théoréeme(2.4) pour établir I'existence de I'unique positive solution du probléme(3.5). Nous
supposons également que £ = C(0,1) et P = {x € E| z(t) >0, t € [0,1]}. On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites :

(C5) Pour touts A € (0,1) et w >0 il existe n(A)telle que :
Pt Au) > ML+t w), Ve € [0, 1]
(C4) Pour touts A € (0,1) et u € P il existe une fonction n(A,u) : (0,1) — (0,1) telle que :

F& Au(t)) = ML +n(h )P (¢ u(t)

telle que n(\, u) est décroissante par rapport a u.
(Cs) 1l existe ty € (0,1) tel que :

o < a+/0 s, (@,(b) +/ f(r,l)dr) ds < 1+n(to,%),t €0,1]

3.3.1 Reformulation du probléme

On démontre que le probléme peut étre formulé sous la forme de I’équation intégrale suivante :

u(t) =a+ /Ot bq (qbp(b) + /51 f(r,u(r))dr) ds

Preuve : Soit u(t) € E on a en intégrant de t a 1 les deux membres et substituant la condition

au bord u/(1) = b, on obtient

MWW:%@+[ﬂmmmr
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et comme (qbp)f1 = ¢, tel que % + % =1, alors

w0 =0 (00 + [ 50000

intégrons une deuxiéme fois les deux membres et utilisons la condition initiale u(0) = a, on

trouve
u(t)=a+ /Ot b4 (gbp(b) + /81 f(r,u(r))dr) ds.

Théoréme 3.3 Suppose que f(t,u) : [0,1] x [0,4+00) — [0, +00) est croissante par rapport a
u et vérifie la condition (Cs). Alors :

1. Sia >0, alorsle probleme (3.5) a une solution positive et unique dans P.
2. Sia=0 et il existe My, My >0 et h € P avec h # 0 tels que :

Mh(t) < /¢q( /frh dr>ds<M2h()

Alors le probleme(3.5) a une solution positive et unique dans Py
Preuve :

1. On défini opérateur A : P — E par

Aut) = a + /O b, (@,(b) + / 1 f(t,u(r))dr) ds

Puisque a > 0,b > 0 et f(t,u) > 0, on a Au(t) > 0. C’est a dire que , A : P — P.
Il est clair que A est croissante, car : soit uy, us € P et uy < ug alors, par hypothése

ft,ur) < f(t,uz) alors
/fru1 )dr < ¢, (b) /fru2

la fonction ¢4 est stictement croissante, par conséquent

o (8,0+ [ Jen)ar) <o, (,0)+ [ situstrar).

d’ot fo bq (qﬁp +f fr,ug(r )dr) ds < fo ?q <¢p + f fryui(r )dr) ds et par suite

Auy < Auy donc A est croissante.
Pour touts X € (0,1) et uw € P par (Cs) nous savons il existe n(\) > 0 telle que :

Ft Au(t)) = ML+ 0P~ f(t u()).
Noter que A < A(1+n()\) < 1, alors pour touts A € (0,1) et u € P, on a

AD)(t) = /qsq( /fr)\u ))dr) ds
> a+/0¢q(¢p(b)+[ (1+n(\w)] /fr)\u dr)d.
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On pose A(14+n(\)) = a(N). Puisque (X)) <1 alors (AP <1 donc a(A)P~1o,(b) <
¢p(b), alors

> a+/0t¢q <¢p(b)[A(1+n(A))] LA+ (0 )] /fr)\u d7~>

> a+/0t¢q<[ (1 +n()] < /f” ))

On a pour B > 0, 6,(8) =| B 12 B = B | & 2 & = 9 (A)ay(a). o a
6,(a(N) = NI + (0w, done

ZH/;%(%( ( /fru ))
> o [ anton(ate, (o0)+ / ity ) s
> a+)\(1+n(>\))/0tgbq (gbp(b)—l—/slf(r,u(r))dr) ds.

a+ /Ot Oq (c;Sp(b) + /s1 f(r,u(r))dr) ds]
t

On, déduit que A(Au) > A(1+n(\))Au(t), VA€ (0,1), u € Pdonc A est h—concave. Ainsi

en conclusion on a
o A: P — P est croissante.
e A est h—concave.

Donc d’apres le théoréme(2.3) l’équation © = Ax + x¢ a une unique solution, c’est a dire
la méme chose pour I’équation

Au(t) =a + /Ot bq (%(b) + /Sl f(t,u(r))dr) ds

ce qui prouve que le probléme(3.5) a une unique solution dans P.

2. Pour a =0 on définit 'opérateur A : P — E par

Au(t):/otd)q (qﬁp(b)—i—/slf(r,u(r))dr) ds.

Comme b > 0 et f(t,u) > 0, on a Au(t) > 0. C’est a dire que, A : P — P. Par la
monotonie de f(t,u) par rapport & u pour t € [0,1] fixé, on obtient que A : P — P est
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croissante. De plus, pour touts A € (0,1) et u € P, par la précédente preuve, on sait qu’il
existe une n(X) > 0 telle que

A) () > A1+ (N Au(t), YA€ (0,1), ueP.

Dans la suite, nous montrons que A : P, — Py,. D’abord, pourt € [0, 1], par hypothése on

a Myh() < /¢q( /frh ))dr)ds<M2h()

Ainsi,Mih < Ah < Msh. C’est a dire que Ah € Py pour tout u € Py, il existe py, pz > 0
tels que pih < u < psh. Noter que la norme est monotone, on a py || b ||<|| w [|[< po || A ||-
Soit d = H H Alors py < d < py. Comme A est croissante, A(puh) < Au < A(usgh).
Ensuite

st d <1, on distingue deux cas :

o Si s =d, alors Au < A(dh) < Ah. Si ps > d, puis de remarque(1.1), on a

Au < A(ugh):A(‘;th) %[1+n(52)]1/1(dh)

< slen()]

o Sipy =d, alors Au > A(dh) > d[1 + n(d)|Ah, car A est h—concave. Si py < d, alors
M1 H1
> = > —
Au = AGuh) = A(San) = B 1+ (5) | A

> B (5) |dit+n(@)an.

Donc
Hy P 2 d\17!
< < —= .
“ [1+n(d>]d[1+n(d)]Ah <Au< b I (M)] Ah
On prouve que Au € P,
Sid>1

o Si e =d, alors

Au < A(dn) < d[1 4y G) ]_1Ah

o Sipe>d= py > 1, alors

Au < A(psh) < pio [1 + (i) rlAh

2

o Sip =d, alors Au> A(dh) > d[1+ n(3)] "t Ah. Si p < d,

Au > A(,ulh):A(/gdh) d[1+n(’;1>}4<dh)

Gl () ]alen ()]

v
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Alors Au € P,
Sid=1
o Si e =d, alors Au < A(dh) = Ah. Si ps > d = pe > 1, alors

1\ 7-1
Au < A(psh) < po [1 +1 (—> } Ah.
H2
e Sipy =d, alors Au > A(dh) = Ah. Si py < d, alors
21 H1
> —
Au 2 AGuh) = A(Sdn) > 5 [1 + ( ) ]A(dh)

d
- ()

Ainsi nous avons Au € P,
Donc par le théoreme(2.3) A a un point fize unique en Py, donc le probleme(3.5) a une
unique solution sur Py.
Théoréme 3.4 Supposons que f(t,u) : [0,1] x [0,4+00) — [0,+00) est croissante par rapport
a u et que les conditions (Cy), (Cs) sont satisfaites. Alors, le probleme (3.5) a une unique
solution sur P.
Preuve :On considére l'opérateur A : P — E défini par

Aut) = a + /0 t &, (gbp(b) + / 1 f(t,u(r))dr) ds.

1l est clair que lopérateur, A : P — P est croissante, car : soit uy, us € P et uy < uy alors

f(t,ur) < f(t, u2)
/ Fltou(M)dr < / F(t us(r))dr

b)+/ Flt () dr < ¢p(b)+/ F(t un(r))dr

IS
+
o\“
-
<
N\
\
—
=
IS
=
=
=
S
N———
(o}
w
A
S—0
/N
—
~
=
S
o,
=S
N————
w

oS
£
IA
o
5

Donc A est croissante.
Pour touts A € (0,1) et w € P d’aprés (Cs) il existe n(A\,u) > 0 tel que :

F&, Au(t)) > AL+ 0P ().
Noter que X < A(1 4+ n(\)) < 1, alors pour touts X € (0,1) et u € P, on a

A\ u(t)) /gbq( /fr)\u ))dr) ds
> a+/0qbq(gbp(b)+[ (14 n(\ u))] /fr)\u dr)d.
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On pose \(1 +n(N\)) = a(N). Puisque a(N) <1 alors a(A)P™t <1 donc a(N)P1¢,(h) <
op(b), alors

AAu(t)) > a+/0 q ( ML+ nONP + ML+ n(\ )P /1 f(r, A.u(r))dr) ds

e o o f )

On a pour >0, ¢,8)=|B.a|T?Bax=p1"1 21722 =9¢,08)d,(x), ce qui nous permet
d’écrire ¢p(a(N)) = M1 +n(\,u)P~t, donc

ADu(t)) > /@( < /fru ))
> o+ [ oot (4000 + / i)
> a4 A(1+(\) /0 b, (¢p<b>+ / 1 f(r,u(r))dr) ds.

%\

v

Comme «a(N).a<a

AQwu(t) > M1 +n(\)

a+ /Ot ®q (gbp(b) + /81 f(r,u(r))dr) ds]

= A(L+n(N)Au(t).

Ce qui montre que, A(A.u) > A(1 +n(\))Au(t), VA€ (0,1), u€ P on pose xg=0 et h=1,
alors h € P et d’aprés (Cs), on a

fo = toh < Ah(t) = Al = a+ /t b, (qsp(b) + /1 f(r, 1)dr> ds
0 s

1 1
< 14t 1) = (1 T (o, —h)) h
to to

Donc Ah € Py, pour tout u € Py, , il existe py, o > 0 tels que purh < u < ush. A noter que la
norme est monotone, on a py | b [|<|| w ||< pa || A ||. Soit d = % alors py < d < py. Comme
A est croissante, A(ph) < Au < A(ugh). Ensuite

St d < 1, on distingue deux cas :

o Si s =d, alors Au < A(dh) < Ah. Si uy > d, puis de remarque(1.1)(3), on a

Au < A(mh):A(‘z;dh) d[1+n(i>}_lfl(dh)

< Sen()
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e Siu =d, alors Au > A(dh) > d[1 + n(d)]Ah, car A est h—concave.Si py < d, alors

Au

v

A(mh) = A(/”;l dh) > % {1 oy (’;1) ]A(dh)
e () Jan s aanan

v

Donc
Hi H1 Lo d -1
< < = — .
# [1+n<d>}d[1+n(d)]flh <Aug? [1+n (m)} Ah
Ainsi nous avons Au € P,
Std>1

o Si o =d, alors
1 -1
Au < A(dh) < d[l +1 (Zz) } Ah

o Silis >d= uy > 1, alors
1\ 1-1
Au < A(pgh) < g [1 +n (—) ] Ah
M2
o Sip =d, alors Au> A(dh) > d[1 4+ n(3)] "t Ah. Si py < d,

Au > A(ulh):A(‘gdh) d[1+n(‘§>]A(dh)

Gl () ]aen(3)]

v

Ainsi nous avons Au € P,
Sid=1
o Si sy =d, alors Au < A(dh) = Ah. Si ps > d = pe > 1, alors

1 -1
Au < A(pgh) < po [1 +1 (u_) } Ah.
2

e Siu =d, alors Au> A(dh) = Ah. Si iy < d, alors

Au

v

Alah) = A(Zran) = Elin(5) A

d d
alen () Jan

v

Ainsi nous avons Au € P,. Noter que P, = P. Ainsi en conclusion on a
(a) A:€ P, —€ P, est croissante.

(b) A est h—concave.

(c) 3 to € (0,1)tel que :

1
0
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Donc d’aprés le théoréeme(2.4) Uéquation x = Ax + x¢ admet une unique solution, alors
[’équation

Au=a+ /0 b, (%(b) + / 1 f(nu(r))dr) ds

a une unique solution donc le probleme(3.5) a une unique solution sur P,

3.4 Probléme aux limites de deuxiéme ordre non linéaire
a deux points

Soit le probleme auz limites non linéaire de second ordre [19] suivant

"+ f(t,x) =0, te(0,1)
{x(O) =z(1) = 0. (3.6)

En se servant de la formule
t et pt ¢ . . N
[ [ st = g [t s

et en tenant compte des conditions auz bord le probléeme(3.6) est équivalent

z(t) = at—{—b—/o(t—s)f(s,x(s))ds
z(0) = 0=0

z(l) = 0=a= /0 (1 —s)f(s,z(s))ds
xz(t) = /0 t(1—s)f(s,z(s))ds _/o (t —s)f(s,z(s))ds.

Finalement, on obtient

o(t) = /0 G(t, 5) (s, 2(s))ds

telle que :

Définitons 'opérateur A

Az(t) = /0 G(t,s)f(s,z(s))ds,t € [0,1]

on suppose que :
o fcC([0,1] x [0,400),[0,4+00)) est croissante par rapport x.

e Pour touts A € (0,1) et x > 0, il existe a(\) € (A, 1] telle que :f(t, N\.x) > a(\) f(t, ), pour
te[0,1].
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e f(t,0) >0, pourt € [0, 1].
Alors le probleme (3.6) a une solution unique sur Pj,.

Soit h(t) = 3t(1 —¢),t € [0,1], On prouve seulement que Ah € Py.1l est facile de voir que
0<h(t)<j

ry = min f(¢,0),r = max f (t,l)

te[0,1] te[0,1] 8

alors 0 < r; < ry. En outre

Ah(t) = /1 G(t,s)f(s,h(s))ds > rih(t),t € [0,1]

Ah(t) = /1 G(t,s)f(s,h(s))ds < rqh(t),t € [0,1]

donc Ah € P,
Remarque 3.1 Si E = Cg(RY) désignent ’ensemble de toutes les fonctions continues bornées
sur RY muni de la norme usuelle || z ||= sup{| z(t) | : t € RN}, est un espace de Banach,

soit P = C}(RYN) le sous ensemble de toutes les fonctions positives de Cg(RYN) c’est un cone
normale et solide .

3.5 Systéme algébrique non linéaires

Dans ce qui suit, nous appliquons également les résultats des systemes d’équations non li-
néaires et équations matricielles non linéaires. Premiérement, nous considérons le systeme al-
gébrique non linéaire de la forme [19]

To + Tl.flf + TQJ)Z + ...+ Tm,lxmfl =™ (37)

oum > 1 et x désigne le vecteur colonne (x1, g, ..., )", Th, Ts, ..., Tyn_1 500t des matrices d’ordre
n et dont toutes leurs entrées sont des nombres positifs. Soit E = R", P = {(x1, z9, ..., xn) " |2; >
0,i = 1,2,....,n}. Alors P est un come normale et solide dans R, P = {21, 29, oy 20) T |2s >
0,i=1,2,...,n} son intérieur. Pour v = (1,3, ...,7,)" € P et 1> 0, soit 2' = (2}, 2}, ..., 2}).
Note que si0 < x <y, alors || = ||<|| y || et 2' < y'. Un vecteur colonne x = (x1, o, ..., 1,)T € R®
est dite solution positive de (3.7) si xy pour k € {1,2,..n}et substitution x dans(3.7) en fait

une tdentité.

Théoréme 3.5 Soit xy € 103, alors le systéme algébrique(3.7) admet une unique solution en P
Preuve :0On définir un opérateur A : P — E par

m—1

1 2
Ay = lem + Tgym —+ ...+ Tm—ly

Il est facile de voir que A : P — P est croissante. Aussi, pour A € (0,1) et y € P

A\y) = XoTyym + Am Ty + oo+ N Ty
m—1

> A Ty + Toyin + o4 Ty ) = A Ay.

Nous posons h := xq, alors h € P et Ah+xy = Axg+x¢ € P = P,,. Il résulte du théoreme(2.5)
que o + Ayo =y a une unique solution y* en P. Soit v = y*%, alors c’est l'unique solution
de(3.7) en P. La preuve est compleéte.
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Remarque 3.2 dans le théoreme(3.5), soit R" = R et ag > 0,a1,a9,...ap,—1 > 0 on peut
affirmer que le polynéme x™ — Gy 12™... — a2x> — a1 — ag a une unique racine positive. Cest
un résultat bien connu de théorie des polyndomes.

Ensuite, nous considérons [’équation matricielle non linéaire

By+TiBTy +TiB*Ty + ... + T _B™ 'T,,_, = B™ (3.8)
ou 11, Ty, ..., Trn_1 sont n X n matrices réelles non singuliéres, T} est transposée de T;.Soit E
lespace de Banach réel de n x n matrices symétriques réelles B de norme || B ||= sup{|| Bz || :
z € R™ || x||=1} et P désigne le cone des matrices semi-définies positives dans E. Ainsi P est

I’ensemble des matrices définies positives dans E. Nous commencons par une revue de quelques
faits utiles élémentaires, Si 0 < By < By et l € (0,1), alors <|| By ||<|| By || et B < Bl. De
plus, pour n X n matrice réelle T, B € P implique T'BT € P, et B € P implique T*BT € P si
T est non singulier.

Théoréeme 3.6 Soit By € P alors la matrice (5.7) admet une unique solution en P
Preuve : Définir un opérateur A : P — E par

m

A(C) = TICHTy + T{CHTy + ... + Ty, C™ Ty

Par le théoréeme de Loewner, il est facile de voir que A : P — P est croissante. Aussi, pour
A>0etCeP,ona

ANC) = XaTICHT, + A\ TiCH Ty + ..+ A T8 C™ % Ty

m—1

> A\

m—1

(ch%Tl FTIORTy + o + T;_lc”ille_l) = \EEA(O).

Soit h := 1, la matrice identité n X n. Notons que chaque T; est non singulier, on a A(I) €
P = Py ainsi Ah+ By = A(I) + By € P = P;. Il résulte du théoreme(2.5) que By + A(C) = C
admet une unique solution C* en P . Soit B = C’*%, alors c’est l'unique solution de (3.5) en
P. La preuve est compléte.



CONCLUSION

ans ce mémoire nous avons étudié [’existence et ['unicité de solutions pour une classe
d’équations d’opérateurs non linéaires de la forme x = Ax+ ¢ dans un espace de Banach
partiellement ordonné . En particulier, nous n’exigeons pas l’existence de sous et sur- solutions
ainsi que les conditions de compacité ou de continuité parce que ces derniers posent quelques
difficultés dans les démonstrations des résultats d’existence, tandis que les conditions imposées
a Uopérateur A (monotonie, concavité, h—concave généralisé..... ) sont plus faibles que ces
conditions. Les résultats obtenus sont trés intéressants et efficaces, essentiellement, dans la
résolution de beaucoup des problémes a valeur initiale du premier ordre, problémes aux limites
a deuz points non linéaire de second ordre et ainsi de suite.
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Résumé

Dans ce mémoire, On établis I'existence et 1'unicité de solutions pour I’
équation x = Ax + xp. ou A est un opérateur concave généralisé monotone
défini sur un espace de Banach ordonné ; en utilisant les propriétés d’un cone et
la méthode de la technique itérative monotone. En particulier, on ne demande
pas I’ existence de sous et sur solutions ainsi que les conditions de compacité et
de continuité. Comme applications, nous avons étudié un probleme a valeur
initiale de premier ordre et un probleme aux limites a deux points avec le
terme non linéaire doit étre monotone dans son second variable.

Mots clés : Solution positive, équation opérateur non linéaire, cone normal .
probleme a valeur initiale, probleme aux limites a deux points
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Abstract

In this memory, we establish the existence and uniqueness of solutions
for the equation z = Az + z¢. where A is a monotone generalized concave
operator defined on an ordered Banach space; using the properties of a cone
and the method of the monotone iterative technique. In particular, we do not
require the existence of upper and lower solutions as well as the conditions of
compactness and continuity. As applications, we studied a first-order initial-
value problem and a two-point boundary value problem with the nonlinear
term must be monotonic in its second variable.

Key-words : Positive solution, nonlinear operator equation, normal cone.
initial value problem, two-point boundary value problem
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