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Introduction générale

Le domaine de I'analyse fonctionnelle présente une partie trés intéressante des mathé-
matiques pures, mais aussi des mathématiques appliquées telles que la théorie des approx-
imations et la résolution des équations opératorielles, les spectres des opérateurs et leurs
images numériques qui sont des techniques indispensables pour les chercheurs dans plusieurs
domaines des sciences et techniques.

Dans ce travail, on va donner les notions l'image numérique d'un opérateur borné et
quelques propriétés. L’image numérique W (T') d’un opérateur borné T sur un espace de

Hilbert complexe H est définie par

W(T)={(Tx,x): z€H,|z|| =1}

et est un outils trés important et efficace pour étudier les propriétés des opérateurs. Elle
a aidé au développement de la théorie des opérateurs. En 1918, Toéplitz a prouvé que la
frontiére OW(T') est une courbe convexe puis Hausdorff a donné en 1919 son théoréme,
devenue classique sur la convexité de W (7). Dans la physique quantique, il existe une
correspondance forte entre les notions de la valeur moyenne d’un observable et 'image
numérique d’un opérateur.

Dans le premier chapitre de ce mémoire on fournit quelques éléments de base sur les
opérateurs. De plus nous donnons les définitions et quelques propriétés d’un spectre, ré-
solvante d’un opérateur et quelques techniques opératorielles dont on aura besoin pour la
suite.

Le second chapitre est consacré & étudier 'image numérique et rayon numérique d’un

opérateur avec leurs propriétés et des exemples, en particulier I'images numériques des
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opérateurs dans un espace de dimension deux, et la relation entre I'image numérique et le
spectre d’un opérateur.

Dans le troisiéme chapitre on propose quatre partie: D’abord, nous exposons les clas-
sifications des images numériques d’une matrice (3 x 3) avec quelques exemples et leurs
figures. Ensuite, nous démontrons I'égalité¢ W(T + S) = W(T) + W(S) avec T et S deux
matrices carrées de dimensions finies. Aussi, nous exposons deux théorémes qui lient entre
le maximum de la partie réelle du spectre, la norme et le rayon numérique d’un opérateur,
de plus on a pu extraire quelques corollaires de ce théoréme. On termine ce chapitre par
quelques théorémes sur le rayon numérique du produit de deux opérateurs avec un exemple.

Dans le dernier chapitre nous donnons un rappel sur la physique quantique avec quelques
définitions utiles pour faire la correspondance entre la mécanique quantique et la théorie
des opérateurs, précisement on applique les notions de I'image numérique pour étudier le

mouvement des particules dans une boite.



Chapitre 1
Préliminaire

Nous exposons dans ce chapitre quelques notions de la théorie d’opérateur dans un espace
de Hilbert, plus particulierement le spectre et la résolvante d’'un opérateur et les propriétés
et techniques opératorielles comme les commutateurs et la similarité.

Nous commencons par les définitions et les propriétés de base sur les opérateurs.

1.1 Généralités sur les opérateurs

1.1.1 Notations et définitions

Dans le contenu de ce mémoire, on désigne par H un espace de Hilbert complexe séparable
de dimension infinie muni d’un produit scalaire dénoté par (.,.) ou parfois (. | .).

Un opérateur 7' sur un espace de Hilbert H est une application linéaire de H dans lui
méme ou dans un autre espace K.

* B(H, K) désigne 'algébre des opérateurs linéaires bornés sur H a image dans K.

Définition 1.1.1 Soit un opérateur T : H — K
1) Le noyau de T' est un sous-espace vectoriel de H. On le notera par N(T'), et est défini
par

N(T)={rx € H, Tzr=0}
2) L’image de T est un sous-espace vectoriel de K. On le notera par R(T), et est défini par

R(T)={Tz, x € H}
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Définition 1.1.2 Soit T' un opérateur linéaire borné, La trace de T est la somme des élé-

ments diagonauz de la matrice de l'opérateur T' dans une base quelconque, on la note trT.

Définition 1.1.3 Soit T un opérateur linéaire borné dans B(H ), on défini la norme d’opérateur
par

T
T2l _ p 7al,, zen

17| : =
w20 |2l jz)=2

Définition 1.1.4 On appelle F' fonction de Lagrange tout fonction écrite sous la forme
F(X,A) = o(X) + M (X)

Tel que est o(X) la fonction a optimiser, A le multiplicateur de Lagrange et ¥)(X) la con-

trainte du programme d’optimisation.

1.1.2 L’adjoint d’un opérateur

Définition 1.1.5 [2] Pour tout opérateur T € B(H), T* désigne l'opérateur adjoint de

Popérateur T', est défini par
(Tz,y) = (z, T"y), pour tout x,y € H

Théoréme 1.1.1 Si T et S sont deux opérateurs linéaires bornés définit sur un espace de
Hilbert H, alors leurs adjoints T™ et S* sont aussi deux opérateurs linéaires bornés sur H
et les propriétés suivantes sont vérifiées:
)T = |17
2)(S+T)*=5*+T*
3) (aT)* =aT™*, pour tout o € C
4) (@) =
5) (ST)* =T*S*
6) (T-H)* = (T*)"!, si T est inversible

On démontre seulement les propriétés 5) et 6)
Preuve. Soit T" et S deux opérateurs linéaires bornés et T et S* leurs adjoints respec-

tivement
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5) Va,y € H, (STx,y) = (Tx,S*y) = (x, T*S*y)
Donc (ST)* = T*S*

6) Soit T inverssible, son inverse 71
OnaTT'=T"'T=1

On passe a l'adjoint (TT™1)" = (T'T) =I* =1
D’aprés 5) T* (T = (T T* =1

Alors (T71)*=(T*)"". =

1.1.3 Quelques classes d’opérateurs

Définition 1.1.6 Soit T' un opérateur dans B(H) et T* son adjoint, on dit que T est un

opérateur auto-adjoint si T =T

Exemple 1.1.1 Soit H un espace de Hilbert et P € B(H) un projecteur orthogonal. Notons
par F' son image. i.e, PH = F. Alors P est auto-adjoint.
En effet, pour tous x,2' € F ety,y € F*

<P(m+y),x'+y'> = <$,x'> = <$+y,P<x'+y,>>

Définition 1.1.7 Soit T' un opérateur dans B(H) et T* son adjoint, on dit que T est un

opérateur normal st TT* =T*T

Exemple 1.1.2 Soit H = L*(Q, ) et f € L®(Q,n). Soit My lopérateur de multiplication
défini par f.
M(g) = f9g

On vérifie que My est linéaire, continu, de norme ||f||,, et M} = M.
L’opérateur de multiplication My est normal.
En effet,

MyMj; = MMz = M2 = M;M;

Définition 1.1.8 Un opérateur T' € B(H) est dit:

e Compact, si(Tx,,x,) — 0, pour toute suite orthonormée (x,) de H.
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e De rang fini n, si R(T) est de dimension finie n.

e Positif, si (Tx,x) > 0 pour tout x € H; on note T' > 0.
e Isométrie, si T*T = Iy.

e Unitare, si T*T =TT* = 1.

e Dominant, si R(T —\) C R(T — \)*, VA € C.

e Sous-normal, s’il admet une extension normale.

e Quasinormal, s’il commute avec T*T.

e Hyponormal, si T*T —TT* > 0.

e Semi-normal, si T ou T est hyponormal.

e k-quasihyponormal, si T** (T*T — TT*)T* > 0,Vk € N.

Théoréme 1.1.2 [22] Soit H un espace de Hilbert complexe, si T est un opérateur sur H,

alors T est normal si et seulement si |Tx|| = ||T*x||, pour tout x € H.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert complexe, et T" est un opérateur sur H

On suppose que T est normal
|Tz||” = (Tz, Tx) = (x, T*Tx)
Comme T est normal, i,e: T*T = TT*. Alors
(2, T*Tz) = (x, TT*z) = (T"x,T*z) = | T*z|”

D’ou I’égalité.
Inversement, on suppose que ||Tz| = ||T*z||, d’on ||Tz|* = || T*z|”

|Tz|®> = (T, Tx) = (z,T*Tz)

|T*z||> = (T*z, T*z) = (z, TT*z)

(2, T"Tx) = (x, TT"x)

Alors
™T =TT*

Donc, T' est normal. m
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1.2 Spectre et résolvante d’un opérateur

1.2.1 Inversibilité d’un opérateur

Définition 1.2.1 On rappelle qu’un opérateur T' € B(H) est dit inversible s’il admet une
inverse dans B(H), i.e : il existe S € B(H) tel que ST =TS =1, ou I désigne 'opérateur
identité de B(H). On note S =T~}

Remarque 1.2.1 Si T un opérateur unitaire, alors T—! = T*.

1.2.2 Résolvante d’un opérateur

Définition 1.2.2 Soit T € B(H), alors

a) on appelle ensemble résolvante de T' ’ensemble

p(T)={AeC: (T — N ) est inversible}

b) Si A€ p(T), on définit l’application résolvante Ry par

R\(T) = (T = M)~

Lemme 1.2.1 [22] (Identité de la résolvante) Pour \i, Ay € p(T) on a
Ry (T) = Ry, (T) = (A = A2) Ry, (T) B, (T).
Preuve. En utilisant le fait que (T'— A1) et (T'— A\oI) commutent, on a

(Ray(T) — Ray(T)) (T~ MINT — doT) = Ray(T)(T — MI)(T — Aol) — Ry (T)(T — MI)(T — o)
= (T=XI) = (T —MI)= (A — M)

Donc
Ry (T) — Ry, (T) = (A — X)(T — M\ D) (T — XoI) 7t
= (M = 2) B\ (T) Ry, (T).
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C’est qu’il fallait démontrer. m

1.2.3 Spectre d’un opérateur

Définition 1.2.3 Soit T € B(H),
a) Le spectre de T noté par o(T) est donné par

o(T)={ € C:T — A nlest pas inversible} = C\p(T)

b) On dit que \ est une valeur propre de T' s’il existe x € H, (x #0) Tx = Ax. L’ensemble

des valeurs propres de T est appelé le spectre ponctuel de T', noté par o,(T).

¢) On dit que \ € C est une valeur propre approchée de T s’il existe une suite de vecteur de

() dans H telles que ||z, || =1 et (Tx, — \x,,) converge vers 0. L’ensemble de ces valeurs

est appelé le spectre approché de T', noté o q,(T).

Remarque 1.2.2 En dimension finie le spectre se réduit a l’ensemble des valeurs propres

c-a-d: o(T) = o,(T).

1 00
Exemple 1.2.1 SoitT=1= | 0 1 0 |, on cherche o(I)

0 01

o(l) = {ANeC:I—- M\l nlest pas inversible}
= {A e C: (1—A\I) nest pas inversible}.
Si A€ ao(l) alors
1—A 0
det(I—A) = det| 0 1-x 0 |=(1-X°=0
0 1-A
(1-=X? = 0= (1-)N)=0<+= A=1.

Et donc o(I) = {1}.
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Théoréme 1.2.1 [22] Soit T € B(H) et T*son adjoint, alors
1)o(T*)={A: A€ a(T)}

2) si T inversible, o(T~') = {5; A € o(T)}

3) o(P(T)) = P(o(T)) pour P € C[X]

Preuve. 1) si A € o(T) alors (T"— AI) non inversible.

Soit z,y € H alors

(T =ADz,y) =

alors (T* — XI)* non inversible donc (7* — AI) non inversible alors A € o(T*)

2) T inversible <= (T'—0I) est inversible <= 0 ¢ o(7T)

Soit
A€ p(T™Y) <= (T7' = A1) est inversible

= (M —T)XN'T™! est inversible

<= (M —T) est inversible

— Xep(T)
alors

ANl o(T™) <= N¢o(T)

d’ou

ANleo(T™h) <= Aeo(T)

Donc o(T1) = {3, € o(T)}.
3)



1.2. Spectre et résolvante d’un opérateur

a) On montre que P(a(T)) C o(P(T)).
Soit \g € o(T) alors il existe G(A) € C[)] telque:

PA) = P(Xo) = (A= 20)G(A)

et
P(T)— P(M\I)= (T —XI)G(T)

comme (T — A\oI) est non inversible, alors P(T) — P(A\oI) est inversible.
D’ou P(\g) € o(P(T)), donc P(o(T)) C o(P(T)).

b) On montre que o(P(T)) C P(a(T))

Soit A\g € o(P(T)) alors P(T') — Aol est non inversible

P(T)—=Xo=a(T = X)(T — X)...(T — N\) = Fk € N:T — )\ est non inversible

T — M est non inversible i.e: A\ € o(T) donc \g = P(A\y) = o € P(o(T)), alors
o(P(T)) C P(a(T))
Alors d’aprés a) et b)

D’ou le résultat. m

Proposition 1.2.1 0o (T") C 0,4,(T), ot do(T') dénote la frontiére de o(T).

Proposition 1.2.2 Soit T € B(H) un opérateur auto-adjoint. Alors le spectre de T est

inclus dans ’ensemble de nombre réels R.

Preuve. Soit T un opérateur auto-adjoint, remarquons d’abord qu’il est facile de vérifier
que 0,(T) C R.
Soit maintenant A € C\R et notons o = |Re A| > 0, Vérifions d’abord que (T'— \Id) est a
image dense. En effet, si y L Im (7" — AId), alors pour tout x € H, 0 = (T — A\ld) x,y) =

10
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<.7c, (T — A\ d) y> , ce qui implique Ty = Ay. Mais comme A € C\R, ce n’est pas une valeur

propre de T et donc y = 0. Comme (T'z, x) est réel pour tout z, on a l'inégalité
allzl* < [{(T = Ald) z,2)| < (T = Md) x| |l]],

d’ou l'on déduit que ||(T— AId)z| > «lz| pour tout x dans H. Ceci implique d’une
part que (7" — Ald) est injectif, et d’autre part que son image est fermée. En effet, si
((T'— A\Id) x,,) converge vers y, cette inégalité implique que la suite (x,) est de Cauchy,
donc converge. Si on note x sa limite, la continuité de (7' — A\ d) implique y = (T' — A\Id) .
Ainsi image de (T — AId) est fermée et dense, donc (T — AId) est surjectif. Nous savons
déja qu'il est injectif, le théoréme de l'opérateur inverse implique alors que (7" — AId) est

inversible. C.Q.F.D. m

Proposition 1.2.3 Soit T € B(H) un opérateur auto-adjoint. Alors T est positif si et

seulement si son spectre est contenu dans R .

Preuve. Supposons que 7" est positif. Il est clair que 0,(7") C R;. Comme (Tz, z) > 0
siA<0ona ((T—\d)z z)>|\]|z||>. On montre alors que T'— M d est inversible de la
méme maniére que dans la preuve de la proposition précédent. Réciproquement, supposons
que o(T) C v Comme la fonction © — /x est continue sur o(7") le calcul fonctionnel permet
de définir S = VT, c’est-a-dire un opérateur auto-adjoint tel que o(S) CR, et S* =T.
Mais alors (Tz, x) = (S%z,z) = (Sz, Sz) = ||Sz| > 0, et donc T est positif. =

Définition 1.2.4 (Rayon spectral) Le rayon spectral de T est défini par

r(T) = sup |A|
Aeo(T)

Théoréme 1.2.2 Soit T € B(H), alors lirf ||T”||% existe et est égale a r(T).

Remarque 1.2.3 Soit T € B(H) et T* opérateur adjoint de T, alors
1) r(T7) = r(T)
2) r(T") = r(T)"

11
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1.3 Propriétés et techniques opératorielles

1.3.1 Les commutateurs

Définition 1.3.1 1) Un elément X de B(H) est appelé commutateur s’il existe A et B de
B(H), tels que X = AB — BA = [A, B]
2) Le commutant de A € B(H) est l’ensemble défini par

{A} ={B e B(H), AB= BA}
3) Le bicommutant de A € B(H) est l'ensemble défini par
(A = {C € B(H), CB = BC, VB € {A}’}

Propriétés

1) {4} = {{4}}".

2) {A} est une sous-algébre de B (H) .

3) {A}" est une sous-algébre commutative de B (H) .
4) Tout polynéme de A appartient a {A}".

1.3.2 Similarité

Définition 1.3.2 Soient S et T' deuz opérateurs dans B(H), on dit que S et T' sont simi-

laires si et seulement s’il existe un opérateur inversible U tel que T = USU L.

Définition 1.3.3 Soient T, S € B(H), on dit que T, S deux opérateur unitairement simi-
laire s’il existe U € B(H) unitaire tel que T' = U*SU.

Lemme 1.3.1 Soient A et B deux opérateurs dans B(H), Rx(S) et Ry\(T) leurs applica-
tions résolvantes respectivement, alors Rx(S) et Rx(T) sont similaires si et seulement si S

et T les sont.

Preuve. Soient A et B deux opérateurs similaires dans B(H ), alors il existe un opérateur
inversible U tel que A = UBU !
On a
R\(B) = R\(QAQ™")

12



1.3. Propriétés et techniques opératorielles

= (QAQ = A ' = [(QA—XQ)Q ™
—QQA - Q)" = QIQ(A — AD)]!
=Q(A—A)'Q ' = QR\(A)Q!

d’ou la similarité de Ry(A) et R\(B).

Pour le sens inverse de la démonstration, on utilise I'inversibilité de 'application Ry. m

13



Chapitre 2
L’image numérique d’un opérateur

Dans ce chapitre, nous presentons quelques définitions et propriétés de base de I'image
numérique d’un opérateur dans B(H). Plus précisement, on va voir propriétés et inegalités
sur le rayon numérique d’un opérateur. Nous allons également proposer plusieurs exemples
des images numériques des opérateurs.

Nous commencons par la définition de 'image numérique.

2.1 Propriétés et définitions

Définition 2.1.1 [8] Soit T' un opérateur dans B(H ), l’image numérique de T est I’ensemble

W(T) des nombres complexes définie par
W(T)={{Tz,z): x€H,|z| =1}.

Proposition 2.1.1 /8] Pour tous opérateurs T et S dans B(H), o, € C. On a les pro-
priétés sutvantes:

1) W(al + pT) = a+ pW(T)

2) W(T+ S) CcW(T)+W(S)

3) W(T*) ={X, Xe W(T)}, ouT* est l'adjoint de T.

4) W(U*TU) W(T), ou U est un opérateur unitaire.

On démontre seulement les propriétés 1), 3) et 4)

14



2.1. Propriétés et définitions

Preuve. 1) Soit T' € B(H) pour tout «, 5 € C

W(al +5T) = {{((al +T)z,z): € H,|z|| =1}

(
= {{alx+ pBTx,x): € H,|z|| =1}
= {{alx,x)+ (BTx,x): z € H,|z| =1}
(

= {{alx,x): z€ H,|z| =1} +{(BTx,z): x € H,|z|]| =1}
= aW(I)+ pW(T)

3) Soit T € B(H)

W(T*) = {(T"z,x): z € H,|z| =1}
= {(z,Tx):x € H,|z|]| =1}
- {(Tm,x> re H, ||z = 1}
= {\ AeW (D)}

4) Soit T' € B(H) et U est un opérateur unitaire

W(U*TU) = {(U'TUz,xz): z € H,|z| =1}
= {(TUz,Uz): z € H,| x| =1}

On pose Uz = y tel que ||y|| =1

WU TU) = {(TUx,Ux): x € H,|z|| =1}

= {(Ty,y): ye H, |yl =1}
= W(T)

CQFD. m
Théoréme 2.1.1 [5] L’image numérique de T' est un sous-ensemble convexe de C.

Preuve. Soient \ et p, deux points distincts de W(T'). Alors, il existe z, y € H\{0}

tels que

(T'z,x) (Ty,y)
A= =
|| lyl)?

15



2.1. Propriétés et définitions

Si on a besoin, on remplace y par exp(if)y et on aura

Donc

(T =MDz, y) + (T = M)y, ) _ (T = ADa,y) (T = A)z,y) AT = Az, y)
= A =\ m— A\ =\

Posons alors, pour t € R,

(T(x+ty),z +ty) — Xz + ty,x + ty)
(u—A) (x +ty,x + ty)
T R (A Vit P U
(b —A) (x +ty,x + ty) (x +ty,x + ty)

pt) =

La fraction rationnelle ¢ est donc continue sur R et prend ses valeurs dans R.
Comme ¢(0) = 0 et p(o0) = 1, alors le théoréeme des valeurs intermédiaires entraine que

pour tout 7 € (0, 1), il existe t € R tel que ¢(t) = 7. On a donc

(=) A+7 = (L—Np(t)+ A
(T(x +ty), x + ty)
(x +ty, x + ty)

e W(T)
On en déduit que le segment joignant A et p est contenu dans W(7T'). =

Exemple 2.1.1 Soit T € B(H) tel que H = C? défini par la matrice

T —

W(T) = {(Tz,z): = (x1,29) € H, ||z|| =1}

01 T T
= , s x = (1,20) € H, ||z]] =1
00 T T2
i) T
= , x=(x1,20) € H||z|]| =1
0 )

= {x_lwg T = ($1,962) € H, HiUH = 1}

16



2.2. L’image numérique des opérateurs dans un espace de dimension deux

[(Tz,z)| = |z1]]22
1
< §(|$1|2+|$2|2)
1
< =
- 2

Alors
1
W(T) = {z €C, [z < 5}
Alors, W(T) est un disque de rayon 3.

Exemple 2.1.2 Soit T € B(H) avec H = (2. Pour tout £ = (£,,&5,&5,...) € H, |[¢] = 1,

on considére T & = (£5,€5,&,,...) et on a

<T€7£> =&+ 5253 + 5354 T+

Avee |62+ |&7+ - = 1.
On a
(TEE| < [&l1&] + 1] €] + - -
< %(151\2+2\§212+2153\2+...)
1
< 5(2_|§1|2)

Ainsi |(T€,&)| < 1. Donc W(T') est un disque de rayon 1.

2.2 L’image numérique des opérateurs dans un espace

de dimension deux

Lemme 2.2.1 [15] Soit T un opérateur dans un espace & deuz dimensions. Alors W (T')

est une ellipse dont les foyers sont les valeurs propres de T'.

Preuve. Sans perte de généralité nous pouvons choisir 7' comme une matrice triangu-

laire supérieure



2.2. L’image numérique des opérateurs dans un espace de dimension deux

Ou A\ et Ay sont les valeurs propres de T.

Si A1 = Ay = A nous avons

0« a
W(T — M) = , W(T = X)=<2z2 |2|<—
00 2

Donc W(T') est un cercle de centre a et de rayon %

Si A1 # Ay et a = 0 nous avons
A0
0 A

T —

W(T) = {(Tx,x): = (x1,22) € H,||z| =1}
M O
- < : N > v = (21,25) € H, 2] = 1

0 )\2 ) T2
)\11’1 I

= , cx = (11,70) € H, ||z]| =1
)\21’2 i)

= { Mo+ Mz’ 2= (21,22) € H, [|2]] =1}
= {th+ (1 -t :out= lz1)* et ||zl =1, 2 = (21, 25) € H}
Donc, W(T) est I’ensemble des combinaisons convexes de A\ et Ay et est le segment qui les

relie.

Si A1 # A2 et a # 0 nous avons

A1
T . )\1 —; )\2 _ % . CL}\
2+A1
0 2
r exp(—if
exp(—if) (T AT )\2> = <p(=) =B
2 0 —r

out 2522 = rexp(if). W (B) est une ellipse dont le centre est (0,0) et axe mineur |a| et les
foyers a (r,0) et (—r,0).
Ainsi W(T) est une ellipse avec des foyers a A1, A et le grand axe a une inclinaison de

0 avec Paxe réel. m

18



2.3. Rayon numérique

2.3 Rayon numérique

Définition 2.3.1 /8] Soit T un opérateur défini sur H, W(T') son image numérique. Le

rayon numérique w(T) d’opérateur T' est donnée par

w(T) =sup{|z|, z€ W(T)}.

Exemple 2.3.1 Soit T € B(H) tel que C" défini par la matrice

D’abord, on calcule W (T')

0
1
0
0
0

o O = O O

0
0
0

o O o o O

W(T) = {(Tz,z): = (v1,22,23,- ,2,) € H,|z|] =1}

0 0

10

. <01
0 0

L \o o
( 0
T

_ < .
\ Tn—1

= {m> + 2273+ -

Ainsi

0

>7 Tr = (.’,Ul,l’g,l':’),'

0 T
0 To

0 O T3
0

1 0 T

sl

X2

Z3

T

+ Tp 1Ty :

T
X2

€3

T

>7 Tr = (._'23'1,.172,"' 7'7;71) GH, ||'I|| =1

Lmy) € Hy|lz|| =1

Vs

xr = (3}1,1'2,1'3,"‘ ,l'n) S H7 ”.I’H = 1}

(T, z)| < || [wo] + |wof [ws] + - - - + [2na | |2n]

On calcule

sup {|z1| |wa| + |22 |23] 4+ - - + |Tp_1| [20]}
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2.3. Rayon numérique

On a la condition Z |lzi)* = 1.
i=1
Soit r; = |x;| et on considere la fonction de Lagrange [voir Chl]

F<r177‘27_”’7“n7)\) :T1T2+7’2,T3+...+T”_1,7’n—)\ <ZT’22—1>

=1

Calculons les dérivées partielles

oF

— = -2 ;=0

o T r

OF

_— = 7“1+7"3—2)\7“2:0
87'2

oF

- = T2+T4—2)\T3:0
87”3
oF

= Tpo+7T,—2Ar,_1=0
8717171
OF
(9—7’n = Tpn-1— 2>\Tn = 0

On transforme ces équations sous forme matricielle AR = 2AR

01 0 0 O 71 71
10 1 -~ 0]|fmn ra
01 0 - : rg | =2\ | r3
1
00 0 1 0 Tn Tn
Ou
01 0 0 O
1 0 1 0
A=l 01 0
1
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2.3. Rayon numérique

On remarque que A = 2B. Ou

02 0 0 0

2 0 3 0
B=|o0 1 0

: 1

2

00 0 % 0

A est une valeur propre de B tel que

)\:cos( b ), k=1,2,....n
n+1

On cherche expression de X\, on a

AR =2)\R et A = 2B alors 2BR = 2)\R donc

(2BR,R) = 2X\(R,R)
(2BR,R) = 2\ (R,R)

2(rirg+ 1o, T3+ . F 1, ) = 2)\27“1-2
i=1

Comme Z r2 =1, alors \ = rirg + 12,73+ ... + Ty_1, 7. On deduire la valeur mazimal de
i=1
expression de A est w(T)

km
T) = —— =1,2,...
w(T) = sup {cos (n+ 1) .k ,2, ,n}

EES

Théoréme 2.3.1 [15] Le rayon numérique et la norme d’opérateur sont deux normes équiv-

Donc

alentes. Ot

w(T) < |7l < 20(T)
Preuve. Soit # € H tel que ||z|| = 1. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

(T, ) < |Tal ||| < T [l]* = IT|
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2.4. Relation entre I'image numérique et le spectre d’un opérateur

d’ou w(T') < ||T||- De l'identité de polarisation, on obtient

4(Tz,y)| < T(x+y),z+y)—(Tx-y)z—y +i{l(z+iy),z+iy) — (T(x —iy),z — iy)|

IN

W(T) [l +yl* + lle = ylI” + o+ iyll* + llz — iy]|*]
< 4w(T) [llll”* + Ilyl*]

En prenant ||z|| = ||y|| = 1. On trouve
4[(Tz,y)| < 8w(T)

Ce qu’ implique que ||T]| < 2w(T). =

2.4 Relation entre I’image numérique et le spectre d’un

opérateur

2.4.1 Inclusion spectral

Théoréme 2.4.1 [8] On a toujours o(T) C W(T), ou le W(T) dénote la fermeture de

[tmage numérique de [’opérateur T.

Preuve. Soit A € 04,,(T) (le spectre approché de T') et soit (x,) une suite de vecteurs

unitaires telles que [[(T" — AI)z,|| — 0. De I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(T = ADan, 2)| < (T = A2 — 0

Donc (T'x,, z,) — X et par suite A € W(T), on a alors

Oapp(T) € W(T).

~—

Ainsi, d’apres la proposition, on a 0o (1) C 04,,(T) C W(T). De la convexité de W(T), il
s’en suit que o(7T") € W(T).
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2.4. Relation entre I'image numérique et le spectre d’un opérateur

En général, pour S et T' dans B(H), 'ensemble o(7T" 4 S) n’a aucun lien avec o(7T) et
o(S). Mais d’aprés [6] on a

o(T +S) CW(T +8) C W(T) + W(S).

L’ensemble W (T') n’est pas toujours fermé. En fait, on peut voir des opérateurs dont les

images numériques sont toujours fermées.

Exemple 2.4.1 Soit H =C x C, et T un opérateur représenté par la matrice

T =

Si X = (r1,23).0n a

(TX,X) = < !
1

Alors
1
W)= (e CIA < 3}
Et on a
-2 0 )
det(T'—=AN) =0 <= det(T — \]) = =A"=0
1 =)

Donc o(T) = {0}.

Théoréme 2.4.2 [15] Soit W(T') = [m, M|, alors m, M € o(T).
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2.4. Relation entre I'image numérique et le spectre d’un opérateur

Preuve. On a m € W(T), alors il existe une suite de vecteur unitaire {z,} tel que:
(T'xy,, x,) — m donc

2
— 0

(T = mD)a. )] = (T = m1)ba,

alors, ||(T"— mI)x,|| — 0 et donc m € 04(T) C o(T). =

2.4.2 Opérateur auto-adjoints et normaux

Théoréme 2.4.3 [}/ T est un opérateur auto-adjoint si et seulement si W(T') est une

intervalle de R.

Preuve. Si T est auto-adjoint, alors pour tout x € H

(Tz,x) = (x,Tx) = (Tx,z)

On a donc W(T') C R.

Inversement, si W(T') C R, alors (T'z, z) est un réel pour tout = € H, on a

(Tx,z) — (x,Tz) =0 <= (T —T")z,2) =0

Donc
(T-T)=0<=T=T"
Alors T est auto-adjoint. m
Théoréme 2.4.4 [8] Soit T € B(H) avec T est auto-adjoint. Alors
1T = r(T) = w(T).
Preuve. On a

r(T) <w(T) < ||T]|
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2.4. Relation entre I'image numérique et le spectre d’un opérateur

On va montrer que 7(7') = ||T||, comme T est un opérateur auto-adjoint nous allons la
propriété suivante

1T = sup [(Tz,x)]

llz]l=1

Alors

HTQH = ||TT*|| = sup (T"Tx,z) = sup (Tz,Tx) = sup HTxH2 = ||T||2
llofl=1 Jlzl|=1 ||| =1

Comme n’importe quelle puissance entiére de 1" est encore auto-adjoint, on peut étendre ce
résultat a 7% :

174 = [l = (IT1P)° = i)

Et par récurrence:

neN, |17 =TI .

Donc, en utilisant la définition de rayon spectral:

r(T) = lim |77 = lim |77 = 7).

Alors
1T = r(T) = w(T).

C’est qu’il fallait démontrer. m

Théoréme 2.4.5 [/] Si T est un opérateur normal, alors ||T"|| = ||T||" pour tout n > 1.
De plus, r(T') = w(T) = ||T| .

Preuve. On a toujours

r(T) <w(T) < ||T]
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2.5. Image numérique et similarité

Pour tout x € H, on a

|T2|* = {Te, Ta) = {T*Tw,z) < |T*Tz| |lal| = ||| =]l < | 7% ]

(Car pour un opérateur normal, on a toujours ||Tz|| = ||T*z|| [voir Chl]).
Il découle donc que ||T||> < ||T?|| . Comme l'inégalité | 77| < ||T]|" est toujours vraie, on a

IT|* = | T*||. De plus

|T"z|* = (T"2, T"z) = (T*T 2, T"'z) < |T*T"z|| | T" || = || 7" 2| |7 2| ¥ >2

Cette inégalité implique que

177 < T ] e 2

Fixons un entier n > 2 et supposons que |7]|* < |T*|| pour tout k& € {1,2,...,n}. 1l suit
que

I < ) < [T e < e

Ainsi

7+ < .

On déduit par induction que |7"|| < ||T'||" pour tout n > 1. Finalement, la formule du

rayon spectral entraine que r(7') = ||T'||, et on a donc (1) = w(T) = ||T]|. =

2.5 Image numérique et similarité

Théoréme 2.5.1 Si T, S deux opérateurs unitairement similaire alors W (T) = W (S).
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2.5. Image numérique et similarité

Preuve. On a T,S deux opérateur unitaire similare alors il existe U unitaire (i.e :
U~ =U*) tel que T = U*SU, donc d’aprés la propriété de I'image numérique d’opérateur

W(S) = W(U*SU) = W(T)

Alors W(S) =W(T). m
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Chapitre 3

Quelques résultats sur image et rayon

numérique d’un opérateur

Nous présentons dans ce chapitre quelques résultats sur 'image numérique et le rayon
numérique d’un opérateur 7' dans B(H) ou H espace de Hilbert. Plus précisement on
va étudier I'image numérique d’une matrice (3 x 3) et quelques autres propriétés telles que
I'image numérique de la somme de deux opérateurs dans un espace de dimension fini, rayon
numérique du produit de deux opérateurs, et quelques inégalités sur la norme.

Nous commencons par I'image numérique d’une matrice (3 x 3).

3.1 L’image numérique d’une matrice (3 x 3)

Proposition 3.1.1 [9] L’image numérique d’une matrice (3 x 3) est classé a

1) Enveloppe conveze de ses valeurs propres.

2) Enveloppe conveze d’une ellipse et un point (Ce qui réduit o une ellipse si le point est &
Uintérieur).

3) Forme quelconque avec une partie plate sur la frontiére.

4) Forme ovulaire.

Les exemples suivants clarifient les classifications de 'image numérique d’une matrice

(3 x3)
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3.1. L’image numérique d’une matrice (3 x 3)

Exemple 3.1.1 Soit A € B(H) défini par la matrice

1 0 0
A=10 —5-i} 0
0o 0 LB

Pour tout X = (x1,x9,23) € H, on a

W(4) = {{(AX, X),|X]| =1}
1 0 0 T Z1

= < 0 —%—i% 0 1) ) T2 >a ||XH =1
0 0 —73 — 273 T3 T3
- {W + (313 ) bl + (—? V2 ol ) = 1}
L’image numérique de A est un triangle avec sommets 1, —% — @% et —\/75 — 2\/75
L'mage numénque de A
02 | | | | -
o -
42+ -
04+ .
A6+ -
D8 -
af _
-1 —ﬂ.lﬁ lll ﬂ.lﬁ ‘II
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3.1. L’image numérique d’une matrice (3 x 3)

Exemple 3.1.2 Soit B € B(H) défini par la matrice

1 3+ 0
B=1|o0 -1-4 0
0 0 @ B

Pour tout X = (x1,22,23) € H, on a

W(B) = {(BX,X), | X[l =1}

1 3+1 0 T T
0 0 -
3

€3 €3

11 3 V3 N
- {'x1|2+(—5—@§) ‘*”32'”(—7—27 rsf? + (3 4 ) T, ||X||:1}

Alors l'image numérique de B est une ellipse.

L'image numéngque de B

Exemple 3.1.3 Soit C € B(H) défini par la matrice

1 1+ 0

(@]
(@)
|
o
!
%
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3.1. L’image numérique d’une matrice (3 x 3)

Pour tout X = (x1,22,23) € H, on a

W) = {{CX, X),[X] =1}

1 1414 0 T T1
— < 0 —%—i% 0 To || @2 >, X =1
0 0 LB T3 23
11 V3 V3 -
- {'5"‘1’”(—5"‘5) '552'2*(—7—@7 o3l + (1 +i) T, ||XH—1}

Alors l'tmage numérique de C' est ume forme de cone enveloppe convexe d’une ellipse et un

point extérieur a l’ellipse.

1.5 T T T T T T T

05+

A5+

_2 1 1 1 1 1 1 1

12 2
_ 1
D=0 -1-i 1
0 0 @ -8
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3.1. L’image numérique d’une matrice (3 x 3)

Pour tout X = (x1,22,23) € H, on a

W(D)

{(DX, X), [ X] =1}

1 1
{’1’1|2 + <—§ — ZE) |I2‘2 + (

L’image numérique de D a une partie plate sur la frontiére.

T
$2 9
x3

V33

_X2

2

T

T > X[ =1

X3

|25]” + 2712 + 2T1w3 + Taws, || X || = 1}

; L'image numérique de D
15
1t
05
ol
o450
at
a5l
2}
28]
a— a1 o 3 2 3
Exemple 3.1.5 Soit E € B(H) défini par la matrice
1 144 1—1
E=10 -1-i} 0
0o 0 LB
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3.2. L’image numérique de la somme de deux opérateurs dans un espace de dimension fini

Pour tout X = (x1,22,23) € H, on a

W(T) = {(EX. X),[IX] =1}
1 1414 1—1 T T

= < 0 _%_25 0 To || X2 >7 X[ =1
0 0 LB 3 3
11 V3 V3 N -
- {'“‘2 # (g ig) el + (‘7 =i ) o + (L 0) Frwe + (1= ) T, |X]| = 1}
Donc, l'tmage numérique de E est une forme ovulaire.
o LiIﬁlg!lllIl'!i'.I!l“i!E _

3.2 L’image numérique de la somme de deux opéra-
teurs dans un espace de dimension fini

En général on a l'inclusion suivante W (T +.S) C W(T) + W (S) [voir Ch 2]. Dans ce partie,
nous presentons 1’égalité entre I'image numérique de la somme de deux opérateurs et la

somme de deux images numériques des opéeateurs, dans le cas dimension finie.

Théoréme 3.2.1 Pour tous opérateurs T' et S dans B(R™) de dimensions finies n, W(T'),
W(S) et W(T + S) dénotent les images numériques de T, S et T + S respectivement, alors

W(T + 8) = W(T) + W(S)
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3.2. L’image numérique de la somme de deux opérateurs dans un espace de dimension fini

Preuve. Soient T" et S deux opérateurs 7" et S dans B(R™) de dimensions finies n. Avec
X = ($17x27"' ,.’L’n) € H et ||X|| - ]‘7

Pour n = 2, soient

aijy a by b a1 +byy app+b
T 11 Q12 g 11 012 T4S— 11 11 012 12

Q21 A2 ba1  ba as1 + ba1  age + b

W(T) - a2 x1 T
Q21 Q22 T2 7 T2

< Q1121 + G122 X >
- )
2171 + A22T2 T

= {an% + asr; + (a2 + a21)$1I2}

On calcule W (T)

On calcule W (S)
by b x x
W(s) = < 11 b1z n) 1 >
ba1  bao To To

B < bi171 + biawo 1 >
ba1 1 + bogo Ta
= {bll.ff + bzgﬂ?g + (blg + bgl)xlﬂfg}

On calcule W(T + S

W(T+8) - { ain +0bu ap + bio T ’ Ty >
a1 + bay  aza + bay T2 T2
B (a11 + b11)w1 + (@i + bia)xo Ty >
- (ag1 + ba1) w1 + (a2 + ba2) T2 ’ T2
= { a11 + bi1)z7 + (@12 + bia)zows + (a21 + bor) 122 + (a22 + baz)23 }
= { (a1 + bi1)x] + (aze + ba2)a3 + (@12 + a2 + biz + bar ) w221 }

W(T)+W(S) = {(anz]+ ant3 + (a12 + axn)212) + (binz] + boaxi + (b2 + ba1)z122) }
= {(au + bll)l‘% + (a/22 + b22)l‘§ -+ (au + a921 + 612 + bgl)l’gftl }
= W(T+5)
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3.2. L’image numérique de la somme de deux opérateurs dans un espace de dimension fini

Pour n = 3, alors

aix Qa2 Qi3 bi1 bz bi3
T = A21 Q22 Q23 S = ba1  bag  bos
ag1 asz g3 bsi b3z bss

a1y + 011 aip+bia aiz+ bis
T+S = a1 + bar  ag + bay  ags + bag

as; +bs1  asy + bz ass + bs3

On calcule W (T)

( )

11 a1z A3 X1 x1
W(T) - < Q21 Q22 A23 X2 ) X2 > ;

\ a3; aszz2 a33 X3 €3 )

( )
1171 + a12T2 + A13T3 1

== < a91T1 + A929T9 + 9313 5 ) >
\ (31%1 + A32%2 + 43373 T3 )

= {auxf + ax®; + 3323 + (a12 + az21) 7122 + (a13 + as) 123 + (a3 + Cl32)552133}

On calcule W (S)

/

bir bz b3 T T
W(s) = < bo1 baa  ba3 T2 | T2 >
\ b1 bs2 bs3 T3 x3
b1171 + bia2 + bi3xs T
= < o171 + bagwa + bazxs |, | =2 >
b3171 + b3awa + b33 x3

= {bnl’% + by + bzl + (bio + ba1)x1@s + (bas + bs) w123 + (bas + b32)£2l’3}
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3.2. L’image numérique de la somme de deux opérateurs dans un espace de dimension fini

On calcule W(T + 5)

(

ap +bin aiz + b2 a3+ bz xy xy
W(Tr+5) = < a1+ bar Az + baz a3 + bas To || T2 >
\ azy + b1 azz + b3z asz+ bss x3 x3
)
(a11 + b11)x1 + (@12 + bi2) s + (a13 + bi3) w3 Ty
= < (a1 + bo1)x1 + (agz + baz)xo + (a3 + ba3)xs |5 | 22 >
\ (az1 + bz1)71 + (azz + b32) e + (ass + bsz) w3 x3
= {(a11 + b11)23 + (agz + ba)23 + (ags + bsz)xs + (a12 + bz + a1 + ba1)x172
+(ai3 + big + asi + bs1) w123 + (ag3 + bag + asz + bsa)vo 23 }
W(T)+W(S) = {(an + bi1)a; + (ags + baa)a3 + (ags + bsz)x3 + (12 + biz + a1 + ba1)x172

+(a13 + b13 + az + bgl)$1$3 -+ (agg + bgg + ass + b32)x2 .%3}

W(T + S)

Pour n quelconque, alors

ap; a1n bir  bi2
T — a1 Q22 Q2n g ba1  bao
a1 (nn b1
air + b1 a2+ bia a1n + bin
Tis — a1 +ba1 g + by A2n + oy
an1 + bn1 0  app+ bun

36

bln
b2n



3.2. L’image numérique de la somme de deux opérateurs dans un espace de dimension fini

On calcule W(T)

( 3
ain a2 - Qin I I
Q21 Q22 -+ Q2p T2 T2
W(T) = < ,
L Gp1 Qp2 " Qpp T, Tn )
r )
1121 + a19T9 + ... + a1pTy, T
A91X1 + A22T2 + ... + QonTy, i)
= . ) .
(p1T1 + Ap2X2 +...+ ApnTn Tn,
y
n n—1 n
E aux -+ E E aw -+ aﬂ T;T;
=1 j=2
On calcule W (S)
( )
bin bz -+ b, x1 I
bai bay -+ Doy ) )
W(S) = < o . ‘ _ 7 .
\ J
( \
bll.fL'l + blg.l’g 4+ ...+ blnSL'n T
lelL’l + bggl’g + ...+ bgnl’n T
= . ) .
bnlzl + bn2x2 + ...+ bnnﬁn Ty, )
n n—1 n
_ 2
= E bix; + E E (bij + bji)xiz;
=1 j=2
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3.2. L’image numérique de la somme de deux opérateurs dans un espace de dimension fini

On calcule W(T + 5)

( aip+bin a2 +biz 0 am + b T T \
W(T+8) = < a21 + ba1  ag '+ bao © Qop + ban, l’.z ’ l’.z >

\ Gn1 + b1 e 0 apy + bnn fEn T )

( (a11 + bi1)z1 + (a1 + bia)za + - - 4 (a1n + bin) Ty, T \
_ < (a1 + ba1)w1 + (ag1 + bar)ws + - - 4 (ag2n + ban) 2y T2 >

\ (an1 + bp1)T1 + (apg + bpa)xo + - + (@pn + bun) Ty Tp )
= {Zn:(aii + b))l + nz_f i(aij + bij + aji + bﬂ)xiazj}

i=1 i=1 j=2

3
3
|
—
3

n n—1
—1 - -

i=1 i=1 j=2

3
=
.
+
<
El
K
o,
v
——

n n—1 n
(aii + bn)%? -+ Z(aij + bij + (lji + bﬂ)l’zl’j}
=1 i=1 j=2

Donc W(T'+ 8) =W(T)+W(S) m
Exemple 3.2.1 Soient T, S € B(H) défini par

01 2 0 2 1
0 0 -1 1 -1 1

On calcule W(T),W(S) et W(T + 5)
Pour X = (1, x9)

0 1
W(T) = . 1X] =1
0 0 T2 2

= {womy, |IX[ =1}

8
-

X
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3.3. Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

2 0 Ty T
WS = < , > IXI=1

-1 1 T2 T

- {2 \x1|2 + |332\2 —Towy, || X = 1}

2 1
W(T+58) = < I > IX| =1

-1 1 To i)

= {2|m|* + |z2)?, X =1}

En effet W(T + S) = W(T)+ W(S).

3.3 Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

Soit T € B(H), le maximum de la partie réelle du spectre de T' noté par vs(7'), est donné

par

vs(T) = sup Re(Tx,z) = max{\, A € o(ReT)}

[lz]l=1
Dans la suite, nous exposons quelques inégalités qui lient entre la norme d’opérateur, le

rayon numérique et le maximum de la partie réelle du spectre avec quelques corollaires.

3.3.1 Inégalité entre la norme d’opérateur et le maximum de la

partie réelle de spectre

Théoréme 3.3.1 [5] Pour T'€ B(H)\{0} et A € C\{0}. On a linégalité

A 1
0 < |7l = (T) < [IT]| = Us(’/\‘ T) < 3N 1T — A1)
Si | T — M| < |A|, alors on a:
1 2 0 AT)  w(T)
1—|-T-1I|] < < <1
\/ H)\ LA T A
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3.3. Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

et

0 < TP ) < I - ) <2 (N = VIR = 1T = ) (3 7)

< (w PR ) w(T)

Preuve. On utilise dans [5, le propriété (av)]. On a
A A
A A

r)| 2 v

w(T) = w(77T) = B

vs(

Pour tout A € C\{0} et T'€ B(H)\{0}. On a
2 1 2 2
(T =1AD" =20 = 5 (ITI7+ A7) = AT
Par I'inégalité

~ 1
(ITI* +1A%) 2 v (RT) 2 5 (ITIP + 1AP) = 5 IT = AP

N | —
DN | =

Alors,
(T) = AT = SIT - AP = L0 (3T) > |1 T = == 1T — AT
s 2 DY
Comme v, est linéaire alors
h h 1
0s(ST) 2Tl = 5o IT = M = |IT) = vy(5T) < 5o 1T = AP
A 2|A\ BRI

On utilise le théoréme 3 dans [5] et comme ||T" — AI|| < |A], alors

- 1 2
0, (A1) > <||T||2 + (VIR =i =arle) ) > | y/IA = IT = AT,

Donc

2

T)
vs(X >|/\|\/1— Lo

vs(3T) 1
177 = 1] Z\/l"'XT_I
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3.3. Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

by T) < o(l) — vs(T) _ ()

Us( < )
RY 17| 17|

Comme w(T") < ||T|| alors, “"‘(TTH) <1

Donc

1 2 o) w(T)
1-|=7-1| < < <1.
\/ H/\ H sl sl

D’aprés [14, le théoréme 3| on peut affirmer que

|Tz|” + |A?* < 2Re (AT, z) + 72, ||lz| =1

ou l'on note r := ||T"— AM|| < |\|, nous avons également.
On observe que Re (AT'z,z) > 0 pour z € H, |z| = 1.

Maintenent, on divise par Re <|%T x, x> > 0, on a

2 2 2
HIJ—IH <2\ + - — |,/\| pour ||z]| = 1
Re<ﬁTac,x> Re<ﬁTx,:v> Re<‘7>‘|Tx,x>

Nous soustrayons des deux cotés de la quantité Re <%T x, x> , alors on a

T p) 2\ p)
H/\—xH—Re<WTx,a:> < 2|A|+%——R€<WT@$>
Re <WT.CL', x> Re < wa, a:>
2
2\ p)
= 2|\ - r 7| | _\/Re<WTa;7m> —2\/|)\|2—7“2
Re<ﬁTx,x>

IA

2
2([Al =/ IAI = 72)
Ce qui implique évidement que

j— 2 p—
| Tz||* < (Re <|i—|Tx,x>) +2 (|)\| — /AP - 7“2) Re <|—§\\’Tx,x> pour tout z € H, ||z|| =1

41



3.3. Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

pour tout z € H, ||z|| = 1, en passant au supermum, on trouve

IT|? < (%T) +2 <|)\] — /AP - T2> vs(|§| T) pour tout x € H, ||z|]| =1
e VI (NEVOTERR PN
2 (|)\| A - 7"2> w(’—;T).

IN

Donc

0 < TP ) < T = ) <2 (N = VIR = 1T = ) ()

2 (w N STV ) w(T)

C.QFD. m

IN

Corollaire 3.3.1 Pour tout T € B(H)\{0} et A € C\{0}. On a l'inégalité

A 1 )
0 < |7l - w(T) < IT]| — v, (—T) <L r-ag
) S

Si |T — M|| = |\, alors on a

N
L v (T) e

1T < < <1
2[Al 1| 1|

Et

A
0<[T) <2\ v, (WT)

Preuve. On utilise [5, propriété (av)]. On a

() b () (3

Pour tout 7" € B(H)\{0} et A € C\{0}. On a

(I + (A7) = (AT

N —
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3.3. Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

Par [5, théoréme 3]. On a
— 1
vs (AT) = TN = 5 1T = M
Donc —
A 1 2
0 <] () < 71 = 00 ((37) < 5o 1T = ]
Ry 2[Al
Par [5, théoréme 3] et comme |7 — MI|| = |A|. Alors
A ) 1 )
vs (T ) 2 57 Il
(l/\| 2[Al

On a vy <‘:\\|T> < w(T) et comme % < 1. Donc
A
1 (7)o
o Tl = < <1
2[Al 17 17
On

0 < ||T]|* — 2Re[(ATx, z)] + |A[* < [|T = M|®
Et comme || — M| = [\|, on a

|Tz|* < 2Re[(AT'z, )]

Pour tout x € H, ||z|| = 1, en passant au supermum et comme vg <|’A\|T> < w(T). On

obtient B
A
I < 2 3o (7)< 2w (@),
D’ou l'inégalité désirée. m
Corollaire 3.3.2 Sous les conditions du théoréme précédent et si l'application (T — \I) est

contractant(||T — N || < 1). Alors

vs (AT) _ w(T
i < ) < i
Et
0 < |IT|* = w*(T) < |ITI* — v (AT)
< 2 (1 - \/1 —||IT - )\I||2> vy (AT)
< 2 (1 1T - >\]||2) o(T)
En effet, d’aprés le théoréme précédent dans le cas général mais |T — N || < 1 et ||A|| = 1.

On trouve le resultat
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3.3. Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

3.3.2 Inégalité entre le rayon numérique et le maximum de la

partie réelle de spectre

Théoréme 3.3.2 [5] Pour T' € B(H)\{0} et A € C\{0}. On a l'inégalité

u3<iT>' < w(T) — v

0<w(T)— B

Si | T — M| < |A], alors on a:

. 1 US(%T) |
\/1‘” (XT‘]>§ ST S W@

Et

0 < w(T)~— v§(|—i|T) <2 (|/\| - \/w? —w?(T — )\I)> Us(%T)

< 2(= W@ -an)w

Preuve. On a B B
A A
Us(71)| = vs(5577)
Al Al

Alors, pour tout A € C\{0}

A
w(T) — ’US(WT) < w(T) — vy

Et on a

(AT + MP) > A w(T)

N =

Par [5, théoréme 3]. On a

0, OT) > S (20 + ) —%wQ(T—/\])

Donc

1
2T -\ < — ||T = M|
w* ( )_2|A||| |
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3.3. Quelques inégalités sur la norme et le rayon numérique

Par [5, théoréme 3] et avec |T"— A|| < |A|. Alors

b A
1 vs(T) ’Us(mﬂ‘
11— 2T —-71)< < <1
\/ 2 (3r-1) =y < S
d’aprés la derniére inégalité dans le théoréme (3.1.4) et avec I'inégalité  ||T'|| < w(T) < ||T|.
On a

0 < w2<T>—v§<|—j,T>s2(w—WAF—MT—M)) w5 T)

< 2(= I - - an ) w

D’ou l'inégalité désirée. m
Dans ce théoréme on peut extraire des cas particuliers

Corollaire 3.3.3 Pour tout T € B(H)\{0} et A € C\{0}. On a l'inégalité

A

US<WT>‘ < w(T) — vl

A ) 1
— W (T —A) < ——
A

< w(T) —
0 <w(T) <3

1T = A1))®

T) <

Si w(T — X)) =|A|, alors on a

Et

Si w(T — ) < |\

Et

o
IN

WA (T) — *(NT) < 2 (1 —V/1—w(T— )J)) v, (\T)

< 2 (1 Ny (T—M)) w(T)
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3.4. Rayon numérique du produit de deux opérateurs

3.4 Rayon numérique du produit de deux opérateurs

Soit T' =

D’aprés 'exemple [2.3.1] le rayon numérique de la matrice 7" est w(7") = cos(

0
1
0

0

= o O

0

0
0
0

1

0 0 00O 00 0O

0 0 00O 00 0O
, alors T? = , T3 =

0 1 000 00 0O

0 01 00 1000

5)

a) On calcule le rayon numérique de T2

Dabord, on calcule 'image numérique de 7>

W(T?) = {(T°X,X), 1X| =1}
= {mTs+ 207y, [ X[ =1}

Alors le rayon numérique de 77 est

Donc

w(T) = sup {z1T3 + 2272 || X|| = 1}

(T*X. X)| = |nT5+ 270

< o] |ws] + @] |24

Ona Y. |z;]> =1, et on pose r; = |z;| i = 1,4, alors la fonction de lagrange [Voir chl]

est

4
F(ri1,ro,13,74, A) = 1173 + 7914 — A (Z 7",2 — 1)
i=1
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3.4. Rayon numérique du produit de deux opérateurs

Calculons les dérivées partielles

OF

0_7“1 = 7”3—2)\7“1:0
OF

_87“2 = T4—2)\7’2:O
OF

07"3 " "3

F

—a = T2—2)\7’4:O
87“4

On transforme ces équations sous forme matricielle AR = 2\R

0 010 1 1
0 0 01 T2 _ 9 T2
1000 r3 r3
01 00 T4 T4
Ou
0010
0 001
A=
1000
0100
On remarque que A = 2B tel que
00 30
s_| 000 z
% 0 0 O
0 200

On observe que A est un valeur propre de B tel que A = cos(*T), et on a AR = 2\R alors

4
2BR = 2)\R donc

4
(2BR,R) =2\ (R,R) = rirs+rary = XY 17
=1
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3.4. Rayon numérique du produit de deux opérateurs

4

comme » ;77 =1, alors A = ryrs + rary.

On déduire que la valeur maximal de \ est w(7T?)

wAT?) = sup{cos<’i{>, k —m}

Donc, le rayon numérique de T2 est

w(T?) = cos(%) = %

b) On calcule le rayon numérique de 7.

Pour calculer W(T?), on suive la méme maniére précédant

w(r®) = {{I°X,X), X =1}
= {nm, X1 =13

Et la fonction de lagrange est

4
F(T17T27T37T4,/\) =Tr4 — A <Z riz - 1)

Calculons les dérivées partielles

OF

8_7“1 = 7“4—2)\7’120
OF

— = =2Ary =
07“2 "2 0
OF

= 2y =0
87“3 "3

OF

— = 11 —2X\ry =0
87’4
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3.4. Rayon numérique du produit de deux opérateurs

La forme matricielle SR = 2\R est

0 0 01 r1 Ty

0 00O T2 _9) T

0000 T3 r3

1000 T4 T4
0 00 %
0 00O

On remarque que S = 2C' tel que C' = , on observe que A est une valeur

0 00O
% 0 00

propre de C tel que A = cos(%’r).

Alors, le rayon numérique de T est
w(T?) = cos(%) =

% — (T > w(T)w(T?) = cos(

= 0.40450

(S I T NN
N —

).
Théoréme 3.4.1 [8] Soit A € B(H), alors
w(A") < w"(A).

Théoréme 3.4.2 [8] Soit T, S € B(H), alors

w(TS) < 4w(T)w(S)

Si TS = ST, alors
w(TS) < 2w(T)w(S)

Preuve. De I’équivalence de norme, théoréme [1.3.1] nous le savons

w(TS) < TS| < ([TIH[S] < 4w(T)w(S).
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3.4. Rayon numérique du produit de deux opérateurs

Si T'S = ST alors, on peut supposer que w(7T) = w(S) = 1 pour montrer que w(7T'S) < 2.
parceque dans le théoréme [1.3.1] le rayon numérique est une norme.

Alors l'inégalité triangulaire et théoréme [2.1.1] dans [Gust] et le sous-additivité de w, on a:

W(TS) = w({[(A+B) ~ (A~ BY)

< LA+ B (4~ BY)] < {l(A+ B + (w(A ~ B)Y)
< () + (B + (@A) + w(B)Y]
= 2.

Donc w(T'S) < 2w(T)w(S). m
Corollaire 3.4.1 Soit T et S deux opérateurs unitaire, alors
w(TS) <1

Preuve. Soit T" et S deux opérateurs unitaire, alors ||T'|| = ||S]| = 1.

Donc

w(T'S) < TS| < [[TIIS]F =1

D’ou le résultat. m
Corollaire 3.4.2 Soit T et S deux opérateurs. SiT ou S normal. Alors,
w(ST) < 2w(S)w(T)
Preuve. Soit T et S deux opérateurs. Si T' normal alors
w(ST) < [|ST]| < [|S]H|T]
Comme 7" normal alors, w(T") = ||T]| . Donc
w(ST) < IS w(T) < 2w(S)w(T).

C’est qu’il fallait démontrer. m
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Chapitre 4

Interactions entre la mécanique
quantique et la théorie des opérateurs

(Modéle : Image numérique)

En science de 'ingénierie et en physique quantique, il existe une correspondance forte entre
les notions de la valeur moyenne d’un observable et I'image numérique d’opérateur au sene
mathématique.

Dans la suite nous exposons un rappel sur la physique quantique et la définition de la

valeur moyenne d’un observable, en plus des exemples sur le calcul de la valeur moyenne.

4.1 Rappel sur la physique quantique

En mécanique classique 1’état d’une particule & un instant donné est completement défini
lorsqu’on connait son vecteur position 7 et son vecteur quantité de mouvement p. De plus
comme toutes les grandeurs physiques associées a cette particule s’expriment en fonction de
T et p, on peut les mesurer avec toute la précision nécessaire sans perturber le mouvement
de la particule. Enfin si I’on connait les forces qui s’exercent sur la particule en chaque point
de l'espace, on peut (en résolvant les équations de Newton) prédire sa position et sa vitesse

a tout instant. Il en est de méme pour I'état d’un systéme matériel qui est complétement
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4.1. Rappel sur la physique quantique

déterminé si I'on connait en fonction du temps la position et la vitesse de chacun de ses
points.

A T’échelle quantique nous avons vu qu’on ne peut mesurer simultanément la position et
la vitesse de la particule et ce fait ne provient pas de la précision limitée des instruments de
mesure mais des propriétés de la nature elle méme, exprimées par les relations d’incertitude
de Heisenberg. La position et la quantité de mouvement d’une particule ne caractérisent plus
son état puis qu’on ne peut plus les mesurer simultanément et définir ainsi une trajectoire.

A la description classique en termes de position et d’impulsion il faut donc substituer
une description quantique en termes d’autres données représentatives de I'état du systéme
et des grandeurs physiques qui lui sont associées.

Cette nouvelle vision, différente de notre maniére de pensée classique est construite a
partir des postulats de la mécanique quantique qui vont nous permettre de décrire :

- L’état d’un systéme physique a un instant donné.

- Les grandeurs physiques associées au systéme et la prédiction des résultats de leurs
mesures.

- L’évolution du systéme au cours du temps.

- Les régles de quantification des grandeurs physiques.

4.1.1 Les postulats de la mécanique quantique
Premier postulat : Etat d’un systéme

L’état d’un systéme physique est complétement défini a tout instant ¢ par la donnée d’un
vecteur |W(t)) appartenant a l'espace des états . |U(t)) est appelé vecteur d’état.
En général la norme de |¥(¢)) est arbitraire mais il est commode d’utiliser des vecteurs

d’état normés, c’est a dire pour lesquels

(W) [v(@) =1
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4.1. Rappel sur la physique quantique

Deuxiéme postulat : Description d’une grandeur physique

En mécanique quantique I’état d’un systéme et les grandeurs mesurables sont représentés par
des étres mathématiques différents : alors que ’état est décrit par un vecteur, les grandeurs

physiques sont décrites par des opérateurs.

Troisiéme postulat : Mesure d’une grandeur physique

Les résutats de mesure possibles d’une grandeur physique A sont strictement les valeurs
propres de I'observable A correspondante.

Quatriéme postulat : Evolution dans le temps

En mécanique classique 1’évolution au cours du temps du mouvement d’un systéme de
n particules peut étre obtenue soit a partir des équations de Lagrange soit & partir des

équations de Hamilton-Jacobi qui s’écrivent :

dg;  dH
dt dp;
dp;  dH
dt  dg

Ou H est 'hamiltonien du systéme et p; les moments conjugués de chacune des coordonnées

généralisées ;.

Cinquiéme postulat : Quantification des grandeurs physiques

Ce postulat indique les régles de construction d’une observable A associée & une grandeur

physique A ayant un équivalent classique. Comme la grandeur A s’exprime en fonction des
— — g

variables dynamiques r et p, I'observable A s’exprimera en fonction des opérateurs R et

H
P suivant les régles de quantification.

Définition 4.1.1 [14] (L’équation de Schrodinger) On appelle ’équation de Schrédinger

indépendante du temps toute équation écrite sous la forme

2m dx?

(—h—d—\ll(x) + V(:z:)) U(z) = BU(z)
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4.2. Etude le mouvement d’une particule dans une boite a seule dimension

Ou U (x) est une fonction de la position, V (z) est le potentiel et est indépendant du temps,
h = % ot h constante de Planck, m est la masse et E est [’énergie positive car le potentiel

est nul.

Définition 4.1.2 [1] (Valeur moyenne) Lorsqu’on mesure la grandeur physique A sur un
grand nombre de systémes identiques tous dans le méme état |V(t)) On définit la valeur
moyenne de A dans cet état comme la moyenne des résultats obtenus et on la note (A). On

donne sous la forme

<§> = (0|2 |0) = /q/’;xqfldx

4.2 Etude le mouvement d’une particule dans une boite
a seule dimension

Le continue de cette paragraphe dans [1]
On veut étudier le mouvement d’une particule dans un domaine borné de x =0a x =a
ol a réel. La probabilité d’existence de cette particule & ’extérieur de la boite est nulle, ou

U(x,t) =0, pour z >aetz <0
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4.2. Etude le mouvement d’une particule dans une boite & seule dimension

Maintenant, on cherche ¥(z,t) dans la boite.
Le potentiel est nul dans la boite et infini a 'extérieur.
Alors, le potentiel ne dépend pas du temps, on cherche seulement la solution de I’équation
de Schrodinger indépendante du temps
B Pz o9mE

—— VU = EU —
2m dz? (z) (z) < a2 (z) + 72

U(z)=0

On résout I'équation précédente, on remplace Q%I—QE par k? dans 1’équation on obtient

d? 9

La solution de cette équation est sous la forme
U(z) = Acoskx + Bsinkx
D’apres les conditions sur les frontiéres, on trouve

U(z) = Bsinkz, ou k= T
a

D’aprés le premier postulat, on a

D’aprés 'expression de k, on trouve

—2
h n2nm?

E, =

2ma?

Pour savoir I'état de la particule, on calcule les valeurs moyenne de la position, 1’énergie et

Iimpulsion. On trouve les états fondamentales pour n = 1

2
U, = \/jsinE
a a
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4.2. Etude le mouvement d’une particule dans une boite & seule dimension

La valeur moyenne de position
(3) = (wi]z]w)
0
/“ 2 . /mx . (TT
= — sin (—) x sin (—) dx
0 a a a
a9 1 — 2rx
[y
0 @ 2

Par l'intégration par partie, nous donne

o Bl )

Donc, la valeur moyenne de position du particule est dans le centre de boite.
La valeur moyenne de ’'impulsion
A
<P> = (W[ P[¥y)
= / UiPY dx
0
“ ho
= Ui——Wd
/0 Vior ! .

= /Oagsin (%) ?% sin <%x> dx

= %? /Oa sin <%) cos (Z—a:) dx
h
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4.2. Etude le mouvement d’une particule dans une boite & seule dimension

Alors, la valeur moyenne de 'impulsion de la particule dans la boite est nulle. Généraliment
la valeur moyenne ne donne pas la réalité, comme l'impulsion est representable par un
vecreur alors, soit son module est nul ou bien il a un module non nul mais dans deux sens

opposés. Pour vérifier ce résultat on calcule la valeur moyenne de P?

<]§2> = (0| P?|¥y)

= / Ui PV dx

0
_ /0 w; (-1 aa—;xpld:c
= /Oa 3 <—EQ) sin (%) 88—:2 sin (%) dx
- [ ()

Donc, I'impulsion du particule dans la boite est non nulle.
ﬁ
L’impulsion est une quantité physique défini classiquement par P = m@ tel que m est une

— .
masse et v est une vitesse.

1=

H
La norme quantique de impulsion est un opérateur défini par P = v

i
La valeur moyanne de I’énergie

(E) = mla)w)

= /‘F{H\Pl
0
/“2 . /T ( 527r2> . /T

= —sin (—) — sin (—) dx
0 @ a 2m a

— L]ﬂ

2m
1 E2W2
2m a2
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4.2. Etude le mouvement d’une particule dans une boite & seule dimension

. w2 2 s *z N
Donc, La valeur moyenne de ’énergie est %, elle est la valeur spéciale associée a vecteur

v,
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Annexe

Code matlab Pour calcule I'image numérique

A=input ('input the matrix A=')% example: [0 1 1;1 0 0;0 1 O]

nm=ceil (norm(A)) ;
th=[0:.01:6.29];

k=1;

w=zeros (1,630);

for j=1:630
Ath=(exp (i* (-th(J)))) *A;
Hth= (Ath+Ath') /2;

[r e]l]=eig (Hth);

e=real (diag(e));
m=max (e) ;

s=find(e==m) ;

if size(s,1l)==
w(k)=r(:,s)"*A*r(:,s);

% This is the point of the numerical range contributed by
%5 v_t=r(:,s) when the eigenspace of Hth (H t) is one dimensional.

[rr ee]=eig (pKp) ;

ee=real (diag(ee));

mm=min (ee) ;

sm=find (ee==mm) ;
w(k)=rr(:,sm(:,1))"*r(:,s)"*A*r(:,s)*rr(:,sm(:,1));

% This is the point of the numerical range contributed by
5 v th- =1r(:,s)*rr(:,sm(:,1))

k=k+1;

mM=max (ee) ;

sM=find (ee==mM) ;
w(k)=rr(:,sM(:,1))"*r(:,s)"*A*r(:,s)*rr(:,sM(:,1));

o°

o°

This is the point of the numerical range contributed by v_t"+

o°

end

k=k+1;

end

fill (real (w) ,imag(w), 'yv")
axis ([-nm,nm, —-nm,nm])
axis('equal')



Résumé

Ce meémoire s’articule autour d’'une notion spectrale assez importante, appelée I'image numérique
des opérateurs. Dans le premier chapitre de ce mémoire on fournit quelques éléments de base sur
les opérateurs. De plus nous donnons les définitions et quelques propriétés du spectre, résolvante
d’'un opérateur et quelques techniques opératorielles dont on aura besoin pour la suite. Le second
chapitre est consacré a étudier 'image numérique et le rayon numérique d’'un opérateur avec leurs
propriétés et des exemples, en particulier I'image numérique des opérateurs dans un espace de
dimension deux, et la relation entre I'image numérique et le spectre d’'un opérateur. Dans le
troisieme chapitre on propose quatre parties: D’abord, nous exposons les classifications des
images numériques d’'une matrice (3 x 3) avec quelques exemples et leurs figures.

Ensuite, nous démontrons I'égalitée W(T + S) = W(T) + W(S) avec T et S deux matrices carrées

de dimensions finies. Aussi, nous exposons deux théorémes qui lient entre le maximum de la partie
réelle du spectre, la norme et le rayon numérique d’'un opérateur, de plus on a pu extraire quelques
corollaires de ce théoréme. On termine ce chapitre par quelques théorémes sur le rayon numérique
du produit de deux opérateurs avec un exemple. Dans le dernier chapitre nous donnons un rappel
sur la physique quantique avec quelques, définitions utiles pour faire la correspondance entre la
mécanique quantique et la théorie des opérateurs, précisément on applique les notions de I'image
numeérique pour étudier le mouvement des particules dans une boite.

Mots-clés : opérateur, image numérique, rayon numérique, spectre et valeur moyenne d’un
observable.

Summary

This dissertation is based on a relatively interesting spectral notion, called numerical range of
operators. In the first chapter some basic elements are provided on operators. We give the
definition and some properties for a spectrum, resolvent of an operator and few technics of
operators that will be needed to the following. The second chapter is devoted to study the numerical
range and numerical radius of operators with their properties and examples, especially the
numerical range of the operators in a space of dimension two, and the relationship between the
numerical range and the spectrum of an operator. In the third chapter we propose four parts: First,
we outline the classifications of numerical range of a matrix (3 x 3) with some examples and
figures.

Next, we demonstrate the equality W (T + S) = W (T) + W (S) with T and S are two square finite

matrices. Also, we present two theorems which link the maximum of the real part of spectrum, the
norm and the numerical radius of an operator, and we were able to extract some corollaries of this
theorem. In the end of this chapter we discus some theorems on the numerical radius of product of
two operators with an example. In the last chapter we give a reminder about quantum physic with
some definitions useful for correspondence between quantum theory and operator theory, precisely
the notions of the numerical range is applied to study the movement of particles in a box.
Key words: operator, numerical range, numerical radius, spectrum and middle value of an
observable.
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