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Introduction

Les mathématiques appliquées sont ’application de méthodes mathématiques dans
divers domaines tels que la science, I'ingénierie, les affaires, I'informatique et I'in-
dustrie. Les mathématiques appliquées sont une combinaison de sciences mathéma-
tiques et de connaissances spécialisées. Le terme "mathématiques appliquées" décrit
également la spécialité professionnelle dans laquelle les mathématiciens travaillent
a la résolution de problémes pratiques en formulant et en étudiant des modeéles
mathématiques[I].

Nous consacrons ce mémoire a la modélisation du mouvement des fluides et de la
thermodynamique, dans le but de formuler des équations aux dérivées partielles qui
décrivent ce mouvement, d’identifier les systémes appropriés pour chaque phénoméne

décrit, puis de les traiter mathématiquement.

Pour décrire mathématiquement la cinématique d’un fluide, c’est-a-dire le mouve-
ment des particules, indépendamment des propriétés du fluide, on fait appel a la
géométrie analytique. Deux systémes cohabitent, I'un et I’autre présentant des avan-
tages dans des situations particulieres. Il s’agit de :

la description lagrangienne ; la description eulérienne. Tandis que la premiére consiste
a décrire les trajectoires suivies par les particules au cours du temps, la seconde décrit

le champ de vitesses a un instant donné.

Comme dans d’autres domaines, la cinématique sert de base & la dynamique, calcul

des mouvements en fonction des forces appliquées. Les deux descriptions sont alors



Introduction

lites mathématiquement par la relation des dérivées[2]

0
Z-at (v.grad)

d
ou le terme — dérivée totale appelée «particulaire», ou encore « dérivée lagran-

dt

gienne, et le terme e de dérivée partielle « eulérienne » par un observateur en un

point fixe.

Par conséquent, les équations de base peuvent étre obtenues & partir de la conserva-

tion des relations de masse, de quantité de mouvement et d’énergie.

Le tenseur de contraintes (ou tenseur de pression, incluant les contraintes visqueuses
et compressives) et le flux de chaleur sont représentés. Pour les deux, il est supposé

étre lié au gradient.

Lorsque le flux de chaleur est proportionnel au gradient de température, on obtient

la loi de Fourier.

Le tenseur des contraintes est proportionnel au tenseur de la vitesse de déformation
(hypothese de Stokes). Dans une dimension de 1’espace, cette expression s’exprime
en disant que la pression visqueuse est linéairement proportionnelle au taux de ci-

saillement. C’est ce qui définit le flux « newtonien ».

Donc notre mémoire suit le formalisme général suivant : il se compose de trois cha-

pitres.

Dans le premier chapitre, on introduit des notions générales de la mécanique de

mileu continue ainsi que les différentes équations et des outils de modélisation.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse & la modélisation de I’écoulement non
isotherme du fluide, c’est-a-dire que les coefficients de viscosité du fluide dépendent
de la température. Nous développons ici un systeme des edp composé de 1’équation

de conservation de la quantité de mouvement et de 1’équation de conservation de
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I’énergie dérivée de la loi de Fourier.

Enfin, le dernier chapitre, sera consacré a I’étude variationel du systéme de Stokes
dans le cas d’evolution, dans un domaine borné €2 a trois dimensions avec des condi-
tions aux limites mixed, de type deTresca sur la frontiére inférieure du domaine,

Dirchlet sur le bord latéral et Condition de Fourier sur le bord supérieur.



Chapitre 1

Eléments de modélisation

Considérons un fluide occupant un domaine w C R?® pendant un intervalle de
temps [0; T][3]. Le fluide est caractérisé en tout point 2 € w et pour tout t € [0;7]

par :
— sa vitesse u(x;t),

— sa densité o(z;t),

— sa pression p(z;t),

— sa températur T'(x;t),

Le fluide vérifie les lois générales de conservation de[4] :
— la masse,

— la quantité du mouvement, ou moment cinétique,
— La loi de conservation de I’énergie.

Dans lesquelles interviennent des "lois de comportement" dépendant du fluide (in-

compressibilité, homogénéité, relation entre forces de frottement et déformations,...).

L’objet de ce chapitre est d’exprimer ces lois par des équations aux dérivées partielles



Chapitre 1. Eléments de modélisation

1.1 Incompressibilité

Considérons la partie du fluide occupant une région w & un instant t;. Son

volume est V' = [ dx. Suivons le mouvement de cette partie du fluide[5].

A Dinstant ¢ > to , on note y(x;t) la position de la particule située en = a I'instant

t;

Y(t) ={y(z,t) : z € w}

est la région occupée.

Le volume occupé a l'instant t est

V(t) = /Y e

En effectuant le changement de variable y — x il vient

oy,
v = [ ae oz )

Sa dérivée est

/_dtayl
O

t)dx.

(1.1)

(1.2)

Un fluide est dit incompressible si le volume occupé par toute partie du fluide se

conserve dans son mouvement. C’est équivalent a la nullité de la dérivée du volume[6],

c’est-a dire :

2d t - Oy

ot 8:E] (ZE to) = 0 Vo Vto

Calculons cette quantité. On a

(1.3)
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Oy dy 0Oy Oy

det =det | =—, =—,=— | .
¢ al'j ¢ (8901’81’2’&%3)

Donc

0 yi
T det 2 — et
ot ox, 0 (

%y 9y 9y N
Otox, Oxs’ Oxs

oy 0% Oy
det (8:51’ Ot axg) +

dot (Ov Oy 9%y
81’1 ’ 85172 ’ at&rg ’

La vitesse du fluide au point y(z;t) a U'instant t est

9y

oy (z,t) = u(y(x,t),t).

A Dinstant tg on a y(z;tg) = x donc

(‘)a_i(m’ to) = g_; = ¢; (j""“vecteur de base ).
0
8_3(1‘7150) = U(.Z',to),
D’ ou ;
gih o
o2 dy Oy gg o
4 ) X
det ~det | Y2 _Ou
‘ (8t8x1’ Oy’ (9x3> © Oy Lo oz,
9us 4
(9331

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.8)
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On calcule de méme les autres déterminants, d’ou

0 8yz . 8u1 0u2 6u3 . .
(a det 8_1']) (x,t9) = (8x1 + A + 8x1) (x,t9) = (divu)(z, o) (1.10)

L’incompressibilité est équivalente a
divu = 0 dans w x |0, 77 . (1.11)
Ces calculs n’ont de sens que si v est assez régulier.

Remarque 1.1.1 Pour toute fonction scalaire pon a

i

w 8371

(:c)d:v—/a o(s)n;(s)ds (1.12)

ot
Ow est la frontiére de w .
n(s) est la normale extérieure en s a Ow.

ds est la mesure superficielle sur Ow.

Si u est une fonction vectorielle on a donc la formule de Gauss-Ostrogradski.

/ (div V) (2)dz = / V(s)n(s)ds. (1.13)

ow

La dérivée du volume occupé a I'instant ¢ par le fluide qui occupait la région w

a linstant ¢y vaut, d’apres (1.3) et (1.10) a

o) = /w (div ) (, to)dr = /a ulsito)n(s)ds. (1.14)

En observant que u.n est le flux a travers la surface dw, cette formule exprime
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le fait que la variation de volume est égale a I'intégrale du flux.

1.2 Conservation de la masse

Considérons & nouveau la partie du fluide qui occupe la région w a l'instant ¢y. Sa
masse est M = fw o(z;to)dx. A linstant t > t, cette partie du fluide occupe la région
Y'(t) et sa masse est

M= | o(yt)dy (1.15)
Y (t)

En effectuant le changement de variable y — x il vient
M = /go(x; t)dx (1.16)

ou

ola,t) = o(y(z; 1), 1) (det gy" (x,t)) (1.17)

Zj
La loi de conservation de la masse dit que M est indépendant de t, donc que sa

dérivée est nulle, i.e.

. Ot
Ce qui est equivalent &
0
a—f(;p, to) = 0, Yt (1.19)
On a
Oy _9p " do dy; 0y;
97 020) = G 00,0+ 358 0000 G0t w0 (1.20)
0 Y
+0 (y(xv t)a t) (a det axj )( ) t)
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Rappelons, que

() =6 (5 —1siimj 6y =0 sii#J) (1.21)
8xj
Donc
1 00
Y

= =1 1.22
(det 8$j>($’t) det| 0 1 0 ( )

0 01

et il vient donc

dp do > do du;
E(%to) = <a($,to) + 20@ (,to) ui(z, to) | X 1+ Q(%to)za (2, o)

Donc I'équation (1.19) de conservation de la masse est eéquivalente a

% + div(ou) = 0 dans w x |0, 77| (1.24)

1.3 Conservation et dérivation d’une grandeur gé-

nérale.

Soit ¢ une grandeur liée au fluide (densité, pression, ...) définie en tout point = et a

tout instant ¢. Sa valeur totale dans une région w a l'instant to est ®(to) =/ o(x;to)dx

A Tinstant t > ty cette partie du fluide occupe la région Y (¢) et on définit.

B(1) = /Y Pty (1.25)
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Les calculs ci-dessus montrent, en remplacant p par que ¢
0o dp )
E(to) = /w (E + d1v(g0u)> (x,to)dx (1.26)

De facon générale la conservation de ¢ est donc équivalente a

aa—f + div(pu) =0 (1.27)

On retrouve la conservation du volume (incompressibilité) en prenant ¢ = 1, et la

conservation de la masse en prenant ¢ = o .

Remarque 1.3.1 Avec la formule de Gauss-Ostrogradsksi il vient

0P Op

E(zﬁo) = ) E(m, to)dzr + /aw (s, to)u(s,to)n(s)ds (1.28)

Ce qui s’interpréte ainsi :
- la 1°7¢untégrale représente la variation de ¢ dans le domaine fize w.

- la 2°"¢ intégrale représente le flux de ¢ a travers la frontiére Ow.

1.4 Conservation du moment cinétique.

Considérons encore lefluide qui occupe la région w au temps ty3. Son moment
cinétique est M = [ o(z;to)u(x;to)de. A Vinstant t ce fluide occupe la region Y (1)

et son moment cinétique (ou quantité de mouvement) est

M(t) = / ety (1.29)

10
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En I’absence de forces ce moment serait conservé. En présence de forces internes Fe"

ou externes F¢'" la dérivée de la quantité de mouvement égale la force appliquée.

%(to) = /WF(x,to)dx (1.30)

ou

F = Fmter 4 Fexter. (131)

Les forces externes. Par exemple la gravitation.
Fere" — pg ou g est le champ de gravité. (1.32)

Les forces internes. Sont celles contraintes résultant des pressions et du mouvement
permenant entre les particules d'un fluide, Elles sont reliées a la vitesse u et la
pression p.

Les grandeurs M sont vectorielles, on va calculer la :“™¢ composante. D’apres

il vient

/ <8§? + div(guiu)> (x,to)dx = / Fi(z,to)dx (1.33)
Ceci est vérifié pour tout w , tg et i donc, Vi ,

dou;
ot

+ div(pu;u) = F; dans w x |0, 7] (1.34)

Le premier membre peut s’écrire

0o 0 ou; ou;

D’aprés I’équation (1.24) de conservation de la masse le 1 terme est nul.

11
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L’équation (1.34) de conservation du moment cinétique s’écrit alors

aui 8u7« _ inter
Q(@t +;u;8—%> = 09i + F; (1.36)

rieme

gi la 1 composante du champ gravitationnelle g .

1.5 Lois de comportement des fluides classiques

La question posée : Quelle est la forme de la relation entre la force interne Fe"
, la vitesse u et la pression p. Chaque fluide est caractérisé par un specifiaue loi de

comportement prenant en compte les forces suivantes

La force de pression.

FPes — _Vp (1.37)

ou V est le vecteur gradient de composantes (1=1,2,3).

)

Observons que la force totale due a la pression p est

/—(Vp)(x,t)d:c:/ —p(s,t)n(s)ds (1.38)

Ow
Il s’agit donc de la force exercée sur le fluide occupant la région w par le materiale
occupant la région Q\w.

La force de frottement des particules

Elle est lite aux déformations du fluide en mouvement triaxial. Sa i “™¢ composante

est

w0 (s ~ 0
Ff "= )\% (Z d;; (u)) + 2“2 %dij (u). (1.39)
t\j=1 j=1 "7

ol A et p sont des coefficients de viscosité et ou D = (d;; (u)) est le tenseur des

12
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vitesses de déformation, de composantes

. — <7 ) < .
() =35\ 5, a:ci)’l—z’]—?’ (1.40)

Donc

o ou °L (02 Ui 0%u
Pt _ (Z axj) Z( 67;1518;:]) (1.41)

= (A —i—u)(%j divu + pAu;

Remarque 1.5.1 Les forces internes F™<" s’écrit encore F™er = (EFjmter). |

Finter — sy (i=1,2;9) (1.42)
— 8xj
7=1
ot
3
=1

Les 0,; forment le tenseur des contraintes et cette relation et elle s’appelle loi decom-

portement.

Remarque 1.5.2 La loi de comportement (1.43)) s’écrivent de maniére vectorielle

o =2uD(u) + XTrD(u)lds — plds (1.44)

ou
— D = (d;j (u)) est le tenseur des taux de déformation (défini par (L.40)).

— Id3 est la matrice identité de rang 3.

13
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— TrD(u) désigne la trace de D(u) définie par

TrD(u) = Z dii(u) (1.45)

Remarque 1.5.3 Un fluide est dit parfait si les forces de frottement sont nulles,

donc si les coéfficients de viscosité \et jn sont nuls.

Remarque 1.5.4 La conservation du moment pour un fluide parfait est donc
ou
+ (u.V)u | = 09— Vp (1.46)
ot
Forme générale de ’équation du mouvement :

(g—? + . vu> = div(o) + f (1.47)

ou f = (f;) un champs de forces extérieures et o = (0;;) est le tenseur des contraintes

(qui exprime les forces intérieure).

En particulier si 'on substitue I’équation de comportement (1.43)) dans ([1.47) on

déduir I’équation du mouvement pour un fluide classique,

ou; ou; odivu dp .
( +Z ) W) HBu = 09— (i ) (1.48)
Ce qui s’écrit, sous forme vectorielle :

<%+UVU) — AN+ p)Vdivu — pAu = gg — Vp (1.49)

14



Chapitre 1. Eléments de modélisation

1.6 Modéles des fluides Navier — Stokes

En dimension 3 on a 5 inconnues scalaires : uy, us, usz, p et o.

La conservation de la masse et du moment donnent les équations(|1.24]) et (1.49),

c’est-a-dire 4 équations scalaires.

Il manque une équation, on consideére I'incompressibilitéqui comme une loi supplé-
mentaire. On a vu (1.11))que

divu =0 (1.50)

Un fluide visqueux et incompressible est donc décrit par les équations suivantes,

divu =0
9 4 uvo=0 |
5 TuVe= (1.51)
ou
Q(—+(u.V)u>—uAu:gg—Vp
\ ot

dites de Navier—Stokes avec densité variable (i.e. Navier—Stokes Non-Homogene).
Equations de Navier—Stokes Homogéne.

Le fluide est dit homogeéne si sa densité est indépendante de x. Alors ’équation
i Y
de conservation de la masse se réduit a a—f = 0 donc finalement & p = gy constante

indépendante de x et t.

Un fluide visqueux incompressible et homogéne est donc décrit par les équations

suivantes, dites de Navier—Stokes.

divu =0
. (1.52)
e + (u.V)u —vAu=g— Vp

ol

v = —est le coefficient de viscosité cinématique.
00

15



Chapitre 1. Eléments de modélisation

P . .
v = —est la pression normalisée.
%0

Equations d’Euler.

Un fluide est dit parfait s’il est non visqueux, c’est a-dire si les forces internes de

frottement sont nulles, donc si les coefficients A et p sont nuls. Donc v = 0.

Un fluide parfait incompressible et homogéne est donc décrit par les équation sui-

vantes, dites d’Euler.

divu =0 (1.53)
% + (u.V)u =g — Vp. '

Equations de Navier—Stokes linéarisées.

Lorsque la vitesse u est assez petite, le terme non-linéaire (u.V)u peut étre négligé.

Un fluide incompressible et homogéne animé d’'un mouvement assez lent est donc

d “écrit par les équations linéarisées suivantes :

divu =0 (1.54)
%—yAu:g—Vp. .

Equations de Stokes

Un fluide parfait incompressible, homogéne et d’un écoulement stationnaires est donc

décrit par les équation suivantes,

divu=0
(1.55)

—vAu =g — Vp.

dites d’Stokes.

(Ecoulements stationnaires, lorsque la vitesse ne varie pas avec le temps)

16



Chapitre 2

Modélisation de I’écoulement non

isotherme d’un fluide

Nous présentons ici briévement les lois de conservation évoquées dans le chapitre 1.
A partir de ces lois on chercher les équations aux dérivées partielles e.d.p modélisant
I’éoulement non isotherme d’un fluide Navier—Stokes dans un domaine ouvert borné
de R? pendant un intervalle de temps. Ensuite, nous donnons le modeéle stable (ou
stationnaire) pour cet écoulement. Pour la suite nous considérons un milieu continu

qui occupe un domaine ouvert borné  de R? pendant un intervalle de temps [0, 7).

Pour les référenes bibliographiques, nous avons consulté [15].

2.1 Lois de conservation et équation de 1’énergie

Les problemes de mécanique des milieux continus non isothermes sont modélisés
d’une part par les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement
couplées a la loi de conservation de I’énergie, et d’autre part par des lois de compor-

tement spécifiques a chaque type de milieu continu.

i) La loi de conservation de la masse. Soit v(x;t) le champ des vecteurs vitesse a

17



Chapitre 2. Modélisation de ’écoulement non isotherme d’un fluide

I'instant ¢ € [0,7] des points x = (z1;z2; x3) € {2 du milieu continu en mouvement

par rapport au repére Ox. La forme locale de la conservation de la masse est

0
8_5 +v.Vp+ pdiv(v) =0 (2.1)

ou v(x;t) est le champ des vitesse, p = p(z;t) est la densité du milieu a I'instant

t des points x = (x1;29;23) € Q. V est le vecteur gradient de composantes 3
T
(i =1,2,3). (voir chapitr 1)

ii) La loi de conservation de la quantité de mouvement. Elle est dérivé du principe

fondamental de la dynamique, voir chapitr 1, ’équation ({2.1)) conduisent a,

p (% + U.VU) =div(o) + pf (2.2)

ou
f=(f), (i =1;2;3), représente une distribution volumique de forces extérieures.

o = (045), (i ;5 = 1;2;3), est le tenseur des contraintes résultant du taux de défor-
mation.

iii) La loi de conservation de ’énergie.

Le premier principe de la thermodynamique établit que, lors de toute transformation,
il y a conservation de I’énergie, Si le systéme est fermé, la variation de son énergie
est égale a la la quantité d’énergie échangée avec le milieu extérieur, par transfert

thermique (chaleur) et transfert mécanique (travail). Ce qui donne la loi suivante :

C;—f — 0.D(v) — div(g) + R (2.3)

18



Chapitre 2. Modélisation de ’écoulement non isotherme d’un fluide

t.q.
dE  OF
—_— = — .VE
i~ o Y (2.4)
0.D(v) =327 05;di(v)
ou

- F est I'énergie interne spécifique du milieu continu .

- R est ’apport d’énergie par unité de masse et de temps .

- q , de composantes ¢; , est le vecteur transfert thermique.

- D(v) est le tenseur des taux de déformation, avec des composantes

1 a’UZ‘ 81)]‘ X X
(v) == < < .
di;(v) Q(axj—i—@mi),l_z,j_?) (2.5)

Récapitulation. Les lois de conservation nous fournissent trois équations scalaires

et vectorielles :

1. L’équation de continuité :

0
a—f +v.Vp+ pdiv(v) =0 (2.6)

2. Les équations du mouvement :

p (% + U.Vv) — div(o) + f (2.7)

3. L’équation de ’énergie :

p (%—f + v.VE) =o0.D(v) —div(q) + R. (2.8)

Remarque 2.1.1 Sachant que le tenseur des contraintes o est symétrique (o;; = 0j;),
le probléeme comporte quatorze inconnues; les six composantes 0;j, les trois compo-

santes v; de la vitesse, la densité p, l’énergie interne E ; en plus les composantes q;
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du vecteur transfert thermique.

Remarque 2.1.2 D’un point de vue mathématique et physique, cing équations ne
suffisent pas pour déterminer quatorze inconnues. Les lois de conservation doivent

étre complétées par d’autres relations appelées lois de comportement.

Remarque 2.1.3 S’il s’agit d’un probléme de statique ou dit stationnaire or stable,
le premier membre des équations (2.7)) est identiquement nul et nous les appelons

alors "équations d’équilibre”.

2.2 Modéle Non-isotherme d’un fluide Navier —

Stokes

Les équations fondamentales pour I’écoulement non isotherme d’un fluide Navier-
Stokes sont représentées par le Eq., combiné a la condition d’incompressibilité div v =
0 et & la loi de comportement du fluide Newtonienne — (1.44)), que nous avons
déja évoquée au chapitre 1. Rappelons que le tenseur des contraintes d’'un fluide
Newtonien s’écrit

o =2uD(v) + [ANTrD(v) — p| Ids (2.9)

Si le fluide est incompressible, c’est a dire son divergence est nul,

div(v) =0,

ce qui vaut TrD(v) = 0. La loi de comportement (2.9) devient alors

o =2uD(v) — plds (2.10)

Remarque 2.2.1 On remarque qu’un fluide Newtonien incompressible a un coeffi-

20



Chapitre 2. Modélisation de ’écoulement non isotherme d’un fluide

cient de viscosité spécifique et est déterminé expérimentalement. Le fluide étant

non isotherme, sa viscosité dynamique dépend de la température T';

= p(T).

La loi de comportement d’un fluide Newtonien incompressible non-isotherme est

donc

o =2u(T)D(v) — plds (2.11)

Rappelons que I’équation de la conservation de la masse ({2.7) implique que pour

. : .0
un fluide incompressible et Homogeéne se réduit a 98 — 0 donc on a

ot

p = constante

Il est méme possible de fixer p = 1, et revient simplement & choisir I'unité de densité.

Le terme : 0.D dans ([2.8)), parfois appelé fonction de dissipation, peut étre simplifié,

o.D(v) = 2u(T)D(v) —pl).Dw) =2u(T)D(v).D(v) — pTrD(v). (2.12)

Puisque le fluide est incompressible (TrD(v) = 0), il vient que

0.D(v) = 2u(T)D(v).D(v). (2.13)

et ’équation de 1'énergie (2.8)) devient

dE

—r = 2u(T)D(v).D(v) = div(q) +r (2.14)

On suppose que
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- ’énergie interne du fluide est donnée par la loi

dE dT
— =G = (2.15)

ou C,(T) deésigne la chaleur spécifique a volume constant .

- apport d’énergie par unité de masse et de temps R dépend de la température T
R=R(T) (2.16)

- le vecteur transport d’énergie ¢ est donné par la loi de Fourier
q=—-K(T)VT (2.17)

Elle est non linéaire du fait que la conductivité thermique K est une fonction

de la température 7' . Dans ces conditions I’équation de ’énergie ([2.14]) s’écrit

dT

2u(T)D(v).D(v) + div (K(T)VT) + R(T). (2.18)

Finalement, les équations générales de [’écoulement non isotherme d’un fluide Navier

— Stokes Homogéne sont données par le systéme

% +v.Vu =div (o) + f
o = 24(T)D(v) - plds

(2.19)
div(v) =0

Cy(T) (86_71; + U.VT) =2u(T)D(v).D(v) + div (K(T)VT) + R(T)

- A la lumieére de chapitre 1, Lorsque la vitesse v est suffisamment petite, le terme

non linéaire (v.V)v peut étre négligé. Par conséquent, le faible écoulement non iso-
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therme d’un fluide Navier-Stokes Homogéne sont données par les équations linéaires

suivantes

( Ov .
5= div (o) + f
o =2u(T)D(v) — plds (2.20)

div(v) =0

o
| CUT) 5 =

2u(T)D(v).D(v) + div (K(T)VT) + R(T).

2.3 Les modéles stationnaires

Lorsque les forces appliquées f sont indépendantes du temps, nous pouvons extraire
des équations qui décrivent le comportement du fluide indépendamment du temps|7],

c’est-a-dire tel que

p(z,t) =p(x), T(x,t)=T(z), v(x,t)=uv(z). (2.21)

On en déduit alors le régime d’écoulement stationnaire et mon isotherme pour un

fluide Navier-Stokes homogéne :

div(e)+ f=0
o=2u(T)D(v) —pld
p(T)D(w) - pld; .
div(v) =0
\ div (K(T)VT) + 2u(T)D(v).D(v) + R(T) =0
Le cas isotherme, c’est a dire lorsque T = cte, le systeme (2.22)) se réduit a

div(e) +f=0
o =2uD(v) — plds (2.23)
div(v) =0
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Remarque 2.3.1 Il convient de noter que la vitesse v d’un mouvement stationnaire

est indépendante de t. Mais la position x dépend de t , sinon la vitesse serait nulle !.

2.4 Conditions aux limites et initiales

Pour résoudre un probléme différentiel, il faut savoire[§]

— les conditions initiales en t = 0 : quelle était la configuration de 1’écoulement ?
— les conditions aux limites sur le bord : qu’impose-t-on a I’écoulement ?

Nous considérons deux types de frontiéres :

- L’interface fluide-solide, ici le bord reste stable (conserve sa configuration) avec le

temps, ou peut se déformer tres lentement.

- L’interface fluide-matériel, rappelons que la matiére se trouve dans ses trois états :
solide, liquide ou gazeux. c’est une interface mouvante (ou surface libre) entre le deux

milieux et dans certains cas, peut occuper une surface fixe de ’espace.

Supposons que le fluide soit confiné dans €2, son bord I'. Soit n le vecteur normal

orienté de I.

L’interface fluide-solide. Ici on considére que la vitesse vérifie les deux conditions

suivantes

— Condition de non-pénétration : le fluide ne peut pas traverser a la paroi solide (qui

est imperméable), donc la composante normale de la vitesse est nulle :

v, =vn =0 surl. (2.24)

— Condition de non-glissement (d’adhérence) : le fluide adhére a la paroi solide, donc

la composante tangentielle doit également étre nulle :

v, =v.7=0 sur I, (2.25)

24



Chapitre 2. Modélisation de ’écoulement non isotherme d’un fluide

avec T un vecteur tangent a I'. Autrement dit il y a un frottement visqueux entraine

I’absence de glissement sur la paroi.

Remarque 2.4.1 Il s’agit que la vitesse v est nulle le long l'interface fluide-solide,
v=0 surl.

Cette condition rend les équations de Navier-Stokes bien posées.

Remarque 2.4.2 La condition est suffisante pour que les équations d’Fuler

soient "bien posées”.

L’interface fluide-matériel. Le fluide n’est pas confiné dans €2, c’est a dire le
fluide peut traverser le bord I'. L’une des situations suivantes peut bien préciser le

probléme de Navier-Stokes

— Connaitre les entrées et les sorties par une fonction. C’est-a-dire

v=gyg sur I' , ou g = (g;) fonction donnée sur I'.

—Si l'interface est stable, on applique le principe d’action et de réaction, on a
o'n+o?n=0sur (2.26)

avec o' le tenseur de contrainte fluides et o2 le tenseur des contrainte matériel de

lautre coté du bord.

— Pour une écoulement de frontiére libre avec I'equation y = h (z,t) d’une partie
de la frontiére I', avec h I'epaiseur de domaine. Cette partie s’ecrit F' (x,t) = 0 ou

F (z,t) =y — h(x,t) et elle vérifie 'equation de continuté

%—f + div(vF) = 0 (2.27)
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Remarque 2.4.3 On néglige parfois Ueffet d’action o* de la material s’opposant
au fluide, par exemple leffet du mouvement de l’air sur l’écoulement de l’eau d’une

riviere. Dans ce cas, la condition se redouire
on=0surl

avec o le tenseur de contrainte fluide.

Remarque 2.4.4 La condition [1])] doit respecter la condition d’incompressibilité.
Cela signifie que la somme des entrées et des sorties est égale o zéro; D’aprés la

formule de Gauss-Ostrogradsky

/ g(s).n(s)ds = 0. (2.28)

Exemple 2.4.1 . (Ecoulement de fluide unidimensionnel)

Dans cette section, nous allons écrire les équations suivantes dans le cas d’ecoulement

unidimensionnel, puis y trouver une solution.

1. L’équation de continuité :
dp

st Vo= 2.2
T +v.Vp=0 (2.29)
2. Les équations du mouvement :
ov .
p (E + v.Vv) =div(o) + f (2.30)
3. L’équation de I’énergie :
oT )
pC,(T) (E + U.VT) =0.Dw)+div(K(T)VT)+ R(T) (2.31)
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4. Loi de comportement

o =2u(T)D(v) — plds (2.32)

5. Incompressibilité

div(v) =0

A savoir que o est symetrique, nous avons 12 inconnues et 12 équations scalaire en

dimension 3.
Les incnnues sont p,v; (i =1,2,3),04; (1,7 =1,2,3),p,T.

Les données f, u, C,, K, R.
Exemple 2.4.2 (E’coulement de fluide unidimensionnel)

Construisez un x-axe des abscisses longeant la ligne médiane d’un long cylindre avec

une section transversale A. Considérez

le mouvement d’un gaz entrainé par un piston et se déplagant avec une vitesse v; = u

dans la direction x- D’un Eulérien

point de vue nous imaginons un volume de controéle fixé a I'intérieur du cylindre et

supposons des forces corporelles nulles. Nous avons besoin
les équations suivantes soient satisfaites.

0 —
Conservation de la masse -2 + div(eV') = 0 qui dans une dimension se réduit a

ot

do 0 B
5t + %(gu) =0 (2.33)

Conservation de la quantité de mouvement, I’équation (2.5.28) se réduit a

—(ou) + —x(gu2) +5-=0 (2.34)
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Conservation de I’énergie, équation (2.5.48) en l'absence de flux de chaleur et de
production de chaleur interne, devient dans une dimension

Oe Oe ou

. En utilisant la relation de conservation de masse ceci ’équation peut étre écrite
sous la forme
0 0 ou

a(ge) + %(Qeu) + Por = 0. (2.36)

En revanche, d’'un point de vue lagrangien, nous laissons le volume de controle se
déplacer avec le flux et considérons conditions d’advection. Cela donne les trois équa-
tions suivantes qui peuvent ensuite étre comparées aux précédentes E’quations eulé-

riennes du mouvement.

Conservation de la destruction massive %(QJ ) ce qui en une dimension équivaut a

Do ou
— — =0. 2.37
Dt + an ( )

Conservation de la quantité de mouvement, équation (2.5.25) en une dimension

Du  0Op
B e =0 (2.38)

Conservation de I'énergie, équation (2.5.48) en une dimension

De ou
— — =0. 2.39
07 TP, (2.39)
, : . D() 0 . :
Dans les équations ci-dessus Dt 5() + ua—() Le point de vue lagrangien donne
x

trois équations dans les trois inconnues p;u;e.Dans les équations eulérienne et la-

grangienne, la pression p représente la pression totale p = p, + p,
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ou p, est la pression du gaz et p, est la pression visqueuse qui entraine une perte
d’énergie cinétique. La pression du gaz est une fonction dep, e et est déterminée a

partir de la loi des gaz parfaits

c
py = oRT = o(c, — ¢,)T = o(£ — 1)¢, T (2.40)

&)

ou p; = o(y — 1)e . Une sorte d’hypothése est généralement faite pour représenter
la pression visqueuse p, en fonction de e; u. Les équations ci-dessus sont ensuite
soumises & des conditions limites et initiales et sont généralement résolues numeéri-

quement.

Exemple 2.4.3 : Etude d’une soufflerie

On souhaite étudier 1’écoulement de I’air autour d’un objet dans une soufflerie

(cf. figure ci-dessous). L’air est considéré comme un fluide parfait (non visqueux),
incompressible, de densite p > 0. On note (2 I'interieur de la soufflerie. La frontiere
de 2, lorsque la soufHerie est vide, se decompose en £ U S U P1 U P2 comme sur la

figure. On note z = (1, 72)” un point de Q et ¢ le temps.

S =Sortie FE =Entrée

La soufflerie
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Pour décrire le mouvement d’un fluide on choisit généralement comme inconnues
d’une partie la pression du fluide p(z,t) et 'autre part la vitesse eulérienne
u(x, t) = ((ui(x, t), ua(x, t))7 qui est la vitesse d’une particule du fluide occupant
a l'instant ¢ la position z . La trajectoire X (¢) d’une particule du fluide se trouvant
au temps ¢ = 0 au point g, test solution de I’équation differentielle :

dX
() = w(X(1),0), X(0) = 2

2.4.1 Hypothéses

On suppose que le fluide n’est soumis a aucune force extérieure (la gravité est
négligée) et que le régime dans la soufflerie bestpermanent, c’est a dire que u et p
ne dépendent plus de t. Alors u et p sont solutions du systéme d’équations d’Euler

suivant :

p(uV)u+Vp=0 sur Q.
div(u) =0 sur .
un=vgn sur F.
un=vgn sursS.

un=0 sur PLUDPBL

ol vg et vg sont les vitesses d’entrée et de sortie du fluide, supposées connues.

La premiere équation se traduit, composante par composante, par :

2

0
pZul uj 61’ =0 Vj=1,2
J

0 0
On introduit alors le rotational (ou tourbillon) défini par w = rot(u) = a—u2 - 8—u1
X1 4

On note que w(z) test solution de I'esp u.Vw = 0 sur . Alors que w est constant
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le long des trajectoires des particules du fluide. Ceci entraine en particulier que si w
= 0 sur F alors

w=0 sur

L’écoulement du fluide est donc irrotationnel.
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Chapitre 3

Probléme d’évolution de Stokes
avec des conditons de Fourie et de

Tresca

3.1. Introduction et position du probléme
3.2. Formulation variationnelle du probléme ;

3.3. Résultats d’existence et d’unicité
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Tresca

3.1 Introduction et position du probléme

Dans ce chapitre on étudie le comportement asymptotique d’un fluide de Stokes
en régime dynamique[?] dans un domaine mince 2 avec la condition de frottement

de Tresca sur une partie du bord. Le domaine €2 est un film mince défini par
Q={(z,23) eR* 2 €w, 0 <3 <h(a)}

avec

heC*(w),3h, h>0: h<h(z)<h

Nous rappelons que I' est sa frontiere
=wul,ur;.

Le vecteur normal extérieur unitaire a I' sera noté v = (v1, 19, 13) .
La normale unitaire extérieure a w est le vecteur (0,0, —1).
On définit les composantes normales et tangentielles u, et v, = (un)l <i<3 de la

vitesse par

u, = u.v,
A . . 3
De méme, les composantes normales et tangentielles o, et 0. = (UTZ_)l <ics € R? du

tenseur des contraintes sont définies par

o, = (ov;).vj,

o, =0,vi—(0,) Vi
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ou le tenseur ¢ d’un fluide de Stokes est décomposé comme suit
Oij (u,p) = —pds; + 2ud;; (u), (3.1.1)

ol

- u est la vitesse du fluide,

- p est sa pression,

- 1 est sa viscosité,

- 0;; est le symbole de Kronecker,

- (dij)1<i,j<3 est le tenseur des taux de déformation :

. S < < 3.
dl] (u) 2 (0% + axl) ) ]- >%)] > 3

Les équations qui gouvernent I’écoulement dynamique d’un fluide de Stokes dans le

domaine 2 sont les suivantes :

Z—ZL —Div (o) = f, dans Q x [0, 7T
Oij (uap) = _p(sij + 2ludlj (’LL) , 1< 1] < 3, dans € x [OvT] (312)
divu =0, dans Q x [0, 7] (3.1.3)

Afin d’écrire les conditions aux limites pour la vitesse sur la frontiere de €2, on

introduit d’abord la fonction vectorielle g telle que

g(t) € HE(T)® et /g(t) wds =0t € [0,T]

De référence [15], on peut montrer par que cette condition est équivalente a 1’exis-
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tence d’un relevement G (t) € H' (Q)* de g (t) sur Q pour tout ¢ € [0, T vérifiant

divG =0dans 2, G=gsurl';, Gv=0surwUl}.
La vitesse sur le bord I'; est connue et donnée par la fonction g.
u=g sur ', x|[0,7]. (3.1.4)

Sur w U I'; la vitesse est supposée inconnue et elle vérifie la condition de non-
pénétration :

u-v=0 sur (wWUTI,) x]0,T7, (3.1.5)

nous supposons la condition non linéaire de Fourier [18]

o-(u) = —lu, sur I'; x |0, 77, (3.1.6)

telle que [ > 0 est une constante donnée.

Sur w, supposons qu’il existe le frottemen est modélisé par la loi non linéaire de

Tresca :

lo.| <k = u,(t)=s 0.7 (3.17)
sur w x 10,77, 1.
lo.|=k = 3 >0tel que u, (t) =s— fo.

ou |.| désigne la norme euclidienne de R?, s la vitesse de cisaillement et k le seuil de

frottement.

Le probléme complet consiste donc a trouver un champ de vitesse u et une pression

p vérifiant les équations (3.1.1)-(3.1.7) avec la condition initiale suivante

u(x,0) =0 Vzr € Q. (3.1.8)
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Afin de donner la formulation variationnelle du probléeme (3.1.1)-(3.1.8) , nous allons

établir le lemme suivant :

Lemme 4.1.1 [12] La condition (3.1.7) est équivalente & la relation suivante :

(u, —s)o, +klu, —s| =0 sur wx]0,T7. (3.1.9)

3.2 Formulation variationnelle du probléme

Nous commengons & décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler,
et nous définissons la formulation variationnelle du probléme (3.1.1)-(3.1.8). Pour

Iouvert €2 on définit I’espace suivants :
— cL*(Q), Vi,j = 1,...,3},

Pespace de Sobolev munit de la norme ||.||;.q, ot la norme de (L2 (02))’ sera noté
[1-{]o.0-

Nous utilisons les ensembles et les espaces vectoriels suivants
K={¢peH(Q)?: ¢=GonT,, pr=00nwU I'},

Kdiv:{¢€K:diV(¢):0}a
H%lurL(Q):{goeHl(Q): =0 suwrI'; UT, }a

L%(Q):{q€L2(Q):/qux:O}.
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Pour simplifier ’écriture, on posera

alu,6) = 2 /  (u) diy (6)d (3.2.1)
a(u, ¢ —u) = alu +l/u —u) (3.2.2)

Q
Pour ¢ € H'(Q)3, on définit la fonctionnelle J par
() :/k|¢—s| i’ (3.2.4)

Remarque 3.2.1. La forme bilinéaire a(., .) est coercive et continue sur K, x Ky, .
Soient v et ¢ des éléments de K ;. Par I'inégalité de Korn et de Cauchy-Schwartz,

on obtient [11]
0. ) = alw0) +1 | W2 20k ol

|a(e, )| < (20 +1Co (1) el o [¥]10 -

OuCy>0etC(Q2) >0
La fonction J est convexe, semi-continue inférieurement et propre sur K, et il

existe [10] une constante positive Cy (22) > 0 telle que

[7(8) = T@)] < |l [Ell ., Co (@) lo = Plly 0 ¥ (0,9) € Koy X Koy

Lemme 3.2.1. Si u et p des solutions du probléme (3.1.1)-(3.1.8), alors elles véri-
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fient le probléme variationnel suivant :

(

w 2—?;( t) € K et p(t) € L3(Q) , telle que

(g—;‘(t),a;— (t)) +a(u(t), ¢ / b—u)dr +

= Jop div ¢dz + J(¢) = J(u(t)) = (f,¢ —u(t), V& €[0,T] , Vo € K ,
avec u(0) =0 .

Pv : Trouver {u, p} ot u(t) € K

Preuve. En multipliant 1’équation (3.1.2) par (¢ — u), ou ¢ € K, et en utilisant la

formule de Green, on obtient :

<%(t)7¢— u(t)) + /Qal'fa%j (¢ — u,(t)) dz—
_/FaijVj (i —u,(t))ds = /fi (i —u,(t))de, ¥Vt €[0,T] .

Q

(3.2.5)

Les conditions aux limites (3.1.4), (3.1.5) et le fait que o;;v; = 0, +0,v;, impliquent

que :

/ 0V (i — ;) do = / 035 (i = w;) da’
T wul’

1

De (3.1.6) , (3.1.7) et si on ajoute et on retranche le terme [ k (|¢ — s| — |u — s|) da’, on

obtient

[ o= uydo+ [ (o=l - ju s

r w

:—l/ u.(¢—u)d7+/aT.(g0—u)dm'+ k(e —s|—|u—s|)dx
r w w

1
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En utilisant le lemme 3.1.1 , on trouve

/%Vj (%—Ui)dGJr//f(lso—SI—IU—SI)dﬂf'

T w

= -1 Ao —u)d o= klo — s|)dz'.
[ w@=wdr (oo =5+ ko sl

1

Mais le second terme du coté droit est positif, donc (3.2.5) équivalente a 'inéquation
variationnelle
ou .
S0 —ut) ) +a(u(t), 6 —u(®) +1 | u.(6—ult) dr — fop div éds
1—‘1
+J(¢) — J(u(t) = (f, ¢ —u(t), Vi €[0,T], Voek,

avec u(0)=0 ,
(3.2.6)

ot la fonctionnelle J est déja définie dans (3.2.4).

Si nous choisissons la fonction test ¢ dans K, on trouve le probléme variationnel

iv)

en vitesse

(%(t),¢—u(t)> +a(u(t),¢—u(t))+l/F w. (6 — u(t)) dr

1

+J(¢) — J(u(t)) > (f,0 —u(t), Yt €[0,T], VoeK, (3.2.7)

iv

avec u(0) =0

3.3 Résultats d’existence et d’unicité

Dans la suite nous établissons un résultat d’existence et d’unicité. Tout d’abord, on

régularise la fonctionnelle J par une famille de fonctionnelles J. (¢ > 0) , telle que
Ieo) = [ haithe (ol

R 1
ou ¥¢ (/\) = TC |)\|(1+<)
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On a donc

(1) ©).0) = [ kcton)onds

\ -1
ou e (v,) = |v, o,
On remplace dans (3.2.7) ¢ par u.(t) £ A¢, ot A > 0 et faisant tendre A vers 0 , on
trouve 1’équation approchée suivante :

ou
(a—; (t) ,¢> +a(uc(t),¢) +1 Flu (t).pdr )

+{(J) (uc (), 0) = (£ (1), 0), Vo € Ky,

avec
uc(0) =0 (3.3.2)
Théoréme 3.3.1. Supposons que
of 2 72003 2 ()3
15 e 2 (0.1, 12 ), £(0) € 2 (@), (3.3.3)
k€ C5°(w), k > 0 ne depend pas de t, (3.3.4)
u(0) =0 sur T, (3.3.5)

Alors, il existe un et un seul u dans Uespace L* (0,T'; L? (9)3) NL? (0,7, H' (Q)?’)

satisfaisant le probléme (3.2.7) avec

% e L™ (0,T; L2 (Q)°) N L* (0, T; H (Q)?) . (3.3.6)

Preuve de ’existence de la solution. Comme dans [I3] nous allons commencer

la démonstration en supposant que k£ peut dépendre de ¢, avec
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ok
ko € L% (w10, 7]) .

L’équation (3.3.1) pour ¢ = u(t), et comme <(J<)/ (“C) ,u<> > 0, nous donne ce

qui suit
ou
<8t<() u(t )) —l—a(uc( ), uc(t +l/ ‘uc ’ dr < (f(t),uc(t))
donc

1d

5 77 e @l o + aluc(®),uc(H) + l/ lue(8)]” dr < (F (1), uc(t)) (3.3.7)

1

Par la coercitivité de la forme @ comme dans la remarque 3.2.1 et I'intégre de (3.3.7)

en t, on trouve

t

||u<(75)||§Q + 4,uC’K/ HUC<O')H?Q do < 2/ (f(0),uc(0)) do (3.3.8)

C'x est une constante de Korn.

Comme

t

2[ (o) o <2 [ 17 () ()] do
< [1r@lade + [ 1) (0)]} o

Alors, de (3.3.8) on a

t t
uc®ll o+ [ e o < et e [ Juclol g dos
0 0

t

2/ (f(0),uc(0) o <e(l+ / ||u<(a)HfQ do

215l 1(10) @)l
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D’apres (3.3.3),
t
/||f(0)||§79 <constante,
0
d’ou
t t
Huc(t)”?),g +/||“<<“)Hig do<c|1 +/H“C(0>H§,g do | . (3.3.9)
0 0

En particulier de (3.3.9), on a

o0l < e (14 L o)),

et d’apres le lemme de Gronwall, on trouve

[uc@)]fgq < e (3.3.10)
De (3.3.9) et (3.3.10), on a
Juc Ol + [ o)} o < 3:311)

ol ¢ est constante indépendante de (.

On dérive (3.3.1) en t, on obtient :

(85;4 (t),(b) +a (%(zﬁ),aﬁ) —l—lt/%(a).qﬁda—i— (% () (uc(®)) ,(b) _
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on prend ¢ =

(%(t), %(t)) +a <%(t>, %(ﬂ) + lt/%(o)-%(a)da

Mais

<( ‘]C), (v),¢> = /wkwg(vr).¢.rd:c’
= [0l v

ot Y¢(vy) = lu-|°"" v, , en observant la monotone de opérateur ( JC)/ ,on a

+/wk}3£%¢ ¢(r (t+h)})b (et ))'¢T(t+hf)b—¢T(t)dx, (33.19)

> S 0c(6:(0) ) (1) da

ou
De (3.3.12), (3.3.13) et si on remplace ¢ par a—;(t), on trouve
2
8uc

- (t) : +a (%(t),%(ﬂ) +z'
2 e () s (.0

Il existe p et a > 0 tels que

b

or, (3.3.14)

2 2
a(v,v) +p ”UHO,Q > HUHM)
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En intégrant (3.3.14) de 0 a ¢, on en déduit

'8“4 /‘8% d +2zt/H8u<( N <’a“<(0) -

(7 g —\0 g e

1.0 ot ot 0.0
ou of ou
C ¢ _
—I—p/‘ @), @ +2/(8t( ) =i )) do

ok 8 auc ,

of [ () )

(3.3.15)

0
et comme 8—{ € L? (O,T; L? (9)3), alors avec l'inégalité de Cauchy Shwartz et

Younng respect,
of .\ 9uc
2/((%( ) Sl ))da <2/H
0

Donc, I'inéquation (3.3.15) devient comme suit :

ol v/ I 0
+(p+1) /‘ onJ_I_/H%(U) :Q
: 0 :

[ [ () ) e

2

par (3.3.1)-(3.3.2) et ' hypothése (3.3.3)
0,2

ou
— do
0,0

2 ()

0,0

/i

0

2

do.
0,0

ou
<
T (o)

t
ou ou 2 ou 2
C C da+2l/H—<(a
L ot
’ 0

O'

daﬁ’

0,0

ou
Ca

+2

(3.3.16)

ou
-<
T (0)

On fait une estimation du terme

comme ce qui suit

ou
<3_t<<o>,¢) = (J(0).6), ¥o € Ky |
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d’ou

—5(0) = f(0) € L*(Q)*. (3.3.17)

ok :
Et comme i 0 ( Lhypothese (3.3.4)), donc le dernier terme de (3.3.16) est

530 () o
(%) )~ [Beon () o) oo

+//w227’§(g;', 0).tic ((%) (a)) da'do = 0.

De (3.3.16), (3.3.17) et (3.3.18) on a

ﬁuC auc ' 8u< Ouc
/ (o) d0+l/ —(U) do<c|1 —I—/
0,0 1,0 ) ot 0., O,Q
en utilisant le lemme de Gronwall on obtient
B ) ) :
U U U

' — <t /‘ ~—So)|| do+ l/’ ~—<(0) do < c. (3.3.19)
1,0 ot o,"
5 0 1

On fait maitenant un passage a la limite en &, d’apres les estimations (3.3.11) et

(3.3.119), on peut extraire de u, une suite notée encore u;, telle que

U — u dans L (0,7;L2?(Q)°) N L2 (0,T; H' ()°)
9
=5 — ‘2—1; dans Lo (0,T; L% (Q)%) N L2 (0,T; H ()°) (3.3.20)

U — U dans H'(0,T;L2(T,)°)
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on déduit de I’équation (3.3.1) que

0
( te ,qb ug>+a(uc,¢—u<)+Z/Fu<.(¢—uc)dT+J<(¢) —

—J: (u) = (f 0 —ur) = J. (¢) - (3.3.21)
= Je (ug) = <(J<)/ (ue) ¢ - u¢> > 0.

Prenant dans (3.3.21) ¢ = ¢(t), ¢ € L?(0,T; Ky,,), on en déduit que

7[(8—? )+a(u¢¢)+l/ u<.¢dT+J<(¢)—(f,¢_uC)] dt >

1

7 [(8U< g(t)) +a (ugauc(t)) —l—l/Fl |u<|2dr—|— Je (UC)] dt

. (3.3.22)
= 1 HuC (T ||3Q + /a(uc(t),uc(t))dt—k

of [

on déduit alors de (3.3.22) que

T
e / J. () dt,
0

T

[[(g—?(t%qﬁu) +a(u’¢)+l/r

T
ou
o _ ¢
+Hliminf [ a(uc(t), uc(t))dt + élir(l) inf l/ H W(t)
A 0

u.¢dT+J(¢)—(f,gb—u)] dt >

1

2

§—0

T
o ds + %151) 1nf/JC (uc) dt.
g 0

(3.3.23)

Les fonctions u — / a(u,u)dt, u — /Hu 1?dt et v — / ) dt sont des fonc-

tions semi-continues 1nferlerements pour la topologie faible de L*(0,T; Ky, ), et donc
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(3.3.23) devient

Z[(g—zﬁu) +a(u,¢—u)+l/rlu.(¢>—u)d7'+J(¢)—J(u) (33.24)

—(f.d—u)dt >0, Vo € L>(0,T; Ky,).

Par [6, 11], on passe de (3.3.24) a I'inégalité ponctuelle (3.2.7).00

Preuve de l'unicité de la solution. Soient u,; et u, deux solutions éventuelles.
En choisissant dans (3.2.7) ¢ = u,(t) dans I'inéquation relative a u, et ¢ = u,(t))

dans l'inéquation relative a u,, il vient, en posant w = u; — u, :

ow 9
—_ _ _ _ >
(8t’w> a(w,w) l/r1|w| dr >0,

donc

1d

337 0 OlEa+ atw®, wio) +1 [ P <o

Comme a(v,v) + l/ |U|2 dr > 2uCk ”'UH?SP on a
Fl

T
w030 +45Cs [ 10(@)} g d < (O]} = 0. ¥t = w(t) =0,
0

d’oll 'unicité de la solution.
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Résumé

Le but de ce mémoire est de modéliser I'écoulement des fluides, sur la base d'hypotheses
de continuité et d'équations générales de conservation. Nous formons ici des systemes
d'équations différentielles aux dérivées partielles qui décrivent le comportement des fluides a
I'état thermique ou non thermique. Des arguments d'existence et d'unité sont présentés pour
un systeme dynamique d'écoulement fluide de Stokes, dans un domaine borné tridimensionnel
Q avec des conditions aux limites mixtes.

Mots-clés : Analyse variationnelle, Condition aux limite, Navier Stokes, Espace de Sobolev, ,
Loi de Fourie, Equation de I'energie.

AMS Classification : 35R35, 76F10, 78M35.

Abstract

The objective of this thesis is to model fluid flow, based on continuity hypotheses and
general conservation equations. Here we form systems of partial differential equations which
describe the behavior of fluids in the thermal or non-thermal state. The theory of existence
and unity is presented for a dynamic Stokes fluid flow system, in a three-dimensional finite
field 2 with mixed boundary conditions.

Keywords : Variational analysis, Boundary condition, Navier Stokes, Sobolev space, Fourie's
law, Energy equation.

AMS Subject Classification : 35R35, 76F10, 78M35.
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