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Notations générales

Soient X, Y deux ensembles, et A, B sous-ensembles de X.

Notation : Définition

ACX : VeeAxeX

0 Pensemble vide

C :  D’ensemble de nombres complexes

R I’ensemble des nombres réels

N I’ensemble des nombres naturelles

CxA : le complément de A dans X, tel que A C X
ANB = {z € A tel que x € B}

AUB = {reAouzxe B}

X+Y = {z+yreX,yeY}

XxY = {(z,yzeX,yeY}

C(X,Y) = {f:X —Y t.q: f est continue}

C(X) = {f:X — X t.q: f est continue}

B(X,K) = {f: X —Y t.q: f est bornée } tel que K=R ou C
0X :la frontiere de X

inf(A) = Ve>0,3z € A,z <inf(4) +¢

sup(A) = Ve>0,3x € A;sup(4) —e<x

P(X) : Densemble des parties de X

V() : un systéme de voisinages



Introduction

Dans ce mémoire, on étudie ’extension du principe de contraction de Banach sur des espaces
non métriques, qui admettent une structure uniforme. En analyse, si on considére une équation de

la forme g(x) = Oou g est une fonction a valeurs réelles, en lui associant la fonction

f+: R — R
x — g(z)+x,

alors la solution xo de g(z) = 0 est une solution de f(x) = z, qui s’appelle un point fixe de f. Il est
noté que la théorie de point fixe est fondamentale en mathématique. En effet, cette théorie nous
offre un moyen efficace pour montrer ’existence d’une solution pour certains systémes d’équations
non linéaires (différentiellesou intégrales). Ces systémes peuvent s’écrire sous forme d’équations
abstraites f(x) = xou Papplication f est définie d’un ensemble E dans lui méme. D’ot 'importance
de ’étude et du développement de la théorie de point fixe. Ces systémes sont généralement issus
de la modélisation de divers problémes en physique, chimie et en biologie.

Il y’a plusieurs théoremes de point fixe, comme : Brower, Schauder, Schaefer,... . Ces théorémes
(de type topologique) donnent I’existence de point fixe sans garantir 'unicité. Pour 1'unicité, on a
le célebre théoréme (de type métrique), qui s’appelle théoréme de Banach (principe de contraction
de Banach). Ce dernier fournit de plus, un algorithme d’approximation du point fixe par une limite
d’une suite itérée. Ce théoréeme montre qu’une contraction dans un espace métrique complet a un
point fixe unique.

D’autre part, les conditions sur I'application (contractive) et espace ne peuvent pas étre véri-
fiées dans un certain nombre de problémes. D’ou la nécessité d’étendre et de généraliser le principe
de contraction de Banach afin d’élargir son domaine d’application.

Alors, par quel moyen peut-on généraliser ce principe si on a pas une structure métrique ?

La réponse a cette question est 1’'objet de notre mémoire. En fait, I’étude présentée ici est
inspirée d’un travail publié dans I’article [17], dont le théoréme principal est une généralisation du
principe de contraction de Banach. On peut voir I'une de ses applications dans [6]

Le mémoire est composé de trois chapitre. Dans premier chapitre, on rappelle quelques notions
et définitions mathématiques, en particulier la notion d’espace uniforme et sa relation avec ’espace
vectoriel topologique. Cette structure d’uniformité constitue une base nécessaire pour cette étude.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle le principe de contraction de Banach sur un espace métrique.



Ensuite, on généralise ce théoreme dans un cadre particulier, sur un espace non métrique qui admet
une structure uniforme. On passe d’abord par I’extension de certaines notions telles que la bornitude
et la contraction introduites dans [17]. On termine ce chapitre par un exemple illustratif du résultat
obtenu. Dans le troisieme chapitre, on applique les résultats précédents a un probleme & valeur
initiale, dont les équations sont un modele mathématique, qui représentent de nombreux processus

technologiques.



lhapitre 1

Fispaces uniformes

Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions mathématiques. On commence par les
principaux axiomes de la topologie. Puis, on définit I’espace métrique, ’espace normé, ’espace
semi-normé et le filtre de voisinage et ses propriétés fondamentales. Ensuite, on présente la notion
d’espace uniforme qui est 'outil central dans notre étude, ainsi que sa relation avec la structure
d’espace vectoriel topologique. Dans la fin de ce chapitre, on donne quelques définitions, qui géné-
ralisent les notions de contraction et I’ensemble borné dans ces nouvelles structures. Les principaux

ouvrages utilisés dans cette partie de notre travail sont [7], [11] et [2].

1.1 Rappel sur les espaces topologiques

Espaces topologiques

La topologie, ou ’étude de lieux est la formalisation mathématique de notions géométriques
intuitives comme proximité, éloignement, voisinage, position limite d’un point mobile, etc..., dans
I’espace euclidien de dimension 2 ou 3. Cette formalisation s’exprime dans un langage axiomatique
trés général. La généralité du langage introduit possede un avantage, celui de s’appliquer a des
situations tres variées, par exemple & ’étude des "espaces fonctionnels". L’inconvénient est que ’on
perd un certain nombre de propriétés intuitivement évidentes dans le cas concret d’ou l'on était
parti; par exemple la possibilité de séparer deux points par des voisinages disjoints. En fait, dans
bien des cas, on sera amené a restreindre la généralité par des axiomes supplémentaires de maniere
a se rapprocher de l'intuition initiale; étude des espaces séparés, des espaces métriques, etc. On

rappelle que si X est un ensemble, on note P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 1.1. (woir [11] page 1) une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble

T de parties de X, i.e.T C P(X),vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des ouverts.



(0O1) L’ensemble vide @, et l’ensemble X appartiennent ¢ T .
(02) Siu,v € T,alorsunveT.

(03) Si (u;)icr est une famille de parties de X appartenant a T, alors U;cru; € T (ot I est un

ensemble d’indices quelconque).

L’ensemble X, muni de la topologie T, est appelé espace topologique. On notera quelques fois
(X,T) un tel espace. Les parties de X qui appartiennent ¢ T sont dites parties ouvertes ou
ouverts de X. Les éléments de X sont généralement appelés points.

Ainsi, en appelant les éléments de T des ouverts, les propriétés (01),(02) et (O3) peuvent étre

reformulées de la maniére suivante :
- La partie vide & et l’ensemble X sont des ouverts.
- lintersection de deux ouverts est un ouvert.

- La réunion de toute famille des ouverts est un ouvert.

Construction d’une topologie a partir d’une base d’ouverts (voir [11] page 3)

Définition 1.2. Soit (X,T) un espace topologique et B une partie de T. Alors, on dit que B est

une base de la topologie T, si elle posséde les deux propriétés suivantes.

(B1) Pour tout x € X, il existe U € B tel que x € U.

(B2) Pour tout Uy,Us € B, et tout x € Uy NUs, il existe U € B tel que x € U C Uy NUs.
Réciproquement, si X est un ensemble et si B est un sous-ensemble de P(X) vérifiant (B1) et

(B2), alors il existe une unique topologie 7 sur X pour laquelle B est une base.

En effet, il suffit de prendre :
T ={0}uU{U C X;U étant une réunion quelconque d’ensembles appartenant a B}.

Autrement dit, un sous-ensemble U de X est un ouvert de 7T si et seulement si pour tout z € U,

il existe B € B tel que z € B C U.

Construction d’une topologie a partir des axiomes des fermés

Définition 1.3. (voir [11] page 2) Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique (X, T). On
dit que A est un fermé ou partie fermé de X si le complémentaire de A dans X est ouvert.

Autrement dit, si l'on a CxA € T.

La famille F des fermés d’un espace topologique (X, T) vérifie les propriétés suivantes, appelées
axiomes des fermés.
(F1) @, FE € F, i.e. la partie vide @ et I’ensemble X sont des fermés.
(F2) Si A,B € F, alors AU B € F, i.e. la réunion de deux fermés est un fermé.

(F3) Si(A;)icr est une famille de parties de X appartenant & F, alors N;er A; € F, i.e. Uintersection

de toute famille de fermés est un fermé.



Réciproquement, on peut définir une topologie a partir des ensembles fermés. De fagon plus pré-
cise, si X est un ensemble et si F est un sous-ensemble de P(X) vérifiant (F1),(F2) et (F3),
alors7T = {CxA; A € F} est une topologie sur X dont l'ensemble des fermés est F. Certaines
structures topologiques possedent des caractéres de nature a produire des propriétés dans ces
espaces topologiques, qui les rendent riches de résultats importants et tres utiles en analyse fonc-
tionnelle. Il s’agit par exemple, de la séparation, la complétude, 'uniformité, ... . Un outil central

pour définir et manipuler ces notions s’appelle voisinage.

Définition 1.4. (voir [7] page 21-22) On appelle voisinage d’un point x de X toute partie de X
contenant au moins un ouvert contenant lui-méme x. On désignera souwvent par B(z) l’ensemble des
voisinages de x. Les voisinages d’un point x possedent les propriétés suivantes, outre la propriété
de contenir tous x :

1. Toute partie qui contient un voisinage de x est un voisinage de x.

2. Toute intersection d’un nombre fini de voisinages de x est un voisinage de x.

On doit noter que le mot francais "voisinage" est ici quelque peu trompeur : on pourrait croire
qu’un voisinage de x est un ensemble trés voisin de x, et qu’il est d’autant plus facile pour une
partie de X d’étre un voisinage de x qu’elle est plus petite.

Or il n'en est rien. La propriété (T1) des voisinages montre au contraire qu’il est d’autant plus
facile, pour une partie A, d’étre un voisinage de x qu’elle est plus grande. L’espace entier X est un
voisinage de x, et, sauf dans des cas exceptionnels (comme la métrique discréte), la partie réduite

a x nest pas un voisinage de x.

Construction d’une topologie a partir d’une base de voisinages

Définition 1.5 (Systéme de voisinages). (voir [11] page 5) Soit X un ensemble non vide. supposons
que pour tout x € X il existe un ensemble non vide V(x) C P(X) qui satisfait

(T1) SiV e V(x), alorsx €V ;

(T2) SiV eV(x) etV CW, alors W € V(x);

(T3) SiVi,Va € V(x), alors Vi NV, € V(z) ;

(T4) Six €V et Ve V(x), alors il existe W € V(z) tel que V € V(y) pour tout y € W.

Une telle entité V(x) est appelé un systéme de voisinages dex € X. Un élémentV € V(x)

est appelé un voisinage de x € X.

Ainsi, on peut définir une topologie sur X a partir d’'une base de voisinages telle qu’elle est
définie ci-dessous.

Un sous-ensemble U C X est appelé ouvert ssi U € V(z) pour chaque z € U. L’ensemble T
de touts les ensembles ouverts est appelé une topologie sur X et le couple (X, 7)) est appelé un

espace topologique.

Définition 1.6 (Base de voisinage). (voir [11] page 5) Soit (X, T) un espace topologique et x € X.
On appelle base de voisinage de x, toute famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout voisinage
V de x, il existe W € B(x) tel que W C V. Notons que si B(x) est une base de voisinages de x,
alors on a :

V(z) ={V C X; il existe W € B(z) avec W C V'}.



Autrement dit, V(x) est l'ensemble des parties de X contenant un élément de B(x). Ainsi, on
obtient V(x) a partir de B(z).

La base d’ouverts dans un espace topologique X, et les systémes de voisinages d’un point de X
possedent des roles comparables, néanmoins cette derniére notion est plus appropriée pour I’étude

et l'analyse locales dans ces structures.

Il y’a plusieurs propriétés topologiques fondamentales qui utilisent les voisinages. L'une des

plus importante est la continuité.

Continuité

Définition 1.7. Soient X etY deux ensembles non vides. Si pour tout x € X on peut associe un
unique élément y € Y (par une certaine loi), alors cette association est appelée application de X

vers Y.

Définition 1.8. (voir [7] page 39 ) Soit [ une application d’un espace topologique X dans un
espace topologique Y .

On dit que | est continue en un point a de X si, quel que soit V woisinage de f(a), il existe U
voisinage de a, tel que : f(U) C V.

Ou encore : Si limage réciproque par f de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a.

Une application de X dans Y est dite continue, si elle est continue en tout point de X.

Théoréme 1.1. Pour qu’une application f d’un espace topologique X dans un espace topologique
Y soit continue, il faut et il suffit que l'image réciproque par f de tout ouvert de Y soit un ouvert
de X.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est nécessaire : Supposons f continue, soit B
un ouvert de Y, et posons A = f~1(B). Soit a € A. f est continue en a, or B est un voisinage de
f(a), donc A doit étre un voisinage de a; ainsi A est un voisinage de chacun de ses points, donc
c’est un ensemble ouvert .

Montrons maintenant que la condition est suffisante : Supposons que 'image réciproque par f
de tout ouvert de Y soit un ouvert de X. Alors, pour tout point a de X, soit V' un voisinage de
f(a) dans Y. Alors V contient un ouvert B contenant b = f(a), donc I'image réciproque f~1(V)
contient f~1(B) qui est un ouvert contenant a. Alors f~!(V) est un voisinage de a, ce qui prouve

que l'application f est continue en a. O

Théoréme 1.2. (voir [7] page 40) Pour qu’une application f d’un espace topologique X dans un
espace topologique Y soit continue, il faut et il suffit que l’image réciproque par f de tout fermé de

Y soit un fermé de X.

Démonstration. On passe du théoréme précédent a celui-ci en remplacant les parties ouvertes

considérées dans X et dans Y par leurs parties complémentaires fermées. O

Remarque 1.1. (voir [7] page 40) Si, dans les deux théorémes précédents, on remplagait les images
réciproques par des images directes, on aboutirait d des résultats inexacts. Considérons par exemple,

en premier lieu, une application constante de X dans Y. Une telle application est manifestement



continue. Cependant limage par cette application de n’importe quel ouvert de X, en particulier
de X lui-méme, est réduite a un point de Y, et en général une partie réduite a un point n’est pas

ouverte.

Suite convergente
Définition 1.9. (voir [11] page 36) Soit (x,,)n>0 une suite dans un espace topologique X .

1. On dit qu’un point | de X est limite de la suite (x,)n>0, Ou que cette suite converge
vers [, ou encore que, x,, tend vers | lorsque n tend vers +o0 si, pour tout voisinage V de

l dans X, il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait x, € V.

2. La suite (zn)n>0 est dite convergente si elle a une limite, sinon elle est dite divergente.

On note  lim =z, =1
n—-+oo

Filtre de voisinages

Définition 1.10. (voir [7] page 51) Soit X un ensemble. Un filtre F sur X est une famille non
vide de parties de X telle que :

1. VA Be F,ANBec F.
2. 0¢g F,X e F.
8. SiAe FFACBCX, alors Be F.

Exemple 1.1. 1. Soit AC X, A # 0. Alors {B C X/A C B} est un filtre sur X.

2. Soit X un ensemble infini. Alors {A C X/Cx A fini } est un filtre sur X. En effet : Cx (AN
B)=CxAUCxB.
(0 est de complémentaire infini, tandis que le complémentaire de X est fini, et si A C B, alors
CxB C CxA.
Lorsque X = N, on appelle ce filtre de Fréchet. On verra plus loin son lien avec les suites

convergentes.

3. Soit X un espace topologique, xo € X. L’ensemble V,, des voisinages de xo est un filtre sur
X ( les vérifications sont immédiates ). Plus généralement, l’ensemble des voisinages d’une

partie quelconque non vide de X est un filtre.

4. Soit (X, <) un ensemble muni d’un ordre partiel, filtre croissante ( ie : si x,y € X,3z €
X tel que z > x et z > y).
Soit x € X. On définit Ay, = {y € X/y > x}. Alors {B € X/3x € X, A, C B} est un filtre

sur X. 81 X est N muni de son ordre naturel, on retrouve le filtre de Fréchet.

Définition 1.11 (Base de filtre). (voir [3] page 11) On dit qu’une famille B = (B;/i € I) est une
base de filtre ( ou base) si l’on a :

1. (Vi) : B; # 0.

2. (¥i)(V5)(3k) : By, C BiN B;.



B’ = (Bj/j € J) est une sous-base de B, si B base, et si
(Vi)(34) : Bj C Bi.
Autrement dit, B’ B

Exemple 1.2. Considérons l’ensemble N des naturels ; si
Sm = {n/n e N;n >m}

désigne la section commengante a m, la famille S = (Sy,/m € N) est évidement une base de filtre
dans N. Cette base est appelée la base de Fréchet.
La base S = (Sap/p € N) est une base telle que S’ S, et SES'; on a donc 8’ ~ S.

Comparaison des filtres , ultrafiltres.

Définition 1.12. (voir [7] page 52) Un filtre Fy est plus fin qu’un filtre Fo , si tout élément de
Fo est un élément de Fp. On écrira donc Fi D Fo et on dira que Fp est strictement plus.fin que

Fo si F1 contient strictement Fo.

Remarque 1.2. Soit (F;);er une famille de filtres, cette famille admettra une borne supérieure,
si pour toute sous-famille finie (F;)icy, J finie C I, et pour tout systéme A; € F;, Uintersection

des A;,i € J est non vide.
On déduit de cette remarque 'importante proposition suivante :
Proposition 1.1. tout ensemble totalement ordonné de filtres sur E admet une borne supérieure.

En effet pour tout ensemble de filtres totalement ordonné, les A; de la remarque précédente
appartiennent & I'un des Fj, leur intersection étant non vide, alors on en déduit I'existence d'une

borne supérieure.

Définition 1.13. (voir [7] page 52) U est un ultrafiltre, si U est un filtre et s’il n'existe pas de
filtre strictement plus fin que U.

Exemple 1.3. La famille de tous les ensembles contenant un point donné a de X est un ultrafiltre
U ; on Uappelle ultrafiltre trivial défini par a. (C’est le seul exemple d’ultrafiltres que l'on puisse
obtenir sans utiliser l’aziome de choiz.) Si en effet U’ était un filtre strictement plus fin que U, il
devrait contenir au moins un ensemble A C E ne contenant pas a; comme a appartient a U, U’

contiendrait O, ce qui est impossible.
Théoréme 1.3. Etant donné un filtre il existe toujours un ultrafiltre qui le contienne.

Démonstration. Soit F un filtre et soit S 'ensemble des filtres plus fins que F. S est, comme on
I’a vu, inductif et non vide puisqu’il contient au moins F ; donc, d’apres le théoreme de Zorn, S

possede un élément maximal qui est un ultrafiltre contenant F. O

Ceci prouve l'existence d’ultrafiltres différents des ultrafiltres triviaux. Soit X un espace to-
pologique, {a} un point non isolé de X, c’est-a-dire tel que a ne soit pas ouvert. L’ensemble des

V —a =V NCg{a}, V voisinages de a, est alors une base de filtre; soit F le filtre qu’elle définit.



Il existe un ultrafiltre & plus fin que F. Les ensembles de F n’ont aucun point commun, donc il
en est de méme a fortiori des ensembles de U. En effet, si b # a, il existe un voisinage V de a qui
ne contient pas b, alors V — a est dans F et ne contient pas b. D’autre part V' — a ne contient pas

non plus a.

Définition 1.14 (Espace de Hausdorff). (voir [7] page 40) Un espace topologique est dit séparé
ou Hausdorff si et seulement si pour tout deux points distincts x1,x9 € X il existe deuzr ouverts
disjoints Uy,Uy € T tel que x1 € Uy et x9 € Uy . Ce qui est équivalent a : l'intersection de tous les
voisinages fermés de x € X contient seulement x.

Dans espace topologique de Hausdorff, tout ensemble {x} pour x € X est fermé.

Parmi les structures topologiques importantes utiles en analyse fonctionnelle, on rencontre

souvent celles qui sont associées aux structures d’espaces métriques.

1.2 Espace métrique

Définition 1.15. (voir [11] page 69-70) On appelle espace métriqgue un ensemble E muni d’une
fonction distance, c’est-a-dire d’une application d de E x E dans la demi-droite de R ( Ry =
{z;z € R,z > 0}). qui,au couple (x,y) de E X E, fait correspondre un nombre d(x,y) > 0, appelé
distance de x et de y.

Cette distance doit posséder les trois propriétés suivantes :
1. Syméirique : d(xz,y) = d(y, ) ;

2. Positivité : d(z,y) >0 six #y, et d(z,z) =0;

3. Inégalité triangulaire : d(x, z) < d(z,y) + d(y, )

(tout coté d’un triangle est au plus égale d la somme des deuzx autres).

On en déduit immédiatement ’inégalité :
d(x, Z) 2 |d(£L', y) - d(y7 Z)|

(tout coté d’un triangle est au moins égale d la différence des deux autres).

Cela entraine aussi que si X1, X2, ..., Ty, sSont n points arbitraires de E on ait :
d(zy,zn) < d(z1,22) + d(z2,23) + ... + d(Tp—1,Ty).

Définition 1.16. (voir [11] page 71) Soient (E,d) un espace métrique, a € E , r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r ’ensemble :
B(a,r) ={z € E;d(a,z) <r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r ’ensemble :
B'(a,r) ={z € E;d(a,z) <r}.

3. On appelle spheére de centre a et de rayon r ’ensemble :

S(a,r) ={x € E;d(a,x) =1}.
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Topologie des espaces métriques
Proposition 1.2. (voir [11] page 74-75) Soit (E,d) un espace métrique.
1. L’ensemble E est la réunion des boules ouvertes.

2. Soient a € E et r > 0. Soit x € B(a,r) et p =1 —d(a,x), alors p > 0 et on a B(x,p) C
B(a,r).

3. Soient a,b € E et r1,r9 > 0. Pour tout x € B(a,r1) N B(b,r2), il existe p > 0 tel que
B(x,p) C B(a,r1) N B(b,r3). Donc lintersection de deux boules ouvertes est réunion des

boules ouvertes.

Démonstration. 1. Soient @ € E et r > 0, alors on a a € B(a,r), donc E est la réunion des

boules ouvertes.

2. Soit y € B(x,p), alors on a d(z,y) < p = r — d(a,z), d’ou d(a,x) + d(z,y) < r. D’apres
Pinégalité triangulaire, on a d(a,y) < d(a,z) + d(z,y). Par conséquent, on a d(a,y) < r.
Autrement dit, on a y € B(a,r), donc B(x,p) C B(a,r).

3. Soit p = inf{r; — d(a,z),r2 — d(b,z)}, alors p > 0 et il résulte de 2 que l'on a B(z,p) C
B(a,r1) N B(b,72).
O

Soit (E,d) un espace métrique. On déduit de la proposition précédente que les boules ouvertes
de (E,d) vérifient les propriétés 1.1. Par conséquent, il existe une unique topologie Ty sur E pour
laquelle les boules ouvertes forment une base d’ouverts. La topologie Ty est appelée topologie
associée a la distance d. Un espace métrique (E,d) sera toujours considéré comme un espace
topologique, muni de la topologie 7.

Ce qu’il faut retenir concernant la définition de la topologie Ty est :

Soit U sous-ensemble de | alors U est un ouvert pour la topologie 7Ty si et seulement si pour
tout x € U, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U.

Proposition 1.3. Soit (F,d) un espace métrique. Alors il est séparé.
Démonstration. Soient z,y € E tel que z # y, alors on a d(x,y) > 0. Soit r = d(y)
B(z,7) N B(y,r) = 0. Par conséquent, (E,d) est séparé. O

, alors on a

Proposition 1.4 (Continuité). (voir [7] page 39 ) Soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques,
on dit qu’une application f: E — F est continue, si quel que soit ¢ > 0, il existe n > 0 tel que
dg(a,z) < n entraine dp(f(a), f(z)) < e; on a bien ld une généralisation de la continuité telle
qu’elle était connue pour £ = F = R.

Ou encore :

Si, quelle que soit la boule ayant pour centre f(a), il existe une boule de centre a dont l’image

par f soit dans la précédente.

Démonstration. Ceci résultat de la définition de la continuité 1.8, et de la topologie associée a une

distance. O
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Définition 1.17 (Continuité uniforme). (voir [9] page 9 ) Soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces

métriques, et f: E — F. On dit que [ est uniformément continue sur E si

Ve > 0,36 > 0,Vz,z0 € X;de(z,10) < § = dr(f(z), f(z0)) < €.

)

Par rapport a la dénition de la continuité, on a remplacé "V € X,30 > 0”7 par ”3§ > 0,Vx €
X7 1§ dépend toujours de €, mais ne dépend plus de x. Toute fonction uniformément continue est

continue, mais la réciproque est fausse.

Définition 1.18 (L’application lipschitzienne). (voir [9] page 10 ) Une application F: M C E —
E est dite lipschitzienne si, 3k > 0 t.q : Vx,y dans M, on a

d(f(2), f(y)) < kd(z,y)
( k = coefficient de Lipschitz ).

Définition 1.19 (L’application contractante). (voir [9] page 10) Une application F: M C E — E

est dite contractante, si elle est lipschitzienne avec coefficient de Lipschitz k €]0,1].

Remarque 1.3 (L’application non expansive). (voir [9] page 10 ) Si k =1, on dit que F est non

expansive.

On peut définit sur les espaces métriques une structure large qui s’appelle la norme.

Espace normé

Définition 1.20. (voir [11] page 221 ) Une norme sur un K- espace vectoriel E est une applica-

tion :

n: £ - Ry
z = |z

possédant les propriétés suivantes :
(N1) pour tout x € E non nul, on a ||z ||#0;
(N2) pour tout x € E et tout A € K, on a || Az [|= | ||z || ;
(N3) pour tout v,y € E, ona ||z +y||<|| x|+ ||yl (inégalité de convexité).
L’espace E, muni de la norme |||, est dit espace normé ou espace vectoriel normé ( ou K-
espace vectoriel normé, si on veut préciser le corps K). On note souvent un tel espace (E, ||||).
On déduit de la propriété (N2) que l'on a || 0 ||=0.
Proposition 1.5. (voir [11] page 222 ) Soit (E, ||||) un espace normé.

1. La propriété (N2) ci-dessus est équivalente d la forme affaiblie suivante :

(N2’) pour tout © € E et tout A €K, on a || Az |[<|A] || z ||

2. On peut remplacer la propriété (N3) ci-dessus par la propriété suivante :
(N3’) pour tout x,y € E et tout t € [0,1], on a :

[te+ A=ty l<tlz|+0-t)yl-

3. pour tout x,y € E, on a Uinégalité ||z || — |y || <[z —y ||
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4. L’inégalité (N3) se généralise a n points. Pour tout x1,%3,...,x, € E, on a :

n
D

i=1

n
<) Il
=1

Démonstration. 1. Il est clair que (N2)== (N2’).Réciproquement, supposons (N2’) vérifiée.
Soient z € E et A € K. Si A = 0, alors 0 <[ Az ||< [A] || # [[= 0. Si XA # 0, alors on a
AL fl= IAIEAT ) <[ Az [[< A ]| On déduit (N2).

2. Supposons (N3) vérifiée. alors pour tout z,y € E et tout ¢t € [0,1], on a :
[tz+ A -ty lI<|tz |+ | A-tyll=tlz[+A-) [y .

Réciproquement,Supposons (N3’) vérifiée. Soient x,y € E, en prenant ¢t = %, on obtient :
1 1 1 1 1 1
= =(2 —(29) < =] 2 — || 2y ||= =2 =2 = .
lz+y =l 522) + 5@ < 5 2z [ +5 12y 1= 2 e +52lyl=lz [ + 1y |

3. Onalal=ly+@—y) I<lyll+lle—yl dot| o] —|yl<|e—yl. demémé, on
allyll =« l<lly— =l 2=y |. Par conséquent, ona | ||« | |y | | <l z—y . La

derniere propriété est triviale. On vérifie celle-ci par récurrence sur n.

O

N

Distance associée & une norme.(voir [11] page 222) Soit (E, ||||) un espace normé. Pour
tout z,y € E, on pose d(z,y) =| = —y ||. On vérifié facilement que d est une distance sur F,
appelée distance associée a la norme . La topologie correspondante sera appelée topologie
normique. Sauf mention du contraire, on munit tous les espaces normés de la topologie normique.
La distance d associée a la norme possede les propriétés suivantes :

(a) d(z + 2,y + 2z) = d(z,y) quels que soient z,y,z € E.
(b) d(Az, Ay) = |Ald(z, y) pour tout x € E, et tout A € K.
Réciproquement, si E est un K-un espace vectoriel muni d’une distance d possédant les des
propriétés (a) et (b) ci-dessus, alors d est définie a partir d’'une norme; il suffit de poser
| = ||= d(z,0), pour tout x € E.
Proposition 1.6. (voir [11] page 223 ) Soit (E, ||||) un espace normé. Alors on a :

1. L’application :
ExFE — FE

(z,y) — z+y
est lipschitzienne, donc uniformément continue.
2. L’application suivante est continue.

KxFE — FE
Nz) — Az

8. L’application suivante est lipschitzienne, donc uniformément continue.

E — Ry

z o=
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4. La translation, et les homothéties de rapport non nul sont des homéomorphismes de E. Au-
trement dit, pour tout a € E et tout A € K, non nul, les application suivantes sont des

homéomorphismes de E.
EFE — FE

r +— x+a

et
rF — FE
x — Az
Démonstration. Voir [11] page 223. O

Corollaire 1.1. (voir [11] page 223 ) soient (E, ||||) un K-espace vectoriel normé, (z,)n>0,Yn)n>0
deux suites convergentes dans E et (X)p>o une suite convergente dans K. Alors les suites (x, +
Yn)n>0, (AnZn)n>o €t (|| zn |)n>0 sont convergentes dans leurs espaces respectives, et on a
lHmy, oo Tntyn = limy, 4 oo TpHlimy, oy oo Yn, My 4 oo Apzy = (limy—— 400 Ap) (limy, 1 o0 )

et limy, 00 || Zn |=|| iy — 400 @n |-

Définition 1.21. (voir [11] page 224 ) Deux normes |||| et ||||" sur un espace vectoriel E sont dites
équivalentes s’il existe a, 5 €]0, 00| tels que pour tout x € E, on ait a || z ||<|| z 'S B || = || .
On va voir que deux normes sur E sont équivalentes si est seulement si elles définissent la

méme topologie sur E.

Remarque 1.4. (voir [11] page 224 ) soient E un espace vectoriel et ||||,|||| deux normes sur E.Sil
existe une suite (xy)n>0 dans E telle que la suite (|| z,, ||)n>0 soit bornée et la suite (|| zn || )n>o0

ne soit pas bornée alors le deux normes ||| et |||’ ne sont pas équivalentes.

Proposition 1.7 (Suite convergente). (voir [11] page 36 ) Soit (xy,)n>0 une suite dans un espace
métrique (E,d).
On dit que la suite (zy)n>0 st convergente si elle admet une limite.

C’est-a-dire, (xn)n>0 est une suite convergente si
Jdek; lim z,=0l<Ve>0,3IN €N, tel que Vn > N,d(z,,l) <e.
n—>—4oo

Définition 1.22 (Suite de Cauchy). (voir [11] page 87-88 ) Soit (E,d) un espace métrique.

Une suite (xn)n>0 dans (E,d) est dit suite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe ng € N tel
que pour tout n > ng,m > ng, on ait d(Tm,,x,) < €.

1l revient au méme de dire que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n € N et pour

tout p € N, on ait d(zp4p, Tn) < €.

Remarque 1.5. (voir [11] page 88 ) Soit (E,d) un espace métrique. On a une formulation géo-
métrique de la définition de suite de Cauchy.

Soit (xn)n>0 suite dans (E,d) et on note par A, = {xi;k > n}, alors la suite (x,)n>0 est de
Cauchy si et seulement st la suite de nombre réels positifs (6(An))n>0 tend vers 0 lorsque n tend
vers linfini.

Proposition 1.8. (voir [11] page 88 ) Soit (E,d) un espace métrique.

1. Toute suite convergente dans E est de Cauchy.
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2. Toute suite de Cauchy dans E est bornée.

3. Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

Démonstration. 1. Soit (z,)n>0 une suite convergente vers x dans E. Alors pour tout € > 0, il
existe N € N tel que pour tout n > N on ait d(z,,z) < 5. Donc, pour tout n,m > N, on
a d(Tn, ) < d(xn,x) + d(Tm, ) < §+ § = €. Par conséquent, (x,),>0 est une suite de

Cauchy.

2. Soit (z,,)n>0 une suite de Cauchy dans (E,d), alors il existe N € N* tel que n,m > N, on
ait d(xp, Tm) < 1. Soit :

r = max{1,d(zo,zn),d(x1,2N), ..., d(TN_1,ZN)}-
Alors r €]0, +00[ et pour tout n > 0, on a x,, € B(zy,r). Donc la suite (z,),>0 est bornée.

3. Soit (2 )n>0 une suite de Cauchy dans (E,d) et (,, k>0 une sous-suite de (2, )n>0.
Soit £ > 0, il existe N € N* tel que n,m > N, on ait d(z,,z;,) < e. D’apres le lemme 1.7.1,
pour tout k > 0, on a ng > k. Donc, pour tout k,p > Nonany >ny > Netn,>ny >N
, Aol d(2n,,, Zn,) < €. Donc (2, )r>0 est de Cauchy.
O

Proposition 1.9. (voir [11] page 88 ) Soient (E,d) un espace métrique et (xy)n>0 une suite de
Cauchy dans E.

La suite (x,,)n>0 est convergente si est seulement si elle posséde une sous-suite convergente. Autrement
dit, une suite de Cauchy dans E possédant une valeur d’adhérence est convergente. La valeur

d’adhérence est alors unique. C’est la limite de la suite.

Démonstration. il est clair que toute sous-suite d’une suite convergente est convergente. Récipro-
quement, supposons qu'il existe une sous suite (zn, x>0 de (z,)n>0 qui converge vers un élément
a € E. Soit € > 0, alors il existe N € N tel que pour tout m,n > N, on ait d(z,,rm,) < §, et il
existe kg € N tel que pour tout k > ko, on ait d(n,,,a) < 5. Comme si ¢ : N — N une application
strictement croissante, alors pour tout n € N on a ¢(n) > n, donc pour tout k > 0, on a ng > k.
Soit p = max(N, ko), alors p € N et pour tout n > p, on a d(zy,x,,) < § et d(z,,,a) < 5, d’'ou

d(xn,a) < d(Tp, 2n,) +d(Ty,,a) < §+ 5 = €. Donc (z,)n>0 est converge vers a. O
Définition 1.23 (Espace complet). (voir [11] page 89 ) Soit (E,d) un espace métrique.
1. On dit que (E,d) est complet si toute suite de Cauchy dans (E,d) est convergente.

2. Un sous-ensemble A de (E,d) est dit complet si A muni de la distance induite est un espace

métrique complet.

Limportance fondamentale des espaces métriques complets réside dans le fait que, pour démontrer
qu’une suite est convergente dans un tel espace, il n’est pas mécessaire de connaitre d’avance la

valeur de la limite.

Exemple 1.4. (voir [11] page 89 ) Soit (E,d) un espace métrique discret, alors (E,d) est complet

car on a d(z,y) = 0 si x # y, donc tout suite de Cauchy dans E est stationnaire, donc convergente.
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Définition 1.24 (Espace de Banach). (voir [11] page 224 ) Un espace de Banach est un espace

normé (E, ||||) qui est complet pour la distance associée a la norme.

Remarque 1.6. (voir [11] page 224 ) soient E un espace vectoriel et ||||,|||| deuz normes équiva-
lentes sur E. Alors (E, ||||) est un espace de Banach si est seulement si (E, ||||') est un espace de
Banach.
Exemple 1.5. (voir [11] page 224-225 )

1. La valeur absolue est une norme sur R, le module est une norme sur C.

2. Sur le K-espace vectoriel K™, on peut définie le trois normes suivantes :

pour tout x = (x1,xa,....,x,) €K™, on a :

n n 3

lz =" lwil, || 2= (E |x¢|2> @ lle= sup [z.
T T 1<4
i=1 =1

<isn

La norme || x ||2 est appelée la norme euclidienne sur K".

3. Soient X un ensemble non vide et B(X,K) le K-espace vectoriel des applications bornées
définies sur X et d valeur dans K. Pour tout f € B(X,K), on pose
| f lloo=supgex |f(2z)]|. Alors ||||oc est une norme sur B(X,K). Notons que cette norme est
associée a la distance ds ; définie par doo(f,g) = sup |f(z) — g(x)].
zeX
4. Soient X un espace compact et C(X) Uespace vectoriel des applications continues de X dans
K, on a C(X) C B(X,K). Donc (C(X), ||llec) est un espace normé.
Les exemples ci-dessus sont des espaces de Banach
Comme les topologies (basiques) sont pauvres en propriétés fondamentales dans 1’analyse fonc-
tionnelle comme : la continuité uniforme, la contraction, ...; on se trouve obligé de définir de

nouvelles structures pour généraliser ces notions sur les espaces topologiques. Il s’agit des struc-

tures dites structures uniformes

1.3 Structure uniforme

La relation
(voir [8] page 29 )
1. Relations binaires

Définition 1.25. Une relation binaire R sur un ensemble X est une association entre les
éléments de X en couples d’éléments liées par une propriété bien définie. On notera xRy le

fait que la propriété est vraie pour le couple (x,y) € X x X.
Définition 1.26. Soit R une relation sur un ensemble X.

- R est réflexive si pour tout x € X, on a xRz ;

- R est symétrique si pour tout z,y € X, on a xRy = yRx ;

- R est antisymétrique si pour tout z,y € X, (zRy et yRz) = x =1y ;
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- R est transitive si pour tout x,y,z € X, (xRy et yRz) = xR z.
2. Relations d’équivalence (voir [8] page 29 )

Définition 1.27. Une relation binaire est une relation d’équivalence si et seulement si elle
est réflexive, symétrique et transitive.

Définition 1.28. Soit R une relation d’équivalence sur X, et x un élément de X. On appelle

classe d’équivalence de x l’ensemble C(z) = {y € X,yRx}.

I’Uniformité

Soit X un ensemble non vide. On considere une collection U de sous-ensemble E de X x X =
{(x1,22) : 1,22 € X}. Vensemble A = {(z,z) : € X} est appelé la diagonale. Pour E C X x X
on note E~! = {(z9,71) : (v1,22) € E} et Eo E = {(x1,22) : 3z € X : (z1,7), (v,22) € E}.

Définition 1.29. (voir [2] page 48-49) Soit X est un ensemble non vide. Un ensemble U C
P(X x X) est dit une uniformité sur X ssi
(Ul) E€lU, ECFE implique ' €U et E1,Ey € U implique EyNEy €U ;
(U2) Si Ee€lU, alors AC E;
(U3) Si E €U, alors il existe E' € U tel que E' C B~ ;
(U4) Si E €U, alors il existe E' € U tel que E' o E' C E.
la couple (X,U) est appelé un espace uniforme. Les éléments de U sont appelés entourages.

L’uniformité U est dite séparée ssi

Une uniformité ¢ sur X est un filtre par (U1), (U4).
L’ensemble Up C P(X x X) est une base d’une uniformité U si il satisfait (U2), (U3), (U4)
avec U remplacé par Upg, et avec de plus la base de filtre U pour le filtre U est appelée la base

de ’uniformité /.
Et

(UY’) Si Ey, E2 € Up, il existe E € Up avec E C Ey N Es.

Dans ce cas, l'uniformité est obtenue par le sous-ensemble de P(X x X) des éléments de Up.

Soit (X,U) un espace uniforme. La famille des ensembles U(z) = {Ug(x) : E € U}ou Ug(x) =
{2/ € X : (x,2') € E} est un systéme local de voisinages de x € X, i.e. elle satisfait (T1) - (T4) de
la définition 1.5 . De méme, la base de 'uniformité génére la base de voisinages pour tout = € X.
De cette facon, 'unique topologie définie est appelée la topologie uniforme sur X associée a
I'uniformité Y. Si 'uniformité est séparé, alors la topologie uniforme correspondante est aussi une

topologie séparée.
Définition 1.30. (voir [11] page 29 et 44 ) Soit X un espace topologique séparé.

1. On dit que X est un espace régulier ou Ts-espace si pour toute partie fermé F de X et
pour tout point x de X tels que x & F, il existe deuzx ouverts disjoints U et V dans X tels
quexeU et FCV.
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2. On dit que X est un espace complétement régulier ou espace de Tychonoff si pour toute
partie fermé F de X et pour tout point x de X tels que x & F, il existe une application

continue [ : X — [0,1] telle que f(z) =1 et f(y) =0 pour tout y € F.

8. On dit que X est un espace normal ou Ty-espace si pour tous ensembles fermés et disjoints

A et B dans X, il existe deux ouverts disjoints U et V' dans X tels que ACU et BCV.

Tous les espaces définis ci-dessus sont des espaces uniformes.

1.4 Espace semi-normé

Nous avons d’abord introduit les espaces topologiques, puis les espaces métriques. Tout espace
métrique est topologique, mais toute sa richesse provient de sa structure métrique et non pas de sa
topologie. En effet, elle permet de considérer d’autres aspects purement métriques (suites de Cauchy
et espaces complets, ensembles bornés, applications uniformément continues, etc ... ). Un espace

topologique dont la topologie peut étre définie par une métrique est métrisable; les différentes

n [ n

métriques définissant sa topologie sont dites " équivalentes ",mais ne sont pas " identiques ", par
exemple 'espace peut étre complet pour certaines d’entre elles et pas pour d’autres.
D’autre part il y a des topologies non métrisables.

On peut étendre considérablement la notion d’espace métrique.

Définition 1.31. (voir [7] page 233 ) La définition de semi distance est coincide a celle de la
distance sauf la semi distance est semi positive (i.e : x =y = d(z,y) = 0, linverse est fausse).
Par contre on peut avoir d(x,y) = 0 méme pour x # y.
Il ne serait guére intéressant de considérer un ensemble muni d’une seule semi-distance; il

serait un espace topologique non séparé.

Définition 1.32. (voir [7] page 233 -234) On appelle espace semi-métrique un ensemble E muni
d’une famille (d;)icr de semi-distances (ot l’ensemble d’indices est de puissance quelconque) véri-

n

fiant la condition suivante : La famille (d;);er est "filtrante ", autrement dit, pour toute partie finie
J de I, il existe k € I tel que dy, > d; pour tout j € J.

On appelle semi-boule ouverte B;o(a, R) (resp. fermée B;(a,R)) de centre a € E, de rayon
R > 0, d’indice i € I, ’ensemble des x de E tels que d;(a,z) < R "(resp. < R).

Un espace semi-métrique est alors muni d’une topologie (non nécessairement séparée), définie
comme suit : une partie v de E est dite ouverte si, toutes les fois qu’elle contient un point, elle

contient une semi-boule 'ayant pour centre, autrement dit si :
Vacv,Jiel et >0 tels que  Bi(a,e) C v.

On vérifie que les axiomes 1.1 ;des ouverts sont bien satisfaits. Le seul qui ne soit pas completement
trivial est l'axiome 1.1 de l’intersection finie : toute intersection finie d’ouverts est un ouvert. Soient
en effet 01,04, ...,0,, des ouverts, et O leur intersection. Soit a € O. Il existe alors des indices
01,12, ., 0n, €t des nombres €1,¢€9,...,, > 0, tels que chaque semi-boule B, (a,e;), soit dans O;,
j=1,2,..,n. Sialors k est un indice tel que dy, majore d;, ,d,,, ...,d;, (axiome de filtration) et si

e = min(ey, €9, ...,&n), la semi-boule B (a,e) est dans O, qui est donc bien ouvert. On peut encore
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dire qu’un ensemble est ouvert si et seulement s’il est réunion de semi-boules ouvertes. Les semi-
boules B;(a,e) de centre a (lorsque E et i varient) forment un systéme fondamental de voisinages
de a.

Cette topologie est séparée (axiome d de Hausdorff) si et seulement si : Quels que soient x et
y distincts de E, il existe un i € I tel que d;(x,y) > 0 Ou encore : " d;(x,y) = 0 pour tout ¢ "
entraine x = y.

L’espace semi-métrique est dit séparé si sa topologie est séparée.

Tout espace semi-métrique séparé est régulier, car les semi-boules B;(a, R) sont fermées.

Les fonctions semi-distances d;, sont trivialement continues de E x E dans Ry. La topologie
To définie comme précédemment da partir des d;, est d’ailleurs la moins fine des topologies T sur
E rendant continues les applications d;, de E x E dans Ry. En effet, pour une telle topologie T,

l

toute " semi-boule ouverte
Bio(a,R) ={z € E;d(a,z) < R}

est mécessairement ouverte; donc tout ouvert de Tqg, réunion de semi-boules ouvertes, est ouvert
pour T, et Ty est moins fine que T .
1l peut arriver que toutes les semi-distances d; soient, en fait, des distances; l’espace est quand
méme appelé semi-métrique et non métrique, des lors qu’il y a plus d’une distance dans la famille.
On dira qu’un espace topologique est semi-métrisable si sa topologie peut étre définie par une

famille de semi-distances.

Théoréme 1.4. (voir [7] page 23/ ) Pour qu’un espace topologique E soit semi-métrisable, il faut
et il suffit qu’il ait la propriété suivante :
Quels que soient a € E et le voisinage ouvert ) de a, il existe une fonction continue v de E d

valeurs dans [0,1], égale a 1 en a et nulle dans Cg<Q.

Démonstration. Pour plus des informations sur la démonstration, on peut voir [7] page 234. O

Remarque 1.7. (voir [7] page 234 ) En fait, ce théoréme ne donne pas un critére tellement
pratique pour reconnaitre qu’un espace est semi-métrisable. Quoi qu’il en soit, s’il est vrai que
beaucoup d’espaces utiles en analyse ne sont pas métrisables, presque tous sont semi-métrisables ;

on démontre que tout espace compact ou localement compact est semi-métrisable.

Topologie associée a une famille de semi-normes

Définition 1.33. (voir [5] page 5 ) Une semi-norme p sur un K-espace vectoriel E est une
application p : E — Ry telle que

1. p(z +y) < p(x) +p(y)

2. p(hr) = [Alp(z)

pour tout (z,y,)\) € E? x K. En particulier p(0) = 0 mais il manque la propriété p(x) = 0 =
x = 0 pour que p soit une norme.
Il arrive fréquemment que 1'on dispose d’une famille "séparante" {p,,« € A} de semi-normes,
c’est a dire telle que
(pa(z) =0,Va € A) =z =0.
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La famille {ps,a € A} permet alors de dénir une topologie séparée (i.e. Hausdorff) sur E en

considérant
(i) D’abord les intersections nies d’ensembles {z € E|p,(z) < ¢},
(ii) puis les unions quelconques d’ensembles obtenus en (i).
Autrement dit, un ouvert pour cette topologie est un ensemble du type
UsEI,aGB,aGJ r_]?:1 {Z € E‘pai(x) < 6%},

oul CN,a=(ag,..,05) € BCA® €= (e1,...,65) € J C (RY)*.

Proposition 1.10. (voir [5] page 6 ) On obtient ainsi une topologie Hausdorff. Une suite de points
(z;) € EN converge vers x € E pour cette topologie si et seulement si po(x; — ) — 0 pour tout

a€ k.
Démonstration. pour plus détailles sur la démonstration, on peut voir [5] page 6. O

Exemple 1.6. (voir [5] page 6 ) Considérons a nouveau l’espace E = C°([0,1],R) des fonctions
continues sur lintervalle [0,1], & valeurs réelles. On le munit cette fois de la topologie associée a

la famille séparante de semi-normes

pe(f) = [f(@)], 2 € A=0,1].

1.5 Larelation entre les uniformités et I’espace semi-métrique

La proposition suivante donne la relation entre les uniformités et 'espace semi-métrique. C’est

un résultat fondamentale pour les espaces uniformes.

Proposition 1.11. (voir [2] page 50 )

(i) Soit (X,U) est un espace uniforme (séparé). alors il existe une famille {p;}icr de semi-

distances sur X tel que les ensembles
Bi,={(z1,22) € X x X : pi(x1,22) <7}, i€l,r>0, (1.1)

forment une base de l'uniformité U.

(ii) Soit X est ensemble non vide et {p;}icr une famille (séparée) de semi-distances sur X . Alors

les ensembles donnés par 1.1 est une base d’une uniformité U (séparée) sur X.
Démonstration. pour plus détailles sur la démonstration, on peut voir [2] page 50. O

Une famille de semi-normes génere une uniformité et par conséquent une topologie uniforme

correspondante. Plus précisément, on a la résultat suivante.

Corollaire 1.2. (voir [2] page 50) Un espace topologique (X,T) est un espace uniforme (séparé)

si et seulement si sa topologie T peut étre générée par une famille (séparée) de semi-distances.
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Démonstration. Si {p;}icr une famille de semi-distances sur X, alors les ensembles
Ni,={2d' e X:pi(a,z)<r}, iel,r>0xeX (1.2)

sont une base de voisinages d’une topologie sur X qui coincide avec la topologie uniforme générée
par {p;}icr. Inversement, si T est une topologie sur X générée par I'uniformité U sur X, alors
il existe une famille de semi-distances qui définissent une base de U via 1.1 et aussi une base de

I’espace uniforme via 1.2. O

1.6 Espace vectoriel topologique défini par une semi-métrique

Espace vectoriel topologique :

(voir [11] page 403 ) On appelle espace vectoriel topologique un ensemble E, muni d’une part
d’une structure d’espace vectoriel sur le corps K des réels ou des complexes, d’autre part d’une
topologie, telles que 'addition (z,y) — = +y de E x E dans E et que la multiplication par les
scalaires (A, 2) — Az de K x E dans E soient continues,ou K est muni de sa topologie naturelle.
On dit encore que la structure topologique et la structure vectorielle sont compatibles. Si x,, tend

vers x, Yy, vers y, et A\, vers A dans K, x,, + y, tend vers x + y, et \,z, vers A\x.

Généralités sur les espaces vectoriels topologiques :

Nous avons vu la définition des espaces vectoriels topologiques . Il résulte évidemment de cette
définition que, dans un tel espace E, une similitude x — Az +b est une application continue ; c’est
un homéomorphisme si A # 0, car elle est alors bijective et son application réciproque x — xT_b
est aussi continue.

Si F' est un sous-espace vectoriel de F, il est évidemment un espace vectoriel topologique quand
on le munit de la topologie induite.

Soit maintenant (F;);cs une famille d’espaces vectoriels. Rappelons que I’espace vectoriel pro-

duit est I’ensemble produit £ = H FE; muni de la loi d’addition

iel
((x)ier, (Yi)ier) — (x; + yi)ier et de la loi de multiplication par les scalaires (A, (x;);cr) —
(Azi)ier-
Alors :

Théoréme 1.5. (voir [7] page 217 ) Soit (E;);cr une famille d’espaces vectoriels topologiques. Si

on munit le produit £ = HE’ de la structure vectorielle produit et de la topologie produit, c’est
iel

un espace vectoriel topologique.

Démonstration. pour plus détailles sur la démonstration, on peut voir [7] page 217. O

Lemme 1.1. Ne pas confondre U + V' avec la réunion U UV ; dans un espace vectoriel E, A+ B
est l’ensemble des {x +y,x € A,y € B}.

Quant a A\A, c’est 'ensemble des Ax,x € A. Bien noter que, dans ces conditions, A+ A contient
2A mais est en général différent. Enfin A— B est I'ensemble des x —y,x € A,y € B, ce qui défend

d’utiliser cette notation pour désigner AN CgB.
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Propriétés des voisinages de 0 dans un espace vectoriel topologique

Définition 1.34. 1. Une partie A d’un espace vectoriel E est dite équilibrée, si, quels que soient
A€ K avec |A\ <1, etx € A, on a A\x € A; ou encore si, pour tout A € K tel que |\ <1,
on a NA C A.

2. Une partie A de E est dite absorbante si, pour tout x de E, il existe a > 0, tel que [N\ < «

entraine \x € A ; autrement dit, si, pour tout x de E, 7 les homothétiques de x de rapport
assez petit zZ sont dans A.
Par exemple un sous-espace vectoriel est équilibré ; une boule (de centre origine) d’un espace
vectoriel normé est absorbante et équilibrée. Comme une homothétie de rapport A # 0 est un
homéomorphisme, Uintérieur et l'adhérence d’un ensemble équilibré sont encore équilibrés (de
MA C A pour |\| < 1, on déduit NA = (NA) C A ;

et \A=(\A) C4).

Théoréme 1.6. (voir [7] page 222 ) Soient E un espace vectoriel topologique et §(a) l’ensemble
des voisinages de a € E. Alors,

1. F(a) = a+5(0).

2. VeF(0) et V1 DV entrainent Vi € F(0).

3. V1, V5..V,, € §(0) entrainent NI, V; € §(0).

4. stV € §(0), il existe W € §(0).tel que W+W C V.

5. VV € F(0) et A #0, on a AV € F(0).

6. YV € §(0), V est absorbant.

7.

1l existe un systeme fondamental de voisinages de 0 équilibrés.
Démonstration. Pour plus détailles sur la démonstration, on peut voir [7] page 222. O

On démontre qu’inversement, si, dans un espace vectoriel F sur K, a tout point a € E est
associé un ensemble F(a) de parties de E de maniére & vérifier les sept propriétés du théoréme 1.1 |
il existe une topologie et une seule sur E, qui fait de E un espace vectoriel topologique admettant
pour tout a de F, §(a) comme ensemble de voisinages de a. (Voir, N. BOURBAKI, Esp. vect. top.(
[10]), Chap. 1, parag. 1, n°3, prop. 5).

Donc ces sept propriétés sont des propriétés caractéristiques des ensembles de voisinages des

points d’un espace vectoriel topologique.

Corollaire 1.3. (voir [7] page 223) Si une application linéaire u d’un espace vectoriel topologique
E dans un autre F est continue a l'origine, elle est continue partout.
Ceci étend partiellement le théoreme 1.5 relatif aux espaces vectoriels normés; ce qui est relatif

a la continuité uniforme ou au caractére lipschitzien ne peut pas étre étendu actuellement.

Démonstration. Soit a € E. Un voisinage de u(a) dans F est de la forme u(a) + W, W voisinage
de 0 dans F'. En vertu de la continuité de w a l'origine, il existe U, voisinage de 0 dans F, tel que
u(U) C W. Alors, d’apres la linéarité de u, u(a+U) C u(a) + W, et comme a+ U est un voisinage

de a dans F, cela prouve le corollaire. O
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Corollaire 1.4. (voir [7] page 223 ) Si une application multilinéaire u d’un produit d’espaces
vectoriels topologiques dans un espace vectoriel topologique est continue a l’origine, elle est continue

partout.

Démonstration. Nous bornerons, pour alléger la démonstration, au cas d’une application bilinéaire
ude E x F dans G. Soient a € E , b € F. Soit u(a,b) + W un voisinage de u(a,b) dans G; W est
un voisinage de 0 dans G. Soit W’ un voisinage de 0 dans G, tel que W’ + W' c W. 1l existe U,
voisinage de 0 dans F et V, voisinage de 0 dans F', tels que u(U, V) C W, en vertu de la continuité
de u & Dorigine ; soit V’/ un voisinage équilibré de 0 dans F tel que V' + V'’ C V. Ecrivons alors,
comme toujours,

u(z,y) —u(a,b) = u(z — a,y) + u(a,y — b).

Puisque U est absorbant, il existe k > 0 tel que ka € U. Alors
1
ay =0 =u (ke {0 -);

1
on a ka € U, de sorte qu’on aura siirement u(a,y —b) € W’ si E(y —b) € V', ouy — bekV'.
Choisissons y de maniére qu’il en soit ainsi; on a alors y € b+ kV’; comme V' est absorbant, il
1 1
existe K/,0 < k' < Z tel que k'b € V' donc b € ?V/ et

V' +V) = ~v.

1 1 1 1
=V +EV C SV 4 V= = 7V

b+ kV' C o ™ x o

174 _
Alors u(a — z,y) € u (x —a, k:’> =u (xk/a,V). On aura alors surement u(x — a,y) € W' si

i k_/ % ouz —a e kU. Alors on aura bien u(z,y) —ula,b) CW + W' C W,
ou u(z,y) € u(a,b) + W, pour € a+ k'V ; y € b+ kV’, cc qui montre la continuité de u au
point (a,b). O

Théoréme 1.7. Dans un espace vectoriel topologique, l’origine admet un systéme fondamental de

voisinages équilibrés ouverts, et un systéme fondamental de voisinages équilibrés fermés.
(voir [7] page 224 )

Démonstration. Soit V' un voisinage de 0. Nous pouvons trouver un voisinage équilibré W tel que
W4+ W CV (1.1). Alors W est un voisinage équilibré ouvert C V. Ensuite, W est un voisinage ;
si z € W, tout voisinage de x rencontre W, donc (z + W) NW # (); donc il existe y € W tel que
yex+W,doncxey—W=y+W CW+W C V. un voisinage équilibré fermé C V. Par suite
W C V, W est un voisinage équilibré fermé c V. O

Corollaire 1.5. (voir [7] page 225 ) Un espace vectoriel topologique séparé est régulier.

Corollaire 1.6. (voir [7] page 225 ) Dans un espace vectoriel topologique, E est séparé si et

seulement si Uintersection des voisinages de 0 se réduit ¢ 0, ou si et seulement si O est fermé.

Corollaire 1.7. (voir [7] page 225 ) Soient E un espace vectoriel topologique, et F un sous-espace
vectoriel. Pour que l’espace vectoriel topologique quotient E/F soit séparé, il faut et il suffit que F
soit fermé dans E.

En effet, E/F est séparé si et seulement si l'ensemble réduit a son origine est fermé, ce qui, en

vertu de la définition des fermés de la topologie quotient, revient d dire que F est fermé dans E.
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O

Remarque 1.8. (voir [7] page 225 ) Nous voyons d nouveau ici ce que nous avions déja constaté
(2, VII, ) : le quotient d’un espace séparé n’est pas nécessairement séparé. Mais il peut aussi
arriver que E ne soit pas séparé et que E/F le soit; il suffit pour cela que F soit fermé dans E
(exemple : F = FE,E/F =0).

Espace vectoriel topologique localement convexe séparé défini par les semi-normes

(voir [10] page 112 - TI4) Notation : on note evtlcs a espace vectoriel topologique localement

convexe séparé

Définition 1.35. On appelle evtlcs un espace vectoriel X muni d’une topologie T C P(X) telle

que
* T est compatible avec la structure d’e.v. :
a. X x X — X (z,y) — x+y est continue.
b. Rx X — X, (\,z) — Az est continue.
* T est localement conveze, i.e. admet une base de voisinages convezes :

c. Ve e X, VU € T,z €U, il existe V€T convexe (i.eVa,B €V :ta+ (1—t)8 € V) tel
quex eV CU.

* T est séparée :

d. pour tout (z,y) € X? tel que x # vy, il existe U,V € T tels que x € U, y € V et
unv=40.

Il est également possible de dénir la notion d’espace vectoriel topologique (ce sont ceuz vériant
les axiomes (a) et (b)). Dans la pratique les espaces rencontrés en analyse ont une structure

beaucoup plus riche (au minimum celle devtlcs).

Proposition 1.12 ( Deuxiéme dénition d'un evtles). Soit X espace vectoriel et T une topologie

sur X. Alors (X, T) est un evtles si, et seulement si, T admet base de voisinages les ensembles
{r+tB;z € X,t >0,B € B}

ot la " base de boules ouvertes centrées en lorigine” B C P(X) est telle que
e. tout B € B est convere, équilibré (—B = B), absorbant (Vx € X, 3t > 0, tel que tx € B);
f- B est séparant (Vx € X,3IB € B,3t > 0, tel que tx ¢ B)

En d’autres termes, dans cette deuziéme caractérisation on suppose que RY . B est une base de
voisinages de 0 et qu’une base de voisinages de X est obtenue par translation de celle-ci. Il est

alors évident que
pour tout O ouvert de X,z € X, € R,z + O et AO sont des ouverts . (1.3)

La notion de "base de boules ouvertes centrées en l'origine" n’est peut-étre pas standard. Son
intérét est de pouvoir caractériser avec le moins d’ouverts possibles une topologie d’evtlcs. Dans
la suite on utilisera uniquement cette deuxiéme dénition d’un evtles. La preuve de la proposition

2.1 peut donc étre omise en premiere lecture.
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Démonstration. pour plus détailles sur la démonstration, on peut voir la référence précédente. [l

Remarque 1.9. Pour tout J C I ni, la boule B;(0,1) est un ensemble convexe, équilibré et

absorbant et que (By(0,1))sfins J C I est séparant.

Théoréme 1.8. Soit (X,P) un espace vectoriel muni d’une famille de semi-normes qui sépare les
points. On lui associe Tp la topologie dont une base de voisinage est constituée des boules ouvertes

dénies d partir de P = (p;)icr. Alors (X, Tp) est un evtles.

Démonstration. 1suffit de dénir B := {B,1;J C Ini} et d’utiliser la remarque 1.9 et la Proposition
2.1. O
La topologie canonique d’un espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 1.9. (voir [7] page 225) Soit E un espace vectoriel de dimension.finie sur K = RouC.
Alors il existe une topologie et une seule qui fait de E un espace vectoriel topologique séparé ; on
lappelle la topologie canonique de E. C’est la topologie la plus fine qui soit compatible avec la

structure vectorielle.

Démonstration. Pour plus détailles sur la démonstration, on peut voir la méme référence précé-
dente. O
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lhapitre 2

Le Point Fixe

Dans le deuxiéme chapitre, On rappelle le théoreme de point fixe de Banach dans les espaces
métriques. Puis, on généralise ce théoréme dans un cadre particulier, sur un espace non métrique
qui admet une structure uniforme. Enfin, on donne un exemple pour vérifier les hypotheses de

notre résultat. Dans cette partie on utilise les références suivantes [4] et [17].

2.1 Théoréme de Banach (type métrique)

Le point fixe :

Définition 2.1. (voir [14] page 36 ) Soit E un espace topologique et soit T : E — E une fonction.
Un point x € E est un point fize pour T si T'(z) = x.

Théoréme 2.1 (Principe de contraction de Banach, 1922). (voir [4] page 14 ) Soient (E;d) un
espace métrique complet et T : E — E une application contractante de constante de contraction k.
Alors :

a T admet un unique point fize rg € E.

b Pour toutx € E; xg= lim T"(z)ouT’(x) =2 et T"(z) =T(T" (z)).

n—-4oo

¢ La vitesse de convergence peut étre estimée par :

n

1-k

d(T"(x);29) < d(z; T(x)).

On va présenter deux démonstrations du théoréme 2.1. La premiére est constructive, c’est la
démonstration originale de Banach qui donne ’approximation du point fixe, la deuxiéme est non-
constructive, et démontre seulement ’existence et 1’unicité du point fixe. Elle repose sur le principe

des ensembles emboités de Cantor.
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Démonstration. Pour plus détailles sur la démonstration, on peut voir [4] page 14-16. O

Corollaire 2.1. Soit E un espace de Banach, S C E est un sous-ensemble fermé etT : E — E

est une fonction. On suppose que T est contraction , alors T admet une point fixe unique dans S.

Remarque 2.1. (voir [4] page 18 ) Le théoréme du point fixre de Banach, connu aussi sous le
nom du principe de contraction de Banach ou encore théoréme du point fixe de Picard, est apparu
pour la premiére fois en 1922, dans le cadre de la résolution d’une équation intégrale. Notons que
ce théoréme est une abstraction de la méthode classique des approrimations successives introduites
par Liouville en 1837 et développée par la suite, par Picard en 1890. A cause de sa simplicité et de
son utilité, ce théoréme est largement utilisé dans plusieurs branches de l’analyse mathématique,
en particulier dans la branche des équations différentielles. Le théoreme du point fixe de Banach
a connu différentes généralisations dans les espaces métriques, les espaces topologiques localement

convezes et les espaces vectoriels topologiques uniformes.

2.2 Généralisation du principe de contraction pour les struc-

tures non métriques

Dans cette partie on présente d’abord une généralisation dans un cadre relativement général (
voir [17]). Ensuite, on propose une généralisation dans un cadre particulier mais néanmoins treés
utile dans les applications de I’analyse fonctionnelle. Fixons d’abord quelques définitions dans un

cadre topologique non métrique (mais semi-métrique).

Soient E un espace vectoriel topologique, X C FE, et A un ensemble d’indices tel que pour
S C A on définit une application j : S — A, et p = {pataca une famille de semi-normes définies
sur E.

Un opérateur T est dit contractive si (T': X — E) vérifie
Pa(Tz —Ty) < Kopja)(® —y) (0< K, <1)
pour tous z,y € X et o € A. et on note 90X la bord de X.

Définition 2.2 (Espace j-bornée). (voir [17] page 9) Soit E un espace de Hausdorff, et j : A — A

une fonction de ’ensemble d’indices dans sa. On dit que E est j-borné si pour tous x,y € E,a € A

sup{pjn(a)( —y) :n=0,1,2,...} < oo,

tel que 3™ () sont les itérations de la fonction j.

Soit X est un sous-ensemble fermé de E. l’ensemble X est dit j-borné si
Co = sup{pjn(a)(x —y) :n=0,1,2,...} < o0; xz,y € X, a€A

Exemple 2.1. D’apres le corollaire 1.2 l'uniformité d’un espace vectoriel topologique localement
conveze suffit pour que l’espace topologique en question rentre dans le cadre des espaces topologiques

E d’écrire ci-dessus. Ainsi, tout sous-espace fermé K d’un espace vectoriel topologique associé a

27



une famille de semi-normes est un espace vectoriel topologique uniforme, et par conséquent il fait

partie de la classe des espaces E.

Cas général (voir [17])

Soit F un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et complet, dont la topologie
est générée par la famille de semi-normes p = {p, : @ € A}, tel que A est un ensemble d’indices.
Soient X C E un sous-espace de F et T': X — FE une fonction non linéaire.ou T n’est pas défini

de X dans lui-méme.
Théoréme 2.2. Soit X un ensemble j-borné et soit T : X — E est une fonction contractive tel
que :
(a) Y0 02" Ko Kj(a)---Kjn(a) < 00 pour tout a € A;
(b) Quelque soit x € 0X, Tx € X. Alors T admet un unique point fize dans X .
Démonstration. Ce théoréme est démontré dans larticle [17] avec quelques 1égéres erreurs d’in-

dexation de la suite définie dans la preuve, dont on a tenu compte dans la démonstration de notre

résultat du théoreme dans le paragraphe suivant. A cet effet on doit signaler aussi larticle [6]. O

2.3 Extension du principe de contraction au cas non mé-

trique

Cas particulier

Soit E = C(R), dont la topologie est générée par la famille de semi-normes p = {p,(f) =
sup{e M|f(t)| : t € a}, « € A} ou A est 'ensemble de tous les compacts dans R. Soient X C E
un sous-espace de F et T : X — FE une fonction non linéaire.ou T" n’est pas nécessairement défini
de X dans lui-méme.

Introduisons une notion de contraction comme suit :

Définition 2.3. On dit que l'application T est contractante s’il existe un sous-ensemble H de R

qui contient 0, tel que YVh € H on a

Pa(Tx —Ty) < K. i 5 Diatmy (@ —y) st h>1,
pa(Tz —Ty) < Ko hpy(cwrh)(if—y) si 0<h<1,
Pa(Tx —Ty) < Ko-pja)(® —y) si h=0,
pa(Tz — Ty) < Ko. [h] Diem(@—y) i h <0,

Ou j est une application définie sur un sous-ensemble S C A telle que Vh € S,j +h € S et

i S — S
ko — (k)

tel que
Vh, J(k+h) =j(k) + i({h})
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Ca(h) = Sup{p(jn(a)+2":1 js(h))(x - y),n =1,2, 3, } < 00

-

Pour tout h € H \ {0}, on note

tel que 0 < M}, < 1.
et
he = inf {h ER" 1 po(Tx —Ty) < Ka-Mh-pj(oc+h) (z — y)}

Théoréeme 2.3. Soit X un ensemble j-borné et soit T : X — E est une fonction contractante tel
que :

(a) S0, 22”Ka.Kj(a)...an(a) < 00 pour tout o € A;

(b) Quelque soit x € 0X, Tx € X. Alors T admet un unique point fize dans X.
Proposition 2.1 (voir [?] page 564). Six € S ety # S alors 3z € 3S tel que z = (1 — N)x + My
, A€ [0,1].

Démonstration. Soit z = (1 — Nz + Ay , A € [0,1] alors

plz—y) = plz+rz—Ay—x)
plz — x4+ Ax — Ay) (2.1)
= p(Az —y))
plz—y) = pl@—Az+Aiy—y)
= p((1- N~ (1-Ny) (22)

= p((1=A)(z—y))
D’apres (2.1) et (2.2) on a

plx—y)—plz—y) = Ap(z —y) + (1 = N)p(z —y) = plz —y)
O

Démonstration de théoréme. Soit zy € X. On construit deux suites (z,,)52; et (z],)52; comme

suit. On définit 2] = Txg. Si ] € X , on pose x1 = x| . Sinon, d’apres la proposition précédente
2.1 on choisit z1 € 0X, tel que
Palzo — 1) + pa(r1 — o1) = palzo — 2)
pour tout @ € A. On pose x, = Tzy. Si 25, € X | on pose x9 = x4 . Sinon, d’apreés la proposition
précédente 2.1 on choisit x5 € 90X, tel que
Pa(T1 — 22) + palts — 25) = pa(z1 — 25)
pour tout « € A. De cette maniére on obtient deux suites (z,,)22; et (/)5 ; qui vérifient
(i) Jj;’L-‘rl =Twxy,;
(i) xp =2, sia], € X;

(iii) x, € 0X, et pa(Tn — Tny1) + Pa(Tni1 — 25,4 1) = Pa(Tn — 7, ) Pour tout a € A.
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Soit P ={z; € (xp)ply : i =)} et Q = {x; € (x,)5%; : x; # i}, x,, € Q implique z,,_1 € P et
Znt1 € P (d’aprés la condition (b) du théoréme).
On doit estimer p,(z, — Tpt1) pour tout o € A . Soit o € A fixé. Alors les cas possibles sont

les suivants.
Cas 1. x5, Tn41 € P. Alors, par la condition de contraction de T on a

poe(xn - $n+1) = pa(Tx—l - Txn) < ka-Mha -pj(oz+ha)(1‘n—1 - -Tn)
Cas 2. z, € P,x,41 € Q. Alors

pa(xn - xn+1) < pa(mn - anrl) +pa($n+1 - m;LJrl)
= Pa(@n — 2p41)
= poz(Txn—l - Txn)

< ka-Mha ~pj(a+ha)($n71 - xn)
Cas 3. z, € Q,Zp41 € P. Comme z,, € Q est combinaison linéaire convexe de z,,_1 et z, , alors
pa(l'n - anrl) < Z'max{pa(xnfl - anrl);pa(x/n - xn+1)}

pour tout a € A.
En effet On a

alors

2Pa($n - -rn-i-l) < Pa(xn—l - xfﬂ) + Pa(xn—l - -rn-i-l) + Pa(xn—i-l - J?{ﬂ)

S Pa(xnfl - .’En+1)Pa($ln - xn+1) + Pa(xnfl - xn+1) + Poz(x/n - anrl)

donc
2Pa(xn - xn+1) < 2Pa(xn71 - anrl) + 2Pa(x{n - xn+1)

Py(xy — xpt1) < 2Maz(Po(xn—1 — Tnt1), Pa(x), — Tnt1))
Donc
Si pa(Tn-1 — Tnt1) < Pal®], — Tpt1) on a
Pa(Tn — Tnt1) < 2.pa(@), — Tpny1)
= 2poa(Txpn_1 —Txy)
< 2ka.- My, Piathy)(Tn-1 — Tp)

Si pa(z), — Tnt1) < Pa(Tn-1 — Tpt1) on a

A

poc(xn - xn-ﬁ-l) =~ 2~pa(-rn—1 - Jf'n-‘rl)
= 2~poz(Txn72 - Tmn)

< 2ka-Mp, .Pjatha)(@n—2 — n)

N

Alors, pour tout nombre natural n > 2 on obtient

Pal(Zn — Tng1) < 2.ko.Mp,, -pj(a-i-ha)(l'n—l —Tp)
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ou

pa(xn - anrl) S 2~ka~Mha -pj(a+ha)($n72 - xn)

Comme
pa(l’an - xn) < pa($n72 - xnfl) + pa(mnfl - xn)
<

2max{pa(Tn-2 — Tn-1), Pa(Tn-1 — Tn)},

On a
pa(mn - $n+1) S 22ka~Mhu- maX{pa(wnf2 - xnfl)apa (.'17»”71 - xn)}

pour tout n > 2 et pour tout o € A.

Par la suite, on montrera que

Pa (@25 — Tas11) < 22 (M, )2 ik Kj(a)e kot (a)-Calha) (2.3)
et
Pa (@251 — Tast2) < 22 (M, )" ko kj(a)ekjo1(a)-Calha) (2.4)

pour tout nombre natural s et pour tout a € A.

On a
Palr2 — x3) < 2.Mp ka-Dj(atn)(T1 — 22) < 2.Mp, ka.Ca(ha)

ol
pa(xQ - 1‘3) < 2-Mha~ka-pj(a+ha)(x0 - xZ) < 2~Mha-ka~ca(h«x)a

ie. po(r2 —x3) < 2.My, kq.ca(he) pour tout o € A | et aussi

Pal®3 — 24) < 2.Mp ka-Dj(atn,) (T2 —13) < 2.Mp, ka.Ca(ha)
ou

Pa(r3 — 24) < 2.Mp, ka.Dj(athy) (1 — 23) < 2.Mp, ko.Co(ha),

ie. po(xs —x4) < 2.Mp, ky.co(he) pour tout a € A.

Supposons que pour un nombre naturel s > 2 les inégalités (2.3) et (2.4) soient vraies. En vue

de ¢j(a)(ha) < ca(hqa) on obtient que

Pa(Tast2 — T2s43) < 2.Mp, ko-pjcatn.)(T2s41 — T2s42)
< 2. My, ko225 (Mp)? o) B2 a) Ko ()i (o)
< 22640 (M}, )T kg k) k1 (0 -Ca(ha)
ou
Pa(Tast2 — Tasy3) < 2.Mp, ka-Djatn,)(T2s — Tasy2)
< 2.Mp, ka-Piatha)(T2s — Tasy1)
+2.Mp,, ka-Dj(atha) (T2s+1 — T2s12)
< 22 My ko 2% (M) Koy K2 () e kje () Cjay (ha)
< 226D (M, )2 g ko) k-1 (0 -Ca (ha)
soit
PalTost3 — Tasta) < 2.ka-Mu, -Djatn.)(T2st1 — T2s43)
< 2.ka-Mh, Piatha)(T2s11 — Tasya) + 2.ka-Mp, Dj(atha)(T2s12 — T2s13
< 2.2. M, ko225 (Mp, )™ Kjia)-kiz (o) Kis (a)Ci(a) (ha)
< 226D (M, )2 g k) ko1 (0 -Ca
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ou

Pa(T2s43 — Tosya) < 2.ka.-Mp, .Djcatny) (T2st2 — T2s13)
< Q.Mha.ka.228. (Mha)% 'kj(a)-ij(a) ..... kj5+1(a)~cj(a)(ha)
< 22640 (M, )P k) ket 1 () Ca

Ensuite, on montre que la suite {x, }22; est de Cauchy. A cause de (2.3) et (2.4) on a

Pa(T2s — Tosy1) + Pa(Tosy1 — Tosp) < 2271 (Mha)Qs_1 Fa-Kja)kjs—1(a)-Calha), a € A

La série Z 223 5 ko k

TR

j¢(a) €St convergente.

En effet, on a | 228. (Mha)2s ~ka~kj(a) ..... ] () ‘< 2 k k](a) ..... kjs(a) et la série ZQszowkj(oz)“'

s=0
est convergente.

Alors, la série Z 225 (Mhu)25 ka-kja)---Kje(a) est absolument converge. Par conséquent, elle

s=0
est convergente.
o

Donc Z 225.(Mha)28 -ka-kj(a) ..... k'js(a)
s=N-1

Autrement dit, pour tout € > 0 a partir d’un certain N > 1 on a

tend vers 0.

dca(ha): Y 2% (Mp,)* ka-kj(ay....kjs(a) < .
=N-—

s 1

Soit m > 2N et soit r > 1. Alors il existe un nombre entier M suffisamment grand tel que

Pa (l‘n, xn—l—r) S Pa (Z‘n, xn-i—l) + Pa (xn+17 xn+2) + ...+ Pa (xn-i-r—la xn-i—r)
M

< Z [pa (225, @2541) + Pa(T2s41, T2s12)]
s=N
s 2s5—1
§ Z 22 . (Mha) .ka.k'j(a) ..... kjs—l(a).Ca(ha)
s=N

oo

= dcalha). (Mp,). > 22670 (M, )0 g kja)ernbijer(a) < e
s=N

Donc {x,}52; est une suite de Cauchy. Ainsi, E étant complet, la suite {x,, }52; converge vers un
point z,. € X. Il existe une sous-suite {x,_}22; de {x,}72, tel que {x, }32, C P, et @y, 41 = Ty,

pour tout nombre natural s. Alors pour tout o € A on a

Pa (s — T.)

IN

pa(x* - xns) +poc(xns - T.’E*)
= pa(x* - $n5) +Pa(TTp, -1 — TI*)
< Pale — n,) + Ka-Dj(atha) (Tn,—1 — T+)5===0.

Par conséquent, P, (z+ — Tx.) = 0 pour tout o € A, i.e., x, est nécessairement un point fixe de 7.

Soit x,y € X tel que x = Tz et y = Ty. Alors pour tout o € A les inégalités suivantes sont

vraies
pa(z—y) = pa(Tz—Ty) < My kaPjatha) (@ —Yy) =M, kaPjain,) Tz —Ty)
2 n
< (My,) ~koz~kj(a)~pj2(a)+j2(ha)+j(ha)(1' —y) <..<(My,) ka.kj(a)...kjn(a).ca(ha)mo.
Par conséquent, P, (z — y) = 0 pour tout « € A, i.e. Le point fixe de T est unique. O
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Dans ’exemple suivant, on montre et on vérifie, que la condition sur 'application j, imposée

dans le théoreme précédent est réalisable.

Exemple 2.2. Soit A ’ensemble de tous les compacts dans R. On considére l’ensemble des appli-
cations
U, : Ry — Ry i=1,...,m (mentier naturel > 1)
t — 4t
tel que 0 < 6; = cte < 1.
On pose
J(M) =02, U;(M), ot U;(M):={U;(z);z € M}

Alors, pour tout h > 1 on a

JM+h) = UL UM+ h),
= UL (Ui(M) + Ui(h)),
= UL Ui(M) + U2, Ui(h),
= (M) +j{h}).
Remarque 2.2. 1. Si on suppose dans la théoréme (2.3) précédent que {(Mp)"}nen est une
suite bornée (c’est-a-dire 3C > 0,Vn € N, |(My)"™| < C), alors on peut démontrer de la méme

maniére que le résultat du théoréme reste vrai.
En effet, on a

s=0
elle est convergente.

2. Si Uensemble H est réduit au singleton {0}, alors le résultat du théoréme (2.3) coincide avec
celui du théoréme (2.2).
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lhapitre 7

Application

(voir [17] page 13) On sait que les équations différentielles et fonctionnelles dont la partie droite
dépend des valeurs extrémes de la quantité controlée apparaissent dans de nombreux processus
technologiques.

Certains problémes a valeurs initiales associés a de telles équations peuvent étre formulés de la

maniere suivante :

z(t) = F (()réltagxaa:(t),ogigax(t),x(Ul(t)), ...,x(Um(t))> , t>0 (3.1)
x(t) = (1), t<0

Ci-dessous, on montre que la partie droite de (3.1) fournit un exemple de fonction T de type nonself
mapping, qui admet un point fixe.
Supposons que les conditions (M) soient valides :
(M1) Les fonctions U;(t) : Ry — R(i = 1,2, ...,m) sont continues et définies comme suit U;(t) =
dit, 8; > 0, qui satisfait les inégalités h > 0, U;(t+h) < t. La fonction initiale ¢(t) : R — R
est continue. On note b la valeur initiale de ¢(t), tel que ¢(0) = b;

(M2) La fonction F(£,7,(1, .., Cm) @ [0, A] x [0, A] x R™ — R est continue et satisfait 'inégalité

[F(&7: 1oy Gm) = F (&G ooy G) |l < L(IGL = Gl + -+ [ G — )
pour tout (C1, ..y Cms 1y oy Gm) ER?™ ou A >0,L >0et be (0,A);
(M2.1) 1l existe une constante a > 0 telle que
b— F(bb,...,0).a=0 ou b— F(bb,...b).a=A
et

A—b
a

b
_g < F(07n7C13 aCm) <
pour tout n € [0, A] et (1, ...,¢m) € R™;
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(M2.2) Pour tout & € [0, A] et (C1, ..., (m) € R™ inégalité suivante est satisfaite

b — A-b
- S F(§7A7<17"'7Cm) S 5
a a

(M2.3) 1l existe une constante ¢ € (b, A) telle que

b A-b
F(b7 c, Cla 7C’m) < _E ou F(b7 c, <17"'7C7YZ) >

a

Pour tout (1, ..., m) € R™ .

(M3) Tl existe un sous-ensemble D de [0, a] tel que pour tous &, € [0, 4], (T1(t), ..., Tin(t)) €

R™ et t € D I'inégalité suivante est vérifiée

N

0 F(En, T1(1), o Y1) < 20

Soit E = C(R) muni de la famille de semi-normes a = {pas(f)} ar, tel que par(f) = sup{e | f(t)] :
t € M}. 'ensemble A contenant tout les sous-ensembles compacts de R. La fonction j peut étre
définie tel que dans ’exemple précédent (voir. chapitre 2 . Exemple 2.2).

On définit I’ensemble X de la maniére suivante

X = {J € CR): 0= f(1) < A et ax L F(UH+R)) < SUL0) < arl o fU(1-+), B> 0, € [0,al),

a = const. , A = const. ,aq;ay = const. tel que as > a3
ou les constantes sont sous les conditions (M).

On peut montrer que X est fermé, convexe et complet. 90X La frontiere de X est composée des

fonctions qui satisfont au moins les deux conditions suivantes
min{f(t);t € [0,a]} = 0; max{f();¢ € [0,a]} = 4.

En effet, pour toute fonction f il existe deux fonctions f1 € X et fo € CgX tel que
pm(f — f1) <epu(f — f2) <e (g >0) pour tout compact arbitraire M C R. L’intérieur de
X est composé des fonctions qui satisfont les inégalités 0 < f(t) < A,t € [0,a]. En effet pour tout

nombre suffisamment petit € > 0 on a

0< fi(t) —e.e™® < f(t) < fi(t) + e pour i = 1,2; et t € [0,
Théoréme 3.1. Siles conditions (M) sont remplies, alors le probléme d valeur initiale (3.1) admet
une solution continue f.

Démonstration. On définit 'opérateur T': X — E par la formulation suivante :

(TP () = b+ /OtF( max_f(t), min f(7), f(U1(7)), ..., f(Un(7)))dT, t>0;

1€[0,a] t€(0,a]
(t), t<o0.
On peut facilement vérifier que (Tf)(t) est continue, c’est-a-dire, T' défini dans X sur E.
On montre que si f € 90X alors Tf € X. En effet, si min{f(¢),t € [0,a]} = 0. D’apres la
condition (M2.1) on a

TN = bt [ P £5,0. (0o f(Un())in
> b—Sth—g.a:O for t € [0, al.
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et de la méme maniére par la condition (M2.2), si max{f(t),t € [0,a]} = A on a

@O0 = b+ [ PE i f0)FU ) FUn ()
< b+$t§b—‘4;b.a:2 for t € [0, a].

Donc, on obtient 0 < (T'f)(t) < A pour tout t € [0, a].
D’apreés la condition (M3), pour tout ¢t € [0, a] on obtient

Uity Ui(t+h)
/0 F(A, min f(7), f(U1(7)), ... f(Un(1)))dT < /0 F(A, min f(7), f(U1(7)), ... f(Un(7)))dT

t€[0,a] T€(0,a]

(THU:@) < (TFHHUit+ h));
h
Alors, il existe deux constantes ar; = const. < 0 et ap = const. > — qui telles que

"
o B+ ) < 1) < 0B v+ m)

La condition (M2.3) assure que la fonction T': X — E est de type nonself mapping.

En effet, il existe une fonction dans X, par exemple

[(c—b)t]
fo(t):{ b+T7 t€[07a]

continue , t ¢ 10,al.

on observe que : min{ fo(¢),t € [0,a]} = b et max{fo(t),t € [0,a]} = c.

Alors .
(Tho)t) = b+ / F(e b, fo(U(0), s foUnm(0)))dT
< b—gtﬁb—g.O:b for t € [0, al,
t
(Tfo)(t) = b+/0 F(e,b, fo(UL(T)), wvns fo (U (7)))dT
> b+ut>b—u0—b for t € [0, al,
a a

son image 7' f n’appartient pas a X.
Montrons maintenant que 7T est une contraction. Soient f,g € X. Alors pour un compact

arbitraire M C R et pour tout t € M on a

[(THE) = (Tg)@®)] < / LZU(Ui(T)) — g (Ui(1)) |dt
< ag—al / Zlf T+h (UZ(T+h))|dT
< L. (042 _ 041 / AT Z —AT+AU; (T+h) —)\U (t+h)
1f Wit + h)) — g (Uit + h)) |dt
< Lfor o). | U4 ) — g U+ ) i
< L [Z]/O GAT-;pUT;(M+h)(f —g)dt
< L.(ag— al).L;LL].pj(N[+h)(f — g)/ ANdr
< L.(a2—al).LZ].pj(MJrh)(f—g).%.
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o Lo(as — a1) [A]

eNTH () — (To) )] < =2 L,y (F = ).

En prenant le Sup sur M, on obtient le résultat précédent. Maintenant, on peut choisir A > 0
suffisamment grand, pour satisfaire la condition (a) dans la théoréme 2.3.
La déviation satisfait les inégalités U;(t + h) < t,i = (1,2,...,m). Ce que signifie qui U; posséde

la propriété suivante :
Proposition 3.1. Pour tout compact M C R il existe un compact N C R tel que j™(M) +

n
st(h) C N,n=(1,2,3,...). Ce qui implique que l’ensemble X est j-borné.

s=1

n
Démonstration. Par récurrence, on démontre que (p,) : j™(t) + st(h) <t.
s=1

Pour n =1":
ona:
Uit +h) <t
Alors,
Ui(t) + Ui(h) <t
Donc, j(M + h) =j(M)+j(h) <t est vraie.

On suppose que (p,) est vraie, et on montre que (p,+1) est vraie.

n+1
(Ps1) 1 71O+ Y () <t

On a )
n—+ n n
GO+ ) = GG ) + Y 5 (h) +h) <)+ Y (k) <t
s=1 s=1 s=1
vraie.
Par conséquent, on obtient la propriété. O

Donc, on est assurés que toutes les conditions du théoreme 2.3 sont remplies. Alors, il existe

une solution continue unique de (3.1) sur X. Par conséquent, la théoréme est prouvé. O

Remarque 3.1. Pour le cas non autonome correspondant a la forme (3.1) on peut le considérer de
la méme maniére en utilisant une norme généralisée définie par | f ||ar= sup{e ®W.|f(t)| : t € M},ou

0(t) est une fonction qui admet quelques propriétés appropriées.
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Conclusion

Nous avons consacré le travail de ce mémoire a ’extension du principe de contraction de Banach
sur des espaces n’admettant aucune une distance, en particulier ceux aux structures uniformes
induit par une famille de semi-normes. Ce type de résultats est important et trés utile en analyse
fonctionnelle, surtout dans le traitement des problemes de I'existence et de I'unicité des solutions
pour des équations intégrales ou différentielles. Ce qui est en réalité, le cas de la plupart des

probléemes définis dans des espaces topologiques non métriques.
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