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Notation

H: espace de Hilbert.

B(.,.),{.,.): produit scalaire.

Idg: application identité.

L: espace des applications linéaires continues.

||-]|: la norme.

F*: ensenble orthogonal.

d(-,-): distance.

L* (R): espace de fonctions au carré intégrables sur R.

Vi = 2%@ (27. — k): fonction d’échelle primales sur R, mises a 1’échelle j en norme
L* (R).

Vir = 2%4) (27. — k): ondelettes primales sur R, mises a I’échelle j en norme L? (R).

mg: fonction 2r—périodique.

@: la transformation de fourier de .

U ® V: produit tensoriel de U et V.

V;: espace a I’échelle j des analyses multirésolutions primales.

W;: espace d’ondelettes a ’échelle j.

();: est 'opérateur de projection orthogonal sur W;.

V; @ W;: somme directe de deux espaces vectoriels.
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Introduction générale

Les évolutions récentes des technologies de I'information ont bouleversé le domaine des
téléecommunications. Ainsi, 'apparition des techniques numériques a favorisé une diversifi-
cation des utilisations du multimédia ainsi que des fonctionnalités qui leurs sont associées.
Cela implique la manipulation de volumes de données sans cese croissants. Il est donc
indispensable de disposer d’outils performants pour la transmission et le stockage de ces
énormes quantités d’information. Les progrés techniques de ces derniéres années, qui ont
permis une augmentation conséquente des débits des réseaux ainsi qu’une baisse du prix de
revient de la mémoire, apportent une partie de la réponse a ce probléme. Parallélement, on
peut également chercher a diminuer la taille des fichiers de description des données. C’est
dans cette optique qu’ont été développées au cours des derniéres décennes de nombreuses
méthodes de compression de données déduites de la théorie de I'information et faisant appel
a de nombreux domaines des mathématiques et de I'informatique. Parmi les données, les
plus volumineuses, on compte les images et vidéos numériques qui ont de ce fait un besoin
particulierement important d’un traitement adapté a leurs spécificités. Les méthodes de
compression de ce type de documents ont fait I’'objet de nombreux travaux de recherche.

Ce mémoire est classé sous trois chapitre:

Dans le premier chapitre, nous allons étudier ’espace de Hilbert et leur nécessaire pro-
priétés a partir des quelques définitions comme la définition du produit scalaire. Puis on
étudie la projection sur un convexe fermé et des resultats a travers la théorie de la projection.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons définir I'analyse multirésolution de L?(R) et
nous allons discuter quelques exemples pour les étudier et nous allons examiner la fonction
d’échelle et 'ondelette et la facon de la construction et de savoir enfin ’analyse multiréso-

lution de L? (R") et dans certains théories importantes.



Introduction

Dans le dernier chapitre, nous appliquons notre étude du deuxiéme chapitre sur des
images, que nous aborderons & travers définition d’image et sa représentation des images

numériques.



Chapitre 1

Introduction aux espaces de Hilbert

Dans ce chapitre on introduit des notions utiles concernant 1’espace de Hilbert.

1.1 Produit scalaire

Soit H un espace vectoriel sur R.

Définition 1.1.1
On appelle produit scalaire sur H une forme bilinéaire symétrique définie positive
telle que:
B:Hx H — R,
(i) B (u, ) = AB (u,v), B (u,v+v") = B (u,v) + B (u,v).
(13) B (u,v) = B (v, u).
(17i) B (u,u) > 0 et B (u,u) =0 <= u=0.

Définition 1.1.2
L’application u —|| u ||= /B (u,u) est une norme appellée norme associée au produit

scalaire B (on parle aussi de norme hilbertienne) et on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz:
1B (u,v)] < Jul| [|v]] (1.1)

et on a égalité que si u et v sont paralléles (u = v ou bien v = 0).



1.2. Espace de Hilbert

Rappelons aussi "I'inégallité du parallélogramme":

2 2

uU—+v uUu—v

2 2

Rappelons aussi que le produit scalaire permet de définir en une forme linéaire continue

= 2 (Il + olP). (12)

v — B (u,v) tel que pour u € H donné, elle est donc continue.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1

On dit que (H, B) est un espace de Hilbert si muni de la norme associée o la forme
bilinéaire B, H est complet. L’hypothése de complétude est en fait trés faible.

On peut toujours compléter un espace H muni d’un produit scalaire (il est alors dit

préhilbertien). La norme "complétée" est toujours associée a un produit scalaire.

Définition 1.2.2

On dit que deux espaces de Hilbert Hy, Ho sont isomorphes s’il existe une application
linéaire inversibile U : Hy_, Hy telle que: By (U (u),U (v)) = By (u,v),Yu,v € Hy.L opérateur
U est dite unitaire.

On alors |lull, = ||U (u)||, Yu € Hy. L’application linéaire U est donc continue et

||UH£(H2}H1) =1let ||U71||£(H27H1) = 1. Lorsque Hy = Hs, on dit que U est une isométrie.

Exemple 1.2.1

Sur R?, le produit scalaire est noté (x,y) ou x.y et il est donné par:

d
=1

Les matrices unitaires vérifient Ut = UL,

Ezxemple 1.2.2

Soit l'espaces de suites de carré sommables

?(R) = {(xi)ieN C R telle que Z (2;)% < —1—00}

€N



1.3. Projection sur un convexe fermé

Muni du produit scalaire

(%?J)ZZ%%

ieN
02 (R) est un espace de Hilbert.

1l joue un role important, il s’agit d’un espace isomorphe a tous les espaces de Hilbert

séparables.

1.3 Projection sur un convexe fermé

Définition 1.3.1
Ensemble C' est dit conveze si pour tout u,v € C et 0 € [0,1], alors Qu+ (1 —0)v € C.
Par exemple, les boules ou les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel normé sont

convezes. Les intersection d’ensembles convexes sont convezes.

Théoréme 1.3.1
Soit C C H un convexe fermé non vide. AlorsVf € H, il existe un unique u € C'
tel que:
If = ull = min{|f — o] (1.3)

De plus u est caractérisé par la propriété:

u e C,
(f—u,v—u)<0 Vv e C.

(1.4)
On note u = Po (f) : projectoin de f sur C.
La projection est continue et méme est lipschitzienne.

Démonstration.

Par définition de I'infimum, on peut trouver une suite (v,) de C telle que:

d(f,C) = inf [[f —vf} = lim [[f —ov,].
Utilisant I'égalité ||« + yH2 — [lz — 31”2 =4 (z,y), on a

l|vn — vaQ = |lvn — fH2 + || f — Um||2 —2(f —vn, f — Um)
1 1
= Jloa = FIP+1If = val® —5 12f = vn = V| +5 llvn = V|



1.3. Projection sur un convexe fermé

ainsi, puisque I’ on a || f— % > d(f,C) grace a 'hypotheése de convexité
on obtient
1 2 2 2 Uy, + O ||
0 < glon—vall” = lloa = fIF +If = vl =2 f = =
< low = FIP+ 11 f = val® =24 (f,C)* = 0 lorsque n,m — oo.

Ceci prouve que la suite (v,,) est une suite de Cauchy et elle converge donc vers u € C'
(qui est fermé).

L’unicité est une conséquence de 'unicité de la limite d’une suite de Cauchy en

choisissant vy, = u et vg,,1 = @ pour deux points de minimum éventuels u et .

Pour prouver la caractérisation, considérons u € C,

par convexité on a:

If=ol* = |f—ul’ : Vvel
= If=(=-Out)’>|f—ul* VeI, WweC
= |f—u+0w—0)|*>|f—ul’ : V8 €10,1], Yo € C
—= 20(f-uv—u)+0lu—v[*>0 V0 €10,1], Vv € C
—= 2(f-uv—u)+0|u—v|]>>0 , v €10,1], Yo e C
— 2(f—u,v—u)>0 , Vo €10,1], Yv e C.
]

Proposition 1.3.1
Pour tout f, g € H on a:

1Pe (f) = Pe (@l < |If —gll- (1.5)

Démonstration.
Posons u = Po (f), v = Pc (g).

On utilise la caractérisation (1.4) ,on obtient:
0<(u—fv—u)et0<(v—g,u—0).
En additionant, on trouve donc:

0<(u—f-v+gv—u)=—|v—ul>+(g—fv—u),



1.3. Projection sur un convexe fermé

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz:

lu=l* < (9= frv—u) <|If =gllllu—v0],

Jlu—v] < IIf—gl.
et le résultat s’en déduit. m

Corollaire 1.3.1
Dans le cas ou F' est un sous-espace vectoriel fermé de H, Pr est un opérateur linéaire

et la projectoin w = Pr (f) est aussi caractérisée par:

u€F,
(f —u,v) =0 Vv e F.

1.3.1 Théoréme de projection

Théoréme 1.3.2
Soient H un espace de Hilbert et C' une partie convexe fermée non vide de H; Vx € H,
il existe un et un seul point yo de C en lequel la fonction y — ||y — x|| atteint son minimum

sur C'. On a de plus:
Vy e, Re(r—yo,y—1y) <0 (1.7)

Corollaire 1.3.2

Sotent H un espace de Hilbert, F' un sous-espace vectoriel fermé séparable de H

et (en),>o une base hilbertienne du sous-espace F. Pour tout vecteur x € H la projection
orthogonale de x sur F' est donnée par:

—+o00

Pp(z) =Y (z,ex)ex. (1.8)

k=0
Démonstration.
Posons y = Pr (z); puisque le vecteur x — y est orthogonal & F, on a (x —y,e;) = 0,

V7 > 0, donc:



1.3. Projection sur un convexe fermé

<$7 €j> = <y7 €j>7 appth-é aFeta Y,

on a

+oo +o00
Pp(z) =y = Z<y7€k>ek = Z<$,€k>€k-
k=0 k=0

Définition 1.3.2

On dit que les parties A et B d’un espace de Hilbert H sont orthogonales si tout élément
de A est orthogonal a tout élément de B. Soit A une partie de H, on appelle orthogonal de
A Uensemble Atdes éléments de H orthogonaux o A. Il est clair que A+ est un sous-espace

vectoriel fermé de H.

Proposition 1.3.2

Soient H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel fermé de H on a:
Pr+ Ppi. = Idy
Il en résulte que F ® F+*=H et F++ = F.

Démonstration.

Commencons par une évidence: par définition, tout vecteur de F' est orthogonal a F'*;
donc F C F*+. Soit maintenant z € H quelconque et écrivons x = Pr (z) + (v — Pr (z));
d’aprés les propriétés de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel F', on a bien
que x —Pp (x) € F*, et de plus la différence z — (x — Pr (z)) = Pr (x) € F est orthogonale
a F'*; cela montre que x — Pr (z) est la projection orthogonale de x sur F'-, c’est a dire que
Pr. = Idy — Pp. La relation Idy = Pr + Pr. implique évidemment que H est la somme
de F et [+,

On vérifie ensuite que la somme est directe: si x € F'N F+ alors (x,z) = 0 donc z = Op.

Pour finir, si on a un vecteur z € F++, il est orthogonal & F'*, par définition, donc O
est sa projection orthogonale sur F'* et la relation Pr (x) = (Idy — Pp.) () = 2 montre

quer € F. m



1.3. Projection sur un convexe fermé

Corollaire 1.3.3

Soit H un espace de Hilbert on a:

(1) pour toute partie A de H, l’ensemble (AL)L est le plus petit sous-espace vectoriel
fermé de H contenant A;

(1i)si Y est un sous-espace vectoriel de H, on a: (YL)l =Y.

Démonstration.

Montrons le point (7). Soit F’ le plus petit sous-espace vectoriel fermé de H contenant A;
on sait que tout vecteur y orthogonal & A est aussi orthogonal a ’espace vectoreil Y engendré
par A (par linéarité du produit scalaire), puis & 'adhérence F' =Y de ce sous-espace (par
continuité du produit scalaire).

Inversement tout vecteur orthogonal a F' est évidemment orthogonal & A. On a donc
At = F+ donc (AL)L =Ftt=F.

Le point (i7) découle de (i), puisque le plus petit sous-espace fermé de H contenant Y

est adhérence Y. m



Chapitre 2

Analyse multirésolution de L? (R)

Les ondelettes sont souvent construites & partir d'une analyse multirésolution.
Nous étudierons cette derniere puisque elle donne un cadre naturel pour comprendre les
bases de L? (R) qui forment des ondelettes. Les idées de I’analyse multirésolution ont été

énoncées en 1986 par Mallat et Meyer.

2.1 Analyse multirésolution de L (R)

Définition 2.1.1
L’analyse multirésolution est une famille croissante de sous-espaces vectoriels
fermés de L* (R) notée (V) ey,
(i) ﬂ V; = {0} et U V; est dense dans L* (R).
jJEL JEL
(1i)VfeVyetkeZ, ona f(x—k) €V, Ve eR.
(i19)Vj € Z, on a f € V; si et seulement si Dof € Vji1; ot on a posé Do f (v) = f (ax).

qut ont les propriétés suivantes:

(iv) Il existe une fonction 0 € Vy, telle que la suite {0 (. — k)},, est une base

de Riesz de V.

Rappelons la définition de la base de Riesz.[1, 3, 4]
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2.1. Analyse multirésolution de L? (R)

Définition 2.1.2
Une suite {ey},c, d’éléments indépendants d'un espace de Hilbert H, constituent une
base de Riesz de H, si les propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) L’ensemble de combinaisons linéaires finies de {ey},., est dense dans H i.e,

{Zakek, |K| < +o00 et ay € C} (2.1)

keK
est dense dans H.
(13) 1l existe deuz constantes A et B avec B > A > 0, telle que:
pour toute suite finie {a} o, 0N G;
1
2
A(Thr) <

> aper|| <B <Z \ak]2) . (2.2)

keK keK keK
Exemple 2.1.1
La fonction 0 définie par:
( .
0 stx <0
T s10<z<1
0(x) =
2—x s11<zx<2
[ O stx>2

et ses translatées entiéres engendrent ’analyse multirésolution définie par:

fELQ(R)ﬂCO(R),VkEZf/[k M[:Pk

ou Py est un polynome de jieg;é 1
Exemple 2.1.2
Splines de degré 1:
Vo = {fonctions constantes sur R, affines sur [k, k+ 1],Vk € Z}.
Splines de degré n:
Vo = {fonction C"! sur R, polynomiales de degré n sur [k, k+ 1],Vk € Z}.
Shannon:

Vo={f€L*R), [ estdans [1,2]}.

11



2.2. Fonction d’échelle

Définition 2.1.3
Une analyse multirésolution est dite r-réguliere (r € N), si l'on peut choisir la fonction
0 soit r-régquliére 1.e:

YmeN, 4C, >0; VO<k<rVrelR:
0% (@)] < C (14 Ja) ™ (2.3)

Dans toute la suite, on dite analyse multirésolution réquliere si elle est 0-réguliere.

2.2 Fonction d’échelle

Définition 2.2.1
Soit (V;) ez une analyse multirésolution, on appelle fonction d’échelle de (V;),;_, toute

fonction ¢ de Vy telle que {¢ (. — k)},c; est une base orthonormée de V.

Théoréme 2.2.1
Soit ¢ € L*(R), pour que {(p( — k)kez} soit une base orthnormée de l'espace qu’elle
engendre, il faut et il suffit que
e (E+2nm)|2 =1 (2.4)
nez

ot ¢ est la transformée de Fourier de .

Théoréme 2.2.2
Soit {Vj},c, une analyse multirésolution de L% (R), il existe alors deux constantes

c1 > co > 0 telles que l'on ait, pour presque tout £ € R :

o1 < (Z ‘9 €+ 2/{7?))2) " < ¢o. (2.5)

kEZ

On définit ensuite p € L? (R) par:

& =b(¢ <Z(9 £ + 2kn) ) )1/2 (2.6)

kEZ

Alors {¢ (. — k) } .y est une base orthonormée de Vy.voir (1,3, 4]

12



2.2. Fonction d’échelle

Exemple 2.2.1
Fonction d’échelle de la base de Haar:

Soit g(x) = 1y, 1((x), la fonction caractéristique pour Uintervalle [0,1].

4 2(x)

w

fig ¢ (x) : fonction d'échelle de Haar

Proposition 2.2.1

Soit (V}) ;7 une analyse multirésolution et p une fonction d’échelle associée a (V;),; ;-

Alors la suite {ij,k}kez est une base orthonormée de V; ou:
0ix(T) = 2%@ (ij — k:) ) (2.7)

Démonstration.

Pour tout k,m € Z. On a

(Piss Pjm) = /Rngp (22 — k) ¢ (P2 —m)da.

En faisant le changement de variable (y = 27z), il vient:

<%0j,ka Spj,m> = <900,k7900,m> = Ok,m,

d’ou {p;} rez Sont éléments orthonormées de Vj.

D’autre part, Vf € Vj, la fonction Dy-; f € Vj et:

Dysf = /f(2jw)<ﬂ(x—k)dw p(—k),

keZ \ p

13



2.2. Fonction d’échelle

d’ou

Dy Dy f = Z <f7 @j,k> Pik = 1

kEZ
donc {(pjﬁk}kez engendre V.

Par conséquent, la suite {goj k}kez est une base orthonormée de V;. m

Théoréme 2.2.3
Soit ¢ fonction d’échelle associée a une analyse multirésolution (Vj)j ez

Alors, il existe une suite (hy),., telle que:

o) =V2> hp (2 —k). (2.8)

k€EZ

De plus, la suite (hy),., vérifie:

Proposition 2.2.2

D’apreés le théoréme précedent, on déduit que la fonction o vérifie:
/ o (2)dr — 1. (2.9)
R
Proposition 2.2.3
@ (2km) = do , k € Z. (2.10)

Théoréme 2.2.4

Soit (‘/}-)jEZ une analyse multirésolution de L? (R) caractérisée par sa fonction d’échelle

p©=m(5)e(5) weer (2.11)

mo (€) = % > hpe (2.12)

keZ

@, alors:

ol

14



2.2. Fonction d’échelle

Théoréme 2.2.5

Soit (V}) ez une analyse multirésolution de L? (R), alors la fonction mqg vérifie:
Wlo(O) =1
[mo () +|mo (§+ )P =1, VEER, (2.13)
Démonstration.

En utilisant (2.4), (2.11) et que my est 2r—périodique, on obtient que pour
presque tout &,

1= ) (@26 + 2km)|?

KeZ

= ) |mo (§+ k)| 2G (€ + k)
KeZ

= ) mo(§+2km)|? @ (& + 2km)|* + ) |mo (£ + (2¢+ 1) m)|* @ (£ + (2¢ + 1) )| ?
pEZL qEZL

= Jmo (O)1* ) 1® (€ +2pm)|* + Imo (§+m)|* D[ (€ + 7+ 2qm)|?

PEZL qEL

= |mo (&) + |mo (§ + )| >voir [4]

Corollaire 2.2.1
La fonction mg est nule auz points {(2k + 1) 7, k € Z}.

Théoréme 2.2.6
Soit mq une fonction de L227|—_pé7- (R) réguliere, vérifie les propriétés suivantes:
(1) mo (0)] = 1.
(i1) Imo (&) + [mo (§ + m)* = 1, VE € R.
(i11) mo () # 0 sur [-Z,5] .

Pour ¢ définit comme suite:

P =]]mo(27%¢), (2.14)

Jj=1

alors ¢ est une fonction d’échelle d’une analyse multirésolution tel que V; = <{¢jvk}kel>'

15



2.3. Construction des ondelettes

2.3 Construction des ondelettes

Définition 2.3.1

Une fonction ¢ de L? (R) est dite ondelette, si elle vérifie la relation suivante:
/77/1 (x)dz = 0. (2.15)
R

Définition 2.3.2

L’ondelette 1 a N moments nuls si et seulement si:
/x% (r)dr =0, ¥/ =0,1,....N — 1. (2.16)
R

Exemple 2.3.1
Ondelette de Haar

1 si0<x<1/2
V(z)§ —1 sil/2<x<1,

0 autrement

fig ¥ () : ondelette de Haar

16



2.3. Construction des ondelettes

Proposition 2.3.1
Soit (V}) ;o7 une analyse multirésolution régulicre.

On définie ¢ € L* (R) par:

\/_Z Y hiwe (22 — k), (2.17)

ot hy, = (@, 1), la famille {¢ (x — k)},.c; forme une base orthonormée Wy,
ot Wy = VOL dans V.

Théoréme 2.3.1
Etant donnée une analyse multirésolution réguliere. Alors, il existe une ondelette

Y € L? (R) telle que: si l'on introduit les fonctions Y, définies par:
Wy (2) =280 (P — k), j ke,

la famille {%’,ka J k€ Z} est une base orthonormée de L* (R) .

Par conséquent, Vf € L*(R), il existe une unique décomposition:

F=Y distyy, (2.18)

JeZ kel
ot djj = <f, ¢j,k>'

Théoréme 2.3.2
Soit (V) jez Une analyse multirésolution. On a les propriétés suivantes:

(i)Vj € Z, il existe un sous-espace de Vi1 notée W;, tel que:

Vien =V; © W

(i1) L? (R @W
JEZ
(1ii)Vj € Z, on a f € W; si et seulement si Dof € Wj;.

(iv)VfeWyetkeZ, ona f(.—k) e W,.

Théoréme 2.3.3
Soit 1 une ondelette a N moments nuls telle que suppyy C I, I est un intervalle.

AlorsVf € CN (R), il existe une constante C' > 0 telle que:

dip] < C290VH) @ = (f, W) Vi ke (2.19)
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2.3. Construction des ondelettes

Démonstration.

Pour montrer cette majoration il nous suffit d’appliquer la formule de Taylor a la fonction

autour du centre de 'ondelette . ;..
Jisk

Si on a posé xg = %, on trouve que:

N-1 '
1 k L 1
= R GN CRY L ok
flz) = - al (gj) (:p Qj) + /7 (W) (m >
N-1
1 AN , 1 |
- 5 - ) -

Quand on a fait le produit scalaire de f avec 1, ,, la somme de termes polynoémiaux

disparait, et il ne reste que

<f7 ¢j’k> — ﬁ/ﬂgf(zv) (v0) (QJx — k)N 2%1/; (zjx — k;) dx

En faisant le changement de variable (y = 272 — k) on obtient:

(f;0i0) = m/lf(m (y1) ™0 (y) dy.

Sion aposé: [ =|—k, k| k>0, alors:

IN

5% @) w) dy\

IN

Par conséquent

| < o i(N+3)

Y

. N. /55
ou C = %snlﬂj’(m (m)| [
TE
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2.4. Analyse multirésolution de L? (R™)

Exemple 2.3.2
-Ondelette de Daubechies :

Elles ont été construites de telle sorte qu’elles aient le support le plus petit pour un
nombre de moments nuls N. La fonction d’échelle ¢ posséde un support de taille 2N on

notées Doy, en d’autre terme:

/xfzb(x)c& = 0,¥¢=0,...,N — 1. (2.20)
R

suppp C [0,2N — 1]

suppyy C [N +1,N].

2.4 Analyse multirésolution de L? (R")

Définition 2.4.1

Une analyse multirésolution L* (R™) est une suite de sous-espaces fermés (V})jez de
L? (R™) tels que:

(i) V; C Vi, [V =0},

jEZ
(17) U V; est dense dans L* (R™).
jez
(i13) f (z) € V; si et seulement si f (2z) € V;11,Vj € Z.
(iv) f (z) € V} si et seulement si f (x — k) € VoVk € Z"™.
(v)1l existe une fonction 6 € Vy, telle que la suite {0 (. — k)},cpn est une base

de Riesz de V.

Définition 2.4.2
Une analyse multirésolution (V;), ,de L% (R") est r-réguliére (r € N) si la fonction 0 de

la définition ci-dessus satisfaite:
Ym e N, 3C,, >0, Va = (a1, ag, ...... yan) EN" et |a] <r

1090 (2)| < Co (14 |2)™™, Vo € R™. (2.21)
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2.4. Analyse multirésolution de L? (R™)

Théoréme 2.4.1
Etant donnée une analyse multirésolution réguliére (le)jeZ de L? (R) caractérisée par
sa fonction d’échelle .

On définit une suite (V;), ., de maniére suivante:
V) eZ
Vi=V/oV!Vl... ®@ V! (n fois) (2.22)

Alors, (Vj);cq est une analyse multirésolution réguliere de L? (R™) caractérisée par sa

fonction d’échelle ¢, telle que:

Vo = (21,22, e, @) € R, @ (21,900, ) = @ (21) @ (22) o0 () (2.23)

Théoréme 2.4.2
Soit (V}) ;o5 une analyse multirésolution réguliére de L? (R™) telle que sa fonction d’échelle

¢ donnée par la relation (2.23) . Alors, Vj € Z, la suite de fonction {¢j,k}kez7t ou:

bip (2) =20 (P — k), jkeZ (2.24)

est une base orthonormée de V.

Soit (V}),¢; une analyse multirésolution de L*(R™), si 'on note W, le complémontaire

orthogonal de V; dans V1, on a en terme ensembliste:
Vi =V, & Wy,
ce qui peut se traduire sur les opérateurs par la relation:
P =P+ Qj,

ol Q; est 'opérateur de projection orthogonale de L? (R™) sur ;.

De la définition de I’analyse multirésolution on a:

IR = W,

jez
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2.4. Analyse multirésolution de L? (R™)

Théoréme 2.4.3
On définit de méme W; comme le complémentaire orthogonale de V; dans V.

Wy a alors une base orthonormée de la forme:
Y (x—k), 1<e<2"—-1, keZ" (2.25)

Théoréme 2.4.4
Soit ¢ une fonction d’échelle d’une analyse multirésolution de L* (R?)et ¢ ’ondelette

associée. On construit trois ondelettes dans W C L? (R?), pour v = (1, x9):

V(@) = ¢ (21) ¥ (22), (2:26)
U (x) = 9 (21) ¢ (22) (2.27)
VP (2) = o (1) ¥ (22) - (2.28)
pour 1 < k < 3,2 = (11,15) et n = (n1,n3), on pose:
Wk (z) = %w’“ (Il _2j2jn1, = _2].2j"2) , (2.29)

alors la famille d’ondelettes {w;n,win, ?n} . n € Z? est une base orthonormée de VVj2

et {wgl‘,rw w?,n? ¢in}

(j,n) € Z3est une base orthonormée de L* (R?) .woir [3]
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Chapitre 3

Application des ondelettes a la

compression d’images

La transmission et le stockage d’un trés grand nombre d’images numériques impliquent
la manipulation de flux d’information extrémement volumineux si on les conserve sous leur
forme originale. Afin d’améliorer la gestion de ces flux, des techniques de compression de
données ont été adaptées au domaine spécifique de I'image numérique.

Dans le présent chapitre on introduit le théme de la compression d’images fixes de

maniére trés générale.

3.1 Méthode de la compression d’images

L’un des points centraux de la compression de données réside dans ’exploitation des
redondances statistiques du signal considéré. L’image ne déroge pas a ce principe. En effet,
si ’on modélise les données de luminance composant 'image comme une série statistique
bivariée (les deux dimensions correspondent & ’axe horizontal et a 1’axe vertical), il appa-
rait qu’il existe pour les images naturelles une forte structuration des données. Le signal
composant 'image n’est pas assimilable & un bruit blanc composé de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. En particulier il existe une forte corrélation
spatiale entre pixels proches de I'image. L’information est essentiellement contenue dans les

zones de "rupture" statistique (contours, détails non répétitifs). La corrélation entre pixels
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3.2. Définition de I'image

est particulierement élevée dans les zones lisses de I'image, mais elle est également signi-
ficative dans le cas des textures. En effet ce sont ces caractéristiques structurelles qui nous
permettent de discerner les différents types de textures (I’oeil humain reconnait immédiate-
ment du bois, du tissu, de la pierre, ...) et qui les distinguent d’un bruit blanc (visuellement
un bruit blanc serait trés proche de la "neige" observée sur un téléviseur). La premiére
étape d'une méthode de compression d’images consiste donc & choisir un espace adéquat de
représentation de I'image qui tienne compte des structures propres aux images naturelles.
On cherche a décomposer 'image en éléments simples qui constituent des résumés d’énergie
maximale pour un petit nombre de parameétres. Le but est d’obtenir d’une part une descrip-
tion de la tendance générale la plus proche possible de 'image originale pour un nombre
de paramétres fixés et d’autre part une bonne localisation des pics d’énergie locaux les plus
importants visuellement afin de transmettre un nombre réduit de coefficients pertinents.
Ces modes de représentation sont eux-mémes divers : on peut effectuer une transformation
orthogonale de I'image (DCT, ondelettes...). Il s’agit alors d’un simple changement de base
destiné a isoler des composantes de forte énergie. On peut également projeter 'image dans
un espace adapté. On cherche dans ce cas un espace qui soit le plus fidéle possible aux

images classiques c’est a dire qui optimise ’approximation.

3.2 Définition de I’image

L’image est une représentation d’une personne ou d'un objet par la peinture, la sculpture,
le dessin, la photographie, le film, etc. C’est aussi un ensemble structuré d’informations qui

aprés affichage sur I’écran, ont une signification pour 1’oeil humain.

3.2.1 Représentation des images numériques

Une image numérique est une matrice de pixels repérés par leur coordonnées (z,y).
S’il s’agit d’une image couleur, un pixel est codé par 3 composantes (r,g,b) (chacune
comprise au sens large entre 0 et 255), représentant respectivement les "doses" de rouge,

vert et bleu qui caractérisent la couleur du pixel. S’il s’agit d’une image en niveau de gris, il
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3.2. Définition de I'image

est codé par 1 composante comprise au sens large entre 0 et 255, représentant la luminosité

du pixel.

Image originale (a)

Image (a) approximée par I'ondelette de Haar: 50% de coefficients d;;, sont nuls.
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3.2. Définition de I'image

Image (b) approximée par I'ondelette de Daubechies: 65% de coefficients d;;, sont nuls.
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3.2. Définition de I'image

Image (b) approximée par I'ondelette de Daubechies: 90% de coefficients d;;, sont nuls.

Image originale (c)

26



3.2. Définition de I'image

Image (c) approximée par 'ondelette de Haar: 80% de coefficients d;;, sont nuls.

Image originale (d )
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3.2. Définition de I'image

Image (d) approximée par I'ondelette de Daubechies: 93% de coefficients d;;, sont nuls.

Image (d) approximée par I'ondelette de Daubechies: 87% de coefficients d;;, sont nuls.
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conclusion générale

La représentation des images fixes est un des éléments essentiels des applications multi-
médias, comme dans la plupart des systémes de communication.

La manipulation des images pose cependant des problémes beaucoup plus complexes que
celle du texte. En effet, 'image est un objet & deux dimensions, censé représenter un espace
a trois dimensions, ce qui a deux conséquences majeures puisque le volume des données
a traiter est beaucoup plus important et la structure de ces données est nettement plus
complexe.

Il en résulte que la manipulation, le stockage et la représentation de ces données se
heurtent a certaines limitations.

Gréce au traitement d’image par ondelettes, on peut gagner en vitesse lors de la trans-

mission de 'information, et en capacité de stock.
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cette travail étudie I'analyse multirésolution en utilisant les propriétés des
espaces hilbertien et déduire les relations mathématiques utiles dans le
domaine de la compression d'images numériques a‘travers |'étude des

ondelettes.
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This work deals with multiresolution analysis use properties general space
Hlberty. Drive mathematical relationships are important in the field of digital
image.
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