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Introduction générale

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui montrent 1’exis-
tence des solutions dans divers types d’équations. La théorie du point fixe est au coeur de
I’analyse non linéaire car elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorémes d’exis-
tence et d'unicité dans nombreux problemes non linéaires.

La premiere apparition de la théorie du point fixe était a la fin du 19éme siecle par le
mathématicien polonais Banach intitulée, le principe de la contraction. Ce théoreme est
souvent mentionné comme le théoreme du point fixe de Banach qui la énoncé en 1920 dans
le cadre de la résolution des équations intégrales. Il est employé pour trouver des solutions
approximatives et successives et ’existence d’une seule solution des équations notamment
les équations différentielles. Ce théoréme est appliqué dans I'espace métrique complet.

En 1930, Schauder a amélioré et généralisé le probleme de l'existence et de I'unicité de
Brower et insiste sur ’application continue sur un ensemble convexe et compact contraire-
ment a Brower qui étudie seulement la compacité a cause de leur étude qui s’effectue sur la
topologie.

Au cours de 'année 1955, Krasnoselskii a remarqué qu’il existe des difficultés pour I'inté-
grale dans certaines équations différentielles, pour cela il a mélé entre le théoréeme de Banach
et de Schauder, il est basé sur la décomposition de I’application étudiée en deux, I'une est
une contraction et 'autre est continue et compacte. Ce théoreme est tres important pour
trouver la solution de plusieurs équations intégrales ou différentielles. Depuis longtemps,
le théoreme de Krasnoselskii est resté un outil tres efficace dans ’étude de beaucoup de
problemes : il apporte certaines améliorations, telles que la notion de la contraction large

due a Burton. Ce dernier mathématicien a présenté un nouveau théoreme apparu sous le



nom Krasnoselskii-Burton, qui remplace la condition de contraction de Krasnoselskii par
une contraction large.

Récemment, plusieurs mathématiciens ont donné d’autres généralisations au théoreme
de Krasnoselskii ou ils ont remplacé la condition de contraction large par des applications
pseudo-contractive.

Dans ce mémoire, nous presénterons des définitions bien connues, et quelques théoremes
importants du point fixe pour certains types d’applications pseudo-contractive dans I'espace
de Banach.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniére suivante :

Premier chapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions
utilisées tout le long de ce mémoire, comme : les espaces métrique, les espaces complets,
les espaces de Banach, les application contractantes, la compacité, théoreme d’Ascoli

Arzéla certains types d’applications pseudo-contractive et le point fixe.

Deuxiéme chapitre : Ce chapitre est consacré pour la présentation de théoréeme du

point fixe de type pseudo-contractive pour nos applications au troisiéme chapitre.

Troisiéme chapitre : Dans ce chapitre, on va appliquer le théoréme de Krasnoselskii
de type pseudo-contractive pour étudier l’existence et ['unicité de la solution d’une

équation différentielles fractionnaires au sens de Caputo.



Chapitre 1

Notions de base

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théoremes fondamentaux, concer-
nant : les espaces métriques, les espaces complets, les espaces de Banach, les applications
contractantes, la compacité, théoreme d’Ascoli Arzéla et quelques types d’applications

pseudo-contractives.

1.1 Les espaces métriques

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur E est une

application d : E x E — R* vérifiant pour tous x, y et z de E :

1. d(z,y) 2 0 et d(x,y) =0 si et seulement si x =y,

2. d(xz,y) = d(y,x) (symétrique),

3. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Exemple 1.1.1. Soit 6(x,y) = In(1 + d(z,y)), est une distance sur un ensemble non vide
E de R, si d est distance sur E on a :

1. §(z,y) =0 In(l+d(z,y) =0 1+d(z,y) =1 <dz,y) =0z =1y.

2. 6(z,y) =In(1 +d(z,y)) =In(l+d(y,x)) = d(y, x).



3. comme d est une distance, alors

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z2)
& 1+d(x,2) < 14+d(z,y) +d(y, 2)
& 1+d(x,2) <1+d(z,y) +d(y, z) + d(z,y)d(y, 2)
S 1l+d(xz) < (1+d(z,y)(1+d(y, 2))
& in(l+d(z,2) < In(l+d(z,y)(1 + d(y, 2))

< In(l+d(z,2)) <In(l+d(z,y)) +In(l +d(y, z)).

Donc 6(x,z) < d(x,y) + 0(y, z), par conséquent § est une distance.

Exemple 1.1.2. Soit d : R x R — R définie par d(x,y) = |exp(—zx) — exp(—y)|, d est

distance sur R, car pour tous x,y et z € R on a :

d(z,y) = 0 < |exp(—z) — exp(—y)| =0
< exp(—z) — exp(—y) =0
& exp(—z) = exp(—y)

Sr=y

2. d(z,y) = lexp(—x) — exp(—y)| = |exp(—y) — exp(—z)| = d(y,z)
3.

d(z,z) = |exp(—z) — exp(—2)|
= |exp(—x) — exp(—y) + exp(—y) — exp(—2)|
< lexp(—x) — exp(—y)| + [exp(—y) — exp(—2)|
=d(z,y) +d(y, 2).

Définition 1.1.2. On dit que deux distances di, dy sur un ensemble E sont équivalentes

s’il existe deux constantes réelles 5 > o > 0 telles que :

« dl(‘r7y) < d?(xay) < 6 d1<l’,y), pour tous T, Y € E.



Exemple 1.1.3. Soit (d;)1<i<p une famille finie de p distances sur E;, on pose

et on définit sur le produit cartésien E X E deux distances comme suit

D (ZI’J y) = Ssup d(mzayz D2 -T ?J Zd xmyz

1<i<p

pour tous x = (x1,Ta, ..., T,) et y = (y1,Y2, ..., Yn) de E.
On a

sup di(z,yi) < Zd (24, 9:) < p sup di(wi, yi),

1<i<p i—1 1<i<p
donc

Dl(x7y) S Dg(l',y) Sle<x>y>

Alors Dy et Dy sont équivalentes, pour a =1, 3 = p.

Définition 1.1.3. On appelle espace métrique tout ensemble non vide E muni d’une dis-

tance d. Cet espace sera noté par (E,d).

Exemple 1.1.4. L’espace C([0;1],R) est métrique, lorsqu’il est muni d’une des distances

suivantes :
1. di(f,9) = /!f (t)]dt.
2. dolf.9) =/ JoLF(1) — g(t))2dt.
doo(f, g) = max | f(t) — g(t)].

te[0;1]

Définition 1.1.4. Une partie S d’un espace métrique (E,d) est dite bornée s’il existe une
constante L > 0 telle que |z| < L pour tout x € S. Une fonction f est dite bornée si son

image est une partie bornée de E.



1.1.1 Suites dans les espaces métriques

Définition 1.1.5. (La convergence) Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suite

{Zp}nen dans E converge vers un point | € E, si pour tout € > 0 il existe N. € N tel que
d(xp,l) < e, pour tout n > N..
On écrit lim x, =1 ou, x, — .
n—o0

Proposition 1.1.1. Toute suite convergente est bornée.

Preuve. Supposons que la suite {U, },en converge vers [, il existe alors, N. € N tel que
pour tout n € N :

n>N.=|U,—1|<1,

alors, V.n > N, on a

|Un|:|Un_l+l|

<1+ |1},
on a donc, | U, |[< 1+ |1].
Si on pose M =max(| Uy |,| Uy |, ..., | Un.—1 |, 1+ | L ]), il vient, ¥V n € N, | U,, |< M.
Par conséquent, la suite {U, },en est bornée. ]

Définition 1.1.6. (La continuité ) Soient (E,dg) et (F,dp) deur espaces métriques, f

une application de E dans F, et a un point de E. On dit que f est continue en a st :
Ve>0,36>0Ve e FE, dg(x,a) <d=dr(f(x), f(a)) <e.

Si Uapplication f est continue en tout point a de E, on dit qu’elle est continue sur E ou

tout simplement continue.
Proposition 1.1.2. Soient (E,dg) et (F,dr) deur espaces métriques, et f une application
de E dans F. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en un point a € E.

2. Pour toute suite {x,}nen de E converge vers a, la suite {f(x,)}nen converge vers

f(a).



Définition 1.1.7. (La continuité uniforme) Soient (E,dg) et (F,dp) deuz espaces mé-

triques. Une application f : E — F est dite uniformément continue si :

Ve>0,30>0Ve, yekE, dp(v,y) <= dp(f(z), f(y)) <e.

Remarque 1.1.1. [l est clair que la continuité uniforme sur E implique la continuité sur

E. Par contre, la réciproque est fausse.
Exemple 1.1.5. f(z) = z? est continue sur R mais ne pas uniformément continue.
Définition 1.1.8. (Suites de Cauchy) On dit qu’une suite {x,}nen dans un espace mé-
trique (E,d) est de Cauchy si :
Ve>0, IN.e NVnmeN:n>m>N, = dz,,z,) <,
et on écrit
d(zp, Tp)—> 0

n, m — oo.

Exemple 1.1.6. On munit l’espace C([0;1],R) de la distance fondamentale dy et on consi-

deére la suite { f, }nen définie par :

Soit € > 0, pour tout n et m de N*, avec n >m, on a :

L

Wt = [ 1ole) = Fu(o)lds
_ /0*<n_m>d$+/j2<%_ o+ [ (- Lyas

1 m 1 1 1 1
= (=) —(— 20— — —) — _——
()= () 2~ 5y ()
1
B m n
1
< —,
m



1
on prend N, = [—} + 1, on trouve que
€
n>m>N.=d(f,, fm) <Ee.

Proposition 1.1.3. Toute suite convergente d’un espace métrique (E,d) est de Cauchy.

Preuve. Soit {x, },en une suite converge vers [, cela veut dire que

pour tout € > 0, il existe N. tel que V n > N, : d(z,,1) < g,
donc
pour tout n,m > Ne d(x,, ) < d(zn, 1) +d(l, ) < % + % =¢.
2
Par conséquent, {z, },en est une suite de Cauchy. ]

Remarque 1.1.2. [l y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas, par exemple la suite
{1 — },en est de Cauchy dans Uespace | — 1;+1[, mais cette suite est convergente dans R

vers 1 dont 1 ¢] — 1;+1].

1.2 Espaces complets

Définition 1.2.1. On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy

de E est convergente dans E.
Exemple 1.2.1. (RY | .]), (CV,|.]|) sont des espaces complets.

1
Exemple 1.2.2. (QV,| . |) n'est pas complet, on prend par exemple la suite (1 + —)" qui
n

converge vers e mais e € Q.

Remarque 1.2.1. Si E est complet alors tout sous espace fermé de E est complet.

1.3 Convexité

Définition 1.3.1. Un sous-ensemble S de R est dit convexe si pour tout x, y € S et pour
tout A € [0;1], on a
Ax+(1—MNy e S.



Définition 1.3.2. (La fonction convexe) Soit f une fonction de R dans R définie sur
un intervalle I de R. On dit que [ est convexe sur I, si pour tous x, y de I et tout X € [0;1]

on a

FOz+(1=Ny) <Af(z)+ 1=\ F(y).

Exemple 1.3.1. La fonction x — |x| est conveze sur R car si A € [0;1], alors

[ Az + (1 =Ny|<[Ae [+ (A =Ny =]z [+A =N ]y].

1.4 Espaces de Banach

Définition 1.4.1. Un espace vectoriel (E,+,.) est un espace normé si pour tous x, y € S

il existe une fonction continue de E dans R, vérifiant :
1. ||z [|= 0 si et seulement si x = 0, (séparation).
2. | M |l= Mz, e K (K=R ouC), (homogenété).
S Ne+yl<lz|+]yl, (inégalité triangulaire).
Exemple 1.4.1. Soit E = M,(R), si T est dans E, on pose T = (t; ;)1<ij<n alors
| T loo=sup [ti,l,
1<i,j<n

définit une norme sur E.

Exemple 1.4.2. L’espace C([0;1],R) est normé, lorsqu’il est muni d’une des normes sui-

vantes :

1. || f llo= sup |f(t)|. (La norme de la convergence uniforme)
te(0;1]
1
205 = [ 150l
0

3.\ £ lla=+/ fy LF(D)]2dt.

Remarque 1.4.1. Un espace normé est un espace métrique dont la distance est définie par

d(z,y) =z =y



Définition 1.4.2. On dit que deuz normes ||x||1, ||z||2 sur un ensemble E sont équivalentes

s’il existe deux constantes réelles 5 > o > 0 telles que
allz i<z |ZL 8| = |1, pour tout x € E.

Définition 1.4.3. Un espace de Banach est un espace mormé complet pour la distance

associée & sa morme.

Exemple 1.4.3. Soit E = C([a;b],R™) l’espace des fonctions continues de [a;b] dans R™.
L’application
11 B = Ry, f= [ fI] = max [£(2)],

a<t<b
ot | . | est la norme dans R™, définit une norme rendant (E,|| . ||) un espace de Banach.

Exemple 1.4.4. On note ’espace des suites multiples bornées par :

1°(ZN) ={x: ZN — K/ sup | z(k) |< oo},
kezN

et pour tout x € [*°(ZV), on pose
| @ [loo= sup |z(k) |< oo.
kezN

Alors 1°(ZN) muni de la norme || . || est un espace de Banach.

1.4.1 Espaces uniformément convexes

Définition 1.4.4. Soit (E,|| . ||) un espace de Banach. On dit que E est uniformément

conveze si pour tous € € 10;2], il existe § = 0() > 0, tel que pour tous x ety dans Bg
r+y
lz-ylze=l——ll<1-0
Exemple 1.4.5. Les espaces de Hilbert sont espaces uniformément convezes.

Lemme 1.4.1. [7] Un espace de Banach (E, || . ||) est uniformément conveze si et seulement

si|| . ||* est uniformément convexe sur des ensembles convexes bornés, c’est-a-dire pour

chaque r > 0 et e € ]0;2r|, il existe 6 > 0 tel que :
lte+ @ =ty P<t = +@—t) [y [* =1 -1)s,

pour tout t € ]0; 1] et pour tous x, y € rBg avec | x —y ||*> e.

10



1.4.2 Espaces réflexifs

Définition 1.4.5. Un espace de Banach (E,|| . ||) est dit réflexif si l'injection canonique

continue

J(@)(f) :== f(x), pour tout z € E,

est surjective.
Exemple 1.4.6. Les espaces (L, || . ||,), pour 1 < p < oo sont espaces réflexifs.

Théoréme 1.4.1. (Millman) [10] Tout espace de Banach uniformément convexe est ré-

flexif.

1.5 Compacité

Définition 1.5.1. (Les espaces métriques compacts) On dit que (E,d) est un espace
métrique compact si toute suite {x, }nen d’éléments de E admet une suite extraite converge

vers un point de E.

Définition 1.5.2. (Les parties compactes) Une partie S de E est dite compacte si le

sous-espace métrique (S, d) est compact.
Exemple 1.5.1. Toute partie fermeé et bornée de R™ est compacte.

Définition 1.5.3. (Les parties relativement compactes) Une partie S d’un espace

métrique (E,d) est dite relativement compacte si son adhérence est une partie compacte de

E.
Exemple 1.5.2. Les parties relativement compactes de R™ sont les parties bornées.
Exemple 1.5.3. Toute application de rang fini est compacte.

Définition 1.5.4. (Ensemble équicontinu des fonctions) Soit lintervalle I de R et
soit f, une suite de fonctions avec f, : I — RF.
On dit que {f,} est équicontinue si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que si ay, ay € I et

| a1 —ag |[< 6 alors, | fu(ar) — fulaz) |< € pour tout n € N.

11



Théoréme 1.5.1. (Ascoli-Arzéla) [1] Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,d) un
espace métrique. Alors une partie A de C(E, F) est relativement compacte si et seulement

st les deux conditions suivantes sont vérifiées :
o A(x) :={f(z); f € A} est relativement compact dans F' pour tout v € F, et

e A est équicontinu.

Exemple 1.5.4. Soit g : [0;1] x R — R une application continue. Considérons [’équation

intégrale suivante :
t
lt) = [ gls,uls)ds, ¢ [0:1),
0
alors, l'opérateur de Hammerstein

G C([0; 1) = C([0;1])

u — Gu,

tel que

est compact.

Preuve. Supposons 'ensemble A = {g € C([0;1]), ]| ¢ ||< M}. Comme g est continue et

bornée, alors

Gut)| = | / g(s, u(s))ds |
< / | g(s,u(s)) | ds

t
]\/[/ ds =Mt < M, Vte[0;1].
0

IN

Donc, G est borné.
Maintenant on va montrer que G est équicontinue,

pour t1, to € [0;1] on a

| Gu(ty) — Gu(ty) | = | / g(s,u(s)) - / Cg(s,u(s)) | ds

to

< M/ ds
t1

< M‘tQ_tl‘.

12



€

Donc, pour tout & > 0, il existe § < % tel que, pour tous ¢y, ty € [0;1] et | to—t1 |< § alors

| Gu(ty) — Gu(ts) | < M6 <,

d’ou I’équicontinuité de G.

D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, G est compact dans A. O]

1.6 Coercivité

Définition 1.6.1. Une fonction f d’un sous-ensemble non vide S d’un espace de Banach

(E,| . ||) dans R est dite coercive si f(z,) — oo dans S telle que || z, ||— oc.

1.7 Application pseudo-contractive

Définition 1.7.1. (Application Lipschitzienne)[1] On dit qu’une fonction f : (E,dg) —
(F,dp) est de Lipschitz (ou Lipschitzienne) de rapport K > 0 (ou K-Lipschitzienne), si elle
satisfait :

dp(f(2), f(y)) < Kdp(z,y).

Exemple 1.7.1. Soit E C R, on définit lapplication f par :

x
on a pour tout x € Ry
_ ro_ ¥
£ =)l = T

z(1+y) —y(l+2)
(1+2)(1+vy)
rT+xy—y—yx
(1+2)(1+vy)
E
(1+y)(1+x)

< lz—vyl

C’est-a-dire f est lipschitzienne de rapport 1 sur Ry donc, elle l’est aussi sur R.

13



Remarque 1.7.1. [8] 1l est clair que, si f est lipschitzienne alors, f est uniformément

continue mais le contraire n’est pas toujours vrai.

Exemple 1.7.2. L’application x — \/x est uniformément continue sur Ry, mais elle est

non Lipschitzienne.

Définition 1.7.2. (Application contractante) [8] On dit qu’une application f est contrac-

tante si f est lipschitzienne de rapport K, avec 0 < K < 1.

2
Exemple 1.7.3. Soit E = [g, +oo[, muni de la distance usuelle. On définit l’application f
de E dans R par :

2046
f(x)_?)x—i-Q'
Pour tous z, y € F on a
2r+6  2y+6
@) 1w = |5~ s |
_ 14(y — x) |
(B2 +2)(3y +2)
< 14 |
= 16! Y
-
= —|lx—vy]
3 Yy

Donc, [ est une contraction.

Remarque 1.7.2. [8] Toute application contractante est nécessairement lipschitzienne,

continue et en particulier, uniformément continue.

Définition 1.7.3. (Application contractive) Soient (E,d), (F,d’) deuzx espace métrique

et soit f est dite contractive si et seulement si :
pour tous =, y € B, dp(f(z), {(3)) < de(z,y)

Exemple 1.7.4. Soit E =R, F=R et f:R—= R, telle que

f@) =75

14



Pour tout x,y € R on a

f@) =Wl = I5-3]
1
) ]
< |z -yl

Donc, [ est une application contractive.

Définition 1.7.4. (Application non expansive) [10] On dit qu’une application f est

non expansive si f est 1-lipschitzienne, c’est-a-dire

Vo, y € E, dp(f(z), f(y)) < de(z,y).

Exemple 1.7.5. Soit E =R, F =R", on définit 'application f de F dans R par :

1
fla) = 1
Pour tous x,y dans E on a
1 1
|f(z) = fy) = |1+x—m’

| 1(1+y)—1(1+x)
(1+2)(1+vy)

_ y—=x

= | (1+2)(1+y) |

Ex
(1+y)(1+x)

< lz-yl
C’est-a-dire f est non expansive.

Définition 1.7.5. (Application pseudo-contractive) [15] Soit E est un espace de Ba-
nach, S un sous-ensemble de E et f est une application de S dans E. On dit que f est

pseudo-contractive, si pour tous x, y € S etr >0, on a

e =y [I<[[ (T+r)(z—y) —r(f@) = FW) -

Proposition 1.7.1. [10] Toute application non expansive est pseudo-contractive.
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Preuve. Soit f est une application de E dans S. On suppose que f est non expansive.

On a, pour tous x, y € Set r >0:

1A +r)@—y)—r(f(@) = fW) |1Z A +r) [z—yll —r ] fle)=F)
d’autre part on a :

A+r)flz—yll = fx)=fWI = le—yl+rllz—yll =1 fz)=F)
> [z =yl +r[0]
= Jz—yl
Donc, f est pseudo-contractive. Il

Remarque 1.7.3. De ce qui précede, on remarque que si f est non-expansive, alors f est

pseudo-contractive, mais le contraire n’est pas vrai.

Exemple 1.7.6. [2] Soit f:[0;1] — R est défini par :

ol
Nl

flx)=(1—2z3)2, xe€][0;1].

puisque f est strictement décroissante, donc f est pseudo-contractive. Remarquant que

@) - -

(15)% — (12)3]

64
711
64 |43 23|

Done, f n’est pas nonexpansive.

Remarque 1.7.4. (f est une contraction) = (f est non expansive) = (f est pseudo-

contractive).

Définition 1.7.6. (Application accretive) [7] Soient E est un espace de Banach, S un
sous-ensemble de E et [ est une application de S dans E. On dit que [ est accretive si pour

tousx,y e Setr >0, ona

e =yl < [lz—y+r(f(z) = FW)I-
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Exemple 1.7.7. [2] Soit f: E — R une fonction croissante. Alors f est accretive.

Proposition 1.7.2. [7] Soient E est un espace de Banach, S un sous-ensemble de E et f
est une application de S dans E. f est pseudo-contractive si I — f est accretive, ou I désigne

lidentité.

Preuve. Supposons que I — f est accretive, alors on a I — f accretive c’est-a-dire :

Vax,yeSetr>0ona

lz =yl < llz—y+r((I = ) =T =)
<lle—y+rl—fl@)—y+ f)
<A+ 7r)(e —y) —r(f(x) = FW)

Dong, f est pseudo-contractive. O]

1.8 Quelques types des applications pseudo-contractive

Soient X est un espace vectoriel arbitraire réel normé, son dual X* et C' est un sous-
ensemble non vide fermé et convexe de X. On dénote par J I'application de dualité norma-
lisée

J: X — 2% définie par
J(z) = {21 € X*: (w,21) = ||2* = [laa|*}, V2 € X,

ou (-,-) dénote le crochet de dualité.

1.8.1 Application ®—pseudocontractive généralisé
Définition 1.8.1. [16] L’application f : C — X est dite ®—pseudocontractive s’il existe
une fonction ® : [0; +oo[— [0; +o00| vérifiant

1. ® strictement croissante,

2. @ (0) = 0.

telle que
(f(x) = f(y), iz =) < llz = yl* = (|| — yl]). (1.1)
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Remarque 1.8.1. L’application ®—pseudocontractive généralisé est également appelé pseudo-

contractive uniformément.

Définition 1.8.2. (Fortement Pseudo-contractive ) [16] Soient X est un espace de
Banach réel et f : C — X. On dit que l'application f fortement pseudo-contractive s’il existe

k € 0;1[ tel que pour tous z,y € C, il existe j(x —y) € J(x —y) satisfait

(f(@) = f(y).d(z —y)) < (1= K)]z -yl
Définition 1.8.3. [16/ On dit que Uapplication f : C' — X est a—fortement pseudo contrac-
tive s’il existe une fonction « : [0; +oo|— [0; 00| vérifiant :
1. « strictement croissante,
2.« (0) =0.
tel que
VazyeC, 3 jlx—y eJlz—y)

(f(@) = f(y). (= —y) < llz = ylI* — allz —y)]lz -yl

1.8.2 Les relations entre des applications a—fortement pseudo-

contractive et ®—pseudocontractive généralisé

La classe des applications fortement pseudo-contractive est un sous-ensemble de classe

des applications a—fortement pseudo contractive. On prend ®(s) = sa(s) avec
a: [0;400] = [0;400]
(i) « strictement croissante,
(i) «(0) =0.

Proposition 1.8.1. [16] Soient C' un sous-ensemble borné de X et l'application f : C' — X.

f est ®—pseudo contractive généralisé si f est a—fortement pseudo contractive.

Preuve. Suppose que I'application f : C — X est ®—pseudo contractive généralisé c’est a

dire : il existe une fonction @ : [0; +o00[— [0; +-00[ strictement croissante et (0) = 0 tel que

(f(@) = ), iz =) < llw =yl = ([l — yl)), (1)
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pour tout z,y € C' et pour certain j(x —y) € J(z — y).

Puisque C' est borné, il existe une constante M > 0 telle que
lz|| < M pour tout x € C.

Soit a(s) = 51:P(s), puis a : [0; +oo[— [0; +-00[ strictement croissante, a(0) = 0

et sa(s) < ®(s), pour tout s € [0;2M]. Par (1) on a

(f(@) = fW)i@—y) <lz—yl* = 2(lz—yl)

< llz = ylI* = alllz = yIDllz -yl

Donc
(f(z) = f(y),5(x —y)) < |z —yll> — alllz — ylDllz —yl,

pour tout z,y € C et pour certain j(z —y) € J(x — y). Alors, f est a—fortement pseudo

contractive. O

1.9 Point fixe
Définition 1.9.1. [1] On dit que w est un point fize d’une application [ si :

flw) =w.

Exemple 1.9.1. Soit f une application définie de R dans R par :

z(x—1)=0

T ¢t T3

=0 ou z=1.

Alors, f admet deux points fizes dans R.

19



Exemple 1.9.2. Soit g une application définie de R dans R par :

T
g(x) =2+ 5~ arctan .

m T
glx)y=zex+ 5~ arctans = r & 5 arctanz = 0 & — = arctanz.

bo | 3

Ce qui est impossible, car l'application tan n’est pas définie a

bo |

Alors, g n’a pas de point fize dans R.

Définition 1.9.2. [12] On dit qu’un ensemble S d’un espace de Banach a la propriété de

point fixe si toute application continue de S dans S admet un point fize.

Lemme 1.9.1. Soient E et F deux espace métriques. Si E et F' sont homéomorphes (ou
que toute application de E dans F' est bijective, continue et 'image réciproque continue), et

st E a la propriété de point fixe, alors F admet a la propriété de point fixe.

Preuve. Soit h: E — F un homéomorphisme et f : ' — F une application continue.
On définit I'application continue ¢ = hogoh™!: E — E, puisque E a la propriété de point

fixe, il existe un point = € X tel que g(x) = x. Alors, on a

Donc, h(z) est un point fixe de f ]
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Chapitre 2

Quelques théoremes du point fixe

Dans ce chapitre, on va citer quelques théoremes du point fixe pour certains types d’appli-

cations pseudo-contractives, plus précisément les applications fortement pseudo-contractives.

2.1 Théoréme du point fixe dans un espace de Banach

Théoréme 2.1.1. [1]] Soit X un espace de Banach, G un sous-ensemble borné ouvert de

X avec 0 € G, et soit U : G — X une application pseudo-contractive satisfaisant :
(1) U(z) # Az six € OG et A > 1,

(ii) (I — U)(G) est fermé, alors U admet un point fize dans G.
Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.2. (Petryshyn)/[7] Soit C' un sous-ensemble non vide, fermé et conveze de
espace Banach X tel que 0 € C. ConsidéronsT : C — C' est une application ®— condansente,
s’il existe v > 0 tel que Tx # A\x pour tout A > 0 chaque fois x € C, ||z ||=7, alors T a un

point fize dans C'.

Preuve. On choisit r €]0; 1] de telle fagon que 'application rU soit une contractante,

et on défini les applications S et T : G — X telles que

S=1-r)l et T=(I-rU).
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On a T est injectif, T(G) est ouvert, T (G) = T(dG) donc T(G) = T(G).
Puisque rU satisfait (i) et (i) sur G, par le théoreme 2.1.2.
il existe z € G telle que z = rU(x).

Donc 0 = T'(x) € T(G) on obtient, 0 € int(B) ou B =T(G).

Comme U est pseudo-contractive pour chaque z,y € G :

fz—y <[ (A+r)(z—y)—rUx)-U)
< @ —=rU) = (y—rU) I +rllz -y,
<N U =rU)) =T =rU)y) [ +rlz—y .

Ainsi

A=r)fz—yl < T@)-T() |,
ce que implique

I S(x) =S || < | T(x)-T(y) |-

On définit H : B — X par H(z) = ST !(z). Alors si 21,20 € B

| H(z1) = H(z) | = || ST (21) = ST (22) |,
< NTT(20) =TT () |,

= ||21—Z2H-

donc H est non-expansive sur B.
Pour voir que (I — H)(B) est fermé, supposons z, — H(z,) — vy, 2, € B.
Alors

2y — (L=7)T7z,) — v.

Donc
/(1 —71) =T z,) — y/(1 —7).
Y

(1—7)

On pose z = et soit x, = T7!(z,), on a

Ty = T_l(zn) = T(In) =2y = 2p = (ZL‘n - TU<J’7TL))7
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(@0 — U (@) /(1 = 1) — 2 = n — 71U (@) — @0 + 10U (2,) /(1 — 1),
=r(z, — U(zn))/(1 = 1),
= (zn —1U(zn))/(1 = 1) — 2,
= T(wn)/(1 = 1) — 2 —> 2.

Et ainsi

x, —U(x,) — (1—1)z/r,
puisque (I — U)(G) est fermé, il existe x € G tel que
r—U(x)=(1—-r)z/r

donc

l1—r)z=r(z—U(z))=c—rU(x)— (1 —r)z=T(z) — (1 —r)z.
On obtient T'(x)/(1 —r) —x = z, on pose w = T'(z) on a
w/(1—7r) =T w) =z,

donc

w—(1—=r)THw)=(1-r)z=41.

Ainsi w — H(w) =y, alors (I — H)(B) est fermé .
Maintenant, on va montre que H vérifie (i) sur B .

Soit x € OB et on pose H(z) = Az pour A > 1. Alors
T Y(z) = Ax/(1—r).
Puisque T(0G) = 0T(G) donc Ax/(1 —r) € OG on a
z=TM\x/(1-71)),

alors
r=X/(1—r)—rUAz/(1—71)),
C’est a dire

UMe/(1=71))=AN+r—1z/r(1—r1).
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Soit Z = Az /(1 — 1), tel que € G et U(Z) = pz ou
p=A+r—1)/Ar,
mais
p—1=A—=1)(1—-r)/Ar >0,

cela contredit la condition (i) pour U sur 0G.

H satisfait toutes les hypothese de théoreme 2.1.1. sur B, donc il existe y € B tel que

H(y)=y.
On pose x = T,
S(x) =ST™" = H(y) =y = T(x),

donc

(1—=r)z =2z —ru(z),
et onax = U(x). O

Dans la suite on va présenter un théoréme de convergence d’un certain processus d’ité-

ration proposé dans [12], pour une application fortement pseudo-contractive.

Théoréme 2.1.3. Soit X un espace de Banach réflexif, et C' un sous-ensemble conveze,
fermé et non vide de X. Soit T : C — C une application fortement pseudo-contractive,
telle que :

FT)={reC:Trx =2} # 2,

et f:C — C est une contraction, soit (x,) une suite de C telle que :
Tn1 = anf(Tn) + Boln + Sy (2.1)
ou Sy(z) = (1 = d,)x + 6, Tx, définissons une suite z, comme suite
2 =tf(z)+ (1 —1)Spz,

si les suites dans R {an}, {Bn}, {1}, {0n} de ]0;1] et a, + B + Y + 00 = 1, tels que

satisfaisant les conditions suivantes :

(i) lim o, =0, Zan = 00,
n=1

n—aoo
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(i) lim inf$, < lim sup 3, < 1,
n——ao0 n—-:oQ
(117) | Opy1 — On |—> 0 quand n — oo.

Alors, la suite {x,} converge fortement vers un point fize de T .
Pour démontrer ce théoreme, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.1.1. [12] Soit X un espace de Banach réflexif. Supposons que des assertions
sutvantes :
(i) j est uniformément continu sur tout sous-ensemble borné de X,
(i) (x—y,j(x) = i) <z —yl>, Va,yeCl,
(iii) Pour tout sous-ensemble C' de X, il existe c tel que "
c(t

(x —y,j(x) —3(y)) < c||lxr —yl|)pour tousz,y € C, ou ¢ satisfait lim —= = 0.

t—0t+ ¢

Alors, pour tout € > 0 et C' sous-ensemble borné, il existe § > 0 tel que
[tz — (1= t)yl|* < 2t{z,j(y)) + 2te + (1 —2t)[[y]]%,
pour tous x,y € C' et t € [0;4].

Lemme 2.1.2. [12] Soient {x,} et {z,} des suite bornées dans un espace de Banach X et

soit {1,} une suite dans [0;1] avec 0 < lim inf 7, < lim sup7, < 1.
n—oo n—oo

Considérons xn,1 = Thzn + (1 — 7,)Tp, pour tous les entiers n > 0 et

lim sup(||zn+1 — 2nll = [|[Tnt1 — zal|]) < 0. Alors

n—oo
lim ||z, — x| = 0.
n—oo

Lemme 2.1.3. [12] Supposons que {a,} est une suite de nombres réels positifs telle que
An1 S (]- - bn)an + Cn,
ot by, est une suite dans J0; 1] et {c,} est une suite telle que

(i) ibn = 00,
n=1

L Cn N

— < .
(i1) nh_r}]élosup 5 S 0 ou 51 len| < 00
n—=
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Alors

lim a,, = 0.
n—oo

Lemme 2.1.4. [12] Soit X un espace de Banach réflexif, C' est un sous-ensemble convere
fermé non vide de X, S : C — C' est une application non-expansive avec F(S) # 0, et

f:C — C est une contraction . Si {z} est défini par
Zt = tf(Zt) + (1 — t)SZt,
alors {z} converge fortement vers un point z € F(S), ce qui résout l'inégalité variationnelle

(I—f)zj(z=p) >0, Vp €F(S).

Preuve. du théoréme 2.1.3. La preuve sera divisée en quatre étapes.

e Premieére étape : on va montre que S,, est une application non-expansive.
En effet, pour tous z,y € C,enprend 0 <e <k || Te — Ty — (x —y) | -

Par le lemme 2.1.1. on a :

| Shx — Spy ||2 = || 1=+ 0,Tx— (1 -6,y —0,Ty ||2,

< 20,(Tx — Ty, j(z —y)) + 260, + (1= 25,) | = —y |°,

< (1=20) [z =y [ +20u(l 2 =y ||* =K || T = Ty — (x —y) |I*),
+ 2¢,,

< =yl =20k | Tz = Ty — (x — y) ||* +2¢,,

< fz-yl*

on remarque pour chaque n € N, S,x = x si et seulement si Tx = x, donc

F(S,) = F(T). Par 'hypothese F(T') # ¢, alors
F(Sn) # ¢.

e Deuxiéme étape : || z,1 1 — 2, ||— O et || 2, — Spx, [[— 0 quand n — oc.
Puisque C' est un sous ensemble convexe fermé de non vide et borné X, alors x,,, S,,x,

sont borné. D’ou M = sup|| =, — Tx, ||
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A partir de premiere étape, puisque S,, est une application non-expansive, donc par

(2.1) on a

|| Snxn - Sn—lxn—l || - || Snxn - Snxn—l + Snxn—l - Sn—lajn—l ”
(2.2)
< Nl wn = @pga [| +M || 6 = 0na || -
. fo Tyl — Bny,
Maintenant, on définit z,, = #, tel que
L (@) + WmSnn
n - 1 _ Bn )
par (2.1) et (2.2),
o @t f (@) + Y1 St Tat
| 2ni1 =2z [l = | T — 2 || = ||
1- ﬂn-i-l
1 — Bn n+1 n |l
_ H an+1<f(xn+1> - Snxn) + an+15n$n + 7n+15n+1$n+1
1- 5n+1
an(f(xn) - Snxn) + anSnxn + ’ynsnxn
- 1 H - ” Tp+1 — Tpn ”7
- Bn
= | U1 (f (Tny1) — Snp) . an(f(zn) — Snn)
1 - ﬁn-{-l 1 - ﬁn
67% Snxn - In Sn Ty
+ +1 Tn+19n+1Tn41 Son | = || Znss — 2 ||,
1 - /Bn-i-l
(07NN ] (07%
< I Tpi1) — Snp || + Tp) — SpTy
| flanin) = Sut |+ | ) = S |
S et — Suza | = || Taes — 2 |,
11— 671—1—1
Q41 Qn
S T 5 Ty - Snxn + Tpn) — Snxn
| i) = S |+ | ) = S |
+ H Sn41Tns1 — SnTn H - H Tpt1 — Tp Hv
< | Fnin) = Sutn | A | f(n) = Su |
— 1= 06un ! 1 -8,

+ M || dpi1 — 6 || -
Par les hypotheses sur {a,}, {6,}, {d.}, on a

lim sup(|| 2n41 — 20 || = || @nps — 20 [) <0,
n—m-:oo
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en utilisant le lemme 2.1.2. on a
| zn — @y [|[—> 0 quand n — 0,

donc
lm || 2o — 2, [|= lm (1= 05,) || 20 — 2, ||= 0.
N—300 n—>00

On a

Ly — Snxn = Tp — Tp+1 + Lp41 — Snxn = Tp — Tp+1 + Oén(f(mn - Snxn) + Bn(xn - Snxn)a

on obtient
| 0 — S 1< —— | |2 | F () = Su |
Tp — Ondn || > Tp — Tp Tp) — Ondy )
1_ﬁn i 1_ﬁn
donc
lim || Spzn, — 2, ||= 0.
n——oo

e Troisieme étape : On va montrer que

limsup(f(z) — z,j(z, — 2)) < 0.

n—oo

On observe qu’a partir du lemme 2.1.4. il existe des 2, satisfaisant
2z =tf(z) + (1 — t) Sz et z; converge vers un point fixe de S, (F(T') = F(S,)).
Soit z; — z € F(T) = F(S,,), en utilisant 1'égalité

20— @ = (1= 1)(Snze — zn) + ([ (20) — 2a),

et I'inégalité
(Suz = Suy, j(z —y)) < |z =yl

on obtient

Iz = zall® = (1 = ){Snze — @n, (20 — 20)) + ([ (20) = Ta, (2 = 20))),
< (1= 1) ((Snzt — Sutn, 3 (21 — 0)) + (Snn — Tn, j (20 — 0)))
+t((f(2) = 20 5(2 — ) + tllze — 2%,

< llze = @all® + 1180zn — 2alllli(ze — za) | + t((F (2) = 22,5 (2 — 7))
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et donc

H‘Snxn _an
— |l

(f(z) = 21, (xn — 2)) < — @ . (2.3)

Puisque {z:},{z,} et {S,z,} sont bornés et ||z, — S,z,|| — 0, si n — oo dans (2.3)

on a

lim sup( (2¢) — 2, j(zn — 2)) < 0. (2.4)

n—0o0

Puisque {z;} converge fortement vers z, quand ¢t — oo et {z;, — x,,} est borné, et étant
donné que la application de dualité j est uniformément continue sur des sous-ensembles

bornés de X, on obtient

[(F(2) = 2 5(xn = 2)) = (f(20) = 20, 5(2n = 20))| = [(f(2) = 2,5 (20 = 2) = G20 = 20))
+((f(2) = 2) = (f(2) = 20), G (2 — 20))],
< [(f(2) = 2,5(2n — 2) = j(zn — 2))]
+I(f(2) = 2) = (F(z) = 2)[[[en = 2],

— 0 quand t — 0.

Donc, pour tout € > 0, il exist o > 0 tel que pour tout ¢t € |0;0[, et n >0, on a

(f(2) = 2, 5(wn — 2)) < (f(20) = 26,5 (x0 — 2)) + ¢,

par (2.4) on a

limsup(f(z) — z,j(x, — 2)) <limsup(f(z;) — 2z¢, j(xn — 2)) + €

n—oo n—oo

<e.

Donc,

limsup(f(z) — z,j(z, — 2)) < 0.

n—oo
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e Quatriéme étape : On va montre que z,, — z. En effet, a partir de (2.1), on a

1n1 = 217 = an{f(2n) = 2,3 (@ns1 = 2)) + Balzn — 2,5 (Tns1 — 2))

Il s’ensuit que

(S = 223 — 2)
< @l (@) = F(2), Hansr = 2)) + 0l F(2) — 2,1 (s — 2))
+ Ballan = 2l — 2l + Al — 2l — 21,
< (@uat B+ )2 — 2z — 2|
Faulf(2) - 2 3@ - 2),
< 1= (1= a)a]lgllrn — 2P + 3 s — 2
Fan7(2) — 23w — 2),

1—(1—ao)ay,
2

+an(f(2) = 2, 5(Tns1 — 2)).

1
< §||xn+1 _Z||2+ ”xn_'z”2

loner = 21" < [1 = (1 = a)aw] |20 — 2] + 200 (£ (2) = 2,5 (2011 — 2)).

En utilisant le lemme 2.1.4. sur (2.5).

Par conséquent {z,} est convergente vers z .

(i) A est compacte,

(ii) B est une application pseudo-contractive et (I — B)™' : R(I — B) — C emiste et

2.2 Théoréeme du point fixe de type Krasnoselskii

Théoréme 2.2.1. (Schauder) [1] Soit C' un sous-ensemble non vide, convexe et compact
d’un espace de Banach (E,|| . ||) et T : C — C une application continue.

Alors, T posséde un point fize.

Théoréme 2.2.2. [6] Soit C' un sous-ensemble borné, conveze fermé d’un espace de Banach

X et soient A, B : C' — X deux applications continues satisfaisant :

uniformément continu, (R(I — B) c’est-a-dire le rang de (I — B) ).
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(iii) A(C)+ B(C) C C,
Alors il existe © € C' tel que A(x) + B(z) = .

Pour démontrer ce théoreme, on a besoin de corollaire et de la proposition suivants :

Corollaire 2.2.1. [6] Soit C' un sous-ensemble convexe fermé d’un espace X de Banach.
Supposons que F : C —> X est une application pseudo-contractive converge faible vers
lintérieur sur X, tel que

(I-F)'":R(I-F)—C,
est uniformément continu . Alors F' a un point fixe unique dans C'.

Proposition 2.2.1. [5] Soient X, E deuz espaces de Banach, et soit A C X une partie
non vide, Si f € Cp(A,E) et g € Q(E, X) (resp f € Q(A,E) et g € C(E, X)),
alors

gofeQAX),

tel que
Q(FE, X) : l’ensemble des applications compactes définies sur E d valeurs dans X,

et
Cp(AE)={ feC(AE), Y BCA borné = f(B) borné }.
Preuve. Pour chaque y € C fixé, 'application Sy : C' — C' définie par :
8,(x) = Aly) + B(x),

est continue. Ou A est compacte et B est une application pseudo-contractive.
On a
(I—S,) " R(I-S,) — X,

par la condition (ii), l'application (I — S,)~! existe, uniformément continue et injective
(puisque (I —S,) bijective).

Si B est pseudo-contractive, alors

|z =z [I<[[ (1 +7)(x—2) —r(B(z) — B(2)) ||,
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pour tout r > 0, on a

|z =zl < || (t+r)(z—2)—r(Bx) = B() |,
< (A +r)(z —2) = r(Bx) - Aly) + Aly) = B(2)) ||
< (7)) —2) = r((B(x) + Aly)) — (B(2) + Ay)) ||,
= | (T+7)(x = 2) =r(Sy() = Sy(2) |-

Donc S, est pseudo-contractive.

Maintenant, on va prouver que A(C) C R(I — B).

En effet, soit y € C, si B une application pseudo-contractive, par le corollaire 2.2.1. alors
il existe xg € C' tel que

Sy(mo) = o,

alors
A(y) + B(wo) = 20 = A(y) = o — B(xo) = (I — B)(w0),
(I -B)':R(I-B)— X,
donc
A(y) Cc R(I — B).
On a

(I-B)'oA:C—C,

est bien définie et relativement compacte (par la proposition 2.2.1.).

On obtient qu’il existe x € C' tel que
(I = B) o A)(z) ==,

et par conséquent A(z) = (I — B)(z),
Donc

A(x)+ B(x) = .
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, on étudiera un probleme intégro-différentielle fractionnaire avec des
conditions intégrales aux limites dans un espace de Banach et on va appliquer le théoreme
2.2.2. qui a été étudié dans le deuxieme chapitre pour prouver l'existence de la solution

d’une équation intégro-différentielle fractionnaire.

3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette section nous présentons quelques définitions sur la fonction Gamma, la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo, I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et fonction

de Green.

Soit 0 < ¢ < 1 un réel donné. On note par C([a;b], X ) 'espace de Banach des fonctions
continues définies sur l'intervalle [a;b] et muni de la topologie de la convergence uniforme.
Pour [a;b] = [0;1] on pose

C = C([0;1), X),

et on désigne la norme d’'un élément ¢ de C' par

|9 ll=sup{| ¢(t) [ 0 <t <1}

ol | . | est une norme dans X.
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Définition 3.1.1. On appelle fonction Gamma une fonction définie par
+oo
I:z+ / r*te™"dr (R(z) > 0),
0
ol
7,z—l — e(zfl)log(r).
La fonction gamma posséde les propriétés suivantes :
1. T(z+1) =2I(z) (R(2) >0),

2.T(n)=(mn—-1)! (V neN avec 0! =1).

On détermine quelque valeur de la fonction gamma :

+oo
ra = / ot le " du,
0

= [_eix]aroa
= lim ()~ (=),
—0—(-1)=1.

Définition 3.1.2. [9] Soit f : [0;+00[— R une fonction, sa dérivée fractionnaire au sens

de Caputo d’ordre q est définie par

‘DUf(t) = ] /Ot(t —5)" T fM(s)ds, n—1<qg<mn, n=][q+1, (3.1)

I'(n—gq

ou [q] désigne la partie entiére du nombre réel q.

Exemples :

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :
‘DC = 0.

2. La dérivée au sens de Caputo de f : Soit f(t) = (t — a)* et soit ¢ non entier et
0<n—1<gqg<naveck>n—1alors, on a:

T(k+ 1)

O= a0
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d’ou
I'k+1)
Fn—qT'(k—n+1

“DA(t — a)f = [t o

En effectuant le changement de variables 7 = a + s(t — a) on a :

cDi(t — q _ F(k+1) ! _TnqulT_akfn
bt )k_F(n—q)F(k;—n—l—l)/a(t e

B I'(k+1)
S T'(n—qT(k—n+

Sl =af [

_TE+1)Bn—qk—n+1) kg
= T T—gTGh—nD GO

L(k+1D)I'(n—q)T(k—n+1)
I'n—q)l'(k—n+1)I'(k—-qg+1)

 I'(k+1) kg
— m(t —a)" .

Définition 3.1.3. [9] L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre q est définie

par

[f() = F(lq) /0 ; ] f))l_qu, >0, (3.2)

sachant que lintégrale existe.

Lemme 3.1.1. [9] Pour q > 0, la solution générale de l’équation différentielle fractionnaire

°Dix(t) = 0 est donnée par
z(t) = co+ eyt + cot> + -+ cp ", (3.3)
o ¢;eER, i=0,1,2--- n—1 (n=][q]+1).

Définition 3.1.4. (Fonction de Green)
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Soit le probléeme :

L(y) = Bo(t)y" + Pu(t)y" " 4 + Pu(t)y = 0,
Vk<y> = ay(a) + Oélyl (@) +oeeet an—lynfl(a) + By(a) + 51?/(@) + - (3-4)
o Buay N (a) = 0

telle que :

L(y)est une équation différentielle d’ordre n (Py(x) # 0) avec des conditions auz limite :
Vi.(y) = 0, ou les fonctions Py, Py,---, P, sont continues sur [a;b] et les Vi en fonction
de y(a),y (a), - ,y" '(a) étant linéairement indépendant.

Supposons le probléme (3.4) admet la seule solution triviale y(t) = 0.

Done, on appelle fonction de Green du probléeme (3.4) la fonction G(t,s) construit pour

tout s (a < s <b)tel que :

o G(t,s) est continue et posséde des dérivées par rapport t jusqu’a 'ordre (n — 2) sur

Ja; b.
e Sa (n—1) eme. Jerivée par rapport x présente au point t = s une discontinuité de
1
premiere espése le saut ayant la valeur c’est-a-dire ;
Fo(s)
an—l an—l 1
——G(sy,8) — ——G(s,5_) = ——.
g1 5+:8) = G G(s:s-) Py(s)

e Dans chacun des intervalles [a; s, |s;b] la fonction G(t,s) considérée comme fonction

de t est une solution de L(G)=0.

o G(t,s) vérifie des conditions aux limites Vi(G) =0 (k=0,--- ,n).

Exemple 3.1.1. Soit le probléme :
d3y

dzd

y(0) = y(1) = y'(0) =y'(1) = 0.

Construisons la fonction de Green associe a ce probleme. On sait que la solution générale

est donnée par :
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y(r) = ax® + bx + ¢,
on ay(0) =0, donca=b=c=0.

La fonction de Green définie par :

a1(e)x®> + bi(e)r +c1(e), 0<ux<e¢;
G(z,¢e) =
as(e)x® + ba(e)x + o), e<ax <1

(1) la continuité de G au point v = ¢ :
(ax(e) — ar(€))e” + (ba(e) — ba(e))e + (ca(e) — ca(e)).

(2) discontinue au point x = ¢ (de G%) :

2((12(6) — a1(6)) =1= CLQ(E) = ]./2 —f-CLl(E).

D’apres la quatriéme propriété :

(

G(0,e) =0=¢1(e) = 0.
G(l,e) = 0= ay(e) + ba(e) + c2(e) = 0.

G'(0,e) =0 = by(e) = 0.

kG/(l,&T) =0= 2(11(5) + b2(€> =0.

On a

(1/2)e? + ba(e)e + cae) = 0.
b2<€) = —2CL2(€>.

—as(g) + ca(e) = 0.
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—2a5(g)e + co(e) = (—1/2)e?

Le systéeme nous donne
—ag(e) + c2(e) =0

2 2

13
=2 e =5

ca(€)

Calculons ay(e) et as(e) :
2

€
—2e+1)=(-1/2)* = -
we) (=22 +1) = (“1/2)2* = wale) = .
) g2 1 e2-2+1
ay(e) = ——
! de—2 2 4e —2
par conséquent :
—1)2
(Z ;xQ, 0<z<g¢g
Glz,e) = iQ_ 22 €
2
+ e<z<l1

le+20  de—2" Tae—2 =TS
3.2 L’étude d’un probleme intégro-différentielle frac-

tionnaire avec des conditions intégrales aux limites

On considere le probléme suivant :
Da(t) = (1, 2(t), (x) () D<t<l 1<q<2
1 1
az(0) + p2'(0) = / q1(x(s))ds, ax(l)+ pa'(1) = / q2(x(s))ds,
0 0

ou “D est la dérivée fractionnaire de Caputo, et f : [0;1] x X x X — X, et v :
[0;1] % [0; 1] — [0; +00]

(3.5)

u@®=éﬂmﬁ@® (3.6)

qi,q2 - X - X et a>0, >0 sont des nombres réels.

Remarque 3.2.1. par le lemme 3.1.1, nous concluons que l’on a
19°Dx(t) = 2(t) + co + ert + cot® + - + et (3.7)

pour c; €R, 1=0,1,2.--- n—1 (n:[q]—l—l).
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3.2.1 L’existence de la solution de I’équation différentielle frac-

tionnaire

Dans cette section on va prouver I'existence de la solution du probleme (3.5) en utilisant

le théoréme 2.2.2.

Lemme 3.2.1. Pour toutes (,mi,nm2 € C([0;1]) la solution unique du probléme avec des

conditions intégrales aux limites :

cDx(t) = C(t), 0<t<1, 1<q<2

az(0) + p2'(0) = /0 m(s)ds, ax(l)+ f2'(1) = /0 n2(s)ds,

est donnée par

() = /OIG(t, $)C(s)ds + % [(aa — )+ 8) /Olnl(s)ds +(B+ at) /01 m@)ds] (3.9)

Ou G(t,s) est la fonction de Green donnée par

(alt=9)" +(B-al)Q =5 PB-ahU =9 o

al'(q) a?T'(q — 1)
G(t,s) =
(B—at)(1—s)T BB —at)(l—s)i2 '
k al'(q) Ty PRy st 0st<s=<l.

(3.10)

Preuve. Il existe by, by € R, tels que
.T(t) = bl + bgt.
Sait que 19°D9z(t) = x(t), donc en utilisant (3.7), on obtient :

I1°D%(t) = x(t) + by + bot.
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On pose
‘Dix(t) = (1),
alors

Donc

$(t> = IqC(t) — bl — bgt,

par définition

z(t) = /0 %C(s)ds‘ — by — bot, (3.11)
donc . _2
z'(t) = /0 %C(s)ds—bg. (3.12)

Maintenant, passons aux conditions aux limites pour trouver b; et b,

az(0) + B2’'(0) = /o m(s)ds,

1 (3.13)
ax(1) + Ba'(1) = / na(s)ds,

on a
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alors

(

1
—ab; — Bby = d
aby — by /0771(5) S,
(3.13) &

fL-s)! F(1— )12 o
\ a/o () ((s)ds +5/0 Tl 1) C(s)ds — aby — Bby — aby = /0 1 (s)ds.

donc

= o [ = e [Cmons] - s -

i [ -

S a?2l(g—1

Ainsi, la solution unique de (3.5) est

_ [lalt=9 4 (B -t BE-an- 9]
o(t) = /0 { o) T D) ]C( )d
(B-at)(1-s)t BB —at)(l—s)"
+/0 { al’(q) T } (o)s
+ % {(a(l —t)+ ﬁ)/ n(s)ds + (B + at)/o 7]2<S)d8:|
= /0 G(t,s)((s)ds + é {(oz(l —t)+ 6)/0 n(s)ds + (B + at)/o 7]2(8)d8:| :
ou G(t, s) est donnée par (3.10). O

Maintenant, supposons que f : [0;1] x X x X — X est une application continue, bornée
sur un sous-ensemble relativement compact de X et v : [0; 1] x [0; 1] — [0; 4+00] est continu

avec o = max {v(t, s) : tel que (t,s) € [0;1] x [0;1]} et ¢1, ¢2 : X — X sont des fonctions
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continues. De plus, il existe des constantes positives Ly, Lo, L3, L4, My, Ms,

tel que

(A1) F@E(t), (xx)(@) = f(&y(0), ()| < Lallz = yll + Lallxz — xyll,

pour tous t € [0; l]etz,y € X,

(A2) lar(z) =@l < Lsllz —yll, lg2(2) — @)l < Lallz —yl| avee [lgi(2)]] < My,

|lg2(2)|| < M3, pour tous z,y € X,

(Ag) il existe pe L'([0:1R) telle que | f(t,(t), (xa)()]| < n().

pour tout (t,x,xx) € [0;1] x X x X,

(Ls + Ly) < 1, avec

B+ 2« 62+a6]+6+a

(44) (L1 + L) [af(q +1) o?'(q) a?

B+ 2a +62+a6}1'

1
L Lo < —
L =5 Lxr(qm a?T(q)

Théoréme 3.2.1. [9] Sous les conditions (A1) — (A4), le probléme aux limites (3.5) admet

au moins une solution sur [0; 1].

Preuve. On va appliquer le théoreme 2.2.2. pour montrer que le probléme (3.5) a une so-

lution sur [0; 1]. Soit

B+ 2 B+ af a+ B
{Ml (af(q 1) " ar(g) ) + g (Mz+ Ms)| <, (3.14)

et considérons B, = {z € C : ||z|| < r} un sous-ensemble non vide fermé et convexe de

I’espace de Banach X.

42



Définissons des applications A et B dans B, comme suit

(Ax)(t) = ﬁ / (t - )1 F (5, 2(5), (x2)(s))ds,

o) — [ [P SOOI ), (),

+ — -(a(l —t)+ 5)/0 q1(z(s))ds + (B + at)/o qQ(x(s))ds] )
_ (3.15)

Ax+ By € B, :

Pour z,y € B,, on trouve que

2+ 5 f+ap
al'(¢g+1) a?T'(q)

| Az + By < =

lptllos + S5 (M + M) < 7. (3.16)

Alors, Az + By € B,.

B pseudo-contractive :

On va montrer que B est une application pseudo-contractive :

(1—s)"  Bl—s)r?
['(q) " a?l'(q — 1)]

[(B2)(®) — (By)(®)] </ - arl|

< (s, (), (x)(5)) = £(5(s), (ew)(s))llds
‘”ﬁ[/ a1 (2(5)) — a((s))llds

/ laa(a(s)) — aaly >>|rds}

(L1 + 0 La) |z = ylle {W +of (ar(q1+ o aQ?(Q))}
+

+—(L3 + La)llz = ylle-

(3.17)
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Donc

200+ 3 Bz—i-ozﬁl

(B0 - (EOO] < {2+l | 20504 T

a+p

+ 222 00 L0 e e

S M”-CE - yHCa

(3.18)

ol

20+ B2 +ap +
) aF?Q+1)+ aQF(z) + g (L L)

qui ne dépend que des parametres impliqués dans le probleme. Comme M < 1, alors B est

une contraction donc B est une application pseudo-contractive.

A est compacte :

Pour montrer que A est compacte, on va utiliser le théoreme d’Ascoli-Arzela c¢’est-a-dire

on va démontrer que I’ensemble B, est uniformément borné et équicontinue.

La continuité Montrons que A est continue :
f est continu. On considére une suite de fonctions (z,)neny d’éléments de [0; 1],
tel que
lim z, =z, ausens de C([0;1], X),

n—oo
c’est-a-dire

lim sup |z,(t) —xz(t)| = 0.
Jim sup [za(t) = o(0)
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I'(q)
X[ [f (s, zn(s), (xxn)(8)) = f(s,2(s), (xx)(s))l] ds
1 t o1
S F_q) ; (t — S)

par les hypotheses (A;) — (A3) on a

(A () — (Az)(8)] sﬁ / (t — )1 [Lala(s) — 2(s)]
Lol (xza)(5) — (2)(s)] ds,
< / (t— )7 (L |a(s) — 2(5)]

+yoLollzn(s) — x(s)|] ds,

L L t
< MH@@_J:H/ (t—s)qflds,
F(Q) 0

< (L1 + voL2)

t|x,, — z||.
< o e, - a

Par suite
(L1 +0L2)

sup ||(Ax,)(t) — (Ax)(t Ssup[—thnt—xt ,
Sup [[(Az)(t) — (Az)(?)]] i vy [ (t) — (1))

L L

< (L1 +70Ls) sup 4| sup ||z — 2|,
[(g+1) te[0;1] te[0;1]
(L1 + 0L2)

= —F7 sup ||z, — x|,
Ilg+1) e ” |
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c’est-a-dire

(L1 +0L2)
su Ax,) () — (Ax)(t <= sup ||z, — x|
g [(Az, ) (t) — (Az) (1) Mg+D) o | |

Donc,

=00\ te[0;1] te[0;1]

lim (sup I(Az,)(t) — (Aa:)(t)H) < lim (% sup ||xn—m\|> ,

= ———=lim | sup ||z, —z| |,
F(q + 1) n—oo (tE[O;I] H H)

Donc, A est continu.

Uniformément borné : Montrons que A est uniformément borné :

JAz| = ||ﬁ / (t — )7 (s, 2(5)., (x2)(5)) | ds.
1 t -1
< T / (t — )Y £ (5, 2(5), (@) (5))ds]),
™
“I(g+1)

Alors, A est uniformément bornée.

Equicontinue : Montrons que {Az, = € B,} est équicontinue.

Soit t1,ty € [0;1] avec t; <ty et x € B,.
Par (A;), on défini

fmae = sup  ||f(s,x(s), (xx)(s))] tel que Q =10;1] x B, X By,

(t,z,xx)EN
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Donc, pour tout (¢, z, xx) € €2, on obtient :

(Az)(ty) — (Az)(tz)] = |ﬁ / [t — )77 — (11— 8 (5 2(s), (va)(s))ds

+/ “(ty — )0 (s, 2(s))ds].

t1

fma.r
< 2B 9(ty — t) + 11 — tI).
_F(q—1—1)|<2 )7+t —t5]

c’est-a-dire

fmaz q q _ 49
|(Az)(t1) — (Az)(t2)] < mwz—m +11 — 13,

Soit € > 0, un nombre arbitrairement choisi.

fmax 6
3 (51(8) >0 telle que |t1—t2| <51(€) = F(q{»l)(g_tg) < 5,
de méme
3 6y(e) > 0 telle que [t — fa] < Go(e) = —21m (1, _ 1) < £
2 q 1 2 2 F(q—i—l) 2 1 5

Par suite, si on prend

5(5) = min(él(e), 52(5)),

on a

[t — to] < 6(e) = |(Az)(t1) — (Az)(ts)] < <.

On obtient que la famille {Az, = € B,} est équicontinue.

Donc, d’apres le théoreme d’Ascoli-Arzela, A est compacte sur B,.

admet au moins une solution sur [0; 1].
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Exemple 3.2.1. Considérons le probléme :

(., 1 | z | te=(s—1)
Diz(t) = (t+7)21+\x|+/ 9 z(s)ds, te€][0,1], 1<qg<2
(3.19)
x(0)+x’(0):/1 (=) ] x(l)—i—a:/(l):/l 2] ]
\ o bt la(s) | o T+ |x(s) |
O )
1.0 = () (2707):
—(s—t)
1(t8) = 55— ql(x>—5+‘f:'v,, qz(x>—7+‘flc|, a=1 g=1
Soit

st = (e ) (TEr ) + [ Spstohds, ) € 0i1)x [0,

et

t o—(s—1)
)ty = [ gats)as
:/0 v(t, s)z(s)ds.

Soient x,y € Ry et t,s € [0;1].
On a

It = el =1 () (75 ) + [ Syt

R ((t+17>2) (1-@) +/0t 6Igt)y(s)dsll,

1 T Y 1
v (15 = 12 ) + 350 = el

(
(t+7) H(l—l—x)(

< g le =yl + Iat) = xy®] car ¢ € [0;1]

1+ gl ) = @)
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De méme, on a

Et d’autre part

lq1(x) — a1 (y)]|

De méme,

lg2(2) — g2y

Donc, (A;) et (A2) sont satisfaites avec

le— L2:17 Yo =

—(s—t) —(s—t)
€ €
e_(s_t)

e (s

—t)
o) =y,

IN

IN

|z —y|| cartetsel0;1].

x Yy
- H ||7

=l — 2|
T4 T4y

e—1

- L. =
4973
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Alors,

B +2a 52+a’8}+ﬁ+o‘(L3+L4)<1,

(L1 +0L2) [aF(q T 1) a’l(q) 2

<:>£ 3 + 2 <£<1
49 \T'(¢g+1) T(g 35 ’

Le probléme (3.19) admet au moins une solution sur [0,1].
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Conclusion générale

Les application pseudo-contractive jouent un role important dans I’analyse non linéaire,
notamment pour la théorie de point fixe. Ce type de contractivité est plus générale que les ap-
plications non expansives. Récemment, plusieurs auteurs ont utilisé certains type comme les
application pseudo-contractive généralisés et a—pseudo contractive dans I'etude des équa-
tions différentielles ou intégrales.

Notre but principal dans ce mémoire est appliqué le théoreme de Krasnoselskii de type
pseudo-contractive pour prouver l'existence et I'unicité d’une équation différentielle fraction-
naire au sens de Caputo dans ’espace de Banach, pour cela nous avons rappelé définitions
de base, puis nous avons présenté certaines propriétés importantes concernant notre tra-
vail et présenté quelques théoremes de certaines applications pseudo-contractive en mettant

I’accent sur la plus importante qui est celle de Krasnoselskii de type pseudo-contractive.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté un apergu sur les applications pseudo-
contractives, leurs propriétés et réle a établir certains point fixe dans des
espaces de Banach, afin d'appliquer les résultats obtenus pour prouver
I'existence e de la solution d'un probléme aux limites d' équation intégro-
différentielle fractionnaire au sens de Caputo.

Mots clés : point fixe, applications pseudo-contractive, équation intégro-
différentielle fractionnaire au sens de Caputo.

Abstract

In this work, we have presented a overview on pseudo-contractive
mappings, their properties and role to establish some fixed point in Banach
spaces, in order to applied these results in the study of the existence of
solution for a boundary valued problem of fractional integrodifferential
equation in the sense of Caputo.

Keywords : fixed point, pseudo-contractive mappings, a fractional
integrodifferential equation in the sense of Caputo.
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