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 أ‌
 

 المقدمة

 

والذي‌يقدم‌حلولا‌عملية‌‌،يعتبر‌فرع‌التحليل‌من‌الفروع‌الهامة‌في‌الرياضيات‌الحديثة
‌لكثير‌من‌المسائل‌المطروحة‌في‌مختلف‌التخصصات‌التقنية.

‌أهم‌ومن ‌يعد ‌الذي ‌التكامل ‌التخصص‌مفهوم ‌هذا ‌في ‌المستعملة ‌الأدوات ‌أهم فروع‌‌بين
ويساهم‌مساهمة‌فعاله‌‌،يلعب‌دورا‌رئيسيا‌في‌تطوير‌الرياضيات‌،و‌التطبيقية‌الرياضيات‌البحتة

على‌إنسان‌هذا‌العصر‌في‌ميادين‌شتى‌كالطب‌والفيزياء‌والكيمياء‌‌في‌حل‌المسائل‌المطروحة
‌.....إلخ‌والهندسة

أن‌‌ارتئيناوقد‌‌-‌التكاملات الثنائية و الثلاثية –ننوي‌في‌هذه‌المذكرة‌تقديم‌بحث‌حول‌
‌التكاملات ‌عن ‌تاريخية ‌لمحة ‌الزمن‌،نقدم ‌وتطور‌عبر ‌العهد ‌قديم ‌المفهوم ‌لكون‌هذا ‌،ونظرا

‌المعرفي ‌الجانب ‌يخدم ‌التاريخي ‌الجانب ‌كتب‌‌،ولأن ‌معظم ‌تغفله ‌التاريخي ‌الجانب ‌أن إلا
‌.الرياضيات‌

‌المذكرة ‌هذه ‌نقدم ‌أن ‌الصعوبات‌ويسعدنا ‌‌‌لحل ‌نواجهها ‌التكاملات‌التي ‌حساب في
‌‌.ثنائية‌و‌الثلاثيةال

‌‌تحتوي‌هذه‌المذكرة‌على‌ثلاثة‌فصول‌

‌إلى‌:الفصل الأول كما‌‌،ساسية‌للتكاملاتمجموعة‌من‌التعاريف‌و‌المفاهيم‌الأ‌تطرقنا
‌وكما‌تطرقنا‌إلى‌تعريف‌المصفوفة‌اليعقوبية‌.‌،للتكاملات‌المحدودةتناولنا‌أيضا‌المبادئ‌الأولية‌

‌‌:الفصل الثاني ‌فقد ‌الثنائية‌شمل ‌التكاملات ‌حساب ‌في ‌النظريات بعض‌التعاريف‌و
‌تعريف‌مساحة‌السطحوكذلك‌‌،والثلاثية ‌درس‌في‌‌،قدمنا ومن‌بين‌المفاهيم‌التي‌لا‌يخلو‌منها

‌ي‌يعتبر‌أداة‌فعّاله‌‌في‌تسهيل‌حساب‌التكامل.هي‌طريقة‌تغيير‌المتغير‌الذالتكاملات‌

‌إلى‌دراسة‌تطبيقات‌التكاملات‌المضاعفة‌)الثنائية‌و‌الثلاثية(‌الث: الفصل الث تعرضنا
‌ومراكز‌ ‌الكتل ‌وكذلك ‌الحجوم ‌و ‌المساحات ‌كحساب ‌المجالات ‌من ‌وغيرها ‌الفيزياء في

‌‌العزوم...إلخ‌

‌
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 ةيـــاريخـــت ةبذـــــن

 

ومن بين فروع هذه العلوم  ،جدا قديمةمنذ عصور  لاشك أن الكثير من العلوم الرياضية ظهرت بوادرها

وكان ذلك عندما  حاول علماء  ،لإغريقيةاالحضارة  ازدهارأن التكامل ظهر في زمن  اعتقادفهناك  ،التكامل

بطرق تشبه  إلى حد كبير طرق  ة،لأسطواناالحجوم مثل مساحة الدائرة وحجم  إيجاد بعض المساحات و لإغريق

 في زماننا هذا. المستخدمةالتكامل 

بعض الحالات  في  كلير وديكارت ابتكروقد  ،قبل القرن السابع عشر أما التفاضل والتكامل لم ينمو

كانت اهتماماتهم  عشر الميلاديبداية القرن السابع  ‌في‌ءالعلما أن  حقيقةالو ،الوقت هذاالخاصة للتكامل في 

من  بقية  أما  ،وهذا راجع لعدم وضع التفاضل والتكامل في إطار واحد كعلم متكامل ،أكثر بالتكامل من التفاضل

 وضع الرموز ويعتبر ليبنز هو أول من ،التفاضل والتكامل كعلم واحد فهو بدون شك نيوتن وليبنز اءفي بن أبد

 . الخاصة بالتفاضل والتكامل

 وفي  ،م في الميكانيك والفلكاإستخد لها عملية كبيرة فيالتفاضل والتكامل  ن إ ،وفي القرن الثامن عشر

 . جزئيلقرن قدم أويلر مفهوم التكامل الهذا انفس 

أما في القرن التاسع عشر فقد وضع للتفاضل والتكامل المفهوم الرياضي المجرد والمعتمد أساسا على 

 . عالم كوشيللويرجع الفضل في ذلك    ،ةمفهوم الدال

ن الرياضيين انشغلوا منذ القدم بحساب المساحات لأوهذا  ،أن التكامل  ظهر قبل التفاضليمكن ملاحظة 

  التكامل ومن أهم فوائده حساب المساحات والحجوم ونحن نعرف أن ،والحجوم

بدأ بأفكار ومفاهيم بسيطة ثم  ،أيضا يمكن ملاحظة أن التفاضل والتكامل مثله مثل باقية العلوم الرياضية

 . حتي  إستطاع  عدد من العلماء وضعه في إطار صحيح ومقبول  بدأ ينموا

على العلماء حتي يبحثوا عن التفاضل والتكامل فمثل ما قلت أن التفاضل والتكامل أول  ىستعصاأما ما 

بل كان عبارة  عن مجموعة من القوانين والطرق تستخدم لحل بعض المشاكل  ،ما ظهر لم يكن بشكله الحالي

 . حتي أخذ شكله الحالي ،الحجوم الرياضية مثل: حساب المساحات و

ونه ويستخدم التكامل في حلها وبد ،ةكثيرالعلوم الثلا من التطبيقات المهمة في والمعادلات التفاضلية م

 يستحيل حلها.

أودعنا نقول بعض المساحات أوجدت قبل  ،فطبعا المساحات  ،وبالنسبة للمساحات هل وجدت  قبل أو بعد التكامل

 .حجوم بل كما قلت التكامل في بدايته كان أساسا عبارة عن قوانين  لمساحات و ،التكامل

تحت المنحني على فترة التكامل   عالم ريمان هو أول من أثبت أن التكامل)محدود( هو عبارة عن المساحة  أما

 . المساحات هو إلا مجموع هذه وذلك عندما قسم المساحة لمستطيلات متناهية الصغر ثم بين أن التكامل ما



 
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 مفاهيم أساسية                                                                                الفصل الاول   
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إلى عدة مفاهيم أساسية حول ما يتعلق بالتكامل المحدود وخواصه والتوابع  تطرقسنفي هذا الفصل 
  .......إلخلعددية وبعض طرق التكامل وقابلية المفاضلة.ا

 تكامل ريمان  1.1

ليكن  baI , مجالا منIR  ولتكنIRIf :  .دالة محدودة 

  :[1]تعريف  1.1.1

ليكن    baI ,  مجالا منIR ولتكن ، baaaaad nn  ، ولتكنIتقسيمة للمجال  210.....

IRIf : ةدودالة محد. 

نهاية مجموع ريمان إذا كانت     ii

n

i

in aacfcdfR  





 1

1

0

متتالية  باختيارولا تتعلق  موجودة ,,

التقسيمات   *INnnd
 بـ الممثلة جملة النقاط واختيار 

1,....,0 


niicc  فإننا نقول إن التابع f يقبل

 :  وتكامل  ريمان لهذا التابع هو  بمفهوم ريمان Iالمكاملة على المجال 

                  (1.1    )   dxxfcdfR
b

a
n

n 
,,lim

 

 التكامل المحدّد  2.1

 :[3]تعريف  1.2.1

 المجال دالة معّرفة علىfإذا كانت ba,  حيثba   ّهو: المجال هذا د علىفإن التكامل المحد                   

 
 

 





n

i

ii

b

a

xxfdxxf
i 1

0max
lim 

 بشرط وجود النهاية 

  : [10] دالتفسير الهندسي للتكامل المحدّ  2.2.1

د عرف التكامل المحدّ ن فإننا 0fإذا كان       dxxf

b

a

  بأنه المساحة الواقعة تحت المنحني

 xfy  وفوق المحور OX  المتوازيين  بالمستقيميند ووالمحدax  و bx  موضح كما هو 

 - (1.1)- ي الشكلـــــــــــف
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 -1.1-الشكل 

  دالتكامل المحدّ  خواص  3.2.1

على المجال  مستمرتين دالتين g وf كانت إذا       ba,  وكانت bxa  :فإن الخواص التالية محققة 

                                  نعكاسية الخاصية الإ (1  0 dxxf

a

a

 

تناظرية ال الخاصية(2
                             

   dxxfdxxf

a

b

b

a

  

                   الجمعيةالخاصية  (3
  

       

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf 

      خاصية الضرب في الثوابت         (4   dxxfdxxfIR

b

a

b

a

   : 

                             1لعلاقة شا (5
 

     dxxfdxxfdxxf

b

c

c

a

b

a

   

كانت  إذا (6  0xf نفإ :                          0 dxxf

b

a

 

كانت  إذا (7   xgxf نفإ:                         

b

a

b

a

xgxf 

8                                            )    dxxfdxxf

b

a

b

a

  

 

 

                                                           
درس في .1880وتوفي في الثامن عشر من ديسمبر عام  1793عالم رياضيات فرنسي ولد في الخامس عشر من نوفمبر عام  :ميشال فوريال شال 1

  .باريسفي  المدرسة المتعددة التقنيات

http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%AF%D8%B1%D8%B3%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%AA%D8%B9%D8%AF%D8%AF%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D8%AA%D9%82%D9%86%D9%8A%D8%A7%D8%AA
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%AF%D8%B1%D8%B3%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%AA%D8%B9%D8%AF%D8%AF%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D8%AA%D9%82%D9%86%D9%8A%D8%A7%D8%AA
http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D8%A7%D8%B1%D9%8A%D8%B3
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 التوابع العددية المعرفة على مجموعات محدودة 3.1

 :تعريف 1.3.1

منطقة مغلقة من  Pولتكن  IRنحو  Xتابعا من  fوليكن  ,nIRمجموعة محدودة من Xلتكن        
nIR   حيثPX   وpf المجموعة هو التابع المعرف  علىP كمايلى :                                  

                                 
 














XPx

Xxxf

xf p

0
         

 Xعلى  fيكون التكامل عندئذPعلى ةلمللمكا ةقابل pfإذا كانت Xعلى ةلمللمكا ة قابل fنقول إن

 :      ونكتب  Pعلى  Pfتكامل ي ساوي   dxxfdxxf
P

P

X

  

 التوابع ذات حامل متراص  2.3.1

    تعريف : 1.2.3.1

 المجموعة fمتراص نسمي حامل IRنحو nIRتابعا عدديا من fليكن     0:sup  xfIRxpf n
 

 .ذو حامل متراص f نقول أن عندئذمتراصا pfsup إذا كان

 .pfsupبــ  fحيث نرمز لحامل

 : 2.2.3.1 نظرية

IRIRfتابعا عددياf ليكن    n :  يكون حامل f متراصا إذا وفقط إذا وجدت مجموعة

التابع معدوم أي  يكون لدينا Xبإستثناء   nIRمن xبحيث من أجل كل عنصر nIRفي  محتواة Xمتراصة
 أن:

 

  XIRxxf n \0  

 التكامللحساب طرق ال بعض 4.1

  : [1] التكامل بالتجزئة 1.4.1

التكامل  نفإ Iنقطتين من bو aوكانت  ،Iعلى المجال 1Cف من الصن تابعين gوfكان إذا

 التالي :يكون ك

         (1.2 )                       

b

a

b

a

b

a
dxxgxfxgxfdxxgxf '' 
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 .على الترتيب g'وf'وال أصلية للدّ توابع  gو fحيث 

  :تغيير المتغير  2.4.1

 : 1.2.4.1 نظرية     

على المجال  1Cتابعا من الصنف   u وليكن ،bوaيشمل العددين  Jتابعا مستمرا على المجال fليكن  

I  يشمل  و   بحيث يحقق   au   و  bu . 

نفرض أنه من أجل كل    x و  Jxu  : عندئذ العلاقة التالية 

                  (1.3)                      
b

a

dxxuxufdttf





' 

  [3 ]ر المرجع ظأن البرهان

  :1 مثال

 لحساب علاقة التكامل  
e

xdxx
1

ln. 

 : بوضع ،نستعمل التكامل بالتجزئة  

       
 

 

 

 






















x
xg

x
xf

xxg

xxf

1
'

2

ln

'

2

 

 :أن نجد (1.2)علاقة حسب ال

dx
x

x
x

x
xdxx

eee
1

2
ln

2
ln

1

2

1

2

1

 







 

                                                 


e

xdx
e

1

2

2

1

2
              

                                               

e

xe

1

22

22

1

2










 
 

                                                           4

12 


e
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 التوابع الحقيقية ذات عدة متغيرات   5.1

  :  تعريف 1.5.1

  لتكن مجموعة من النقاط   nixD i ,1,   فيnIR، اوحيد اعددب سمي التطبيق الذي يرفق ن 

Z  فيلكل نقط D  من بالتابعD إلى IR. 

IRIRDfالتطبيق  نعبّر عن n : المعرف بـ:   zxxxf n ,....,,    .Zنه صورة على أ 21

 :أمثلة 

1  )   yxxyyxf  2, 

2  )  zyxzyxg 2sincos,,  

 المسافة والنظيم 6.1

 :المسافة تعريف 1.6.1

كل تطبيق  Eعلى مجموعة غير خالية  مسافةنسمى        IREEd  :ويتقيد بالشروط التالية :

   1..................0, yxyxd    (1 

        xydyxdEyx ,;;,   (2 

     zydyxdzxdEzyx ,,,;,,   (3  

سمي الزوج ن dE, متريا افضاء. 

 ملاحظة 

بالنسبة للعلاقة  1 نميز حالتين: 

yxحالة في  (1  فإن:    0, xxd      

yxفي حالة  (2  فإن:    Eyxyxd  ,,0   

 :النظيم تعريف 2.6.1

كل تطبيق  Eنسمي نظيم على   ,0: E يحقق الخواص التالية : 

  00  xx  (1 

   xxIREx   :; (2 

     yxyxEyx   :, (3 



 مفاهيم أساسية                                                                                الفصل الاول   
 

9 
 

 رمز ن  xx  يم نظلنسمي اx.   

يسمى الزوج و .,E  نظيميافضاء. 

 ستمرارالإو النهاية 7.1

 :[1]النهاية  تعريف 1.7.1

IRIRIfلتكن  :  ّالة معرفة على مجال مفتوح دI،  ولتكنIa. 

ق:إذا تحقaعند النقطة Cنها تملك نهاية منتهية أ fنقول عن  Cxf
ax




lim  

                :أنأي     Cxfax:0,0
 

  :  [5]النهاياتخاصية  1.1.7.1

كانت  إذا  1lim bxf
ax




وكانت     2lim bxg
ax




 :نفإ  

         (1.4)     21lim bbxgxf
ax




 

  :[1]  ستمراريةالإ تعريف 2.7.1

نقول عن التابع  xf ه مستمر في نقطة أنax   حقق الشروط التاليةإذا : 

1)   Ia  حيثI مجال تعريف التابع  

2)
   

 xf
ax

lim موجودة 

3)     afxf
ax




lim 

 قابلية المفاضلة  8.1

  :[2]تعريف  1.8.1

pnنقول عن تطبيق  IRIRUf : معرّف على المفتوحU الغير خالي أنه يقبل المفاضلة عند

، إذا وجد تطبيق خطي ومستمرUaالنقطة  pn

a IRIRLg , :  يحقق العلاقة التالية 

                   (1.5)       hohgafhaf a  

حيث  ho  عنصر منpIR          :يحقق
 

0
0




n

n

IR

IR

h h

ho
Lim
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الجداء الشعاعي 9.1 

 
  : [8] تعريف 1.9.1

للشعاعين  الجداء الشعاعي  


FG, هو الشعاع 


GF  الأضلاعالذي طويلته تساوي مساحة متوازي 

ة يبقاعدة ثلاث واتجاهه معطى الأضلاعومنحناه مطابق للناظم لسطح متوازي  ،المتشكل من هذين الشعاعين
 : التالية صابع لليد اليمنى و طويلته تعطى بالعلاقةالأ

                     











GFGFGF ,sin(1.6) 

 :التالية  يمكن صياغة الجداء الشعاعي بواسطة مركبات الشعاعين

ZYX

ZYX

GGG

FFF

kJi

GF







 

  الشعاعية بعض التوابع  10.1

  :[6] التدرج تعريف 1.10.1

3IRDحيث Dتابعا عدديا مستمرا في المنطقة  ليكن  . 

 : الذي يرمز له بـ نعرف تدرج التابع العددي


grad :كمايلي 
















 k

z
j

y
i

x
grad


. 

  :[6] التفرق)التباعد( تعريف  2.10.1

لى المستقيم المتعامد إترمز  nوSدة بالسطح المغلق محدّ  أبعادة يفي ثلاث Q المنطقة إننفرض 

عند النقطة  Sالخارجي على السطح   3,, IRzyx ، كانت  إذاF  دالة متجهة ومشتقاتها الجزئية مستمرة

 :العلاقة  نإف Qعلى المنطقة 

               

(1.7)   


QS Q

divFdvvdFdnF ..  

 عنصر المساحة السطحية. إلىترمز   dنأحيث  

  :[6] الدوران تعريف 3.10.1

D تابعا شعاعيا مستمرا على منطقة  Vليكن  3IRD  

       


 kzyxVjzyxVizyxVzyxV ,,,,,,,, 321 
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VRot الذي يرمز له بـV ف دوران التابع الشعاعينعرّ 


 : كمايلي




































kVjViV
z

k
y

j
x

iVRot 321 

      
321 VVV

zyx

kji
















                   

           :  ذنإ























































 k

y

V

x

V
j

x

V

z

V
i

z

V

y

V
VRot 123123

 

 nIR بعض أنواع الإحداثيات في 11.1

  3nنقتصر الدراسة على     

  : [11] الإحداثيات القطبية 1.11.1

في المستوي بزوج مرتب  Mهو نظام إحداثي يتم فيه تعيين نقطة  ,r  وكل زوج ,r  يقابل

 .Mنقطة وحيدة 

فهي الزاوية الموجبة التي نحصل عليها من   نسميها القطب  Oعن نقطة ثابتة )مختارة( Mبعد rتمثل 
 دوران محور ثابت OX(1.2)-القطبي بالإتجاه الموجب الشكل  رالمحو نسميه- 

بحيثOM لينطبق على 20  ، . 0r 
ة بوحد وقياس  dبوحدة طول مناسبة rويتم قياس

 اديان .تكون بالر اوهي غالبا م زوايا
 

 نتقال من الإحداثيات القطبية إلى الديكارتية الإ أما

              :فتكون كالتالي












sin

cos

ry

rx

   

 
 

 -2.1-الشكل 
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 : [11]الإحداثيات الكروية  3.11.1

فيه بثلاثي مرتب من الأعداد  Mيتم تعيين النقطة  ,,r يها الإحداثيات الكروية لها حيث التي نسمr هو

 إلى الزاوية المقاسة من المحور  ، وترمزOعنMبعد  OZإلى المستقيم OM،  وكما نرمز إلى 

 نها الزاوية القطبية .إعلى 

ولكي يكون التمثيل المعاكس   Mr  وحيدا  ,,
فلا بد أن    )أي أن الثلاثي المرتب يقابل نقطة وحيدة(

 يتحقق مايلي: 

  20,0,0 r    
 الإحداثيات نتقال من الإحداثيات الكروية إلى لإأما ا

   التالية : لديكارتية يتم وفق  العلاقاتا

 
 -4.1-الشكل                         

 
 

 المصفوفة اليعقوبية 12.1

 :   [12] تعريف 1.12.1

VUوليكن  nIR مفتوحين من Vو Uليكن          :  تفاتشاكل. 

 :  [11]الإحداثيات الاسطوانية 2.11.1
 
على المستوي Mمسقط النقطة  M'ذا عينا إ XOY 

تقابل الثلاثي المرتب  Mقطبيا فإن النقطة  zr ,,  الذي

 .Mللنقطة الإحداثيات الاسطوانية نسميه 

وبالعكس فإن كل ثلاثية  zr ,,  تعين نقطة في الفضاء
 الثلاثي البعد.

لى الديكارتية يكون إسطوانية حداثيات الإالانتقال من الإأما 
 : كالتالي















ZZ

rY

rX





sin

cos

 

            

 
 -3.1-الشكل 





















cos

cossin

cossin

rZ

rY

rX
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 نرمز بـ          xJ 
 .x عند  للمصفوفة اليعقوبية للتابع

 
 

    njnix
x

x
xxxD

D
xJ

jij

i

n

n ,1,1
,...,,

,...,,
:

,21

21 




















 

IRVإذا كان  : f تابعا قابلا للمكاملة علىV . 

وكان التابع    
     

    xJxfxJfg   det:det   

 .Uقابلا للمكاملة على   

 :نإف         
UV

dxJxfdyyf  det                        

 

 

  

  






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وتشمل التكاملات , طبيقيةوالت ةفي الرياضيات البحت ةالمضاعفة من المواضيع المهم   التكاملات        
ويتمركز هذا  ،ةيعقوبيالكالإحداثيات القطبية والمصفوفة  وبعض التعاريف والنظرياتوالثلاثية الثنائية 

 .اموخواصه لثنائية والثلاثيةاحساب التكاملات كيفية الفصل حول 

 ت  النااية التكاملا 1.2

تعرةف 1.1.2 13: 

ىمنطقة مغلقة من مستو Dلتكن XOYمحدود بمنحنيL،  وليكن yxfZ , تابعا مستمرا معرفا على

 .Dالمنطقة المغلقة

nDDDمنطقة جزئيةn  إلىDالمنطقة لنقسم ,.....,, nSSSمساحاتها ،21  ,......,, والتي على الترتيب 21

 .Dتسمى كلا منها منطقة جزئية من 

 

 
 

 -.21-الشكل
 

iS، لنأخذ في كل منطقة جزئية ni ,....,1  نقطةiP  إذا كانت داخلiS فنحصل  ،أو على محيطها

nPPPنقاطالعلى مجموعة  ,......,, 21. 

)(بالرمز iPعند كل نقطةZلنرمز لقيمة  iPf ولنجمع المقادير  ii Spf ،  ni ,,...1 أن فنجد: 

 

 (2.1)nnn SPfSPfSPfV  )(......)()( 2211 

                                               :أي أن 



n

i

iin SPfV
1

)(

 
 

iiفإنن كإل حإد  Dعلى0fتإذا كان SPf )( قائمإة قاعإدتها  أسإطوانةعتبإار  هندسإيا كحجإم إيمكإنiS

)(رتفاعهاإو iPfإذن المجموع  -(1.2)-الشكلر نظأnV  سطوانات الجزئية.حجوم الأيمثل مجموع 

 

2.1.2 اظرة  11: 
  

إذا كان  -1 yxfZ , تابعا مستمرا معرفا على منطقة مغلقةD فنن المتتالية 
INnnV


فة في المعر  

إن هذ  النهاية  ،nلماإلى الصفر  iSتؤول عندما محدودةتؤول إلى نهاية  التعريف السابق 

D  X 
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نختار بها النقاط  الطريقة التيو ،iSإلى مناطق جزئيةD   مستقلة عن الطريقة التي تجزأ بها المنطقة

iP  فيiS، نهاية المتتالية تسمىو 
INnnV


بالتكامل الثنائي للتابع   yxf  .Dعلى المنطقة ,

ونرمز له بالرمز 
D

dsyxf أو ),(
D

dxdyyxf                                                          :أي أن),(

                     (2.2)         i

n

i

i
n

D

SPfLimdSyxf  



1

, 

 .تدعى بساحة التكامل Dحيث

إذا كان -2  0, yxf  لـفنن التكامل الثنائي yxf  المحدود Q  حجم المجسم تسمى D ساحةعلى ,

بالسطح yxfZ ,يالمستوو XOY  أي أن 0z  والسطح الأسطواني الذي مولداته توازي OZ 

 .D ودليله محيط المنطقة

 اظرة  فوبةاي  83.1.2:  

 حيثDساحة الة مستمرة علىد   fلتكن   dcbaD ,; فنن: 

                    (2.3)            


















D

b

a

d

c

b

a

d

c

dydxyxfdxdyyxfdxdyyxf ,,, 

:نالبرها
 

:                                      أن نضع     AdydtytfxG

d

c

x

a

  












 , 

                        

     BdtdyytfxH

x

a

d

c

  












 ,   

التطبيق  أن حيث 
d

c

dyytft , نإذ ،رمستمHهي تهااومشتق للإشتقاق ةقابل    
b

a

dyyxfxH ,'. 

لدينا التابع ,جهة أخرىومن    
x

a

dtyxfyx ,,    مستمرة علىالة د D وتقبل إشتقاقات جزئية بالنسبة

والمشتقة  xلـ   yxfyx
x

,, 



 D مستمرة علىفهي   

  تعطى بالعلاقة Gالتابع  مشتق      




d

c

d

c

dyyxfdyyx
x

xG ,,'


        

'' أي أن GH    فنننا نجد    0 aGaHأن نستنتج ومنه    bHbG  

: نستنتج المساواة (2( و)1من )إذن  
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      


























b

a

d

c

b

a

d

c

dydxyxfdxdyyxf ,,

 

4.1.2معمّم   اظرة  فوبةاي 12 : 

تابعيين عدديين معطيين مستمرين  2و 1وليكن ,nIRمجموعة قابلة للقياس من D لتكن      

                                                                                            .                                                                                                                            Dومحدودين على المجموعة

                            :يحققان    xxDx 21:   

 :معرفة كما يلي1nIRمجموعة من  ولتكن

        DxxxxxxxxxxIRxxx nnnn

n

n  



 ,...,,,...,,,...,,;,...,, 212121211

1

121  

 المجموعةمستمر ومحدود على fكل تابع عددين نف عندئذ    :يقبل المكاملة ويكون 

     




D

nnnn dxdxxxFdxdxxxf ...,...,...,..., 111111 

مع                          
 

 

1

,...,,

,...,,

12121

212

211

,.....,,,...,,  n

xxx

xxx

nn dxxxxfxxxF
n

n





 

 :1منال

 التكامل بالحس 
D

dxdyyxf  :المعرفة كما يلي Dعلى المنطقة ,

  xyxxIRyxD  11,10;, 2
 

 ( نجد:2.3العلاقة ) نظرية فوبيني حسب

     




























D

x

x

x

x

dx
y

yxdxdyyxdxdyyx

1

0

1

0

1

1

3
2

1

1

2222

3

    









1

0

3332 1
3

1
1

3

1
22 dxxxxx

   
1

0

4443 1
12

1
1

12

1

2

1

3

2








 xxxx 

 

                   
6

1
 
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 خواص التكامل الناايي 1.25.

ن وليك, Dتابعين مستمرين وقابلين للمكاملة الثنائية على منطقةgو fليكن 
1D,2D تقسيمات لـD  

 IRمناطق مغلقة من  D ,1D ,3Dحيث أن 

1)                        
D D D

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ,,,,  

:ننفIRليكن  (2
             

 
DD

dxdyyxfdxdyyxf ),(),(  

1إذا كان ( 3 2D D D   1مع 2D D  فنن: 

 

21

),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf 

     ليكن  (4   dcbaD ,,   و  baCf ,و  dcCg ,   

         




























D

d

c

b

a

dyygdxxfdxdyygxf 

 ( إذا كانت5  0, yxf                     :فنن  
D

dxdyyxf 0,            

إذا كان  (6   yxgyxf ,, فنن:      dxdyyxgdxdyyxf
DD

,,   

21ليكن ( 7 DD   وIRDf 2: 

تإذا كان  0, yxfفنن:                   dxdyyxfdxdyyxf
DD

 

21

,, 

8)                                 
DD

dxdyyxfdxdyyxf ,, 

 :خطية التكامل (9

        2,,, IRdxdyyxgdxdyyxfdxdygf
D DD

   

 

 :البرهان

1)                           





n

i

iii

D
n

Spgpfdxdyyxgyxf
1

lim,,

  
   

    i

n

i

i
n

i

n

i

i
n

SpgSpf  






11

limlim
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dsyxgdsyxf
DD

  ),(),(             

2)             dydxyxfSpfSpfdydxyxf
D

n

i

ii
n

i

n

i

i
n

D

 






,limlim,

11

 

                    :بما أن( 3 
21

)()()(
D

ii

D

ii

D

ii SPfSPfSPf 

بينمإإا المجمإإوع الثإإاني يمسإإح جميإإع  1Dحيإإث أن المجمإإوع الأول يمسإإح جميإإع أجإإزاا المنطقإإة الجزئيإإة 

 .2Dالمنطقة الجزئية

 فنن العلاقة التالية: (1.4النهاية ) خاصيةحسب 

      i

D

i
S

i

D

i
S

i

D

i
S

SpfSpfSpf
iii

 


21

000
limlimlim 

:                     أن أي 

21

),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf 

4)                                                   














D

b

a

d

c

dxdyygxfdxdyygxf 

             














b

a

d

c

dxdyygxf             

           



























 

d

c

b

a

dyygdxxf                

 :1 ملاحظ 

 .Dصحيحة مهما كان عدد المناطق الجزئية التي نحصل عليها بتقسيم الثالثة الخاصية تبقى (1
ت ذا كانإ (2

21
DD  ننفبالنسبة للخاصية الثالثة: 

          
 



21 1 2 21

,,,,
DD D D DD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

 

 . 2و1على الخاصيتين  يمكن برهان خطية التكامل بالإعتماد (3
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  حساب التكامل الناايي 6.1.2

 تعرةف الماطق  الماتظم  1.6.1.2 13:  

منحنيا مغلقا في المستويCليكن       XOY’وليكن yxfz , المنطقة المغلقة معرفا علىتابعا مستمرا

D والمحدود بالمنحنىC. 

 المنطقة منطقة منتظمة إذا وفقط إذا كان كل مستقيم يوازي أحد المحورين ويمر داخل تسمىDالمنطقة

D  لا يقطع محيطD . في أكثر من نقطتين 

 :2ملاحظ 

 .يمكن تجزئة أي منطقة غير منتظمة إلى مناطق منتظمة

  2 .2.6.1اظرة  7 : 

منطقة محدودة بالمنحنيين Dلتكن         xy 1، xy 2  وبالمستقيمينax وbx  

وليكن    xx 21   قيمة على المجالالوحيدي و ba, 1 ليكنو،2 مستمرين على المجال ba,. 

bxعلى الترتيب مع المستقيمين 2و 1نقاط تقاطع2Mو1Mحيث -(3.2)-أنظر الشكل وax . 

 تكون محدود بالمنحنيين وبالمثل كما  ygx 1، ygx 2 والمستقيمين cy وdy  وليكن

1 2( ) ( )g x g x 21  نوأ, ggمستمرين على المجال ba, ووحيدي القيمة . 

cyعلى الترتيب مع المستقيمين2gو1gنقاط تقاطع2Nو1N حيث أن وdy . 

 

 

      -3.2-الشكل                                                  

وليكن yxf  :لديناومنه  Dتابعا مستمرا على المنطقة المنتظمة ,

   
 

 

 













   dxdyyxfdxdyyxf

b

a xD

x2

1

,,





 

 
 

 

   















d

c

g

g

dydxyxf

y

y

2

1

,                    
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على محوربالإسقاط بحساب التكامل الثنائي  (*)تسمى المساواة  OX. 

بحساب التكامل الثنائي بالإسقاط على محور (**)و تسمى المساواة  OY. 

 :3 ملاحظ 

 ختيار المسقط المناسب.إ حسن ويعتمد ذلك على , حساب التكامل الثنائي يختلف من حيث الصعوبة  إن

  :2منال

IRDfلحساب تكامل التابع  : المعرف بـ  23, yxyxf  

:  معرفة كمايليDحيث    xyxIRyxD  0,10,, 2 

 بالإسقاط على OXد أننج : 

    
































1

0

1

0

7
6

1

0 0

3
3

1

0 0

23

21

1

213

1

3
,

x
dxxdx

y
xdxdyyxdxdyyxf

xx

D

 

ونتحصل على نفس النتيجة وذلك بالإسقاط على  OY 

      

































1

0

1

0

73
62

1

0

1
4

2

1

0

1

23

21

1

28124

1

4
,

yy
dyyydy

x
ydydxyxdxdyyxf

yD y

 

 في التكامل الناايي المتغةرتغةةر 7.1.2

منطقة من المستوى  Dلتكن XOY نحنيمالمحدودة بالL الإحداثيتين أن ونفرضxوy دالتين

 على الترتيب.vو uالمتغيرين الجديدين في

                (2.4)                
 

 







yxwy

yxx

,

,
                   

 
  

 التينالد   حيث أن       vu,و vu,القيمة ومستمرتان ولهما مشتقات مستمرة في منطقة ما أحاديتا

'D , العلاقةعندئذ 4.2 يناظر كل زوج من قيمu وvزوج وحيد منxy, على الترتيب. 

 :الآتيةتتميزان بالخاصية ,التينالد   أنه يوجدنفترض 

ين من العلاقةع  نفنننا Dقيمة محدودة من المنطقة  yوxكلا من أعطينا إذا     4.2 محدودتين قيمتين

 .uوvللمتغيرين

  مجموعة متعامدة للإحداثيات نأخذ      UOVما سبق ينتج  أساسوعلى  -(25.)-الموضحة في الشكل

أن كل نقطة  yxp يفي المستو, XOYا أحادى القيمة نقطةر  تناظتناظرها  -(24.)- الشكل vup في ',

  المستوي UOVذات الإحداثيتينvوu دان بالعلاقةين يتحد  ذللا 4.2والعددانvوuبالإحداثيتينيان م  يس 

 .pللنقطة 
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 -25.-الشكل -24.-الشكل 

 : لنحسب المحدد المسمي باليعقوبي

            (2.5)                           

dv

dx

du

dy
dv

dx

du

dx

J  

dudvJdxdy                                              :نكتبف 

 
 أي أن:

     
(2.6)

              
       dudv

du

dy

dv

dx

dv

dy

dy

dx
vuwvufdxdyyxf

DD

 
'

,,,, 

 
 

ويجإب أن يكإون هنإاك تقإابلا  -(5.2)-و -(4.2) -ينمن الشكلير المأخوذ بالتغي   Dهي صورة  D'حيث
 .D'وDبين 

           يكون: ةأي أن عنصر المنطق
du

dy

dv

dx

dv

dy

du

dx
ds  

 حدانةات  القطبة الإ باستعمال التكامل النااييحساب   1.7.1.2

التكاملحساب قيمة ل        
D

dxdyyxfI cosrxنضع المتغيرنقوم بتغيير ),( و 

sinryو  أي أن: drdx cos،drdy sin                                   

بالتعويض في العلاقة 5.2نجد أن:
          

 

 (2.7)    



DD

rdrdrrfdxdyyxf  )sin,cos(),( 

فإإي المسإإتوي  المنتظمإإةهإإي منطقإإة Dحيإث XOYو'D فإإي مسإإتوي الإحإإداثيات  المنتظمإإةمنطقإإة ال هإإي

 القطبية.
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 :أمنل 

ب التكامل التالياحسل (1
D

dxdy على المنطقةDي:المعرفة كما يل 

                                               








 1,,
2

2

2

2
2

b

y

a

x
IRyxD 

,*حيث أن  IRba  

cosarx :نضع أن بتغيير المتغير التالي وsinbry  

    

 -6.2-الشكل

 :أن  اليعقوبي نجد (  لإيجاد المحدد2.5) بتطبيق العلاقة

abr
bb

ara


 



sinsin

sincos
 

 :أي ( 2.6بتطبيق العلاقة )

 
  




2

0

1

0'

ababrdrdabrdrddxdy
DD                 

 

 

لنحسب التكامل الثنائي للدالة  (2  yxeyxf , المعرفة

:حيثDعلى المنطقة
 

 

  1,1,, 2  yxyxIRyxD 

   












 

1

0

1

1

0

1

1

1

x

x

yx

D

x

x

yxyx dxdyedxdyedxdye 

   dxeedxee xx






 

1

0

12

0

1

112

   

                                       
1 ee 

 
 

 

 -7.2-الشكل 
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 التكاملات  النلانة 2.2 

تعرةف 1.2.2 3:  

عتبرنا متوازي السطوح المحدد بالمستويات إ فنذا الثنائيالتكامل الثلاثي يوازي تعريف التكامل  

101010الستة ,, bybaxaczc (5.2)-نظر الشكلأ- 

 

 -5.2-الشكل 

الةكانت الد   إذا       zyxf فننها بصورة مشابه في التكامل الثنائي  ،Sمعرفة في المنطقة المغلقة ,,

الإحداثيةمتوازيات السطوح  بمستويات متوازية للمستويات  إلىSمةالمنطقة المجس  تقسيم  zyx ,, . 

nBBBكانت إذا ,.....,, بـiBلحجم متوازي السطوح ونرمز ،Sتمثل متوازيات  السطوح في 21 iBV

ختيار النقطة نوب iiii zyxp  نفن iBمن ,,   i
n

i

iii BVzyxf
1

 .الثلاثيل للتكام تقريبيةيكون قيمة  ,,

 :التكامل الثلاثي التالي نفنمتوازي السطوح  Sالمنطقة إذا كانت

(2.7 )                   
1

0

1

0

1

0

,,,,

a

a

b

b

c

cS

dzdydxzyxfdxdydzzyxf 

 ص التكامل النلانيواخ .22.2

fffليكن  ,,  .3IRمن Sتوابع مستمرة و قابلة للمكاملة على 12

1)
         

   
SSS

dSzyxfdSzyxfdSzyxfzyxf ),,(),,(),,(),,( 2121 

 IRليكن (2

 

12مجزأة إلى منطقتين Sإذا كانت المنطقة(3 ,SS بحيث  21 SS فنن:                            

      

          

21

),,(),,(),,(
SS S

dSzyxfdSzyxfdSzyxf 

 
SS

dSzyxfdSzyxf ),,(),,( 
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),,(0إذا كان (4 zyxf فنن:
              

0),,( 
S

dSzyxf 

0),,(),,(إذا كان: 5) 21 zyxfzyxf  فنن: 

 
SS

dSyzxfdSzyxf ),(),,( 21 

21ليكن  6) SS  وIRSf 2: 

:             فنن0f تإذا كان 

21

),,(),,(
SS

dSzyxfdSzyxf 

7)                                
SS

dSzyxfdSzyxf ),,(,, 

 : 4ملاحظ 

بمستويات موازية  لى عدد محدود من المناطقإSالمنطقة تمذا قس  إ 3 لى الخاصيةإبالنسبة  -1

 .تبقى صحيحة فهي الإحداثيةللمستويات 

كان  إذا 3خاصية بالنسبة لل -2 21 SS التالي:ك العلاقةن تصبح فن 

 dSzyxfdSzyxfdSzyxfdSzyxf
SSSS S

  

2121

,,),,(),,(),,(


 

 .التكاملات الثنائية إلىعلى نفس البرهان بالنسبة  3و 2، 1يعتمد برهان الخواص 

 

 حساب التكاملات  النلانة  3.2.2 
 

تعرةف الماطق  الماتظم  في 1.3.2.2 6S: 
 

 :التالية المميزاتيملك  Vسطح المحدودة بSلتكن المنطقة

كل مستقيم مواز للمحور( 1 OZ للمنطقة والمار بنحدى النقاط الداخليةSيقطع السطحV في نقطتين

 فقط.

المستويعلى Sمسقطال( 2 XOY  على ساحةمنطقة منتظمة

D. 
موازلـ ييقطعه أي مستو Sأي جزا من المنطقة (3

     XOY،YOZ،XOZ2و1نفس الخاصيتين  يملك. 

 .بالماطق  ماتظم تدعى Sإن هذ  المنطقة 
بطرق يحسب  Sعلى منطقة منتظمة إن التكامل الثلاثي

بسيطة يعتمد على حسن إختيار المسقط  المناسب كما في 
 الحالات التالية:

 

 
          

  -6.2-الشكل           
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المحور الإسقاط على  (1 XOY 

محورال الإسقاط على

 

 OX

       

   
 

 

 

 

   





























S

b

a

xf

xf

yx

yx

dxdydzzyxfdxdydzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,,,




 

محورالى الإسقاط عل OY

   

   
 

 

 

 

   





























S

d

c

yg

yg

yx

yx

dydxdzzyxfdxdydzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,,,





 

المحور الإسقاط على (2 XOZ 

لإسقاط على المحورا OX

 

   
 

 

 

 

   





























S

b

a

xf

xf

zx

zx

dxdzdyzyxfdxdydzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,,,





 

ى المحورالإسقاط عل OZ

  

   
 

 

 

 

   





























S

d

c

zg

zg

zx

zx

dzdxdyzyxfdxdydzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,,,





 

المحور الإسقاط على (3 YOZ 

المحور الإسقاط على OY  

   
 

 

 

 

   





























S

b

a

yf

yf

zy

zy

dydzdxzyxfdxdydzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,,,





 

 المحور الإسقاط على OZ     

                    
 

 

 

 

   





























S

d

c

zg

zg

zy

zy

dzdydxzyxfdxdydzzyxf
2

1

2

1

,

,

,,,,




 

 :اتةج 

المحاور مستوى  علىالتكاملات نتائج تساوي  أن  نلاحظ    OX  , OY , OZ 
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 في التكامل النلاني المتغةرتغةةر  4.2.2 

 في التكاملر تغيير المتغي قرخاصة من طاللات حاال سطوانية و الكروية منتعتبر الإحداثيات الإ    

 .الثنائي في التكاملة مشابهة لطريقة تغيير المتغيرطريق فهيلثلاثي ا

لتكن zyxF    معرفة بـدالة ,,        wvuHwvukwvuhwvugF ,,,,,,,,,,  

الفضاا فيDالمنطقة لتكن UVW إلى المنطقة أحادياحولتSفي الفضاا XYZ  لمعادلات قابلة

   :للتفاضل على الصورة التالية  wvugx ,, , wvuhy ,, , wvukz ,,     

في الفضااSعلىي دالة معرفة أ  UVW ا كانت مشتقات الدوالإذkhg  من الرتبة الأولى ومستمرة,,

فنن تكامل الدالة  zyxF                                                  :ييعرف كمايل Sىعل,,

       (2.8)        
S S

dudvdwJwvuHdxdydzzyxF ,,,, 

أنحيث  wvuJ  :يعرف كمايلي,,

(2.9) 
 
 

w

z

v

z

u

z
w

y

v

y

u

y
w

x

v

x

u

x

wvu

zyx
wvuJ









































,,

,,
,, 

الإحدانةات   باستعمالالتكامل النلاني حساب   1.4.2.2
 سطوااة الإ















zz

ry

rx





sin

cos

 

:       فنن

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

r

dxdydz r drd dz

 

  



 

dxdydzأن              أي rdrd dz 

  

(2.10 )                
S T

dzrdrdzrrfdxdydzzyxf  ,sin,cos,, 

 

),,( zrM  

z 

r 
Y 

X 

 

 

Z

 
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 الكروة  الإحدانةات  باستعماللتكامل النلاني ا 2.4.2.2





















cos

sinsin

cossin

rz

ry

rx

 









ddrd

r

rr

rr

dxdydz

0sincos

cossinsincossinsin

sinsincoscoscossin





 

2:                ي أنأ sindxdydz r drd d   

 :وبالتالي

(2.11 )        
S T

ddrdrrrrfdxdydzzyxf  sincos,sinsin,cossin,, 2   

 :3منال

التكامل الثنائي التالي لحساب dxdydzx
D

 1 على المنطقةDحيث

1,0,0,0  zyxzyx 

  مساح  السطح 5.2

حتعرةف مساح  سط1.5.2 6:  

 :المعرف بـ العدد الموجبSحنسمي مساحة سط 

                  





 dvduvugvugSA ),(),()( 21 

 .3IRقليدي فيهو النظيم الإ.و1Cتمثيل وسيطي من الصنفgحيث  

 SA

     
 


1

0

1

0

1

0
11

x yx

D

dzdydxxdxdydzx
 

                      
  dydxyxx

x

  


11
1

0

1

0 

  dxyxyyx

x









 

1

0

2
1

0 2

1
1

 

 dxxxx 
1

0

23 1
2

1
                        

                                24

5
 

 

 

Y 

Z 

),,( rM 

r
 

 

 

X
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  إذا كان التمثيل الوسيطي معطى بواسطة الإحداثيات الكارتيزية

3: IRg  

   


 kyxfjyixyx ,, 

حيث
x

f
p

y

f
q









 ينتج  ,












kpi

x

g
kqj

y

g
, 

ه:ومن
                          

221 qp
y

g

x

g










 

                              :نإذ  dxdyqpSA 


 221 

 :ات ملاحظ

 ختيار التمثيل الوسيطي للسطح.لا تتعلق بنAقيمة التكامل (1

افيكون لدينSسطح ناتج عن إزاحة السطح1S( إذا كان2  )( 1SASA  

),(),(( الشعاع3 21 vugvug


ناظما على السطحSعند النقطة vu,. 

),(),(( يسمى المقدار 4 21 vugvug


  .بالمساحة العنصرية 

2.5.2 اظرة  ستوكس   6: 

تابع نقطة شعاعي مستمر وله  D ,Fق وجهين محيطه المنحنى المغل وسطحا ذSإذا كان 
يساوي تدفق  Dعلى المنحنى المغلق Fفنن جولان الشعاع  D، Sمشتقات جزئية مستمرة على كل من 

 :أي أن  Sتداور  من خلال السطح 

     (2.12)                              
 














DS

FdSdF  

                                     :حيث أن
    















FFRot 

البرهان  6  



 

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يجاد مساحة السطوح وإيجاد إالثلاثية في و همية التكاملات الثنائية أ ذا الفصل إلىنتطرق في ه
 .وغيرهاوالموشور القائم الذاتي وحساب الحجوم المراكز المتوسطة وعزم القصور 

 

 لات الثنائيةـــــــتطبيقات التكام 1.3

 منطقة مستويةمساحة  حساب  1.1.3

 تعريف 1.1.1.3 9:  

                                                      :1 مثال

3xyالمساحة المحصورة بين المنحنيين  لنحسب    وxy  

 -(2.3)-أنظر الشكل (1,1( و )(0 ,0المنحنيين يتقاطعان في النقطتين 

 

إذن:                    
12

5

4

1

3

2
1

0

1

0

42

3

3
1

0 3















   xxdxxxdydxS

x

x               

                         

 
 

 -2.3-الشكل

 

 

 

 

إذا كانت    1, yxf على المنطقة  D فإن المساحة  

 :  يلي تعطى كما

            (3.1  )           
D

dxdyS

 

 .Dتمثل مساحة المنطقة المغلقة  Sحيث 

تعطى بالعلاقة  منطقة  منتظمة فإن المساحة Dإذا كانت 

 التالية :

      

   

 

    dxxxdxdyS

b

a

b

a

x

x

   12

2

1







  

 

  
 

 --1.3الشكل 
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 كيفيحساب مساحة سطح   2.1.3

 تعريف 1.2.1.3 5: 

منطقة من السطح  Eلتكن yxfz , مسقطها على  XOY المنتظمةهي المنطقة D  
 :    تعطى بـEإن مساحة   

(3.2)
 
       



























D

dxdy
y

z

x

z
S

22

1

                
: 2مثال

 
     :Sلنحسب مساحة الكرة  

2222 Rzyx  

  0zالموافق لـللكرة العلوي لنحسب مساحة النصف 

 لدينا:
2222 yxRz    ومنه:               































222

222

yxR

y

y

z

yxR

x

x

z

 

معرفة بالشرط Dإن منطقة التكامل 
222 Ryx   

  S( نجد مساحة الكرة 3.2منه بالتعويض في العلاقة ) وأ

dxdy
yxR

R
S

R

R

xR

xR

 






















22

22
222

2
 

  :حداثيات القطبية نجدلإلى اإ لتحويلبا

       
 







2

0 0
22

2

R

rdrd
rR

R
S

                      
 

     

  


drRR

R

0

2

0

222  

                     

    

24 R 
 حساب الحجوم  3.1.3

تعريف  1.3.1.3 4:   

لمجسم محدود بالسطح  Vيعرف الحجم yxfz ,  0حيثz  0والمستويz والسطح

ومولدته توازي Dسطواني الذي دليله محيط المنطقة الأ OZبـ: 

 

             (3.3)                     
D

dxdyyxfV , 
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    : 3مثال

  المحدود بالمستويات V لنحسب حجم رباعي الوجوه 0,0,0,1  zyx
c

z

b

y

a

x
V  

  الكتلة ابــــــــــحس 4.1.3

تعريف  1.4.1.3 9:  
من المستوي  Dن الصفيحة تشمل المنطقة أولنفترض   ،صفيحة متغيرة الكثافة لنعتبر XOY 

وكثافتها عند النقطة  yx,  ضمن المنطقةD ـتعطي ب:  yxf ن كتلة إف Dالة مستمرة على د  fحيث  ,

 :ـالصفيحة تعطي ب

          (3.4)                  dxdyyxfm
D

 , 

 Dمن الكثافة فإذا كانت شحنة كهربائيا موزعة على منطقة أخرى أشكال عتبارايمكن  ،فيزيائيا

ـوكثافة الشحنة تعطي ب yx; عند كل نقطة yx;  إذا الشحنة الكليةQـتعطي ب: 

           (3.5)               dxdyyxQ
D

,  

 : 4مثال
ذا كانت دالة كثافتها  إ (1,0) ، (0,2) ،(,00صفيحة مثلثية رؤوسها ) كتلة لإيجاد  yxyxf  31, 

xy                         :يلي  كما الوترأي  لفيكون معادلة المستقيم التآت 22  
 :ومنه كتلة الصفيحة  -(3.3)–ر الشكل نظأ

cbaحيث   -(3.2)–، أنظر الشكلاعداد موجبة تماما ,,

 

dydx
b

y

a

x
czdydxV

a b a b

    









0 0 0 0

1 

          


















a b

dxy
b

y
a

x
c

0 0

2

2

1
1

                  

             
 










a
abc

dx
a

x
bc

0

2

6
1

2

1

                
  

 

          
 -3.2-الشكل 
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 ةــــلـمركز الكت  5.1.3

 تعريف 1.5.1.3 9:  
ن مركز الكتلة إف ، الة تمثل الكثافةكانت الد   إذا yx,  للصفيحة الممثلة  بالمنطقةR يعطي

  :بالعلاقتين

محورالعلى  OX ـبتعطى :                    dxdyyxyfM
R

x  , 

محورالعلى  OYـ تعطى ب:                   dxdyyxxfM
R

y  , 

  يـــــالذات ورــــــالقص عزم 6.1.3

تعريف  1.6.1.3 9:  
 حول  D على المنطقةيعطي عزم القصور الذاتي لصفيحة   
 

المحور OX                                      

                                (3.6)      dxdyyxfyI
D

X  ,2 

محورال OY   

                               (3.7)    dxdyyxfxI
D

Y  ;2 

 

 :   ةــــــــة خاصحالـــــ   

                                      dxdyyxfyxI
D

,22

0   

 

 

 

  

   dydxyxdxdyyxfm

x

D

 



1

0

22

0

31, 

                         

dxyxyy

x22

0

1

0

2

2

1
3



 







 

        

      dxxxxx 









1

0

2
22

2

1
22322

          

      dxxxxxx 









1

0

22 484
2

1
6622

 

    

1

0

2

1

0

2 1444 dxxdxx

     

3

8

3

1
4

1

0

3 







 xx 

           
 -3.3-الشكل      
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 : 5مثال
xyyxمحدودة بـ  Dلنحسب عزم العطالة لصفيحة مادية مستوية   1,0,0 وذلك حول المحور  2

 OY، علما بأن الكثافة السطحية yxf : تعطى بـ,  yyxf , 

 :نأ( نجد 3.7) العلاقة بالتعويض في

     dxdyyxI

x

y  













1

0

1

0

2
  

 




1

0

1

0

22

2

1
dxyx

x

 

     

1

0

2

24

1
1

2

1
dxxx    

 لات الثلاثيةمتطبيقات التكا  2.3

 الكتلة اب ــــــــحس  1.2.3

تعريف  1.1.2.3 9:  

 تمثل الكثافة على وحدة الحجم فإن:f كانت الدالةذا إ     

                       (3.8)
    

   
S

dxdydzzyxfSM ,, 

 موالحجاب ــــحس  2.2.3

تعريف  1.2.2.3 4:  

ذا كانتإ     1,, zyxf فإن الجحم على المنطقةS : يعطى بالعلاقة التالية  

                       (3.9)             
S

dxdydzSV

 
 

 سمــــعزم المج 3.2.3

 تعريف 1.3.2.3 9:   

بالنسبة للمستويات  Sعزم المجسم        YZXZXY  :يعرف كمايلي,,
 

لمحوربالنسبة ل XY  

                          (3.10)    
S

xy dxdydzzyxzfM ,, 

 
لمحوربالنسبه ل XZ   

                          (3.11)             
S

xz dxdydzzyxyfM ,,  

لمحوربالنسبة ل YZ         

                          (3.12)              
S

yz dxdydzzyxxfM ,, 
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  لةـــــمركز الكت  4.2.3

تعريف  1.4.2.3 9:  

 :يلي حداثياتها كماإوالتي تعرف Pمركز الكتلة هو نقطة ولتكن   

(3.13)    





















M

M
z

M

M
y

M

M
x

xy

xz

yz

 

 
 : 6مثال

1222  لتعيين مركز ثقل نصف الكرة    zyx  حيث 0z   ذات الكثافة الثابتة  zyxf ,, 

نظرا لتجانس نصف الكرة وتناظرها فإن مركز ثقلها يقع على المحور OZ  أي أن كل من المركباتyx,

 .z بةمركالوبالتالي فإننا نقوم بحساب  ،معدومة 

 أن: نجد (3.8) لنحسب الكتلة وذلك بالتعويض فيولا أ
S

dxdydzM         

 :أن حداثيات الكروية نجدلإبإستخدام ا

       















































































 









2

0

2

0

2

0

2

0

1

0

32

0

2

0

1

0

2 sin
3

1
sin

3
sin dddd

r
dddrrM 

                         
3

2

3

1
cos

3

1
2

0

2

0

2
0




 

  dd 

 لمحوربالنسبة ل لنحسب عزم المجسم XY 

   :نجد  (3.10) العلاقة بالتعويض في 
S

xy zdxdydzM  

 :حداثيات الكروية نجدلإستخدام اإبو










ddrdddrrM xy    




















































2

0

2

0

1

0

4

2

0

2

0

1

0

3 sincos
4

1
sincos     

              



































2

0

2

0

2

0

2

0

2cos
2

1

8

1
2sin

2

1

4

1
ddd                                                 

             





2

0
48

1
d             

             :بـ    (3.13) تعطى حسب العلاقة zومنه المركبة 
8

3

2

3

4





z 
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  يـــــــور الذاتــــــعزم القص 5.2.3

تعريف  1.5.2.3 9:  

OZOYOXعزم القصور الذاتي للمحاور     :بـ يعرف S على المنطقة ,,

بالنسبة لـلمحور OX      

                        (3.14)       dxdydzzyxfzyI
S

x   ,,22

  

بالنسبة لـلمحور OY            

                         (3.15)         dxdydzzyxfzxI
S

y   ,,22

   
 

بالنسبة لـلمحور OZ   

                        (3.16)           dxdydzzyxfyxI
S

z   ,,22

 

حيث  zyxf  .Sتمثل كثافة المجسم ,,

 

 : 7مثال
وذلك بالنسبة لقطر Rونصف قطرها  h2 رتفاعهااقائمة  سطوانة دائريةلحساب عزم القصور الذاتي لأ

 أن: أي الكثافة ثابتة وتساوي  أنالمقطع الوسطي لها مع العلم   zyxf ,,. 

 : يلي الإحداثية كمالنختار مجموعة المحاور 

 OZالأعلى، إلى الأسفلسطوانة موجه من محور الأoمركز تناظرها. 

فالمسألة تعود لحساب عزم القصور الذاتي حول المحور OX.  

 :أن نجد سطوانيةالأحداثيات لى الإإ نتقالوبالا (3.14)العلاقة  بالتعويض في

     


























2

0 0

22222 sin ddrdzrzrdxdydzzyI

R h

hS

x 

                         





















2

0 0

233 sin
3

2 ddrhrh
r

R

 

                   



























2

0 0

233 sin
3

ddrzrz
r

R h

h

                                  
                 




dh
r

h
r

R

0

2

0

2
4

3
2

sin
46

2  







                           

                            












2

0

2
4

3
2

sin
23

dh
R

h
R

 

                     





2

0

22
2 2sin

2

1

43


















Rh
hR 

                                       







 222

2

1

3

2
RhhR  
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 بعض التطبيقات الأخرى 3.3 

  ستوكسنظرية تطبيق عن   1.3.3

 -3.4-الشكل                                          محدودة Cيوجد الكثير من المساحات حيث 

2في المستوي Sالأكثر دقة هو المنطقة الناقصية  الاختيارولكن  zyوالمحدودة بـC بتوجيهS  إلى

 Sموجه إيجابيا بالنسبة إلىCالأعلى حيث 

على المستوي Sإسقاط نطبق  XYهو الذيD ،122 الأسطوانةتمثل في المو  yx  وأن

  yyxgz    ( نجد :2.12بتطبيق العلاقة ) ;2

                   

  


DSC

dAydsFrotrdF 21  

           




2

0

1

0

sin21 rdrdr        

   


d
rr

1

0

2

0

32

sin
3

2

2 







     

     












2

sin
3

2

2

1

à

d 

                            2
2

1
                      

 لحجومحساب ا لىتطبيقات عال بعض 2.3.3

 : nIR( فيEllipsoïdeحساب حجم المجسم الناقص )  1.2.3.3
  :المعرف كما يلي الرمزنرمز للمجسم الناقص بـ

       








 


n

i

i

i

in

n nia
a

x
IRxx

1
2

2

1 ,...,1,0,1/,..., 

 :المعرف بـ V)(الرمزبـ و نرمز لحجم  

                             (3.17        )1( ) ... nV dx dx


   

لنحسب 


 rdF
C

بـ المحدود المستوىهو منحنى تقاطع Cحيث 

2 zy ةالأسطوانمساحة وS 122 ذات المعادلة  yx 

 عكس عقارب الساعة اتجاهالموجه  بطريقة  نىالمنحهو  Cيمثل

  يمثل قطع ناقصي.C -(3.4)-الشكل الموضح ب

 ولنحسب أولا بتطبيق نظرية ستوكس

           





















 ky

zxy

zyx

kji

Frot 21

22
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لحساب  V  نجري تبديل المتغير التالي: 

     nnn xxuuuu ,...,,...,,..., 111  

 
                : يلي المعرف كما التطبيقحيث    1: nB 

               2

1

1

1 ,..., : 1
n

n

n n i

i

B u u IR u


 
   
 

 

iii                                  :حيث  uax    ni ,...,1      

   

        :هي  اليعقوبية لـالمصفوفة    n

n

i

in IauuJ .,...,
1

1 







 



 

 

                              :هو من 1

1

det  ,...,
n

n i

i

J u u a



 

 

                                   :إذن  
 





1

1

1
nB

n

n

i

i duduaV  

بما أن   1nB كرة الوحدة فيnIR فإن:   
 













1

2

1

1
2

nB

n

n
n

dudu


 

 

                                     ومنه  


















 


n

i

i

n

a
n

V
1

2

1
2


 

  :ملاحظة
 : معرف بـ 3IRفي المجسم الناقص     

 








 0,0,0,1:,,
2

2

2

2

2

2
3 cba

c

z

b

y

a

x
IRzyx 

                     و حجمه يساوي      abcabcV 


3

4

2

5

2

3













 

 
 :nIRحساب حجم الهرم في  2.2.3.3

  :نعتبر الهرم المعرف بـ

  nixxxIRxx in

n

nn ,,10,1:,, 11   
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 :فنجد أن  (Fubini)بيني وبتطبيق نظرية ف 

                  (3.18       ) 
 

  




n nxD

nnnn dxdxdxdxdxV

1

0

111 ....... 

من المجال  nxمن أجل كل 0,1  يكون( )nD x 1متراص منnIR المعرف بـ : 

 

                                                      
 

      :تبديل المتغير التالينجري      111111 ,,,,,,   nnn xxtttt   

 
                                   حيث 11:   nn xD                             

         :وأن  1,....,10,1.....:,...., 11

1

111  



 nitttIRtt in

n

nn 

 

                                 حيث   1,....,11  nitxx ini 

 

                                     :نجد    1

1

1 1,, 


 n

n

nn IxuuJ  

 

                            : إذن
 

 
 





 

11

11

1

11 1

nn

n

n

n

xD

n dtdtxdxdx  

 



























 







 1

11

1

0

1

1 .......1......

nn

nn

n

nn dtdtdxxdxdx 

 

1

1
( ) , 1,...,

!

n

n i

i

V a i n
n 

    

    *

1 ;
1

INnV
n

V nn   

   

                         فنتحصل على حجم الهرم   
!

1

n
V n  

 

 حساب حجم الطارة :  3.2.3.3

  :تعريف سطح طارة   

: سطح الطارة معرف بالمعادلات الوسيطية التالية

   

 
 





















sin

sincos

coscos

bz

bay

bax

 

 
ab                          حيث    0,20,20  

    1 1 1 1, , : 1 , 0 1, ,n

n n n n iD x x x IR x x x x i n        
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 كما يلي:   نعرف التطبيق 

                 2,02,0,0: b 

 
     zyxrr ,,,,,,                                           

 

         :حيث 

 
 





















sin

sincos

coscos

rz

ray

rax

 

 

ومنه              
     




 ddrdrJdxdydzV
b





2,02,0,0

,,det 

 
det                         حيث ( , , ) ( cos )J r r a r     

2 2

0 0 0

( ) ( cos )

b

V r a r drd d

 

       

2

0 0

2 ( cos )

b

r a r d dr



  
 

  
 
      

                                                                   
0

2 2

b

ardr    

                      2 22 ab 

          
 المساحات حساب لىتطبيقات عال بعض 3.3.3

  :3IRحساب مساحة الغلاف الكروي في 1.3.3.3

  :التمثيل الوسيطي والمعادلات الوسيطية لجزء من الغلاف الكروي -  

          كما يلي نعرف التطبيق     3

2121 ,,: IR  

   zyx ,,,  

 

                                    :حيث     




















cos

sinsin

cossin

Rz

Ry

Rx

 

 
                      مع               2121 ,,,   

مساحة3IRنحسب في S  لكرة ذات نصف قطرجزء من السطح الكرويRخطي طول  إلى ، نجزئها

21     21و إلى خطي عرض  . 

                                          نضع   2121 ,,   
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                       لدينا     










 





ddSA ,, 

 

                        حيث      





sin,, 2R








 

 
                                 و منه   



  ddRSA sin2 

   
 

2

1

2

1

sin2









 ddR               

  2112

2 coscos   R                    

  
ولحساب مساحة كل الغلاف الكروي و ليكن S  يكفي أخذ   20 21  و   21 0 

 
            فنجد                 22 4cos0cos02 RRSA   

 
 :حساب مساحة الطارة  2.3.3.3

الطارة ناتج عن دوران دائرة حول المحورسطح   Oz نصف قطرهاb المستوي  موجودة في

( , )ox oz  حيث    ab 0   و   















 

OyOxOrOzOx ,,  

  المعادلات الوسيطية للطارة 
 
 





















sin

sincos

coscos

bz

bay

bax

 

 
                        مع   20200  ab 
 

           كما يلي  نعرف التطبيق    S  2,02,0: 
                                         zyx ,,,,    

 

  :حيثSالرمزنرمز لسطح الطارة بـ  
2

( 0,2 )S  

 الرمزنرمز لمساحة الطارة بـو SA.  

 

 :3IRحساب مساحة المجسم الناقص في 3.3.3.3

 : معرف كما يلي Sحيث  Sنرمز بسطح المجسم الناقص بـ 

 








 0,0,0,1:,,
2

2

2

2

2

2
3 cba

c

z

b

y

a

x
IRzyxS 
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بـ S نرمز لمساحة السطح SA 

S                 المعادلات الوسيطية لـ     S  2,02,0: 

     zyx ,,,,    

                                             
                                           :                     حيث 


















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