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Résumé

Dans ce travail on a exposé les notions de bases dc la mécanique des milieux
continus nécessaires 2 la compréhension des phénoménes qui se déroulent dans les
disques minces au cours de leurs fonctionnements gue pendant leurs usinages. On a
établit ici, les tenseurs de déformations, de contraintes et de déplacements. Ces rappels
peuvent étre appliqués au disques que ce soit stationnaires et en rotation et
géométriquement annulaire ou massif. Dans le cas de la rotation, on a déterminé, les
expressions des contraintes radiales et tangenticlles induites par les forces centrifuges,

ainsi que les déformations radiales et tangentielles et les déplacements.

La derniére partie a été réservée a la simulation du disque par le code éléments finis
ANSYS. Dans un premier temps, on a établit les élapes nécessaires pour exploiter ce
logiciel et faire une simulation réussie. Par la suite, on a déterminé les modes propres du
disque (déformés modales et fréquences directes et rétrogrades). Six modes
correspondant aux quatre valeurs de vitesses de rotation choisies entre 0 et 4500 rd/s,
soit de 0 4 42993.6 tr/mn, Le diagramme de Campbell dressé et le calcul paralléle, nous
ont permis d'identifier, pour chaque mode, la vitesse critique correspondant au rapport 1

ainsi que la stabilité de chaaue mode.
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Introduction générale

Introduction Générale

Les disques toujours présents dans les machines tournantes, sont considérés comme
des piéces dimportance majeure, du fait qu'ils sont les supports des aubes dans lcs
turbomachines. En niode de fonctionnement, si ces derniers sont minces, leurs rigidités

deviennent faibles et par conséquent ils sont exposés aux problémes de vibrations.

Pendant leurs usinages, le caractére de minceur des disques peut poser les mémes problémes
de vibrations. Ainsi, un niveau élevé de vibrations représente un mauvais signe pour le disque
et le mécanisme qui le-comporte. Les conséquences des vibrations peuvent étre a l'origine
d'une déformation inacceptable ou méme une rupture et par conséquent, la défaillance du
mécanisme qui le-contient. En usinage, un mauvais état de surface peut survenir et rendre le
disque inacceptable.

Le phénomeéne des vibrations des disques minces mérite une compréhension approfondie.
Ainsi, lors de son fonctionnement dans une turbomachine ou pendant son usinage, ce dernier
peut passer par des vitesses critiques qui excitent des fréquences de résonances. Le choix des
vitesses de rotation loin de ces vitesses critiques. garantit sa stabilité au cours de son
fonctionnement ou en usinage. Ces valeurs peuvent étre déterminées en faisant I'étude de ses

comportements a |’état stationnaire et en rotation.

Ce travail est composé de trois chapitres :
Dans un premier temps on fait un état de I'art sur les problémes des disques minces.

Du fait qu’un disque est un milieu continu €lastique et déformable et ses vibrations sont
exprimées en fonction du champs des déplacements, lc deuxicme chapitre expose les notions
de 1a mécanique des milieux continus. La connaissance des champs de déplacements d’un
élément du disque cst obligatoire pour décrire I’¢quation modele des vibrations. Le champ de
déplacement est lié aux autres champs, tels que les déformations et les contraintes. Pour ces
raisons, on réservera le deuxiéme chapitre aux rappels de la mécanique des milicux continus

appliqués aux disques minces.

Au début de ce chapitre, on exposera les démarches essentielles pour faire une simujation
réussie en exploitant te code Ansys. Comme la connaissance du comportement dynamique du
disque est basée sur les notions exposées dans le deuxiéme chapitre, on consacrera le dernier

chapitre & la simulation numérique des vibrations d'un disque de turbomachine.




Chapitre 1 Geneéralites sur les turhines o g2

-l

1.1 Définitions ;

La grande putssance. le bon foncionnement amsi gue les hauvies performances deos
turbines a gaz font d'elle un des movens les plus sollicitds pour | entrainement des charges

mécaniques. Les turbines utilisées aux centres industiels, somt des turbines & deuy e,

Ces dernieres possident deux roues mecaniquement independanmes.

La turbine a gaz est un moteur a combustion interne de 1ous les points de vue. ollc pous
ére considérée comme un systéme autosuffisant : en effer . elle prend e1 comprime an
atmosphérique dans son propre compresseur. augmenic lu putssance cnergenque de o dans
sa chambre de combustion et convertie cette puissance en energic meécanique utile pendant les
processus de détenie qui a lieu dans la section turbine .1"énergic mécanique qui en Tosulic s
transmise par l'intermédiaire d'un accouplement 4 une machine réceptrice. qu produdt o

puissance utile pour le processus industriel.

Comparée aux autres moteurs thermiques. la turbine & gaz présemie unc double
particularité ; de méme que la turbine 4 vapeur. la wurbine 4 gaz est une machine & & oulement
continu, donc ne comporie pas de variation periodiqueas de |'état de finide | dans oo ~sochoi
donnée : mais tendit que la turbine & vapeur. le fluide ne subit nas qu'une seul transtormanon
qut est la détente.

La turbine 4 gaz (au sens large du terme). est le siege de 'ensemble de transtormanons
constituant le cycle thermodynamique décrit par le fluide : donc. la turbine & gaz est assimiles
aux moteurs i comnbustion interne mais les  transformations s effectuent dans des cnceimntes
ct juxtaposécs dans 1cspacc.

Le rendement thermique d’une T.A.G se situe entre 16 et 28% pour une installavion
simple sans la récupération des calories d'échappements et entre 26 et 30% pour unc
instaliation avec la récupération de ces calories. 1l reste néanmoins bien inférieur a celur do

MOoteurs a gaz.

LB s DA Aak
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Chapitrel

L Généralités sur les turbines a g2z

I.2 Avantages et inconvénients des turbines a gaz :

® Avantage :

¢ Une puissance ¢levée dans un espace restreint dans le quel un groupe diesel de méme

Puissance ne pourrait pas étre logé;

s A l'exception de démarrage et arrét, la puissance est produite d'une facon continue;

s Démarrage facile méme a grand froid;

» Diversité de combustible pour le fonctionnement;

» Possibilit¢ de fonctionnement a faible charge.

¢ Inconvénients :

s Au-dessous d'cnviron 3000K'W, prix d'installation supéricur de cclui d'un groupe dicscl;

o Temps dc lancement beaucoup plus leng que celui d un groupe diesel ; a titre indicatif :
30 a 120 s pour une turbine, 8 4 20 s pour un groupe diesel.

o Rendement inférieur 4 celui d’un moteur diesel (cycle simple). A titre indicatif : 28 a 33
% pour une turbine de 3000 KW, 32 a 38 % pour un groupe diesel.

I-3 Classification des turbines a gaz :

__Classification des turbines 4 gaz

1.3.1 Par le mode de construction :

L'objectif pour le quel on utilise la turbine a gaz définit le type qu'on doit choisir. Dans
lindustrie, on trouve les turbines a un seul arbre, dites aussi mono-arbre; elles sont
généralement utilisées dans le cas ol on cherche un fonctionnement avec une charge
constante (pour entrainer les générateurs d'électricitc).

Une T.A.G peui cumpoiici Wwie seule figne d'atbic compieitant le compresseui dan, la

turbine de détente des gaz 2 la sortie de fa chambre de combustion et I"appareil entraing, Dans

Page



Chapitre 1

ces conditions fa turbine fournit a 4 fois ju purssance néeessaire a Lentramenent du
compresseur d'air ¢ la puissance utile.

Un deuxiéme type, englobe les turbines 4 deux arbres (bi-arbres): elles ont I'avantage
d'entrainer des apparetls & charges variables (pompes, compresseur,. .. ), elles se compaosent de
deux parties, la premiére assure l'autonomie de la turbine (GG), la deuxiéme est lice o la
charge. Un uoisieme iype peut étre aussi cité, ce sont les twbines dites dérivées de
l'aéronautique, Elles ont une conception spéciale suivant le domaine dans le quel elles sont
utilisées; dans ce troisieéme type la partie qui assure I'autonomie de la turbine existe toujours.
et I'énergie encore emmagasinée dans les gaz d'échuppement est utilisée pour créer la
poussée, en transformant cetie énergie (thermique et de pression) en une énergie cinclique de
jet dans une tuyére.

La premiére de ces lignes d’arbre est constituée par le compresseur d’air et une turbine
dite auxiliaire, formant un wrbocompresseur équilibré c.-a-d.sans puissance d’appoint en
puissance prélevée et que I’on peut appeler le générateur de gaz.

La deuxiéme comprend la turbine dite motrice ou turbine de puissance et ’appareil entrainé.
Bien plus que complexe, la turbine & 2 lignes d’arbre se justifie du point de vue du transport
de gaz par une plus grande souplesse d’exploitation.

1.3.2 Par le mode de travail :

On distingue deux types de turbine :

e Turbine a action :
Ou I’énergie thermique est transformée complétement en énergie cinétique dans la directrice.
L’évolution des gaz dans la roue se fait sans variation de pression statique P >P>=Ps.
e Turbine a réaction :
Une partie de I’énergie thermique est transformee dans ta roue en énergie cinétique et
mécanique. L ¢évolution des gaz dans la rouc se fait avec variation de la pression statique
P,>P,>P;. Le taux de réaction £ caractérisera le % d’énergie thermique totale.
1.3.3 Par le mode de fonctionnement thermodynamiqtee :
Il existe deux cycies thermodynamiques :
e Turbine a gaz a cycle fermé :
dans laquelle Jc méme fluide est repris aprés chaque cycle.
o Turbine a gaz a cycle ouvert :
¢’est une turbine dont laspiration et 1'échappement s'effectuent directement  dans

I'atmospheére, ce type de turbine qui est le phus répandu se divise en deux classes :

R L L)



Chapitre 1

— Généralités sur les turbines a gaz

» Turbine a cycle simple : ¢'est une turbine utilisant un seul fluide pour la

production d’¢nergic meécanique, aprés la détente les gaz possédant encore un potentiel
énergétique qui est perdu dans I’atmosphére a travers I’échappement.

» Turbine a cycle régénéré : c’est une turbine dont le cycle thermodynamique
fait intervenir plusiears fluides moteurs dans le but d’augmenter le rendement de
Iinstallation.

1.4 Historique des turbines a gaz :

Les premieres turbines 4 gaz sont apparues sur le marché 2 la fin des années 40; elles
sont généralement employées dans les chemins de fer et avaient l'avantage de briiler du
combustible liquide, méme 4 faible qualité (@ cause de la limitation des procédés de
raffinage). La turbine MS3001 construite par GE, ayant une puissance de 4500HP, a été
spécifiquement employée pour le service locomoteur.

Les progres réalisés dans le coté métatiurgique, en plus des résultats favorables des recherches
approfondies sur la combustion, ont permis des améliorations rapides des performances de ces
machines, en terme de puissance, rendement, longevite,. . .etc.
Trois générations peuvent étre classées, distinguées par les intervalles de tempcrature
maximale (en °C) des gaz a I'entrée de la premiére roue de turbine :

o 1° génération : 760<T max<950.

e 2° génération : 955<T max<1124.

o 3 génération : 1149<T max<1288.

Fvidement, I'augmentation de la température d'entrée a la premiére turbine a eu comme
effet une augmentation du rendement thermodynamique, qui est passé des valeurs inféricures
2 20% dans les premiéres machines, 3 des valeurs couranics supéricurcs & 40% (turbinc
LM6000).

Quelques dates :

1936 : premiére turbine aéronautique britannique.

1939 : turbine 2 gaz expérimentale (en cycle fermé) de 200 kW par Escher wiss. ..
1944 : turbine & gaz pour propulsion marine par Elliott.

1960 : général électrique lance la 5000, la plus répondu des turbines a gaz industrielles.
1975 : 1a tarbine i gaz dépasse 100Mw (modéle 9001 Alsthom- Atlantique).

Depuis }'arrivé de nouveaux constructeurs dans le domaine est assez rare, vu le niveau

technologique atteint par ces machines.
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L5 Particularités de fonctionnement d'unc turbine  gaz -

La T.A.G appliquee au transport du gaz présente cependant de grands avantages :

» Sa simplicité. ses frais de premiér éablissement peu élevés, sa grande souplesse
d’exploitation, sa mise en charge rapide et sa télécommande trés facilement réalisable. enfin
sa surveillance minime et son entreticn 4 des dates trés espacés la font souvent préférer dans
les régions ou [’cau est rare, ou lorsque il n’est pas possible d’envisager de gardiennage, de
méme lorsquc te prix de combustible n’est pas le facteur ¢conomique prépondérant, soit par
ce que le nombre d’heures de fonctionnement prévu est peu important soit par ce que le prix

~
oy

du combustible cst faible en comparaison de cclui de énergic Slectrigu

A

» Possibilité d’avoir des vitesses de rotation différentes pour les 2 arbres, donc d’aveir
une plage €tendue de variation de vitessc de I'apparcil entrainé, et de faciliter le démarrage au
cours du quel I"apparcil cntrainé est découplé automatiquement ;

> Variation possible de la vitesse de rotation de la 2™ ligne d’arbres dans larges limites
sans trop affecter le rendement.

» Meilleur rendement aux charges de régime plus rapides ;

» Démarrages et changements de régime plus rapides ;

» Possibilités en cas d’incident, d’¢change rapide du gencrateur de gaz si la turbine a gaz
est constituée d'une turbine de puissance placée & la sortic d'un turboréacteur d’aviation.

» La construction a un seul arbre est bien adaptée aux machines dont la vitesse est trés
peu variable, ou constante, ct cn particulier a alternateur, alors que la construction, a deux
lignes d’arbre trouve essentiellement son application dans I’entrainement des turbomachines
telles que compresseurs, pompes centrifuges. ... Etc.

» Les machines 3 deux lignes d’arbres consentent, cn variation de vitesse 20% & 30% dc
plus que les machines a un arbre ;

La puissance est limitée par :

e La température d’admission 4 la 1% roue de la turbine de détente pour les turbines a
une ligne d’arbre ;

e La vitesse de rotation du générateur de gaz pour les turbines a 2 arbres ;

La vitesse inferieure de la turbine de puissance est limitée par :
% pour la turbine 4 une ligne d’arbre par le pompage du compresseur axial d’air (on peut

diminuer la vitesse limite inférieur par un dispositif de montage d’air a la sortic du

compresseur pour reculer le pompage).

™

iencs 4 arbics par Ic poimpage du COMpresacur centrifuge de ga

et e, R et R A S R
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1.6 le cycle théorique des installations i turbine & gaz :

Les cycles de I'installation de turbine & gaz sont divers, d’aprés I'utilisation du fluide
moteur dans le cycle, on distingue d"abord le cycle fermé et le cycle ouvert.

Dans I’installation de turbine 4 gaz a cycle ouvert le fluide moteur aprés avoir fourni le
travail s’échappe dars le milieu ambiant (comme dans les moteurs 4 combustion interne }etau
coniraire, dans I"installation de tutbine a gaz a cycle fermé le fluide moteur {(air ou 'autre gaz)
circule constamment dans ie contour ct acconiplit le cycle fermé.

Dapres le cycle thermodynamique on peut citer les L.T.G simples, les LT.G avec
refroidissement ¢t échauffement intermédiaires.

En ce qui concerne ’apport de chaleur, il existe deux types d'1.T.G :1.T.G 4 apport de

chaleur a la pression constante et I.T.G a apport de chaleur au volume constant.

Dans les installations des turbines a gaz modemne on utilise principalement 1’apport de
chaleur a p=constant.

C’est pourquoi commengons a ¢tudier LT.G a apport de chaleur @ P=constant ct qui
fonctionne d’aprés le cycle ouverts.
Les installations de turbines & gaz les plus simples comprennent les éléments suivants :

pompe d’alimentation de combustible, compresscur d’air, chambre de combustion et turbine

a gaz.

Chambre de
Comhbusiion

Charge
BP (CC)

NN

Fig. I.1 : Schéma de la turbine a gaz MS 5002c

Compresseur

(e

aliia
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Fig, L2 schemode rotar du it EP

atmosphérique. le comprime puis I'envoyé vers la chambre de combustion, dans ccite
chambre 2 la pression constante le combustible pulvérisé brule et le fluide moteur re¢oit une
quantité de chaleur, la température des gaz augmente. puis ces gaz pénétrent dans la turbine a
gaz et au cours de la détente des gaz, I’énergie thermique est transformée en énergie cinctique

et celle —ci se transforme a son tour en énergie mécanique,

Considérons e cycle thermodynamique d’1.T.G sans tenir compte des pertes dans la turbine et

dans le compresseur. Un tel cycle s’appel cycle théorique.

Le compresseur aspire et comprime [’air (transformation adiabatique1-2), puis, on a I’apport

de chaleur dans la chambre de combustion 4 la pression constante.
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®
T

Fig. 1.3 : Cycle de Baryton théorigue dans les diagrammes P
P—vet T-S
1-2 : compression isentropique.

2-3 : combustion isobare,

3-4 : détente isentropique.

Mais la température des gaz augmente dans la chambre de combustion de T; jusqu'a Ts. apres

cela les gaz se détendent adiabatiquement dans la turbine de la pression P; jusqu'a la pression
atmosphérique Ps.

Au cours de la détente des gaz dans la turbine I’énergie potentielle se transforme en énergic

cinétique et puis dans les aubes mobiles Iénergic cinétique se transforme en éncrgic

mécanique, ¢.-a-d.en énergie de rotation du rotor de la turbine.

Pape 10



[1.1. Introduction

§ i etudi b ' o .
Afin de pouvorr €ludier les vibrations d'un disque mince au cours d'une opération de tournage a

grande vitesse, nous avons choisit de faire un bref rappel sur les différentes notions de la

mécanique des milicux continus qui sont nécessaires i cette étude. Citons les tenseurs des

contraintes, les tenseurs de déformations et les tenseurs de déplacements.
I1.2. Tenseurs fondamentaux :
1L.2.1. Tenseur des contraintes ;
L’état des contraintes en tout point M d’un milieu continu, est entiérement défini par la
connaissance du tenseur des contraintes, noté J(M ). Ce ienseur de rang 2 et symétrique cst

représente par .

G,y On O
O'(M): Ty Oy Oy
O3 O3 Oj (L1

Oz = 0315013 = 031,03 = Oy

(11.2)
0;;
AT s
‘ 0.?1 :
, - Ef: T } Ni L -,-0'22
o - Oy |9
o-!l
0 Y
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11.2.2. Tenseur des déformations :

Soit &; le tenseur du champ des déformations (appelé tenseur de Green Lagrange
linéaires) qui est une matrice symétrique notée [£] et qui a pour composantes (en 3D) :

1 6u‘. auj
£, == ——+
o2l 0x,  ox,

i

(IL.3)
Le tenseur des déformations est un tenseur de rang 2, symétrique :
£, =&
v (IL.4)
1l s’écrit sous forme matricielle suivant :
&, &z &
E=| & €n &y
831 6‘32 833 (H 5)
aul au2 auS
e o,
Xy X, 3 (IL6)
1 - / - ~ \ / ~ - \
‘. h[éﬂg&} ‘., =1L%+%J, £B=1Lzu_z_+1uij
2 Bxl axl 2 613 6):, 2 6x3 axz (II.?)

I1.2.3. Tenseur Déplacements
Indépendamment dans chaque couche, la forme précise du champ de déplacement, 4 un
mouvement de corps rigide infinitésimal prés, a savoir les trois composantes :

U

u, =u(x,y,z )e,+v (x,y.z )e, +w (x,y,2 Je;u; =4v (11.8)
\

I1.3. La loi de comportement en élasticité linéaire :

I1.3.1. Définition
La loi de comportement va relier les deux tenseurs définis précédemment (déformations ct
contraintes). Comme cela se passe dans un ressort, on va généralement imposer que la contrainte

soit linéairement liée a la déformation.
On peut introduire des termes de plus haut degré, pour simuler des comportements plus
complexes et en particulier non linéaires, mais on préfere utiliser une fonction lin¢aire par

morceaux pour approximer la courbe non linéaire qui relie contraintes et déformation.

Page b3




La loi lincaire que nous allons considérer est de |

aformeo=4ke ouk cst une fonction lincaire.

Les deux Llenseurs o el & sont des matrices 3%3 symétriques et ont donc chacun 6 coefficients

indépendants.

k comporte donc, 36 coefficients indépendants qui lient linéairement ceux des deux tenseurs. Un

matériau, dans le cadre des approximations linéaires, va donc étre représenté par 36 coefficients

. b t A5 1 " A : H
qui vont centicrement définir son comportement et peuvent tre mesurés sur des matétiaux récl

par des séries de tests, qui sont dits rhéologiques.

I1.3.2. La loi de Hooke

La loi linéaire introduite précédemment est souvent trop générale et peut &tre simplifiée.

Si 'on considere que le matériau est isotrope, ¢’est-a-dire qu’il a le méme comportement dans
toutes les directions (c’est trés souvent le cas, sauf pour des matériaux fibreux a direction
privilegiée, comme le bois ou les muscles).

Alors des raisons de symétrie font que parmi les 36 coefficients, deux seulement sont

indépendants. La loi de comportement se simplifie et peut s’écrire :

o= Atr(e)}],+2pe (IL9)

Ou /, est la matrice identité et tr la trace de la matrice. A et 2z sont les deux coefficients
indépendants et s’appellent les constantes de Lamé.

Elles sont homogeénes a des pressions, c'st & dire exprimnées en Pa.

Ces tests mesurent ¢n fait dircctement deux autres valeurs : le module d’Young E (homogéne 4
une pression) et le coefficient de Poisson v (sans unité). Ces valeurs sont liées aux coefficients

de Lamé par les équations :

_ Ev _ E
T2+ Y T 24 (IL10)
ot
_ u(34+2u) __ 4
E==— ¢ 2(A+2) (L11)

Avec, en inversant équation (IL9) :
l+v

%
a———Etr(d)13+ w1

C s - : 5 1o i ibilité
E correspond 2 la rigidité du matériau et varie entre 107 et L0, v mesure son incompressibilite

et varie entre 0,0 (aucune préservation de volume, valeur théorigue, en pralique v est superieur a

0,25) et 0,5 (matériaux parfaitement incompressibles).

—" e

Page 14
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3
L

‘j-»

08

0

04

)

s V

Fig. I1.2 : Evolution de et # lorsque v varie entre 0 et 0,5, pour un E donné.

Noter que 4 tend vers I'infini pour des matériaux incompressibles 1»=0,5.

En écrivant les tenseurs des contraintes et déformations en vecteur colonne de taille 6, on peut
exprimer la lo1 de Hooke de maniére matricielle.

I1.4. Problémes de contraintes planes et déformations planes :

Les méthodes de résolution des problémes reposent sur la minimisation du nombre
d’inconnues a ’aide d’hypothéses simplificatrices qui peuvent étre strictement vérifiées pour la
situation  étudiée ou bien constituer une approximation du probléme réel. L’une d’entre elle
consiste a considérer que les phénoménes se passent dans un plan et a écrire des conditions
simplifiées pour ce qui se passe dans la troisiéme direction. On analyse successivement les
simplifications apportées par quelques—unes de ces hypothéses.

D’autres simplifications comme la symétrie dans un probleme peuvent étre exploitée.
I1.4.1. Contraintes planes

Le tenseur des contraintes a la forme :

o-xx Jx‘v 0
[G(M ):| = O-}-‘x O-,\fv 0
o 0 O (I1.13)

O o, .0, et g sontindépendants de 7.

L'axe z est done, une direction principale et la contrainte principale associce est nulle.

La loi de comportement se réduit a :

— =)

. £ I O N
RES ~lv 1 0 g,
|—v* :

O-Y\ ]_‘/ }/\I
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Avce:

& =%(64x +o-yy )

Iz

(IL.15)
D’ou la forme du tenseur des déformations -
- 1 A
£ -7, O
x5 £
1
[¢(M )]= 2y b 0
0 0 ¢,
L . (11.16)

Les déformations et les contraintes ne dépendent que des déplacements u(x;y)et v(x;y)

paralléles aux axes x et y.

Les équations d’équilibre se réduisent a :

a 2
000 %%y, -2
& oy o
oo, +60'w i v
LN i 2
S ¢ ot L17)

I1.4.2. Déformations planes

Le champ de déplacement est de la forme :

u=u(x,y)
\t=v(x,y)
w=0 (11.18)
On en déduit le tenseur des déformations :
_ . _
€ 5 Ve
1
[e(M ):l: -2-;10 g, 0
0 0 0
I | (IL.19)
Avee
g 0w v _du OV
Tt T Ty (11.20)

En tout point du solide, la direction z est donc direction principale. Les déformations et les

contraintes sont indépendantes de z.

L i et diaiemmaibridaio
o e A A e i e ey

Page i
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La lot de comportement se réduit a -

A+2u A 0}|e

O’.“I xx
O, (= A A“.+2‘u 0 £,
o,, 0 0 0 £,
(11.21)
Avec
o-zz =V(o.11 +o-.V)’)
(11.22)
Dot le tenseur des contraintes -
O O, 0
[¢(M)]=|0, o, 0
0 0 o,
- (11.23)

I1.5. Equations d'équilibre :
Soit f la force par unité de volume appliquée au point de coordonnées (x,y,z) du solide.

Soient}; l'accélération du point de coordomnées (x,y ,z) etp la masse volumique du
matériau.
11.5.1. Equilibre en translation
La projection sur x de la somme des forces appliquées au parallélépipéde rectangle infiniment
petit, de centre M et de cotés dx .dv ,dz | est nulle. La Fig. 11.1 représente ces contraintes.
~g. (x,y,2)dvdz + g (x +dx,y,z )dydz
-0, (x.y.2 )dxdz + g (x,y +dy,z )dxdz
-0.. (x ¥ ,Z )dxdy +0.. (x Y,z +dz )dxdy +f dxdydz

s, o 0
=Ouy, g"-"dv+ g"dv+fxdv=pdv}/x

Ox (11.24)
Ou dv =dxdydz .11 vient aprés simplification :
0
oo, L 9% oo, +f. = pr,
x oy o (IL.25)

T TP - - £ A

Page 17
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-0, {x,y.2) by 2o | 0o
v lxtde,y, z)=0_(x,p, 2}t =—=dx
, V1§, 220X,y 2 )b =
X oo
4 -0, {x,y.2) o fx.y 2td)=o (x,y,2)+ ;dz
Fig. I1.3 : Equilibre du parallélépipéde suivant x.
De méme :
0 +ad” +a =+f,=pr,
& &y oz (11.26)
Et
oo,
oo, N o, +ao;z +f.=py.
x oy o (I.27)

11.5.2 Equilibre en rotation

cao
o {x. y+dv.z)=0,‘.(X.y.Z)+—&%dy
¥

fo .
—U.“(X,}'_z)l M Ta-'u‘x.i-dx_y'z):()’}u(x'}-_z)+ ax“'flx

y
T——bx =0, {x.y.5)

Fig. I1.4 : Equilibre du parallélépipéde en rotation suivant z.

La somme des moments des forces appliquées au parallélépipede est mulle. I1 vient, en

négligeant les infiniment petits d'ordre supérieurs a 3 :

dx (dydz o, )——dy (dxdz o, ) =0 (11.28)
Soit o, =0,
De méme : o, =0,,0, =0, (11.29)

Le tenseur des contraintes est donc symétrique :

-

[o]=[]

R S S T po SRERIGRRL .
i L M A M I oS SR e 3
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[1.5.3. Equilibre local :

» Al

e

S

Fig. ILS : Coordonndex vylimdiiyues,

11.5.3.1. Tenseur des contraintes :

o, 0, O, g, G, G

w "

G=|0y Opn Oy =% Ow On

r

g, 0 Oy {;: - ;,]? C, Oa O,
v

{1.30)

Equation intrinséque
dvo+f, =0 (t.31)
En coordommées cartésiennes :

)
do,, Ooc,., OO
1 +— 12 i3 ’

f;u‘-"o

o, &, ox,

&, &, &, (1.33)

En coordemnees cylindrigues :

00, 180, 9, Ty P 4y,
a r o ¥

‘- ) [ i1y

i

Page.
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11.5.3.2. Tenseur de déformation :

& En &; £, &, &)
£=1 &y &n &n =1 o Egp €4,
&y &y &y l;‘;;;;} £, &, &, {;;ﬂ;}
’ (I1.34)
En coordonnées cartésiennes :
[ Bu 1 ou, ou T
g“:——!- g‘u:— —1+_2. 813=l %.{.%
&x 208, o, 2\ &, &,
1{ 0u, Ou Ou if o
[€]= 82|=5[6x—]+—6_x~1—J 822“—'52* En=73 ﬁ+f?_“_3
2 I 2 2 6)63 axz
¢ =1(%+%] < =l(%+5_“;) . O
3 3 3T A
0 20 ox, o 208, o, ax, | @35)
En coordonnées cylindriques :
LB g M w6, . i, 0o
T or "o oy ro8 7 & o
du, u@ 1ou, .1 ou, 1 0w du,
2, =—f—— 4 ——L P I PR
o r rof r r 06 rod &z
2g, = o, + 22 2¢., rlgg+au" &, :c:}‘_cu
) oz oF i} P 50 oz ) 24 (1136)

IL.6. Comportement élastique d’un disque mince alésé :

Le but de cette partie est la détermination de la réponse élastique linearisée d’un disque simplifié
axisymétrique d’axc z, préscntant une section rectangulaire dans le plan (r, 2) de rayon intéricur
ri et de rayon extérieur ¥, comme sur la Fig. 11.6 On ne tient donc pas compte des variations

d’épaisseur des disques réels. On supposera dans cette partie que le disque est libre d’effort en

r=r, (existence d’un jeu entre I'arbre et le disque). Le disque est alors libre d’efforten 7' =7, .
On se restreint au contexte des petites perturbations et au cas des contraintes planes (&,, =0).

Le matériau a un comportement élastique isotrope lindarisé. La configuration initiale est
supposée correspondre a un état naturel.
Le disque tourne a la vitesse angulaire ()¢ supposte constantc (ou variant trés lentemcnt}.

Dans ce probléme, on va déterminer les champs de contraintes, de déformations et de

R TS e R SRR ciclia
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déplacements dans le systéme de coordonnéss cylindrigues (

1, 8, z}, d’originc O, attach¢ au

disque. On travaille donc dans le référentiel tournant 4 I vitesse angulaire €U€

I
b

T
- -,

l

~

Fig. I1.6 Schématisation d’un disque alésé.

11.6.1. Efforts centrifuges
Dans le référentiel tournant attaché au disque, les équations d’équilibre s’écrivent

divot+pf =0 (L37)

E U NEY TEWTTEw (I1.38)

11.6.2. Forme du tenseur des contraintes

On cherche |’ etat de contraintes dans le disque sous la forme :

o, 0 0
[O']z 0 Cew Y
0 o 0 (11.39)

Le disque simplifi¢ étant axisymétrique, les composantes cherchées ne dépendent pas de ia
variable @, Les contraintes sont supposées indépendantes de la variable z. Les composantes o,
et g,, sont donc recherchées comme des fonctions de la variable r seulement.

L’expression de la divergence d’un champ de tenseurs d’ordre 2 en coordonnées cylindriques

conduit & I’ "equation suivante portant sur les composantes de contraintes :

o+ 0',,.:0'99 + T =0 (11.40)

Ou O" . désigne la dérivée par rapportar de ¢
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11.6.3. La condition de compatibilit¢

‘n utilisant une équation de ¢ ibilité : i ies Yo gt
kn q ¢ compatibilité et les relations d’élasticité linéaire isotrope, on

établit la relation suivante

Vo, 0w =" Tw 0, (I1.41)

Ou o, ' (respect. ¢y ') désigne la dérivée par rapport 4 r de o, (tespect. g ).
:r 00

En coordonnées cylindriques, une équation de compatibilité est :

E U, TTEW TEXNTTE (11.42)

Ou g4, est la composante radiale de déplacement. Les déformations sont liées aux

contraintes par la loi d’élasticité isotrope :

P g, VO,
TE E (11.43)

£,, = Coa _ VO,
£ = (I1.44)

I1.7. Détermination des contraintes dans le disque mince alésé en rotation :

L'intégration de I'équation (11.42) montre que les contraintes peuvent se mettre sous la forme

2.2
o—,,,-—£——£—(3+v)+-‘%—+3
F

(1L45)

pr?

o (1+3v)-Z+B

(11.46)
Ou A et B sont deux constantes d’intégration.

En éliminant ¢, dans (IL40) et (IL41), on obtient 1’ ‘equation différentielle suivante portant

sur ¢

ro, +30  + patr(3+v)=0 (11.47)
Les conditions aux limites permettant de déterminer A et B sont :
o,(r=r)=0,(r=7r)=0 (I1.49)
Ce qui donne

3+v 5 =

A=— 2
Q i e (11.49)




ptre 11 A
b e Modétisation mathe matigue

8= I o=

kN

(.50,
Or optien: finalemen: Uexpressior. compléte des comtrames

o-r' = + (’_‘. _rszyrz A..._r?“’)
e,
r ot ST '

Cu =Ty BTV e e
: ‘ ’ .52,

70 Defamatisns daws e Soqgue mince slév ok Faia5on
35 SINTYNGSETS OO Remselr des Seformmations se dédiinen dex s s dignk
Les =mns 0 Sasucde Sudone Inearssees Sommisenr hey diiommitioms su e

.'!!_I_P . ) . ) !-. J—-P‘:' r_-j"; N
£ =" S AT =D (e e e gy
SE T
< M,

. - . - N ?‘ A"'{- ro
(V-_n_‘_’{_}“,‘h_.‘,ﬁ . 2t

r

i

v W »m.-_’- ’ . . - -..4"
£ =—— (0, ~Ty)=— B AR R RSN

= E E &

AL
IL7.2. Déplacements dume e disqgite malnte Mt on el
Comme le déplacement rudiai vt gy =g,  ilne fieesn pa oo € 8% entibeom
jiterminée par -

el - P
PO [ty dill o T ey T

i 4

B =&y, =
T

La recherchie de L comprsante g | sesrwer sl Tos dhition: stavigs.

u,q_’.aud

IRE s
- £ 1497

28:-9:-

_ . . ' %, N EENRYPTE § INE B .‘\‘ e ‘x’." T
CAMME W e el lemmpen nrioante St " !

TACTOn I artlemisnt b alt

as




Chapitre e e Moddlisation mathématique

Cettc composante représente une rotation infinitésimale d° :
esimale d’angle o par rapport a axe e.

L'intégration de I'équation (I1.55) par rapport 4 z conduit Iexpressionde 4 suivante :

2 2
_YP@OF VP,
U~ g 4 2[2(1+")_(3+V)‘—%J+f (r)
4 (11.60)
Ou une fonction f de la coordonnée r doit étre introduite. Pour la déterminer, il faut calouler la

déformation de cisaillement :

10u, _v(+v) o
£n=y = P+ (r)
2 ou 2E (IL61)
_ypwr, 21+v)— Byt
“TE 4 -
(11.62)

Dans la suite du probléme on travaille avec les expressions simplifiées des contraintes,

déformations et déplacements ainsi déterminées.
En vertu de la symétrie du disque et des données du probléme par rapport au plan z = 0, la

condition suivante cst attendue :
u. (r,z =0)=0,Vr e[r;,re] (11.63)
Cette condition dc symétric entraine la nutlité de la fonction {r) dans (I1.61)). Le déplacement

14 . prend donc la forme annoncée. Les expressions simplifiées des contraintes, déformations et

déplacements du disque mince alésé en rotation sont rassemblées dans le Tableau IL.1

IL8. Contexte infinitésimal

Le contexte des petites perturbations qui a présidé aux développements précédents exige en
particulier que les d déformations restent infinitésimaux.
Préciser les conditions correspondantes, en fonction de la vitesse de rotation et des
caractéristiques du disque. On ne cherchera pas dans ce probléme a analyser les conditions
associées au caractére infinitésimal des rotations.

Examinons d’abord la déformation circonférentielle,

o2 , R rir.
8&8:[)8%) ((V "]r'+(3+") (I“V)[F;Jfre)*(lw) ]"2
(11.64)

T e
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11.9. Comportement olusllqm- inéarizé fqoupn Aicrf va fmitaan aam +1ied

A e £y ' y M L 'l " i . -
Si e disque n'est pas alese, les capressions simplifites des contraintes et des déformation:

régnant dans un disque mince non alésé peuvent étes établies en snivant une démarche similaire

i cellc mise en wuvre dans la stuation précédente On peat vérifier que ces expression:

simplifiées coincident avec i'Ctat limite oit le rayon intérienr £. - 0) _

11.9.1. Contraintes, déformations et déplacements

Dans le cas du disque non alés¢, 1"équation différentielle a tésaudre pour ttouvet fFF ést

toujours donnée par (I1.49) lorsque le comportement du disgue reste purement élastique. Le:
contraintes sont donc de la forme (11.51) et (11.52) 1."absence de singularité attendde efi ¢ = /1

a'implique que la constante A = 0. La constante B est alors déterminge 4 aide de i cohdition »

falimite ¢y _(r =7, )1=0.ctr = 0. Finalement, les contraintes sont

- po (3+V) (rF —r?)
8 (.68
Pa) | :
Cas = 630 (p; (3+v)--r’(l+3v)) (1661
Les déformations asseciées aux contraintes par ka bot d@asticité isotrope $ofit :
e, =22 (1-vWr2(3+v)-3r2(14v)
SF {11873

£ = P2 (’[—Vﬂt;z(f}-l-v):i‘a(l#\'/ﬂ

iy ftt.68)

_ &?‘ P _ .2 y
fo = B2 (2B v) - 201 V) (t.68)

Les dépingemems 4, /&y o U, e ’/gz =, 5 ¢h teduiveht :

_porre 3 14 4 oA .

u =S = Gyt {1+vY) {1176y
— wpw; i '2‘ ,‘ 3 '2 : i

U, =—wz S, 3+ 1) -2+ (.71

o . L S e e ie 1es eontraintes. ddfhrmatione v
0N a ondition Ao ogenstrie ” A Pte nfrliee 1oy cnntrar \

) C o emhlaes abter 3
deplacements i fisnpe ranes nen aldse o0 rotation sont rassemblecs dans te taktean 11

e~ b
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I1.10. Limite d’élasticité

oy contraintes limi oneti :
Les contrantes limite en fonction de la vitgsse de rotation et du rayon r du disque sont
donnécs par ;

min

)]
===y

(IL72)
x "
oy =0alr =0) =L (3407
(IL73)
La vitesse limite est donc donnée par :
o’ 8o,
fi . = —"———
P 1 (3+v)
(I1.74)

Elle est \/ 2 fois plus grande que la valeur obtenue dans le cas du disque mince avec un
alésage infinitésimal d’apres les résultats. En I’absence d’alésage, I’état de contrainte au centre

est equibiaxial enr=0:

017 =0)=04, (7 =0) (1L75)

Tab. I1.1: Récapituiatif des champs de contraintes, de déformations et de déplacements dans un

quuc mince alésé animé d’une vitesse de rotation o (expressions simplifiées).

Contraintes :

, 2
§1+p_~a;_(r2 _ril)(rz_rze)

”

1.2 2.1 1,2
g, =T [(3+v)["‘ Loyl +2r"]—(1+3v)1
8 ¥ ¥

Déformations :

2.2 2 2 r.zrz
porr —(1+v) xr: )J

& T TRE (30'2 ~D)+ B+~ :zre

ey )"’})

22 LN
£, = p;’F” [(vz ~D+@+v)(1-V) "‘

=z

2.2
v v po'r
—— = 20+v)— 3+v)
& E(a,r+am) 4 (( 1= J
Déplacements :
2y 2 rlr;l
U, = Fé,, = /7(0-’ (( - |)+(3+1')((1—V)" :re +(1+v)— 4 )]
¥ & SE Is r

2 2 2t
_yper . 2(1+v))(3+l’)’“ ‘2"’)
E 4 re)

it R e B R iz
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Tab I1.2: Récapitulatif des champs de contraintes, de déformations ct de déplacements dans un

disque mince non alése animé d'une vitesse de rotation e {expressions

R N § s simplifiées).
I — T
Contraintes :
2
W (3+v
O"n_ = -&_.%_l(rez _rz)

wZ
O =L (23 4+v) =71+ 30)
Déformations :
£ = %“’é-( WG +Y) -3 (1 +1)

£y =£“’_(1 V)G +v)-ri(1+v))

2
£, =—v%(rf(3+v)—2r2(l+v))

Déplacements

pcor

(1- v)(r B+v)-ri(l+v))

2

P . 2 2
=—vz —(r"(3+v)-2r-(l+v
U, 4E("( )=2r(l+v))

IL11. Solution, au sens de Saint Venant, du probléme de I’"elastostatique

d’un disque mince en rotation

Le probléme du disque mince (alésé ou non) en rotation est repris ici en restant dans le
cadre des contraintes planes (0, =0, =0p = 0') mais en acceptant une dépendance en z pour
les contraintes radiale et circonférentielle :

=0,(r.z)e, e, +0,(r.2)eL, (11.76)
Une telle dépendance a été reconnue comme nécessaire au cours de la démarche mise en

, , . LI o
®uvre aux paragraphes précédents. Le disque est d’épaisseur 2H.

AT g e AT T
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[1.12. Expressions générales des contraintes

0o, 0,-O

L 29 + pwlr =0
or r
(IL77)
do,, Jo
tv)(0, —Og) = r(—=—v—=
(14 V)0, =) =1 or or )
(11.78)
La dérivée partielle de G, par rapport a r est alors solution de I’équation
620' _ oo
e » 43 a"" + o’ r(3+v)=0
r r (I1.79)
Les expressions générales des contraintes s’en déduisent :
2
") A(z
o, =P 3ivpis (2 )+B(Z)
8 r (11.80)

2
G =____ng (1+3v)r? -Ar(f)+3(z)
(IL81)

Ou des fonctions A et B ne sont plus constantes mais des fonctions qui dépendent de la variable

Z seuiement.
IL13. Equations de compatibilité

Les équations de compatibilité en coordonnées cylindrigues ont une forme complexe. On
va procéder d’une maniére différente en utilisant certaines relations directes entre déformations
et déplacements

Les déplacements non nuls ¢4 ety sont des fonctions de r et z. En particulier, la composante

du déplacement gy n’est autre que r g, . La condition de compatibilité &, =0(r&,, )/ or en fait

déja été utilisée, de sorte que cette relation est automatiquement satisfaite. Par suite,

o N gfl_): 2 3_{‘12_) B M
u,—rew—r(om—van_)/E——SE (1-v)r T (1+v)+B(z)r E o as)

Le déplacement gy se déduit de I’état de contraintes déterminé précédemment au travers de la

relation.

Ou o v(1+Y) 5 L,V

—L = = - = ———— —'2—‘B Z

0z £, ==v(0, +04) 7 E d E 2 (11.83)

Qui s’intégre en :

0 = V(]+V) [)(1)3 rlz —-Z—KJ‘B(Z )C{Z +j‘2 (r)

E 2 E (11.84)
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pes d¢ cisaillemem O _
ou, ou
o, =2w1: =05¥+—;=0
" (11.85)
Cela s¢ tradun par la relation
% 3
A e By Y 2
Er E E (11.86)
Lz dérfvation de celie Aquation par rapport 4 z permet d'élablir que
4 "Z ) =0 (IL.B7)
v(1l+w ,z°
B(A)—'"__g_—) —+Bz+B,
1-v 2 (TL.88)
Les fomotions chercheées som donc de la forme :
v(14v) .27
Az)=4z +4, . B@E)=- ( per —+B3.: =8,
1-v 2 (11.89)
Ea revenant alors & ia relation initiale (EquiL49), oo obtieak -
1+ 1-v
——— A +——1B +f, =
Er E (11.90)
Ce gui fournit Iz fonction [, cherchée :
1+v r l-v .
f.r)=—2 4 log—=-B — U~
E R T (IL81)
La constante d’intégration a été jise reie qus
ur=r .z =0)=0. (1.92)

[L.13.1. Détermination complets des condxaintes

La détermmation conpiit &s coiraintgs cst présentée dans le cas ot la solution présenie
une symelrie par rapport au plaw £ - J. Cette condition de symétrie implique gue

u_(r.z - 0)— QNVE (11.93)

. , !
JURTN £ £ Al Y )

condur anot

B =4 4 -0 SURAY

T
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[es contraintes et détormations présentent done unce dépendance en z 2 ot des termes
constants, cil plus de la dépendance vis—a-vis de r.
A ce stade, il faut distinguer le cas du disque alésé et le cas du disque massif,
I1.13.2. Disque alésé
La forme générale des contraintes a été obtenuye -

2

g =-L2 (3+v)r2+iz+Bzzz+BU
8 d (11.95)
pw’ ., A ,
%z——gr(_1+3v)r ~ S +Bz’+B,
(11.96)

Le vecteur contrainte en’” =%, et ¥ =7, est dirigé selon e, et prend les valeurs :

2
P A
o',,(r=f:-)——Ta)(3+V)':-2+r—2+Bzz2+B0
i (1.97)
2
P A
O'n_(r—_'"re)z— g) (3+V)rez+;'i"+Bzzz+Bﬂ
. (1.98)

On voit qu’il n’est pas possible de trouver de constantes A et Bo permettant de remplir la

condition de bord extérieur libre.
o (r=r)=0,F=r)=0 (11.99)
3 toute cote z. On va donc se contenter de rechercher une solution permettant de remplir cette

condition en moyenne seulement.

La condition 4 la limite t = O ne sera donc pas remplie point par point sur les bords ¥ =7 et T,

mais seulement en résuitante sur un secteur infinitésimal du disque 7',-d Ox2H ou

1;d9x2H :

R=rcd6’.|.tdz=red6’ J.O'”dz e, =0

(11.100)

—do| -PY Y H oon
—l'(dg - 8 (3+V)re 2;[ +-—12H +2BZT+ 0 er
e

L4

; o oAl = Squati rtant sur les constantes
Une condition analogue doit étre écrite en” = ¥; . Deux equations po

dindoration A et Bg s”en déduisent
‘@_ e i ol
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A pw’ , J7E
B,+ rf = S (3+v)r,. —-Bz._3_
(IL.101)
A4  pa* » - H?
4= = 3+v r'—B,—
BO re_ 8 ( ) 2 3
(IL.102)

Il est effectivement possible de remplir la condition de résultante nulle au bord grice aux valeurs

2 2
Yol 2 2 H
B0= 8 (3+V)(re+r;)_BZ_~—
3 -
(11.103)
2
4=-22 34v)rr?
(IL104)

It faut encore vérifier que le moment résultant sur chacun des bords infinitésimaux est bien
nul. Un argument dc symétrie permet en fait d’assurer cette condition.
La solution obtenue est une solution acceptable au sens de Saint-Venant si le disque est

suffisamment mince ;

fy««l ; fy <<]
re ri

En effet, les surfaces sur lesquelles les résultantes ont éié calculées possédent alors deux
dimensions caractéristiques, a savoir [ €t rmd 8 , qui sont faibles devant la dimension 7, —7;

du disque. Les expressions que nous allons proposer sont alors proches de la solution réelle pour

r.<<r<<r,  c’est—a—dire en tout point assez loin des bords du disque alésé, en vertu du principe

de Saint-Venant.

Voici enfin les expressions complétes des contraintes régnant dans un disque mince alésé, en

régime élastostatique

2v(1+v)(£1T_2_Z;z

g = -M
2 2(1-v) 3 (IL.105)

. 3 (r =r)rt =)+ po
I &

2
o . s a2 vy H
%=—%r7((l+3v)r4—(3+v)((r, et S )

(1.106)

— e - . ' T page 3t
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[1.13.3 Disque non alésé

Dans le cas du disque mussil, (s Capicaenms des comramtas soes la fovrme (10 5%y o (B 39
sont valables a condition de prendre A ~ 0, et 4 dire d enchure tonde SHElAYI aw b = 6. A
nouveau il n'cst pas possible de satisfairc la condition de bord libre ef tout poind (7, 7y &
bord extérieur Il est possible toutefois de trouver une constante Hy petinetiatt & shhulsr 16

forseur résultant sur tout secteur infinitésimal ( . #) du bord extérieus ¢
pwﬂ;m B, HT
{i1.167)
La solution propos<e ic1 est acceptable pour les disques minces
Hir<<l (11.10M)
en vertu du principe de Saint-Venant. Voici cafin los oxpicisions des contraintes gul
s'élablissent dans un disque mince de rayonr, et d "épaissotr 2 -

B,=

PE3=v) ,v(l+v) HY

=)+ —-z
o, 3 ro-rl)+ po 2(1—;')( 3 ) )
%zm- Jevie — L+t )+pru :U ’)tl;ﬁi—» =
H=w 3 (it 119)

I\ apparaz clarement que les contributions oh T © 3t/ sont mimériguardt HRETSDIRS dans
les expressions orcedemmes par rapport aws SfEescORERbEons -5 Aot H i, <<l
Ce fait just.tie 1 posterion la pertinence dies preséions simmlifices s COMAIHRS SRS
dans lkes tableaux Tib. [T.1 et Tab. 11.2.

[L13.4. Défermations et déplacenitits
Voici les détformations et déplacements #4 wafn- (e AINEHE i o afes eh Rkt -

e e PR
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Jl apparait clarement guce les contributions en -2 et H°

sont numériquement négligeables dans

les cxpressions precédentes par rapport aux autres contributions, dés lors que : H/r<<]
- <<l.

Ce fait justific a posteriori la pertinence des expressions simplifiées des déformations et
déplacements donncs dans les tableaux Tab I1.1 et Tab 11.2.

11.14 : Vibrations

[1.14.1 Recherche de I'équation du mouvement

-Equation différentielle du mouvement d’un disque mince stationnaire.

Un disque mince, homogéne et isotrope d'épaisseur uniforme, encastré 3 son contour

intérieur et libre 4 son contour extérieur est présenté en (Fig.I1.1).

h

Fig. 11.7: Disque circulaire

) ) . Lo "Youn masse volumique, v
Avec: a rayon intérieur, b rayon extérieur, h épaisseur, E module d &P

coefficient de poisson.

Le plan x-y défini le plan moyen de la plaque et z représente fa distance d’un point de la

: i egligés.
Plague au plan moyen. La plaque étant supposée mince, les effets secondaires sont neglig

i : ressions classiques des
Le déplacement d'un point du plan moyen suivant 7 est not¢ w et les exp q

d¢formations s'éerivent -

. 2. oW
L _dm
£ =-z £ =-I =

X ~ 3 ¥ The

ox o

3

x éy (Equ.IL1)

R i
i) Siecicicians =
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PR

[os deformations soni FehaeY A COMEA e oy

|_o,_ | £ i v ] g
o= O-)‘ ’l—_:‘—/T v 0 gv -:Dg
r 00 a-vy2),

o (Equra)
L’expression générale de I'énergie de déformation est donmée par:

U= %J.s’ odr
, (e 1Y)
L’énergie cinctique, pour une épaisseur constante, est doriide -

ph of dw Y
= = | &
4 2;[(6:} b

Avec L =T -U Lagrangien du systéme et w degre e 'lm‘egt‘é

+2v( e ‘r( ‘| 1
arz )( @7 ] {x 81 - ' fd 3
\ / /| (( xd,l H .S}
Usppiication du Lagrangien pour un éément dt dRie, b de chareemient cot donnee bar:
aL

] m=0

E4 T4

%jipphl ﬂ] {[M +

b Bl (ﬂv

Lt LG
(Eutt.6)
. .. . . . oo ciaolil Ldslsy . ; ix, ikl i d!bi.]lli:
Ceci domme 1"lquation différentielle du miouveient transversale d'un élément du  disque
siationmaire en coordonnées cartégiennes

- o i
4 .y 4 . gt 4. LAl ' .
b dw(x .z)+_f__{ Wi, y,t) +_,(1' wix. 'Iﬁ“ﬁhd%j ,} ) -0

e’ the R @’

L

Expression qui peut s'écrire sous la forme :

‘42‘, X ,f‘ .
DVhwix,y 1)+ p S g TRy
o (EquTL8)

On V* = V3V, (ypérateur bi harmonidue.

\,L"\Il‘."?

Cette-équation différentieHe peut éire cgalcment cxprlmee en coordonnccs polairus
DV 1+ nh — =) .

Wep

L f):,. {Faa i

. TP ——— A 0%}
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[14.2 Extraction des fréquences propres

La solution genérale de I’équation (Equ.IL10) peut &tre donnée par :

w(r,0,t) = R, (r)(cos(n8) +sin(ng)) sin{ax)

(Equ.Ii.11)
Ou:;
R,, (f') = 7?1,an (ar) + qZ.nYn (ar) + nS,n]n (ar) + ’74,J|Kn (ar)
el
(Equ.ll.12)

§0napplique les conditions aux limites, pour trouver les valeurs de ¢

e contour intérieur ( r=r,) est encastré, ce qui induit un déplacement et une pente nuls. Soit :

w(r,6.0)],., =0
' (Equ.IL.13)

a.u’ (rigit) _0

or (Equ.IL14)

Le contour extérieur (r =r,) est libre. Cette condition aux limites se traduit par un moment et
une force transverse, définis par les conditions de Kirchhoff nulles. Exprimée en fonction de la
flcche w il vient :

( 3w (r8.0), (1% (r60) 1 ow(r.01)
r 0 r or

a2
or (Equ.IL15)

Y

(¢3Vfw(r,0,t)+1—v_6 18w (r,66) 1 ow(r,0.0) .., =0
ar r o6\r o8 a6 JJ (EquIL16)

L'ensemble des conditions aux limites peut s’écrire sous forme matricielle:

M, M, M, M,/lIIn, 0
My M, M, M,||m, _ 0
M3| Maz M33 M34 . 0
My M, M; M,j|M. 0 (Equ.IL.17)
Ou:
(Equ.11.18)

o G
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N

Il faur done chercher les valeurs de @, pour lesquelles e d¢terminant de la matrice des

conditions aux limics [M ]" s’annule -

det(M])=0

{Equ.iL.19)
Les valeurs propres de la matrice [M ]n ,notées &, sont cherchées numeériquement. Elles sont

reliées 4 la pulsation propre @, du disque :

(Equ.I1.20)
Les fréquences propres sont alors, données par ;
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e,

M1 Démarches suivies dans ANSY S Wbl puul ailic shiddatlon

Fig IL1: Schéma du projet crée dans ANSYS Workbench.
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g e Simulation du disque de turbine

io. TIT.3: Création ou timportation du mouele oo ... :
Fig ele géomdirique duy disque dans le module de dessin

design modeler
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Fig.ITL.4: Création ou importation du modéle géométrigue du disque

Dans le module de résolution
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Fig. I11.7: Solution visuatisant les deformées modyles ansi que les {ré
> dhstgue les {requences propres en Hz
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Fig. II1.8: Exemple d'insertion et de visualisation du diagramme
de Campbell dans la solution trouvée.

Les valeurs des vitesses critiques, les modes concernés et la stabilité des modes sont récapitulés
dans un tablean qui suit le diagramme de Campbell.( Voir partie simulation).
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1112 Simulation du disque de turbine
111.2.1 Modéle géométrique du disque :
A cause de la complexité des formes des logements des aubes, le modéle géométrique du

disque n'a pas. éFé congu dans lc module de dessin Design Modeler ' ANSYS pour cela, on eu
recours au logiciel CATIA, puis on a importé ce modéle sous forme d'un fichier CATPAR’T

: ! . g
EID;IJIULELHIILLIHI | froeanrsed I M W s e o
. Ctupes A&

Eihwelle @ g

Drta1l 8 1 30 logeecnis pour 30 subes)
Cehelle @ 421

Fig.IT1.9 Mise en plan du disque modélisé




__ Simulation du disque de turbine

Fig. I11.10 gauche: Le modéle 3D du disque importé. A droite : Disque maillée

(Nombre de nceuds : 112241; nombre d'éléments : 60809)

Données relatives aux matériaux :

Matériaux Alliage d'aluminium
Masse volumiqﬁe 4450 kg/m’
| Module de Young E=20x10"Pa
Coefficient de Poisson 0.3

Conditions initiales et chargement :

| Vitesse de rotation 0 44500 rad/s.

Charges Support cylindrique au trou central du disque.
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______Simulation du disque de turbine

L2 tableau suivant récapitule les valeurs des
pour les quatre vitesses de rotation du disque.

fréquences propres correspondant a tous les modes

Tab.IIL.1 Tableau récapitulant toutes les fréquences propres du

disque pour les différentes vitesses de rotation,

Vitesses de rotation en rd/s Numéro du mode Fréquenée amomc[Hz]_
1. 174.44
2 | 21051
0 S
(disque stationnaire) | 4, 21051
S (A
- 6. L 28995 |
ir 1 1369.17
2. 37588
1000 3 791.05
4, 799.17
5. 1258.2
6. ' 1302.5
1. 13119
2. 14132
. 3, B 14219 |
2500 4 B i597.5
| s 16291 |
| 6. 1874.6
" 1. 1904
| 2. 2152.8
3. 21739
4500 4, 2461.1
5. 24733 |
] 6. 2751.8

T Page 45



_Chapitrelll ~~~ simulation du disque de turbine

11.2.2 Déformées modales, déplacements max, fréquences et rombre de
diametres et de cercles nodaux

le
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Fig.I11.11 Déformée du mode | pour le disque stationnaire (vitesse de rotation nulle)
Déplacement max.= 8.7181 mm, fréquence=147.44 Hz,
{nb. Diamétres nodaux: 1, nb. Cercles nodaux: 0}

A
sdepuesal ®

v

Fig.I11.12 Déformée du mode 3 pour le disque staticnnaire (vitesse de rotation nulle)
Déplacement max.= 8.7181mm, fréquence=174.44 Hz.
{nb. Diamétres nodaux: 0, nb. Cercles nodaux: ()
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Fig.II1.13 Déformée du mode 4 poar le disque stationnaire (vitesse de rotation nulle)
Déplacement max.= 7.3828 mm, fréquence=210.51 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 2, nh. Cercles nodaux: 0)

LB .
rEvioal 6
bl 2zemens to et

28433511
depasse(

AC_0 2245

. 19 Max
| s

—_— N1
= 4X1:
d 432
b ¥}
Z40r
L3E3E
C 8153
0 Min

Fig.I11.14 Déformée du mode 6 pour le disque stationnaire (vitesse de rotation nulle)
Déplacement max.= 7.3519 mm, fréquence=289.95 Hz,
(nb. Diameétres nodaux: 0, nb. Cercles nodaux: 0}
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Fig.II1.15 Déformée du mode | pour la vitesse de rotation 1000 rd/s
Déplacement max.= 7.2066 mm. {réquence=369.17 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 1, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.IT1.16 Déformée du mode 3 pour la vitesse de rotation 1000 rd/s
Déplacement max.= 7.0245 mm, tréquence=791.03 He,
(nb. Diamétres nodaux: 0, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.IIL.17 Déformée du mode 5 pour la vitesse de rotation 1000 rd/s
Déplacement max.= 9.3438 mm. fréquence=1258.2 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 1. nb. Cercles nodaux: 0)

Ui
|

Fig.II1.18 Déformée du mode 6 pour ia vitesse de rotation 1000 rd/s
Déplacement max.= 8.15 mm, fréquence=1302.5 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 2, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.IIL.19 Déformée du mode 1 pour la vitesse de rotation 2500 rd/s
Déplacement max.= §.0736 mm, fréquence=1311.9 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 1, nb. Cercles nodaux: 0)

P sul ey

Fig.IT1.20 Déformée du mode 2 pour la vitesse de rotation 2500 rd/s
Déplacement max.= 5.2675 mm, fréquence=1413.2 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 2, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.II1.21 Déformée du mode 3 pour la vitesse de rotation 2500 rd/s
Déplacement max.= 4.8138 mm, fréquence=1421.9 Hz,
{(nb. Diamétres nodaux: 0, nb. Cercles nodaux: M
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Fig.I11.22 Déformée du mode 4 pour ia vilesse de rotation 2500 rd/s
Déplacement max.= 8.26 mm, fréquence=1597.5 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 0, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.I11.23 Déformée du mode 5 pour la vitesse de rotation 2500 rd/s
Déplacement max.= 11.408 mm, fréquence=1629.1 Hz,
(nb. Diamétres nodaux:1. nb. Cercles nodaux: )]
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Fig.IT1.24 Déformée du mode 6 pour la vitesse de rotation 2500 rd/s
Déplacement max.= 11.093 mm, fréyuence=1874.6 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 2, nb, Cercles nodaux: 0)
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A: Modale
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Fig.I11.25 Déformée du mode | pour la vitesse de rotation 4500 rd/s
Déplacement max.= 10.969 mm, fréquence=1904.0 Hz,

(nb. Diamétres nodaux: 1, nb. Cercles nodaux: ()

Fig.I11.26 Déformée du mode 2 pour la vitesse de rotation 4500 rd/s
Déplacement max.= 10.87 mm, fréquence=2152.8 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 2, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.II1.27 Déformée du mode 3 pour la vitesse de rotation 4500 rd/s
Déplacement max.= 9.1631 mm, fréquence=2173.9 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 0, nb. Cercles nodaux: )

B0 (e

Fig.IT1.28 Déformée du mode 4 pour la vitesse de rotation 4500 rd/s
Déplacement max.= 10.674 mim, fréquence= 2461.1 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 0, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.ITL29 Déformée du mode 5 pour la vitesse de rotation 4500 rd/s
Déplacement max.= 10.404 mm, fréquence=2473.3 Hz,
(nb. Diametres nodaux: i, nb. Cercles nodaux: 0)
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Fig.I1L.30 Déformée du mode 6 pour la vitesse de rotation 4500 rd/s,
Déplacement max.= 6.643 mrm, fréquence=23.733 Hz,
(nb. Diamétres nodaux: 2, nb. Cercles nodaux: 0}
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I11.3. Diagramme :Fréquence- Fréquence de rotation

Fig.II1.31 Diagramme de Campbell et vitesses critiques relatives au rapport 1.
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Le tableau suivant récapitule les fréquences des différents modes pour les 4 fréquences de
rotation ainsi que les vitesses critiques relatives 4 ces modes et les direction des cndes

vibratoires.

Tab.I11.2 Tableau récapitulant les vitesses critiques pour les 6 modes relatifs
aux différentes vitesses de rotation du disque.

Mode Vitesse eritique  ,q/5  1000. rad/s 2500. rad/s' 4500. radls‘j

en rd/s ) N

1 961.79 23931 Hz 149.65 Hz 80457Hz 47.647 Hzi
2 12867  287.05Hz 22558Hz 116.79Hz 68.546Hz
3| 21892  359.67Hz 346.58Hz 34891Hz 349.17 Hz |
4 26996 42653 Hz 429.65 Hz 426,65 Hz  429.65 Hz |
s | . 42748Hz 47301 Hz 863.04 Hz 14482 Hz |
6 - 429.65 Hz 814.05 Hz 1592.2{1:—112727.781{“2:'_}
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111.4 Conclusion

On constate sur la Tab.II1.2 que la vitesse critique minimale est celle de Y'onde rétrograde
(BW) du premier mode. Cette vitesse vaut 961.79 rd/s ce qui équivaut & N = 9189.07 tr/mn.
La deuxiéme vitesse critique correspondant a l'onde rétrograde (BW) du deuxiéme mode, vaut
1286.7 rd/s ot N=12293.31 w/mn.
La troisiéme vitesse critique provoquée par l'onde arricre (BW)du troisiéme mode a une valeur
est de 2189.2 rd/s soit un nombre de tours N = 20915.92 tr/mn.
La quatriéme vitesse critique générée par l'onde avant (FW)du quatriéme mode a une valeur est
de 2699.6 rd/s soit un nombre de tours égal a 25792.35 tr/mn.
Ces quatre nombres de tours sont A éviter, mais 2 partir de 25792.35 tr/mm, il n'y a plus de

vitesse critique du fait que le rapport 1 sur le diagramme de Campbell donne les vitesses

critiques les plus élevées.




Conclusion générale

I __

Conclusion générale

Dans ce travail, on a fait un état de l'art sur les problemes rencontrés dans les disques minces. Par la
suite, on a exposé la théorie régissant son comportement vibratoire en invoquant les lois de la
mécanique d'un milieu continu élastique et déformable. Le but de cette partie est de déterminer les
champs de déplacements, de contraintes et de déformations dans différentes configurations : Disques
annulaires et disques massifs, et on a terminé celte partie par la détermination de la condition de non

éclatement du disque en fonction des caractéristiques du matériau (S, v, p) et celle géométrique (r)-

La partie qui suit faisait 'objet de Ia simulation numérigue du comportement vibratoire d'un disque de
wurbomachine, au début de laquelle. on a exposé les étapes a suivre pour faire une simulation réussie

en exploitant le code Ansys.

Les résultats de cette simulation nous ont permis d'extraire les modes propres du disque a diverses
vitesses rotation. Ces modes sont matérialisés par la représentation de la déformée modale et deux
ondes qui se propagent dans la matiére du disque : une dans le méme sens de rotation ( onde FW), c'est
onde qui s'amplifie et une autre dans le sens inverse ( onde BW), c'est onde s'amortie .

Tous ce résultats se résument par le digramme de campbell (digramme fréquence--nombre de tours)

qui donne les vitesses de rotation citriques a éviter pendant Je travail avec ce disque.

Dans ce travail, on s'est limité & Vextraction des vitesses critiques rejatives au rapport 1, ce qui conclut
que d'autres vitesses critiques plus basses peuvent atre extraites en répétant la simulation par les

rapport 2, 3,...

En conclusion, on peut affirmer que la résolution du probléme de cassure des disques n'est pas limité
uniquement 2 la recherche des fréquences de résonance mais aussi  la vérification des conditions de

non éclatement.
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