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 مقدمة
ين المتخصصو بصفة عامة طمبة الجامعات و يتضمنو التحميل العقدي أكثر ما يعاني ما إن

 . التي توضح بعض المسائل الصعبة الفيم بالنسبة إلييم في شعبة الرياضيات بصفة خاصة
المتمثمة في حساب و  ،حفزنا لمبحث في إحدى ىذه المسائلو ىذا ما أثار في نفوسنا 

التي طالما تخوف منيا و باستعمال المتغيرات العقدية والتكاملات المجاميع غير المنتيية 
   .البعض الآخر اعتبرىا مستحيمة الحل،و البعض

ما يسعو التحميل العقدي من و ، عمميةو نظرا لما يحممو ىذا الموضوع من أىمية: عممية و 
باعتمادنا عمى  ،تصر دراستنا عمى جزء صغير منومتشعبة ارتأينا أن نقو معمومات غزيرة 
  .نظرية الرواسب

ففي الفصل الأول قدمنا لمحة موجزة عن ،قد قسمنا ىذه الدراسة إلى ثلاثة فصولو 
أثناء و  ،وخصائصو العقدي التابع بتعريف ،مذكرينمعظم خصائصياو مجموعة الأعداد العقدية 

أما الفصل ،تمثيميا بسمسمة قوىو فنا أيضا التوابع التحميمية ِّرع الأول مسيرتنا في الفصل
الثاني فتناولنا فيو بعض النظريات في تكاملات التوابع ذات المتغيرات العقدية كنظرية 

كيفية و في آخر ىذا الفصل تطرقنا إلى نظرية الرواسب و نتائجيا التطبيقية و كوشي لمتكامل 
 .العقدية بمختمف رتبيااب التوابع حساب ىاتو الرواسب عند أقط

قد خصصنا الفصل الثالث لمتعرف عمى أىم الطرق لحساب المجاميع غير المنتيية و 
في النياية عرضنا ما توصمنا إليو من و ، زودناه بأمثمةو براىينيا و باستعمال المتغيرات العقدية 

  .خلال خلاصة مختصرة
صصين في الرياضيات أخيرا نتمنى أن ىذا البحث المتواضع بنتائجو يفيد المتخو 

ا متواضعا أن يضيف إلى المكتبة الجامعية مرجعو بالأخص في موضوع التحميل العقدي و 
 .جديدا حول ىذا الموضوع

 لي التوفيق و الله و 
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 :و خواص ريفاتع . 1.1
 :تعريف العدد العقدي ...1.1

الذي يمكن تمثيمو  و z=(x,y) ىو كل زوج مرتب من الأعداد الحقيقية
  .XOY في المستوي  M=(x,y)بنقطة

   نكتب:، ℂرمز النرمز لمجموعة الأعداد العقدية ب
ℂ  {  (   )     ℂ      ℂ⁄ } 

  المستوي بمعمم متعامد ومتجانسنزود 
 ( .0،1) بـيرمز لموحدة عميو  بالمحور الحقيقي و (OX)يسمى
 . i(=1،0) بـيرمز لموحدة عميو  بالمحور التخيمي و (OY)يسمى 
 :ℂ  الضرب في تعريف الجمع و .1.1.1

 كما يمي:  z1=(x1,y1),z2=(x2,y2) عددين عقديينجداء  نعرف مجموع و
   ℂ  ℂ  ℂ  

(     )  ((     ) (     ))        (           ) 

  ℂ  ℂ  ℂ 

(     )  ((     ) (     ))        

                (                   ) 

 لتشك ،(    ℂ)أي  الضربإن مجموعة الأعداد العقدية مع عمميتي الجمع و 
 حقل حيث:بنية 

  (0,0الحيادي بالنسبة لعممية الجمع ىو )العنصر.  
  (1,0)و لعممية الضرب ى بالنسبةالعنصر الحيادي.  
 نظير  (x,y) بالنسبة لمجمع ىو (-x,-y). 
  نظير(x,y) بالنسبة لمضرب ىو(

 

     
 

 

     
 . (x,y)  (0,0)مع  (

 
 

1 0 

i 

x 

y 
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 تساوي عددين عقديين: .1.1.1
 و x1= x2أنيما متساويان إذا كان  z1=(x1,y1) , z2=(x2,y2) نقول عن عددين

y1=y2. 
  :المختمفة لعدد عقديالكتابات  ...1

 الكتابة حسب التعريف: .1.1.1
  ℂ    (   )  ⁄  ℂ   ℂ 

 :الكتابة الجبرية .1.1.1  
 :كما ىو موضح في الشكل المقابل   

  ℂ    (   ) 

                                  (   )   (   ) 

                             

                    
 .Rez ـونرمز لو ب z ـبالجزء الحقيقي ل xنسمي 
 .Im z ـنرمز لو بو  z ـبالجزء التخيمي ل yنسمي 
         z = x + iyz = Rez + i Im z  فيكون:

i :ينتج ℂمن تعريف  و
2
 = (0.1).(0.1) 

= (-1.0)  = -1                                                                                                     
 ي لعدد عقدي:الشكل المثمث .1.1.1
 والتي تمثل العدد العقدي   z=(x,y) الإحداثيات القطبية لمنقطة  (r,) لتكن

z=x+iy  
  :لدينا من الشكل

  {
                                              
                                               

                          

 z = x + iy :               ويكون لدينا 

    = r(cos+sin)= re
i

                  

 

z

Y

y

x
X

o

zy

Y

x
X

o


r
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 z  :ــبالعدد الحقيقي الموجب الذي يرمز لو  z = (x,y)تسمى طويمة العدد العقدي
      √ = r = z       حيث:
) = arctg مع arg(z) =  :ـب ليانرمز  وz  عمدة العدد العقدي تسمى 

 

 
)  

0x . و <20 حيث:  
 عقديين فإن:عددين    z1 , z2نذكر أنو إذا كان

1)       1) = -arg(z1)  
2) arg(z1z2) = arg(z1)+arg(z2)  

3) arg 1

2

z

z

 
 
 
 

= arg(z1)-arg(z2)    حيثz2 0  

 :فان   وعمدتوr  طويمتو  عدد مركب z إذا كان (4
 cos (n)+ sin(n)  = nIN: (cos + i sin )

n )علاقة دي موافر( 
  مرافق عدد عقدي: .1.1
  z العددنعرف مرافق ا، عقدي اعدد z = (x,y)  ليكن

 حيث:   بـ لذي نرمز لو بالعدد العقدي ا
   = (x,- y) يمثل كما في الشكل المقابل ، و:     

  
 

  [7] خواص:  .1.3.1
 z1 , z2 :عددين عقديين عندئذ يكون لدينا الخواص التالية ليكن

1) z1.  2=z1
2 
   

2) z1.z2=z1.z2   
3) |

  

  
|= 

|  |

|  |
 ; z20                                                     

4) z1+z2z1-z2                                                                            

z

Y

y

x
X

o

z

y



التوابع التحميمية –الأعداد العقدية                            الفصل الأول  

 

 5 

5) z1-z2z1-z2 

6) -z1Im z1z1 

7) -z1Re z1z1 

8) z1Re z1+Imz1√  z1 

9) √   =|√  |  

10) z1+z2     1     2 

11) z1-z 2=   1-   2  

12) z1.z2    1   2 

13) )    ( =       , z20 

 .المرافق و الطويمة يعتمد برىان ىذه الخواص مباشرة عمى تعريف
 الجذور النونية لعدد عقدي: ...4
 أي أن:  2 طولو  كل مجال     مجالا رئيسيا لمزاوية نسمي

 0  <2أو -  <  
 في ىذه الحالة زاوية رئيسية. نسمي  و
 .z الموافقة لزاوية رئيسية القيمة الرئيسية لمعدد zنسمي قيمة عدد عقدي و

    0<-                 أي انو إذا كانت:
z0=z.e :فإن

i0  ـلىي القيمة الرئيسيةz . 
z = r.eمعدد العقدي إيجاد الجذور النونية ل

i ىو إيجاد عدد عقدي آخرw=Re 
i  

z = wيحقق العلاقة 
 n  نكتب  وw= 

 
 = √ 

 عدد طبيعي.  nمع   
                                                                                                                                           :ـب تعرف الجذور النونية

Z 
1/n

 = (r(cos+i sin ))
1/n                                                                         

 

  =z 
1/n

 e
 i(+2k)/n                                                                                                    

=  
 
  (   (

   

 
)        (

   

 
)), k 0,1,…,n-1.        

z قيمة مختمفة لمعدد العقدي nالأخيرة أنو يوجد  العلاقة ينتج من ىذه
1/n  أيn  جذرا

       .  zلمعدد العقدي

z1 

z2 

  1 

  2 
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 التابع العقدي بمتغير عقدي: .5.1
 تعريف: .1.5.1
 .ℂمجموعة من  D لتكن

  zD إذا أرفقت بكل قيمة  Dمعرف عمى المجموعة w=(z)نقول أن التابع 
 نكتب: و w قيمة واحدة أو أكثر من قيم

         ℂ      ( )             
 أو:

    ℂ                      
            ( )  
 . بمجموعة تعريف التابع D نسمي المجموعة

 . مجموعة قيم التابع +( )         ℂ  *ونسمي المجموعة 

 التابع  نقول أنw=(z) وحيد قيمة في المجموعةD   إذا كان من أجل كل
 .(z)يقابميا قيمة وحيدة لمتابع   Dمن  z ـل قيمة

 التابع نقول أن w=(z)  متعدد قيم في المجموعة D  إذا كان من أجل كل
 . (z) يقابميا أكثر من قيمة لمتابع  Dمن z ـل قيمة

  عريف نهاية تابع عقدي:ت .1.5.1
عدا ربما  z0تابعا عقديا بمتغير عقدي معرف بجوار لنقطة  ℂ     ليكن 
 . z0 عند

)في حال  w0عبر كل السبل ىي العدد  z0 منz عندما يقترب  نياية التابع
 وجودىا( ونكتب: 

(       ( )   0)(> 0,>0:zD,z-z0<(z)-w0) 
 [1] نظرية:.  1 .1.5.1

   z0=x0+iy0المعرف عمى جوار لنقطة(z)=u(x,y)+iv(x,y)   ليكن التابع
 .z0 عدا
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( )        ) عندئذ:   (x0,y0)+iv(x0,y0))                               

{
   (   ) (     )  (   )   (     )                                                        

   (   ) (     )  (   )   (     )                                                        
 

 [1] نظرية:.  1 .1.5.1
  z0 ماعدا ربماz0 تابعين عقديين بمتغير عقدي معرفين عمى جوار g  و  إذا كان

 عددان عقديان بحيث:  w1 , w2 و
       ( )   1,         ( )  عندئذ لدينا: 2  

1)        
(  )( )   1 w2   

2)        
(  )( )   1.w2 

3)        (


 
) ( )  

  

  
  20        

 التوابع العقدية: استمرار .1.5.1
أنو مستمر في تمك النقطة إذا تحققت  z0 معرف بجوار النقطةال fعتاب نقول عن
 الشرط التالي:

   
  (  )

( )  (  ) 

 مستمر عند كل نقطة فقط إذا كان إذا و  Dأنو مستمر عمى  نقول عن التابع
z0 منD  حيث   ℂ. 
 كتب:ون 

(       ( )=(z0)) (0,0:zD,z-z0 

                                   (z)-(z0) ) 
 [1] :الاستمراربعض خواص  ♦
 . z0 مستمرين أيضا عند ( ) و  (z)فإنz0  مستمرا عند ( إذا كان التابع1
إذا  z0=x0+i y0 مستمر عند (z)فإن ،(z)= u(x,y)+iv(x,y)( إذا كان2

  .(x0,y0) مستمران عند النقطة  v و u وفقط إذا:
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يكفي ويمزم أن يكون جزءاه الحقيقي  عند نقطة مستمرا ونقول أنو حتى يكون
  .عند نفس النقطة والتخيمي مستمران

 :الاشتقاق .4.5.1
 و ℂ   حيث Dالمجموعة المفتوحة تابعا عقديا وحيد قيمة في  w=(z)ليكن 

       النقطة لتكن
 إذا وفقط إذا كانت النيايةz0  عند النقطة للاشتقاقأنو قابل  نقول عن  

       
( ) (  )

    
 .موجودة ووحيدة 

  . ' (z0 )ونرمز ليا بالرمز z0عند   وتسمى ىذه النياية بمشتق التابع
  تعمق بالسبيل أو الطريق الذي تسمكوت لا في حال وجودىاالنياية إنz   وىي

 يتم عبر عدد غير منتو من السبيل. الاقترابفيذا  z0 تقترب من

  .Dعند كل نقطة من الاشتقاقإذا قبل  Dعمى الاشتقاقيقبل   نقول أنو 
 [1] :الاشتقاقبعض خواص  ♦

 لدينا:  ℂ من z0عند نقطة للاشتقاقتابعين عقديين قابمين  1,2 ليكن
1 )1+2  عند  للاشتقاققابلz0. 
2 )12  عند  للاشتقاققابلz0. 
3)  

 
   20. مع z0عند  للاشتقاققابل   

 [1] نظرية: .5.5.1
 :حيث     عند نقطة للاشتقاقن تابعان عقديان قابلا g  و  ليكن

   :f D D  
                         0z D  /:g D     

 عندئذ القوانين التالية صحيحة:
1) ( g)'(  )='(  ) g'(  )                                                                                

2) (g)'(  )='(  )g(  )+(   )g'(  )                                                               
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3) (


 
)  (  )= 


 (   )  (   ) (   )  

 (   )

  (   )
/g(  )0                                                            

 فإن:(  )  عند للاشتقاققابلا  gإذا كان
4) (g )'(  )=g'((  )).'(  )                                                                             

 

 التابع التحميمي: .6.1
 تعريف: .1.6.1

    الاشتقاقيقبل  (z) إذا كان D المجموعة المفتوحةأنو تحميمي في   نقول عن تابع
 . Dمن عند كل نقطة

  تحميمي عميو.  بحيث z0  ـل إذا وجد جوار z0  وتحميمي عند النقطة 
 [7] نظرية: .1.6.1

 ,  g :فإن التوابع D المجموعة المفتوحةتحميميين عمى  g و إذا كان التابعين

g  تحميمية عمى المنطقةD  . 
ذا فرضنا أن  فإن zD/g(z)0 وا 

 
 .D عمى تحميمي كذلك   

 التابع الممثل بسمسمة قوى:  .7.1
 [5] نظرية: .1.7.1

∑ لتكن     
  n(z-a)

n ونصف قطر تقاربيا متقاربة سمسمة قوىR  حيث: 
 0R+ و (an)n  ومتتالية من الأعداد العقديةa .عدد عقدي 

 عند كل نقطة من ساحة تقاربيا (z) عندئذ يصبح ليذه السمسمة مجموعا معينا
D(a,R). 

 :ـب  (z)وىكذا يعرف 
                  (   )   ℂ 

                                    ( )  ∑   
 
   (   )                                        
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∑ نقول في ىذه الحالة أن سمسمة القوى   
  n(z-a)

n  ممثمة بالتابع(z)  والتابع  
∑ ممثل بسمسمة القوى   

  n(z-a)
n   . 

        [5] :نظرية .2.7.1

∑ =(z)  لدينا:ليكن    
   n(z-a)

n 
∑القوى ولنفرض أن نصف قطر تقارب سمسمة   

   n(z-a)
n  0ىوR +  . 

 عندئذ:
 يعطى المشتق و D(a,R) تحميمي عمىf( التابع1

(k)
(z) عند النقطة z 

 :بالسمسمة


(k)
(z) =∑  (   ) (     ) 

   anz
n-k

, k1 , zD(a,R) 
 

=an :  ـ ب  an تعطى الأمثال( 2
 

  
 

(n)
(a), n0                   

∑لدينا سمسمتي قوىإذا كان ( 3   
   n(z-a)

n  و∑   
   n(z-a)

n  متقاربتان وليما
 في القرص n0:an=bn متطابقتين أي: فإنيما   D(a,R)في  المجموع نفس
 D(a,R). 

  :ℂ التابع الأسي في .8.1
e نعرفو بسمسمة القوى

z
=∑

  

      حيث أن نصف قطر تقارب ىذه السمسمة
 .  +=Rىو

 .ℂبالتالي فالتابع الممثل ليا تحميمي في كل  و ℂأي أنيا متقاربة في كل 
  :ℂالتوابع المثمثية في  . 9.1

 بسمسمتي القوى:  cos z و  sin z نالتابعين العقدييℂ  نعرف في
 Sin z=∑ (  )  

n      

(    ) 
∑=cos zو   (  )  

n    

(  ) 
حيث سمسمتي   

 .ℂن في كل القوى متقاربتي
 .ℂن في كل تحميميي  cos z و  sin z وعميو
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 sin 'z=cos z: ـبومشتقاتيا تعطى 

cos' z=-sin z                                            
  .ℂ فإنيا تبقى قائمة في ℂفيما يخص دساتير التحويل المعروفة في 

  التوابع القطعية: .1..1
 بسمسمتي قوى كالتالي:  ch z و  sh z يانالتابعان العقديعرف كل من 

sh z= ∑
      

(    )      و ch z= ∑
    

(  )                          

 .ℂ حيث سمسمتي القوى متقاربتان في كل
 .ℂ تحميميان في كل  ch z و  sh z وعميو

 sh' z = ch z             : ـبومشتقاتيا تعطى 
ch' z = sh z                                                                

 نتائج: .1..1.1
  :ℂمن z لدينا من أجل كل 

1) cos z+ i sin z= e 
iz
  

2) cos z= 
        

 
 

3) sin z=  
        

  
 

4) tg z= 
        

 (        )
 

5) ch z+ sh z= e 
z
 

6) sh z=
      

 
 

7) ch z=
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 بعض التعاريف: .1 .2
 :.المجموعة المفتوحة..1.1

 𝒟موون  zمفت حوون ا ا  ووو  طكوول   طوون  ℂموون اطموووت ع اط  وو ع   𝒟تكوو ن موم  وون اط  وو ط
 .  Dو ار محت ى بك مله في

 :المجموعة المغمقة ...2.1

تشووكل   ℂ مغل وون ا ا ك  ووت متممتاوو  ب ط وووبن طلموووت ع اط  وو ع  𝒟موم  وون اط  وو ط تكوو ن
 .موم  ن مفت حن

 : المجموعة المترابطة ...3.1
بموو ر  تكو ن مون  طو   𝒟مترابطن ا ا أمكن أن  صول أع   طتو ن فوي  𝒟تك ن موم  ن 

                                               .𝒟 خط ط موت  من )مو ر مضل ( كل    طه تك ن في
 المنطقة: ...4.1

 م ط ن ا ا  ف ط ا ا ك  ت مفت ح  مترابطن. Sتك ن موم  ن اط   ط 
 :القرص المفتوح ...5.1
 اطموم  ن: R  صف  طره   a   رص  مفت ح  مركزه  ومي

D(a,R)={z ℂ: z-aR  م  R  ح   ي م وب     a .ع        
 : القرص المغمق ...6.1

  اطموم  ن: R   صف  طره  a ومي  رص  مغل   مركزه 
           ℂ: z-aR  م  R   ح   ي م وب     a .ع        

 :القرص المفتوح محذوف المركز ...9.1
  اطموم  ن: R ا  صف اط طر  a   ومي  رص  مفت ح  مح  ف اطمركز

D(a,R)-{a={z ℂ: 0z-aR   مR   ح   ي م وب     a .ع        
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 :.تعريف المنحنى1.0102
                                      :اطم رف ب ط كن اطت ب  

 : ,a b D     
                                                    Re Imt t t i t        

 م ط ن. Dح ث 
موتمرا  لى  ك ن  ا ا ف ط  ا ا Dم ح    في  ومي *  ,a b. 
موتمران  لى     'ا ا  ف ط ا ا ك ن D في  أملو م ح     ومي *      ,a b. 

ح ث     ل  ن اطت ب   : ,a b      و  ث بت م وب  ا اأ ه    تغ ر مح M 
 لى  ح  تتح ق ف ه اطمتراوحن اطت ط ن   طك من اول كل توزئن 0 1 ... mP a t t t b     

 طووووووووو  ,a b. 

      1

1

,
k m

k k

k

v p t t M  






  . 

 اط ع  رمز طه بووو     رف اطتغ  ر اطكلي طوووو  v   اطم رف  لى اط ح  اطت طي 
    ,v Sup v p    مp  توزئن طووو ,a b. 
2ا ه من اط اضح ان  /Z X Y Z Z x iy    . 

*    تغ  ر مح     تغ ر كل من Re t    Im t .    مح 
2 :   تج ه ا ب وت م ل اط لا ن  /Z X Y Z Z x iy    . 

 :تعريف السبيل .....11
 . ع تغ ر مح    وب لا     ومي كل م ح ي

 . التكامل المحدد :..2
, ((x)k) تو ب   ا  و م محو   ة a,b C: وب لا ,  ط كنa,b ℂ: ط كن  

 a,b .P=a=t0t1…tn=bتوزئن طوو  P طتكن
∑ =SP :موم    م اف   طا ه اطتوربن SP ط كن   

   (k)(tk)-(tk-1)  

D 
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                :  رمز ط طك ب طرمز a,b لى     بل اطمك ملن ب ط وبن طوو     ل أن
∫    ∫ ( ) ( )

 

 

 

 
                                      

 .ح ث   ة   مح   ةم و =   P    ك  ت ا ا 
 :التكامل المنحني ...3
  .  لى  موتمرات ب    وب لا   ح ث γ γ [  b] γ →[b  ]: ط كن
 .موتمراℂ γ  →[b  ]: ا ن
∫أع أن[a,b]  لى   وط  بل اطمك ملن ب ط وبن    م ه  

 

 
(γ  t d γ t     م و. 

∫ : م ه  
 

 
 γ t  d γ t              =∫  

 

 
(γ  t d γ t    

  رموز    لوى اطووب ل   ومى ه ا الأخ ر تكو ملا م ح  و  أ  تكو ملا   و    طلتو ب  اط  و ع
∫ طه ب طرمز  

 

 
(z)dz . 

∫  أع أن  
 

 
(z)dz=∫  

 

 
 γ t  dγ t   ب طتوووووووو طي  كوووووووو ن اطتك موووووووول اط  وووووووو ع ∫  

 

 
(z)dz 

 . موتمرا  لىت ب     وب لا   م و  ا ا ا  ف ط ا ا ك ن 
 :التكامل المنحني العقدي ...4

 مح      :[  b]→ ℂوب لا    ℂ γ →[b  ]:ط كن  
∫ ب طرمز طا   رمز   [a,b] لى  وط أ ه   بل اطمك ملن ب ط وبن       ل  ن   

 

 
(t)d γ t  

limا ا  ف ط ا ا   p
n

S L
 

  بح ثpS  ه  اطموم ع اطمرافق طتوزئن وط  ,a b  بواطم طى : 
Sp= ∑     

   (k  [γ tk)-γ tk-1)]k[tk-1,tk]. 
 [8] :نظرية ...1.4

 ت ب   موتمرا فونن   :[  b]→ ℂوب لا أ  م ح    أملو   ك ن   ℂ γ →[b  ]: ا ا ك ن
∫   أع [a ,b] لى   وط   بل اطمك ملن ب ط وبن  

 

 
 t d γ t    م و . 

  d γ t  γ(t)dt :أملو  فنن ا  ا ك ن   
∫ : م ه   

 

 
 t d γ t    ∫  

 

 
(t) γ(t)dt. 
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 :التكامميةكوشي  اتنظري ...5
  نظرية كوشي:. 1.5.2
∫فنن:  𝒟ت ب   تحل ل    لى    ك ن𝒟  وب لا مغل   في م ط ن ا ا ك ن   

 

 
(z)dz=0 . 

 :. صيغة كوشي التكاممية..2.5
 :فنن   طن ت    اخل  a  اخله    تحل ل ن  لى  و  وب لا مغل    ا ا ك ن

                                     
 

 2
f z

dz if a
z a




      

                  1n   /  

 
   1

2 n

n

f z i
dz f a

nz a







 !
 

 تعريف النقاط الشاذة: ...6
    ه .هي تلك اط   ط اطتي لا  ك ن ه ا الأخ ر تحل ل     اط   ط اطش  ة طت ب 

 :أنواع النقاط الشاذة. ..1.6
 الشاذة المنعزلة: ...1.1.6

لا  شمل من  aو ط م  زطن ا ا  و  و ار a  z   ل أن  و ط  طن ش  ة  a  zطتكن 
 .)   R  0:   H(z ℂ:0<z-aR   أ ه: اطش ا  و اه  أع 

                                                                                         :للإزالة.الشاذة القابمة ..2.1.6
 أ ا  ش  ة   بلن طلإزاطن ا ا:  وط a z   ل  ن   طن ش  ة 

  g H(D (a,R)):g(z)=(z),zann(a,0,R)ann=z ℂ:0 z-aR 
 .a   صف اط طر اط اخلي صفر  اطخ روي R  ات اطمركز حل ن تومى 0)R(,,R(a) ح ث

                                                                                                  [6] نظرية: ...3.1.6
 ,    ئ : و ط  طن ش  ة  a zطتكن 

a z  بلن طلإزاطن   =0      
   

 
 

                                                                                         :شاذة أساسيةنقاط  ...4.1.6
 .غ ر م تا ن أ  غ ر م و  ة ( )     ا ا   و ط  طن ش  ة أو و ن  a  z   ل  ن 
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                                                                                 [6] نشر لوران: ...7
 ann(a,R1,R2)=z: R1 z-a R2     a  z اطمفت حن ت ب   تحل ل    لى اطحل ن  ط كن

    ئ  ط     م   لي: طووووووو م  زطن    طن ش  ة
( ….(z)=∑      

    n(z-a)n= 

     
1

0

n nn n

n nn n
a z a a z a

  

 
      

      
1 0

n nn n

n nn n
a z a a z a

  

  
    

∑ n(z-a)n  ومى اطوزء    
 تك ن  عب  م  اطوزء اطب  ي اط  , لمورانب طوزء اطتحل لي      

                                                    .لمورانوزء اطرئ وي ف ومى ب ط R  ̵z من الأس اطو طب طلم  ار 
  ت طى الأمث ل,R   ,  ̵R :ب ط لا ن 

an= 
 

   
 ∫   

( )

(   )   

 


dz     a-n= 

 

   
 ∫   

( )

(   )    

 


dz 

}:  ه  γح ث 
()       

            
 

 لى كل حل ن مغل ن ب  تظ ممت  ربن  )*( اطولولن في : 

{
       (       )

           
 

∑ =an(z-a)n dz   : ب طت طي فنن ∫  
 


    
    an(z-a)n dz ∫ ∑      

    
 


                       

 ك ن  ح  ا. )*( اط شر في  
                                                                                                       مثال:.102

 = (z) طلت ب كت بن  شر ط ران 
 

   
  

 .z وطاط  ى اطمختلفن في  -
 .z-1وط اط  ى اطمختلفنفي  -

 :الحل
 . وط م  زطن   طن  ش  ة 2 z     ط

 ض  اط اح   لى مح ط اط رص (, z̵  0) وطت  ي اط  ى اطمختلفن  z وطاط  ى اطمختلفن 
  H(ann(0,0,1))  H(ann(0,1,+ )) أن ف حصل  لى
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 ح طت ن: ب طت طي تك ن ه  ك 
zann(0,0,1)0 z 1 

(z)=
 

   
=
  

   
=-∑  صبحت     

    
zann(0,1, )1 z-0   

 1 z                                              
                                                           

 

 
        

=(z)    صبح:
 

   
= 

 

 

   
 

 

 = ∑
 

   
 
  . 

 :الأقطاب ...8
 صبح  R)D(a)  اخل  وطهي اط  طن اطش  ة اط ح  ة  a z فرض أن 

H(ann(a,0,R))  
   شر  فق ولولن   ى :  م ه حوب ط را ت فنن   

(z) ………………+
   

(   ) 
+……+

   

(   )
+∑   

  n(z-a)n 
 . ومى  طب  بو ط   a z فنن 2k  ا ا ك ن* 
a –k  m  ≠ 0ا ا ك ن * k 0ma   فنن a z  ومى  طب  من اطرتبن  k  طلت ب .  
   طن ش  ة  z=a ة اطوزء اطرئ وي  حت ع  لى     غ ر م ته ف ن اط  طن اطش  ا ا ك ن *

 .أو و ن
                                                                                            أصفار تابع تحميمي:. ..9
 من اطمرتبن الأ طى ا ا  ف ط ا ا ك ن:   وطو را أ  صفرا  a z ومي 

(z(g)R  ̵z)(z) 
 .≠(R)g م 

 ا ا  ف ط ا ا ك ن: طلت ب   mصفرا من اطمرتبن  a z    ل أن 
  . (z)=(z-a)mg(z),   g(a)0 
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 [5] نظرية روشيه: ....1
 :  اخله  ك ن  ℂ ت ب  ن تحل ل  ن  لى اطم ح ي اطمغلق     g ا ا ك ن

z ℂ:{
 ( )( )

( ) 
 

 .ℂاط ا  ن  اخل  الاصف رمن     اططام   فس  +     g    فنن اطت ب  ن 

 الرواسب:. ..11
 :تعريف الراسب ...1.11

 . ا     اط  طن م  ℂ ح     من  تحل لي  اخل   لى مح ط اط ائرة   اطت ب ط كن  
 a z , , ئ   مكن  شر اطت ب    ط فرض أن ه ه اط  طن هي مركز طا      بولولن

 :كم   لي a zح ل اط  طن  ط رانحوب 
(z)= ∑      

    n(z-a)n  ….
   

(   ) 
+
   

(   )
+a0+a1(z-a)+a2(z-a)2… 

 =           ت طى ب ط لا ن: R,  الأمث ل
 

   
    

( )

(   )   
dzn=0,1,1 …. 

 بشكل خ ص:  
a-1=

 

   
   (z)dz 

1πi  -1=  (z)dz      
  Res(,a)   رمز اط ه ب طرمز a z    اط  طن   راوب اطت ب  R̵  1  ومي اط   

 .Res(,a)a -1 :  أع 
  : مثال.202 

        :ت ب  تحل لي ح ث  طتكن  

1
cos

zf z
z

    

  ا و  راوب اطت ب  
 :الحل
  :ط     * 0,0,ann  *  .حل ن مفت حن  * ح ث  

* 
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(z-a)(z)=Res((z),a) = a-1
 

                            :حوب  شر ت  ل ر  و  z   
2 4

1 1
1 ...

2 4z zf z
z

  

  

*z  
                                     z  

3

1 1
............

2z z
   

a=0    طن ش  ة أو و ن   Re ,0 1s f   
 :حوب  ظر ن اطر اوب ف ن  ا ن 

1

2 *1 2
z

f z dz i i 


  

 :الراسب لقطب بسيط إيجادكيفية  .2.1102
  طب بو ط طووو z=a انط فرض  f z , اط طب أع      اطى شر   ه ا اطت ب  ب ط وبن  فن ا

    z=aضمن حل ن ط رانولن حوب ول a |< R –z| < 2a  
 :أن  كتب  وطف مك    ا ن حوب ت ر ف اط طب اطبو ط 

+ a0 +a1(z-  ….+an(z-a)… (z)
   

   
 

بضرب اططرف ن في   z a   و : 
(z-a)(z)=a -1+a0(z-a)+a1(z-a)2+….. 

  :أع a -1 حصل  لى اطراوب اطمطل ب  aت تاي اطى  zفن ا و ل    
         
   

 :مثال

  
  

1

1 2
f z

z z


 
  z  

  fا و  اطراوب طلت ب  
  :الحل

 1,0,2ann   حوب  ظر ن اطر اوب طلت ب  اطبو ط  و: 

   Re ,1 1s f   
 
1

1 1z

  

=   
2 1

1
2

f z z
z

 


  

                                         2 i   1 2 i =
 1

1
lim

1 1z z

  

 = 

* 
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 [5] نظرية: .3.1102
(z)   وب  ت ب   كور   م رف  ط كن

 ( )

 ( )
تحل لي      p   qح ث أن كلا من اطت ب  ن  

a z  p   ≠0   q(a)=0   q΄    ≠0   أعa z  وطصفر بو ط q  أعa z  طب 
 :ب طشكل اطت طي (z)        a z وط   ئ    طى اطراوب   وط بو ط

 Res(,a)=
 ( )

  ( )
. 

 :راسب القطب المضاعف .4.1102
 ,   ئو  ا ا p1ح وث  pمون اطمرتبون     (z) وط طب  مض  ف   a z   م  تك ن اط  طن 

 كوو ن هوو ا اط شوور موون     a |  R –z | 0 فووي اطحل وون a z  وو  اط  طوون     (z) شور   
=(z) اطشكل

   

(   ) 
+…+

   

   
+a0+a1(z-  +….+..   راوب (z)        a z  ه: 

  a-1=Res(,a)= 
 

(   ) 
        [

    (   ) ( )

     
] .  

 [4] :الرواسب نظرية. ..12
مو   وو ا   و   و   محوو    مون اط  وو ط  γاطمغلوق اطوووب ل ت ب و  تحل ل وو   اخول   لوى   طو كن

ر اوووب اطتوو ب   R1,R2,....,Rnفوون ا ك  ووت  , γاط ا  وون  اخوول  z1,z2,......,znاطشوو  ة اطم  زطوون 
∫ .        فنن لى اطترت ب     ه ه اط   ط   

 

γ
   d  1πi∑     

   i 
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 :اللانهائية حساب مجاميع بعض السلاسل. 3.1

  .نظرية3.3.1 9  : 

nمن الشكل nاعتبرنا المجموع تابع لــــ  إذا

n

f




 (n) 

:أنلنبين 
1

Re ( (z) cot , )
k

i

i

s g zf a 


  
n

n

f




 (n)= 
limعندما تكون  (z) cot 0

r
g zdzf  




 حيثr  نصف قطر. 

حيث
ia أقطابf  الموجودة داخل سبيل مغمق. 

 : البرهان
1الأقطابتابعا تحميميا ما عدا عند عدد محدود من  fليكن  2, ,......, ka a a 
Reونضع (z),i iA s af ( iaو  i = 1, ...kحيث   ( Z( ) 
, سبيلا مغمقا يحتوي داخمو النقاط  وليكن  1,...,n n n   :n 

,مع  1,...,n n n    لـ أقطاباليستf ـ 
 :ذلك نعتبر ولأجل

0 2

it

t





 
 

  

(t)=(n+1/2)e 

lim  :ولنحسب النياية التالية (z) cot
r

f g zdz 




 

 :الخطوات التالية  بإتباعذلك 
cos              التابع أقطابتعيين . 1

cot
sin

z
g z

z


  


 

             sin 0 /kz z k k     Z 
      

                                                                    

                                 

k,........,منيا فقط  نأخذ      n n   الواقعة داخل. 
(z)ـ حساب الراسب ل .2 cot zf g    عندkz k  حيث (-n k n) 

 :لدينا
(z) cot

Re cot (z), lim (z)(z-k) cot
z k

f

f

g z

s g z k zf g

 

   


( )= 

                          
 .                                     kتحميمي عند   fنلأ 

Z 
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cosىي حالة عدم التعيين لذا نستعمل نظرية لوبيتال لحساب و 
lim ( )

sinz k

z
z k

z





 

2cos cos ( )sin
lim ( ) ( ) lim 1

sin cosz k z k

z z z k z
z z k

z z

    


   

 
   

 

Re ( cot ( ), ) ( ).1s g z z k k     ( )k 
 

 حسب نظرية الرواسب:

   
1

cot ( ) 2 Re ( ) cot , Re ( )cot ,
k n

i m n

g z z dz i s z g z a s z g z k


     
 

 
     

 
 

 

1

2 ( ) cot
n k

i i

k n i

k A g a  
 

 
   

 
 

 

 ومنو:
1

1
( ) ( ) cot cot

2

n k

i i

k n i

k z g zdz A g a
i



   
 

    
 

    أي            بجعل
 نجد:

1

1
( ) lim ( ) cot cot

2

k

i i
r

n i

n z g zdz A g a
i



   





 

    . 

 : و بذلك نميز حالتين

limإذا كان :  .1 ( ) cot 0
r

z g zdz


 


 
  

 
 
  نحصل عمى: 

1

( ) cot
k

i i

n i

k A g a 


 

     

    

lim    إذا كان : .2 ( ) cot 0
r

z g zdz


 


 
  

 
 
 . 

 .نبحث عن طرق أخرى لحساب المجموع فإننا
  :3 مثال

 ℕ  : لحساب المجموع التالي

         نعتبر
2 2

1
( )

n n

n n

n
n a

 

 

 


 
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 و منو
2 2

1
( )n

n a
 


 

 : وعميو نأخذ
  

 
    /         :   وليكن

  لو قطبان بسيطان ىما z ia  

   
1

( ) lim ( ) cot Re ( ) cot , Re ( )cot ,
2

n

r
n

n z g zdz s z g z ia s z g z ia
i



    







          
 

        نحسب نياية التكامل
lim ( ) cot
r

z g zdz


 


 
 

 
 


 

:0 لدينا: cotM g z M   
 : فإن

0 ( ) cot ( ) cotz g zdz z g z dz
 

       
 

       
2 2

1
(1)... M dz

z a





 

      

2

2 2 2

1
(1)... itM ire dt

r e it a









  

2

2 2

1
M dt

r a








  
2 2

2
0

r

rM

r a




 


 

   

 

إذن :    ( ) Re ( ) cot , Re ( ) cot , )
n

n s z g z ia s z g z ia   




         
    حيث :

 
cot

Re ( ) cot , lim( )
( )( )z ia

g z
s z g z ia z ia

z ia z ia

 
 


  

 

 

                                  
cot

2
gia

a







 
coth

2
a

a







 

                                   

 

 
cot

Re ( ) cot , ) lim ( )
( )( )z ia

g z
s z g z ia z ia

z ia z ia

 
 


   

   
coth

2
a

a







 



 بعض تطبيقات نظرية الرواسب          الفصل الثالث                                         

 

13 

 :ومنو

2 2

1 2
coth

2

n

n

a
n a a








 
  

  
 cotha

a




 

 :.نظرية3.3.1 9 
)أي من الشكل  nإذا اعتبرنا المجموع تابع لـــ   1) ( )

n
n

n

z




  

 :إثبات أن
1

( 1) ( ) Re ( ) ,
sin

n k
n

i

n i

n s z a
z







 

 
     

 
  

limعندما تكون  ( ) 0
sinr

z dz
z






   حيث r   نصف قطر 

ia  أقطاب  الموجودة داخل سبيل مغمق . 
 البرهان : 
 تابع تحميميا ما عدا عند عدد محدود من الأقطاب  ليكن 

1 2, ,...., ( )k ia a a a Z
 

Re                    نضع و  ( ( ), )i iA s z a  
:سبيلا مغمقا يحتوي داخمو النقاط  ليكن  و  , 1,...,n IN n n n    

,مع  1,...,n n n    ليست أقطاب ل 

}            :ولأجل ذلك نعتبر
( ) ( 1/ 2) it itt n e re   

0 2t  
 

limولنحسب النياية  ( )
sinr

z dz
z






 

 :بإتباع الخطوات التالية 
 
 

تعيين أقطاب التابع  .1
sin z




 

sin 0 /kz z k k     Z  

              /kz k k  Z
          

k,..........,نأخذ منيا فقط   n n  الواقعة داخل 
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) حساب الراسب لــ .2 )
sin

z
z




  عندkz k   حيث( )n k n   

Re ( ) , lim ( )( )
sin sinz k

s z k z z k
z z

 

 

 
    

 
 

                             
( ) lim( )

sinz k
k z k

z




  

      

)limلحساب  )
sinz k

z k
z




 

 kتحميمي عند   نستعمل نظرية لوبيتال لان

lim( ) lim ( 1)
sin cos

k

z k z k
z k

z z

 

   
   

 

 :ومنو
Re ( ) , ( 1) ( )

sin

ks z k k
z





 
    

 
 

  :يصبح

1

( ) 2 Re ( ) , Re ( ) ,
sin sin sin

k n

i

i m n

z dz i s z a s z k
z z z



  


   

    
        

    
  

                           

1

2 ( 1) ( )
sin

n k
k

i

m n i i

i k A
a




 

 
    

 
 

 

 وعميو :

1

1
( 1) ( ) ( )

2 sin sin

k
n

i

n i i

k z dz A
i z a



 

  



 

      

 
nبجعل     1أي

2
r n   

 نجد:

1

1
( 1) ( ) lim ( )

2 sin sin

k
n

i
r

n i i

n z dz A
i z a



 

  




 

     
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 نميز حالتين : 

  :نجد                             إذا كان

 
1

( 1) ( )
sin

k
n

i

i i

n A
a







 

    
    

    
                

limإذا كان  ( ) 0
sinr

z dz
z







 
  

 
 
 فإننا نبحث عن طرق أخرى لحساب المجموع.  

   :3 مثال
 لحساب المجموع :

2

( 1)

( )

nn

n n a








 

aعدد حقيقي و aحيث  IZ 
 نعتبر:

2

( 1)
( 1)

( )

nn n
n

n n n a

 

 


   


 n     

     و بالتالي فانو يجب أن يكون :
2

1

( )n a
  


n  

       عندئذ نأخذ :
2

1

( )z a
  


z 

}  :و ليكن
1

( )
3

it itt n e re
 

   
 

0 2t  

 

zلو قطب من الرتبة الثانية ىو   إن  a  
 :لدينا

 1
( 1) ( ) lim ( ) Re ( ) ,

2 sin sin

n

r
n

n n z dz s z a
i z z



 

  






  
        

  
  

lim  نحسب نياية التكامل ( )
sinr

z dz
z







 
 

 
 

   فيو محدود 

لدينا  
sin z




0 أي :  مستمر عمى المتراص    :

sin
M M

z




   

 

1

Re ( ) ,
sin

k

i

i

s z a
z





 
   

 

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 يصبح :

0 ( ) ( )
sin sin

z dz z dz
z z

 

 

 
    

 

 
 

2

1
M dz

z a





                                           

                       
2

2

0

1 it

it
M ire dt

re a






 

 

2

2

0

r
M dt

r a






                                        

                        
 

2

2
0

r

rM

r a




 


 

     :إذن
lim ( ) 0

sinr
z dz

z






 
  

 
 


 

     :وعميو
( 1) ( ) Re ( ) ,

sin

n
n

n

z s z a
z









 
      

 


 

:لدينا
 

 
2

Re ( ) , lim ( )
sin sinr

d
s z a z a z

z dz z

 

 

   
       

   

                            

                               
2

2

cos
lim

sinz a

z

z

 




  

                               
2 cot

sin

g a

a

 




       

 
2   ومنو: 

2

( 1) cot

( ) sin

nn

n

g a

n a a

 











 

 
 
 



 بعض تطبيقات نظرية الرواسب          الفصل الثالث                                         

 

17 

 
: نظرية.1.3.1 9 

2  :من الشكل nإذا اعتبرنا المجموع تابع لـــ 1
( )

2

n

n

n




 

نبين أن: 
 

1

2 1
Re ( ) ;

2

n i k

i

n i

n
s z tg z a 

 

 

 
   
 

 
 

lim عندما تكون ( ) 0
r

z tg zdz


 


   حيث r  نصف قطر 

ia  أقطاب    الموجودة داخل سبيل مغمق. 
 البرهان: 

1عدا عند عدد محدود من الأقطابتابعا تحميميا ما ليكن
/

2
ia k k Z   1,2,...,i k 

و نضع  Re ( ), / 1,....i iA s z a i k   
 :ولأجل ذلك نعتبر                           ℕ سبيلا مغمقا يحتوي داخمو النقاطو ليكن

 
 

 :التاليةولنحسب النياية 
lim ( )
r

z tg zdz


 


و ذلك بإتباع الخطوات التالية : 

tgتعيين أقطاب التابع  .1 z  

:لدينا 
 

(2 1)
cos 0 /

2
k

k
z z k  


   Z

 

                                             2 1
/

2
k

k
z k


  Z     

 
)ىي أقطاب لمتابع  iaو   kzوتصبح  )z tg z   نأخذ منيا فقط الواقعة داخل 

)حساب الراسب لــ  .2 )z tg z    2عند النقاط 1

2
k

k
z


   حيثn k n     الواقعة

 .داخل 
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 :لدينا

2 1

2

2 1 sin
Re ( ) , lim ( )

2 cosk
z

k z
s z tg z z

z


  




 
   
 

 

                      
2 1

2

2 1 2 1 sin
lim

2 2 cosk
z

k k z
z

z







    
     

   
        

    
2

2 1

2

2 1
sin

2 1 2 12
lim

2 sin 2k
z

k
z z

k k

z

  

 


 
             
   

 

2 تحميمي عند:  لأن 1 1

2 2

k
k


  

2إذن:  1 2 1
Re ( ) ,

2 2

k k
s z tg z 

    
    
   

 
 :حسب نظرية الرواسب

 
1

2 1
( ) 2 Re ( ) , Re ( ) ,

2

n n

i m n

k
z tg zdz i s z tg z a s z tg z



      


 

  
      

  
            

                  
1

2 1
2

2

n k

i i

m n i

k
i A tg a  

 

  
     

  
   

 :ومنو
1

2 1 1
( )

2 2

n k

i i

m n i

k
z tg zdz A tg a

i


   
 

  
    
 

  

nبجعل    3أي

2
r n   نجد:  

1

2 1 1
lim ( )

2 2

k

i i
r

n i

k
z tg zdz A tg a

i


   





 

 
     
 

  

 :لتينو ذلك نميز حا
   إذا كانlim ( ) 0

r
z tg zdz



 


   نحصل عمى 

 
1 1

2 1
Re ( ) ,

2

k i k i k

i i i

k i i

k
A tg a s z tg z a   

  

  

 
    
 

   
 إذا كان lim ( ) 0

r
z tg zdz



 


   فإننا نبحث عن طريقة أخرى لحساب المجموع 

  : 1 مثال
حساب 

3 2

8

8 4(1 2 ) 2(1 4 ) 1 2

n

n

I
n i n i n i






     

 
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1نكتب : 2 1

2 1 2 1 2
1

2 2

n n

n n

n
I

n n
i

 

 

 
           

  

  

من أجل ذلك نعتبر:
2

1
( )

( )( 1)
z

z i z
 

 

 

}ولتكن :
1

( )
4

it itt n e re
 

   
 

0 2t  

 

)قطب بسيط لــ        و         قطب من المرتبة الثانية لــ        واضح أن )z 
 إذن لدينا:

   
2 1 1

lim ( ) Re ( ) ,1 Re ( ) ,
2 2

n

r
n

n
z tg zdz s z tg z s z tg z i

i


     







 
          

 
 

 

 :قطب من المرتبة الثانية فإن        بما أن 

    2

1

1
Re ( ) ,1 lim 1 ( )

1! z

d
s z tg z z z tg z

dz
   


   

 

                            
 

   

2

21

1
lim 1

1z

d
z tg z

dz z z i
 



  
  

   

 

                            
 

 

 
2 21

sin 2( ) cos( )sin( )
lim

cos ( )z

z i z z z

z i z i z

   



   
  

   

 

                            2 2

(1 )
2(1 ) 2

i
i

 
  



 

 :قطب بسيط فإن      و 

 Re ( ) , lim( ) ( )
z i

s z tg z i z i z tg z   


   
 

                            
2

( )
lim

( 1) ( )z i

z i
tg z

z z i
 






 
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2 2( 1) ( 1)

tg i i th

i i

   
 

 

 

                            
2

th





  

limالآن نحسب  ( )
r

z tg zdz


 



 

 : و منو                         إذن مستمر عمى المتراص          نعمم أن التابع

0 ( ) ( )z tg zdz M z dz
 

     
 

2

2

0

1

( 1) ( 1)it it
M

re re



 
2

2

0
( 1) ( 1)

r
M dt

r r




 

 

                                 2
0

( 1)3 r

Mr

r




 


 

 :في الأخير عمى نحصلومنو 

22 1
(1 )

2 2 2

n

n

n
th i

 






   
     
   


 

                    
 (1 )

2
th i


    

 

 :ب بعض التكاملاتفي حسا.تطبيق نظرية الرواسب 3.2
∫  . حساب التكاملات من الشكل:3.3.2  (         )  

 

 
                      

 .   z=1و ليس ليا أقطاب عمى الدائرة  yو  xدالة كسرية لممتغيرين   R(x,y)حيث 
 ومنو :       =0 2 , zنضع  

cos = 
   

  
;sin = 

   

   
;d =  

  
   

  

 
 

 دورة واحدة و في الاتجاه الموجب:   z=1ترسم الدائرة  zفإن   2إلى  0تتغير من   لما 
 
 

-حيث:  
 
 .

    

  
 
    

   
/ =R1(z)dz. 
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 إذن حسب النظرية الأساسية لمباقي فإن: 

             ∫  (         )  
 

 
   ∑    ,  ( )   -

 
    

̅̅     )حيث:   z1ىي الأقطاب الموجودة في القرص    (̅̅̅
 : 4 مثال

∫ =(r)لنحسب التكامل:      

           
      (        )

 

 
 In 

 =(r) بإتباع الخطوات السابقة نحصل عمى أن:
 
∮

    

(   ).  
 

 
/   
  In 

( ) الدالة الكسرية   
  

(   ).  
 

 
/

 =z=r    zليا قطبان 
 
واحد منيما فقط ينتمي إلى  ,

 .z1القرص  
( )  فإن:  r1إذا كان   

 

 
      , ( )  -  

    

    
. 

( )  فإن :  r1أما إذا كان   
 

 
      0 ( ) 

 

 
1  

 

  (    )
. 

∫: حساب التكاملات من الشكل .3.3.2 ( )  
 

 
 

 :3نظرية 9 
ما عدا عند عدد محدود من الأقطاب  0 Imzدالة تحميمية في نصف المستوي  إذا كانت 

zn,…,z2,z1  0و مستمرة عمى المستقيم =Imz   إذا حققت الدالة  الشرط lim 0
z

f z


  

 فإن : 0 Imzفي نصف المستوي 
                     ∫ ( )     ∑    ,( )   -

 
   

 

 
 

 :  5 مثال
∫  لنحسب التكامل: 

  

(    )(    )

 

 
 

  =(z)الدالة 

(    )(    )
 و  z=iما عدا عند القطبين البسيطين  0 Imzتحميمية في  

z=2i  0مستمرة عمى المستقيم Imz  ولدينا     ( )    
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∫ فإن  1إذن حسب النظرية 
  

(    )(    )
   (   ,( )  -  

 

 

   ,( )   -)  


 
 

∫:  حساب التكاملات من الشكل. 2.3.2     ( )   (  )
 

 
 

 Rو ليكن القوس  +            *  دالة مستمرة في  و   ليكن 
 *    المعرف بــ :         + 

( ) نضع :       ( ) 
 (Lemme de Jordan)جوردان: توطئة 

( )      تحت الشروط السابقة . إذا كانت  :فإن   
                              ∫ ( )  

 
   

:  3 نظرية 9 
ما عدا عند عدد محدود من الأقطاب  0 Imzدالة تحميمية في نصف المستوي   لتكن 

zn,…,z2,z1  0و مستمرة عمى المستقيم =Imz  إذا حققت  :شروط جوردان فإن 
         ∫     ( )     ∑    [    ( )   ] (  )

 
   

  

  
 

 :  6 مثال
( ) لنحسب التكامل   ∫

     

    
  

 
    (  ) 

( ) لدينا :   
 

 
∫

    

    
  

  
    ( 

( )الدالة    
    

    
 z=-iو  z=iليا قطبان بسيطان   

( ) فإن الدالة   a0( إذا كان 1  
 

    
ما عدا عند القطب   0 Imzتحميمية في 

 تحقق الشروط الآتية: و   Imz= 0و مستمرة عمى المستقيم z=iالبسيط  
   zR01 0 Imz,مستمرة في  g أ(

     ب(  ( )      
 

    
               ( )    

  *    حيث:         + 
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( ) إذن:   
 

 
∫

    

    
   

 

 
      0

    

    
  1  



 
   

  

  
 

 :الخطوات فبإتباع نفس a0( إذا كان 2

         ( )  
 

 
∫

    

    
    

 

 
      0

    

    
   1  



 
  

  

  
 

( ) فإن :  a=0( إذا كان 3  
 

 
∫

  

    
 



 

  

  
 

( )      (  )   إذن في كل الحالات لدينا :  

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 فهرس المصطلحات

 

ℂ مجموعة الأعداد الحقٌقٌة 

𝚭 العدد العقدي 

 الجزء الحقٌقً لعدد عقدي    

 الجزء التخٌلً لعدد عقدي    

r أو R نصف القطر 

𝛉 الزاوٌة 

 طوٌلة العدد العقدي    

 مرافق العدد العقدي   

 العقدٌة الأعداددالة فً مجموعة      

Res       راسبf  عند القطبa 

       إلى n=1المجموع من      
   
    

    إلىتؤول   rالنهاٌة عندما  

Ann  . تحدٌد قطب النقطة الشاذة 
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Conclusion 

We conclude that after the last we do not know about most of the numerical 

chains only an idea of the divergence or convergence, and we have become, thanks 

to one of the mysteries of the nodal analysis and we mean sediment theory. 

To calculate the deposit continued my contract, we can 'Ejad accurate value for 

these groups, and in several ways, including the four mentioned above, where at 

least one other affair. 

And has tried in this modest note to clarify how to work in these ways the aid of 

some of the theories and definitions and properties related to the selection of 

appropriate ways and others, and we adopted the reader to understand the variety 

and detailed examples of the solution. 

In conclusion, we ask the Almighty to make our work in this balance of good 

deeds, wishing you had benefited and if taking a little because little is better than 

leaving a lot. 

 

 الخلاصة 
إلا فكرة عن  نستخمص في الأخير أنو بعدما كنا لا نعرف عن معظم السلاسل العددية

  .نعني بذلك نظرية الرواسبخبايا التحميل العقدي و  إحدى فضلب أصبحناو  تقاربيا، أو تباعدىا
من  ذلك بعدة طرق، و يجاد قيمة دقيقة ليذه المجاميع‘، نستطيع لحساب راسب تابع عقدي

  .، حيث لا تقل إحداىما شأنا عن الأخرىبينيا الأربعة السالفة الذكر
ينين ببعض يذه الطرق مستعقد حاولنا في ىذه المذكرة المتواضعة توضيح كيفية العمل بو 

القارئ اعتمدنا  لفيمباختيار السبل المناسبة وغيرىا، و  الخواص المتعمقةالنظريات والتعاريف و 
 .مفصمة الحلأمثمة متنوعة و 

ت متمنين أن تكونوا قد في الختام نسأل العمي القدير أن يجعل عممنا ىذا في ميزان الحسناو 
  .خير من ترك الكثير لو بالقميل لأن أخذ القميلاستفدتم و 
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