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Notations générales

polynéme d’interpolation.
Perreure d'interpolation.
la dérivée n-iem.

le corp des nombres réel.
signe de somme.

signe de produit.
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Introduction générale

Ce travail est composée de trois parties, le premier chapitre s'interesse a l'interpolation
linéaire et donc on définie le polynéme de Lagrange et Pour la construction de ce polynéme

d’interpolation; on pose un polynéme P = P (z) = Zf (zg) X L; (z) et notons E (z) =
n=1

f(z) — P (z), erreur d'interpole et [] (z) le polynome de d° (n + 1) définie par [] (z) =
n+1 n+1

ﬁ (z — x;); la deuxieme partie traite I'integration numérique, sachant qu’elle est I'un des
%;%blémes les plus importants que 1’on rencontre en analyse. En effet on rencontre souvent
des intégrales dont le calcule par des méthodes analytiques est trés compliqué ou méme
impossible car il n’existe pas d’expression analytique de la primitive de la fonction a integrer
dans ces cas on peut appliquer des méthodes numérique pour évaluer la valeur de I'intégrale
donnée, parmis ces méthodes on va se vocaliser sur la méthode des trapézes, simpson et la

quadrature de Gauss et leurs estimations d’erreurs et enfin la derniére partie est consacré

aux applications de l'intégration numérique.
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Chapitre 1

Interpolation

1.1 L’existence du polyndéme d’interpolation:

Ce chapitre et le chapitre suivant (integration numerique) sont étroitement liés par ce qu’ils
répondent & diverses facettes d’un méme probléme.

L’interpolation polynomiale consiste a faire passer des points par une fonction (polynome)
par des points; cette interpolation est souvent utilisée pour approcher une fonctions par un
polynéme c’est a dire: a partir d’une fonction f connue seulement en (n + 1) points de la
forme ((x;, f (#;)) pour i =0,1,2,...,n), peut on construire une approximation de f pour
tout x.

les points (z;, f (z;)),7 = 0.1,..n) sont appelés points d’interpolation ou points de col-
location et peuvent provenir de données expréimentales ou d'une table. on se propose alors
d’approcher f par une fonction simple de type polynomiale; étant donnée une fonction f
définie et supposée continue sur un interval fermé [a,b], le thoréme d’approximation de
WEIERSTRASS prouve l'existence d'un polynéme aussi "proche" de la fonction donnée

que l'on veut.
Théoréme 1.1.1 (de Weierstrass):

Si f est définie et continue sur [a, b] et £ > 0 donnée, alors il existe un polynéme P, défini
sur [a, b tel que:

|f (z) —p(x)] <&;Vx € [a.b].



1.2. Intepolation linéaire:
S— j

C’est une premiere justification de I'utilisation des polynémes pour approcher une fonetion
quelquonque.

Une deuxiéme justification trés importante est le fait que les derivées et intégrales des
polynémes sont faciles a calculer et sont encore des polynémes.

Le probléme s’écrit alors: trouvons I” tell que:
f=P+E(),

Ou E(f), erreur d’approximation, réalise certaines conditions qui définissent la nature

du probléme.

Exemple 1.1.1 on pose E(f)(z;) = 0,0 < j < n cest-a-dire P (z;) = f (z;),

V0 < 7 < n.Et c’est ce que nous traiterons dans ce chapitre.

1.2 Intepolation linéaire:
Rappelons un résultat fondamental:

Théoréme 1.2.1 un polynéme de degré n a au plus n racines dans R et exactement n
racines dans C.Déterminons pour commencer un polyndéme P passant par 2 points (zo, o)
et (xy,11).
Ce probléme revient & approcher une fonction f connue aux 2 points (xo, f (zo)) et
(z1, f (z1)) par un polynéme de d°1 telle que la condition:P (z;) = f (x;),i=0,1.
Yo = P (z0) = ap + a12g

Posons P (z) = ag + a12,0n a = ag et @y inconnues.
1 = Pl(x1) = ag + a1y

f (1) — f (20) f (1) = f (20)

) = ——, 45 = f (IL'(}) = e
Iy — Iy 1 — Ty
Diou:
r—I I — Iy
P(r)= Yo + hn
Top — T 1 — g
3



[.3. Polynémes d’interpolation de Lagrange:

1

AN

it ()

Ce qui précede est un exemple simple.

Problématique: si on a un grand nombre de points d'interpolation, la determination
du polynome d'interpolation nécéssitera un volume de calcule trés important.Lagrange ct
Newton ont choisis la forme du polynome P, de maniére assez differente et sont arrivés a

des formule simples.

1.3 Polynémes d’interpolation de Lagrange:

Théoréme 1.3.1 soient xg.xy.....%, : (n+ 1) points distincts et une fonction f connues en
f(x;),0 <1< n alors i existe un unique polynome P de degré < n telle que P (x;) = [ (),

01 <n.

Preuve. Unicité: si P et () sont 2 polynome d’intrerpolation alors d°P <
net Plz) = @) = f(2:) 0€ i€ ndP-Q) g n[P-Q)z)=00Lign=le
polynome (P — Q) admet (n + 1) racine, alors que d® (P — Q) < ndonc P-Q =0

() = unicité de P,
; e ) . T 2y I — g
Existance: On I'a déja prouvé pour n =2: P(r) = ——yg + Y-
Yo — 1 X1 — Xo
Cas géneral: n quelquonqgue.Pour la construction du polynome d'interpolation Lagrange:

on pose un polynéme P = P(x) = Flay) x Ly (r) Avec L; € PP L, linéairement indique
¥

]




1.3. Polynémes d’interpolation de Lagrange:

0 sii#j
telle que: d°L; < n et Li{z;) = 01y = Car on a dans ce cas: d'P < n
1 sii=7
et Po(x;) = flz:), 0 €4 < n Li(z;) = 0powr 0 < j <1, J £ i=+0L;,8 n
racines differentes simples. Alors: L; (r) = C‘H (z—2;) Li(z:) =1 = C[[(zi — ;) =
=0
i

4 Ples I'J

e Donc: L; (z) = Cﬁ

polynome de Lagrange.d’ou I'expression du

1
j=0 Ti = &;j

[T (z: — z5) =

polynéme d’interpolation du polynéme de Lagrange:

n
. M. @ =iy : o
B.la]l= Zj () I1 — L ce qui preuve 'existance. m
i—0 =0 Li— &y
J

Premiére expression de I'erreur d’interpole:

Notons E (z) = f () — P (z), l'erreur d’interpole et [] (z) le polynome de d° (n + 1)

n+1
n

définie par [] (x) = [] (z — ;) I = [a,}] le plus petit interval contenant z et les points x
n+1 i=0
0 € i< n alors:

Théoréme 1.3.2 si f € 0" ([a,b],R), il existe £ € |a, b] telle que:

FRE

B@=f@+h@ =110

n—+1

Preuve. pour chaque = fixé, r # z; 0 < 2 < nouon considére la fonction:

_{@—Fals)

)= f ) —Pot) - L= @ P < (0 + )
Fla) = F(r) - () - 1= Eﬁ)(m) X T ()
F(z;)=0pour0 <i<n
Fila) & Pl —~lg= ————-—f (f): ng)ﬂ'n_ﬂ (z)
Filz)=0

Donc: F admet (n + 2) racines différentes dans [a, b] d’aprés le théoreme de Roll:

Fr: admet (n+ 1) racines différentes dans |a, b]

F”: admet n racines différentes dans |a, b]

F D). admet une racine dans Ja, bf

o



1.4. Polynéme d’interpolation de Newton:

done:3¢ € Ja, b| telleque PV (£) = 0
[n+1)
: I1 (&)
(n+1) _ pntl oy _ platd) ooy j(}"} . P(J) ntl {rn+1)

n+1

f (&)~ P(2)
1 @)

n+l

{n+1)
E() =1 (s) - Plz) = jETf)ﬁ) ). m

FOH(E) = (n+ 1)) —0

1.4 Polyndéme d’interpolation de Newton:

Soit P, le polynéme d’interpolation de f aux points @y, ..., z,,.On peut déduire les differences

divisées de f en ces points en considérant la representation suivante deP,:
Po(@)=ag+a1(z—z0)+as(z—20) (z— 1)+ . + .+ n (2 —20) oo (T — T, — 1),

a; C**. 0 i< n.
Pour determiner les ag, on utilise le fait que P, (xg) = f (20),a0 = f (=
De méme pour a; = P (z1) = f(21) = f(20) + a1 (21 —2) => a1 =
Définition 1.4.1 la difference divisée d’ordre 1 de la fonction f au point z; est donnée par:
lz] f = f(x)

La difference diviséee d’ordre 2 de f aux points x;, z;; est alors définie récursivement par:

0 (z:) f—6(z;) f

5[.‘“,:?5;‘] /= Ti— T
“4 J

et la défference divisée d’ordre k sera définie par:

0 [3«‘"«;: Liy1, ---:Ii+kJ f=9 [55-5+1.| Tit2, ---iri—k] e ) [Ii, Tig1y s 431;+k—1]

Lipg — &y

Propriétés:
1-d [zg, ....z,,] f est indiqué de Pordre arguments z;.

2-0 [g, ...x,] [ est lineaire par rapport & argument de la fonction i.e:

8 [0, s Ta) (f + ) = 8 (@0 ooy Tw] [+ 6 [0 — 24 4.



1.4. Polynéme d’interpolation de Newton:

Théoreme 1.4.1 le polynome d’interpolation de newton est donnée par:
P,(z)=0[xol f+ (x —xo) %[z, z1| f + ... + (2 — 20) ... (T — Zpu1) 8 [0y ooy T f

Soit: o
B le) = flma)+ ) (H (z— :rj)) § [x0, .-mr 23]
i=1 \j=0

Et la 2 expression de Uerreur d'interpolation est donnée par:

Elal=Ff(z) ~ P iz] = H () 0 [wo,..., 20 f.

n+1



Chapitre 2

Intégration numérique

Dans le chapitre précedent, on a remplacer f par son polynéme d’interpolation stricte (in-

terpolation exemple Lagrange-Newton qui passe par les points données) a lerreur E prés:
f(z) = P, (z) + E(x)

L’integration numérique est basée principalement sur la relation:

/f(,t,] d:r=/Pn (:c)d:r—{—fEn (z) dz

Ou P, (x) est un polynéme d’interpolation et E, (x) l'erreur associé. En faisant varier
x, on obtient les formules de Newton-Cotes.

Plus n est élevé, plus grande est (en principe) la précision liée a la valeur de l'integrale
recherchée.

En pratique, les numériciens utilisent n < 5.

Nous traiterons des quadratures de GAUSS trés fréquemment utilisées dans les méthodes

numériques plus avancées comme celle des éléments finis.

2.1 Meéthode des trapézes:

2.1.1 Formule de trapeze simple:
) xry
C’est la méthode la plus simple. on souhaite évaluer ] f (z)dx ou f est une fonction connue

Tn

seulement en 2 point ou une fonction n’ayant pas primitive.



2.1. Méthode des trapézes:

permiére solution: On Remplace f(z) par le polynome de d° = | passant par

(£o. f (z0)) et (z1, f (z1)) .

T

. . X ¥ e
/f(z)dzz/Pl (z) dx

L’aire hachurée (en gris) est /En (z) dz = erreur d’intégration.

To
Cette méthode est la méthode des trapézes.

On a: . . .
/f(a:)da: — /P; (:r)d:c+/El (z)dz

P Mg (g
B ./ |/ (o) + (= - 7o) 6 [29, 71] f] dr+ff—(§§!(—n (z = zo) (z — ) dx
Si on intégre le polynéme (5 [z, 2,] f = &;—)i(—?g)
0— I
ff(::)d;:: = (21 = z0) f (z0) + é (f (1) = f (20))

Tg pw T
/f(;r:)d:c——-/(f(a:g)ﬂ-(x—a:g)M) dz -}—/I—ffﬂ(z—ro)(r—xl)d,’c

Ly — Xy

)z~ 1) dx

_ o
= [(z1 — 20) f (z0) + é b= -??o)gm &;3_—;&9} 4 /f—(jrﬂ) (& —m



2.1. Méthode des trapézes:

f (€ (z),

= (21 — o) [ (20) + £(:r-1 ~ za) (f (&i) = [ (z0)) + o

(3—zo) (&~ 31} dx

— & ; ) (f (xo) + f (z1) /j (2~ zg) (g —wy )

Changement de variable:
(En supposant que les points (si n 2 1) sont équidistants):

r — Iy

h

5=
D’ol on tire:
x—x;=(s—i)h,dr = hds
Le terme d’erreur devient:

/jn (¢ (z)) x—wo)(w—xi)dzsz%@BS(S"th:{dS

0

On peut en core simplifier cette expression en utilisant le théoréme de la moyenne.

Théoréme 2.1.1 Soit fi une fonction continue dans lintervale [a,b] et fo une fonction

intégrable qui ne change pas de signe dans [a,b].3n € [a,b] tell que:

/ § B R — 5 &) / f2 (2) da
b b

Comme la fonction s (s — 1) ne change pas de signe dans [0, 1], on écrit:

[LE@D (i, L0, / ——
0

="
= R € [0,1]

La méthde de trapéze se résume donc @ egalité:
T

[1yir = B2 (7 ) 1 g - L0

2 12

]

h =z - zo,n € [0,1]

10



2.1. Méthode des trapézes:

7
Exemple 2.1.1 on veut é?..'a.l'u.e':‘/siri zdz (valeur eracte=1)
0

Meéthode de trapéze:

z
2
; T
sinrdr ~ — x
: 2
0

Pérreur est de lordre ~ 2.107" erreur importante par rapport & la valeur exactel.

(sino + sin ;) - i — 0, 78539816

b2 =

2.1.2 Formule de trapéze composée:

Une stratégie intéressante pour améliorer la precission consiste & décomposé I'intervale

; ; : b—a
d’intégration ([a, b]) en n sous intervale de longeur h = ;
n

Les points engeudrées sont notées 7;,i = 0, ..., n des valeurs aux extrémites sont ¢ = z

et b = x,,. On applique la méthode du trapéze sur chaque sous intervale [#;. xi11] on a alors:

2 Tip1 n—l
Jt@a=3 [ i@ 317 @)+ f )
15 . =0
= S0 o)+ £ @)+ (@) 4 £ @)+ ot (@ 2) + f (@) + (f (5ncn) + £ 1)
Done:

b n—1
/f (z) dz =~ g [f (70) + 2D _f (x:) + f (zn)

i=1
13 ‘ x5 " i - L - B T i ; = . '
C’est la formule des trapézes composées ou généralisées dans chaque sous intervale, on

commet 'erreur liée & la méthode du trapéze car:

; b—u:> b—a
i = n=—.
o) # h

L’erreur totale commise est:

" (—f%‘”&) el

i (_M) _ (b—a) y £ () B3
12 h 12

11



2.2. Méthode de Simpson:

(b—a)

—a
£1 T. h'Z

o

Remarque 2.1.1 Sur chaque sous intervale, on devrait avoir 1), different pour chaque sous

intervalle mais si on applique le théoréme de la moyenne on peut conclure qu il 3 € [a,b]

ki g
Jmah'zf“ (n)

comme Uerreur globale est

tell que U'erreur totale soit

12
La méthode des trapézes composées est d’ordre 2.

: 7 () B? pour n) € [a,b]

kil

2

Exemple 2.1.2 /Sin xdz

0
b—a = T
Intervale de longeur: h = =2 =
ntervale de longeur 1 i
? 3
/sin Fa A % {sin[]—lr- 2 (sin% +:sin£ + sin %) + sin fa} ~ (), 9871158.

0
L erreur absolue est 0,01288 par rapport & la valeur ezacte 1 (1 — 0, 9871158)

2
pour 8 sous intervalles / sin zdx ~ 0, 9967852 = erreur~ 0, 0032.
‘0

Remarque 2.1.2 La méthode des trapézes donne un résultat exacte st fe P
Définition 2.1.1 Les formules d’integration numerique sont dites formules de Quadrature.

Définition 2.1.2 Le degré de précision d’une formule de quadrature est la valeur mazimale
de n pour la quelle cette formule de quadrature intégre exactement le polynéme de d° < n.

La formule des Trapézes a pour @ de précisionl.

2.2 Meéthode de Simpson:

2.2.1 Meéthode de Simpson simple:

Pour n = 2 la formule de Newton-cote donne la formule de Simpson:

b
h
/f (r)dr ~ 3 (yo + 4y1 + ¥2)

il



2.2. Méthode de Simpson:

2.2.1 Meéthode de Simpson simple

Pour n = 2 la formule de Newton-céte donne la formule de Simpson:

b
h
/f('—*:)dr“: ‘3'(y0 + 4y + o)

fi

Interprétation géométrique:

On approche f(z) par la parabole passant par les points (zg, f (z4)), (z1, f(z1)) et

(z2, f (z2)) alors:

\/’ L
Xc-"_ci | ‘x:)‘ K'_—'— L"J %
A L
Evaluation de ’erreur:
on pose:
e 2 G
f(@) =~ flz) + I;II « £(z2) ;“IO) + (I hxl) (”IU) Qf:(;l) +f(ﬂfz))

fle)= Polz) =az® + b +e
f(zo) = P (x0) = az} + bzg + ¢
f@)=P(z1) = az? + bz + ¢
meme chose pour:

f (i’«"e) =P ($2)

T3

i
Jr@ s 2@ 1)+ 1 @) - B @), e o

0



2.2. Méthode de Simpson:

2.2.2 Meéthode de Simpson composée:

En répétant le méme procéde (Simpson simple) sur plusieurs paires de sous intervalle de
[a,b], on obtient la formule de Simpson généralisée:

b

/f (z)dz = %l (f (zo) +4f (m1) + 2f (xg) +4f (23) +2f (zq) +4f (x5) + .. + 4f (2no1) + f(z0))

22

3
Exemple 2.2.1 calculer les valeurs approchée de I = /\/Edzr.
1

En utilisant, la formule de Simpson ou 3 points xo = 1,21 = 2,13 = 3; majorer Uerreur

d’apprazimation.

fzg(fm@+4ﬂmy+ﬂm»~%ﬂ“@wn)sema

h=1,f(z0) =1, f(z) = V2 f(z2) = V3

| =

T (1+4\/§+\/§)

ol

Majoration de l’erreur:

LT
Er - _%f (‘E)

f(z) =t
G e b
[ (53)—533
i I _a
g (15)_——1’*’? :

14



2.3. Méthode de Gauss:

Pour majoer f® (¢) il faut étudier la vairation de f& (s

/5) 7%15
2 )y — { i
F\ilry = 9 i

13

> 0= f% et croissant

Et:
Y z) <0vz € 1,3
15
) (o (4) TR e
79 @) < [fP )] = 3¢
1 15
El<€ —=—=~0,01
IE:| 90 16 ¢
3
On traite / Vzdz avec la méthode de trapéze:
1

IGZLETQZB

(1 & \/E) ~ 2,713,

B | =

h
e B (f (@) = flma)) =

B —h

Er S ﬁfﬂ (f):£€]113[

f7croissant et negative sur:

H et} 1
L3]I @I <17 ()] = 7.
1 1 1
T < i S e
|ET| < Tkl 0,016.

2.3 Meéthode de Gauss:

Les formules de Newton-cote ont un degré de precision au moins égal a n, nous allons
constuire une formule de quadrature de telle sorte que son degré de préscision n soit le plus

grand possible, ainsi I'erreur sera minimisé.



2.3. Méthode de Gauss:

Définition 2.3.1 On appelle polynéme de Legendre les expressions de la forme:

1 dTJ. 4 - )
B{#) = 2”?1_! d'x“ ((.?“-2 == 1) ) =01

Propriétés fondamentales de ces polynémes:

1) P,(1) =L P, (-1)=(-1)",n20

1

2) /Pn () Pp(z)de =0,k <nou®, € P,
=1
3) Le polynéme de Legendre P, posséde n racine réelles distincts € [—1, 1].

La formule de quadrature de Gauss consiste & selectionné les points x;, x, ..., T, et les
cocfficients 4,...... A, pour quc le degré de la precision de formule:

b

[t@ds=3 s (@)

5 i=1
Soit le plus grand possible.
Cette formule contient 2n inconnues z1, s, ..., z, et A, ..., A,, un polynome de
d® € 2n—1 contient 2n coefficient, donc le d° de precision le grand possible est N = 2n—1.

Estimation de ’erreur:

pOso1s:
b

E, = /f (x) dz— ZAJ (%)

(i}

Un entier n est appelé le degré de precision de premiére formule de quadrature si:

E.(F)=0,P. € P,
E(Poy1) # 0, Pay1 € Popa

Le degré de precision de > A; f (x;) est 2n — 1, si et seulement si:

B.(g" =0

E, (:r:g"') #0 k<2n—1

donc:
b

/_f (z)dr = Z A f (z;)

16
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2.3. Méthode de Ganss:

Est exacte pour les fonctions 1. . o

011 encore:

b
( n
de == ZA?
i=1
/]
b b k1 k41
] " o RS
J /;r.d:r = > Aiz;, ou /r"dx =
e ’ E+1
[ [
b
n 1
/:1:2”"1d:r = N
f=]

\ a

D’otui: , )
[f (z)dz ~ /P () dz
ou: ' p :
P(z)=> f(z:)l:(x)
& Psn—1F(g)=Plz),0<ign—1
[r@a= [[Creine)] =Y @4
Ou |

b

A f i (z) dz

()

Comme f est égale & son polynome d’interpolation si f est un polynome de d° < n — L
cette formule donne la valeur exacte d’interpolation pour les polynéme de d° < n — 1.

Noeuds et poids de Gauss:

théoreme sur les noeuds de Gauss:

Soit @ un polynéme de degré n tell que:
b

/Q (r)zfdz =0

il

17
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2.3, Méthode de Gauss:

Oghksn-1

Solent z;, s, ..z, les racines de @ ,alors la formule:

b
/,;" () dr ~ ZAJ (7;)

Avec les x; comme noeuds, sera exacte pour tout polynome de d°> < 2n — 1

Preuve. Soit f un polynéme de d° < 2n — 1
@ =q<n,f=pg+r

A= =]
df=r<n
dps<n—-1=p

Est une combinaison linéaire de 1, 2,22, ..., 2"! par hypothese:

b

/Q (z) zkdz = 0.

{1

Et

n—1

Zczny#/@(:{, (z)dx =1}

b b b b
/f(?‘)drz/p( (r)dx + / il = /?(T)d’?‘
[(2)=P@:)Q(z:) + (%), 1<i<n
Q (x;) = 0 car z; racines de (), donc:
) =riad 1L 14 800 *

Comme d°r < n — 1, la formule (1) donnera:

b
/r (z)dz , exactement.

Lt

18



_ 2.3. Méthode de Gauss:

b b b b
((1) /r‘ (z)dx = ifh?" (z;))Alors: /f (2)dy= [p{:z;) Q(z) d.:t.‘—l—/r () de = i;ﬂl.,;r (z:))
; i=1 . . g=]

* = /f (x)dx = ZA-s (1;) La formule est exacte pour polynome de d® < 2n — 1 donc

i3
avec des noeuds arbitraires, les formules / f(z)dx ~ 5 A;f (x;) seront exactes pour tout

a

polynéme de d°* < n — 1 avec les noeuds: de Gauss, la formule /f () dzx =~ > Aif (z:)

[

sera exacte pour tout polynome de d° < 2n—1. m

Les formules de quadrature déduites de ce théoreme sont appelées quadrature de Gauss.

En particulier, il y'a des méthode éfficaces pour générer des polynomes particulier dont
les racines sont utilisés comme noeuds dans la formule de quadrature de Gauss, si on pose
gn (1) = 1 ces polynome sont les polynomes de legendre.

Changement d’intervalle: [ = [~1,1]

Pour retrouver un intervalle quelquon que il suffire de faire le changement de variables:

(b—a)t+ (b+a) [ t=—1 ?:-—a)
S 2

}f(:r)d:r?]f((b_a)t;(a'+bj) (b;a)d ( ) t)dt oug (t) = f((b_a)t;(a;'bj)

I est donc impossible de revenire & l'interieur [~1,1] de maniere générale, ou cherche

des expressions de la forme:

1 n

w, : appelés poids
fg(t)df, =S wig (t:) .

3 i1 t; : noeuds ou

Tel que: d° précission le plus éléve possible points d’integration.

uadrature a 1 point:
Q P
1

(2) /g (t)dt ~ wg (t1) exacte pour des polynome de degré le plus élevé possible.

19



2.3. Méthode de Gauss:

Polynéme de d° = 0 : (2) doit étre exacte pour g (t) = 1:
1

/dt = 2 = w; = l'onipue poids w; est déterminé w) = 2

Polynome de d° = 1: g(t) = ¢
1

/t(ff = uhg (i‘t]J = 't’.U]tl = Qtl = f] =]

-1
1
Donec: la formule de quadrature de Gauss a 1 point s’ecrit / g(t)dt ~ g(0).
—1
Remarque 2.3.1 : La quadrature de Gauss ¢ 1 point ou formule du point miliew & le

meme d° précission que la méthode des trapéze (formul & 2 points).

Quadrature de Gauss a 2 point:

1

=1
1
o= lﬁ/dfzwl + wy
—1
1
Gl = t,/td}f = wyty + ks
“o
E
gt} = t{/tzdt = unt? + wots
=1
1
gt) =1, /tSdt = untd + wots
=1

D’otu le systéme a 4 inconues et 4 equation:

i] = u11t1 + T.L-‘-gig ..... (2)
= = wit? + wyt.... (3
3 = 1 gl ( )

0= unt? + wytd..... (4)




2:5 ."\fé.‘?hqd_ﬂ de Gauss:

S}-’steme non lineaire:

(2) x ] —(4) : wat (B —13) =0

wy = 0 (écarter car si non quadrature a 1 point)
ou
= J by =t

bh=0et @)=zuwhi=0=8 =1 = ou

i = =it (2) =4 (’U_Jl s TL‘Q) =

Comme:
t1 # 0, w, = wy
On:
(D=ur+us=2=>w=upy=1
(3) = g = w2 + wyt? = Bl = 2% =5 4% = é =t = :I:?
Donc:

wy =wy =1

T,
1 2 3
Donc quadraturc de Gauss a 2 points:
1

/g{t}dt ~ g (%g) +g (“;/E)

]

d® precision = 3 alors que trapéze (2 points) & un d° =de precision = 1.
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2.3. Méthode de Gauss:

Quadrature de Gauss a n points:
Il est possible de determiner des quadrature de Gauss avec un grand nombre de points,

ces quadratures sont efficaces et utilisées dans la méthode des éléments finis:

1
n

[a@rdt = wo(t)

L i=1

On determine les 2n coefficient w; et t, en résolvant un systéme non lineaire de 2n
équations.

Systeme qu’on obtient en prenant g(t) = ¢t* k = 0,--- ,2n — 1.on a: montrer que les
points d’integrale de Gauss sont les racines des polynomes de Legendre.

On a: vu par exemple que les points d’integrale de la quadrature de Gauss a 2 points
sont i—; et ses points sont les racines du polynémes de Legendre L, (z) = % (3z* - 1),

(Sachant Lo (z) = 1, L; (z) = (z)).

Théoréme 2.3.1 La quadrature de Gauss @ n points est ézacte pour les polyndémes de
d®(2n — 1) donc le degré de precision de cette quadrature est 2n — 1.
Le terme d’erreur est donnée par:
gamEL Lty

(2n + 1) ((2n)")

7 X f(zn} (f) ?é € [_1! 1]

1

Définition 2.3.2 :La formaule f_g (t)dt ~ Y wig (t;), ou les w; et t; sont données par:
i=1
=]

1)- P, (t;) = 0,1 <4< n ot P, polynome de Legendre.

( i:wg- =12
7=

'U.-‘-gti = [}
1

2)-

Est appellée formmile de quadrature de Gauss.

-2
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23 Méthode de Gauss:

Exemple 2.3.1

9 m({t+1
sin vdr = %/ sin ((f—rl) dt

Quadrature & 2 points:

O\ml:

/9 (t) dt = wig (t1) + wog (t2)

=k

wy = Uy =1
tl = '—fg = ?
Jon (e () ()
; (_£+ 1)
. 3 (B,
~ BIin 1 + sin I ? +

~ sin (0, 331948322) + sin (1, 238848005)

o

2
/ sin zdx ~ g[sin (0,331948322) + sin 1, 238848005] ~ 0, 998472614
0
1

/ g (1) dt = ung (1) + wng (t2) + wsg (t3)

g

git)=tF k=01,..5

7

t+1 T (t 1 m{ty +1 7ty + 1
/sin (ﬂ—42) dt ~ w; sin (— (' 14+ )) + w5 sin ({;4—)) -+ iy sin (—(—‘T——J)



2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

~

e

eal=

sin zdx ~

0

[(0,555555556) sin (0, 177031362) + (0, 888888889 sin (0, 785398164) +

(0,555555556) sin (0, 774596669)] ~ 1,0000081821.

Pour obtenir unc precision similaire avec la méthode de simpson, il a fallu utiliser 8

intervales donc 'evalution de la fonction.

2.4 Exemples de comparaison entre les méthodes:

Dans ce qui va suivre on va traiter des exemples qui permetterons de bien voir la comparaison

entre les méthodes.

2.4.1 Comparaison entre la méthode de Gauss et Newton Cotes:

a) [C2: valeur exacte In & = 0.510825545.
3 3

o I

Ordre de la méthode

Résultats —|

3 points 0.510822
| Méthode de Gauss 4 points 0.51082555
5 points 0.51082555
2points 0.53
3 points 0.5111
4 points 0.510955
Méthode de Cotes
O points 0.510828
7 points 0.5108256
8 points 0.51082558
. 10 points 0.510819
| Méthode Composite
25 points 0.51082555




Temps de calcul:
méthode de Gauss a 5 points: 23 secondes:
méthode de Cotes 4 8 points: 37 seconde ;

méthode Composite a 25 points: 55 secondes.

2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

Les chiffres en caractéres gras sont les chiffres exacts.

b)fm%: valeur exacte In & = 1.203973.

3 B
| Nombre de points Résulﬁéts
3 1.2029
4 1.2038
Méthode de Gauss : 1203964
6 1.2039720
7 1.2039725
8 1.2039725
T 2 1.5
3 1.22
Méthode de Cétes ¢ o
5 1.205
6 1.2042
10 1.203974
10 1.202
20 1.20393
Méthode Composite 40 1.203971
103 1.20397277
163 1.20397280

Temps de calcul:
méthode de Gauss 4 7 points: 22 secondes;
méthode de Cétes & 10 points: 30 secondes;
meéthode de Composite & 103 points: 210 secondes:

méthode de Composite & 163 points: 240 secondes.
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2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

_ 1 ;\iijl-ll}-,l.l.'—(:‘t. tilem;;_ﬁnt-s ]iésultats
3 | 1.85197
Méthode de Gauss 4 1.8519366
5 1.8519367
Méthode de Cotes i ks
bl 1.8521
‘ Méthode Composite 25 1.8519365

Temps de calcul:
méthode de Gauss & 4 points: 16 secondes;
méthode de Cétes & 8 points: 35 secondes;
méthode de Composite & 25 points: 100 secondes.
d)f:?rs",’%(i:ﬂ‘
La méthode de Cotes donne des résultats totalement erronnés. La seconde colonne est

calculée en partageant l'intervalle 0.87 en 7 intervalles partiels et en appliquant la méthode

de Gauss a chacun d’eux.

Nombre de points par .
Nombre de points Résultats
intervalle partiel
7 0.32
10 0.320802
Méthode de Gauss
12 0.32080592
16 0.32080573
2 0.32087
Meéthode de Gauss avec
3 0.32080505
7 intervalles partiels
4 0.32080559
50 0.3207
. 80 0.320791
Méthode de Composite
100 0.320799
120 00.3208029




2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

Temps de calcul:

méthode de Gauss & 12 points:37 secondes;

méthode de Gauss a 7 intervalles partiels: 135 secondes;

méthode de Gauss & 3 points par intervalle: 135 secondes;

méthode de Composite & 100 points: 240 secondes;

méthode de Composite a 120 points: 290 secondes.

La méthode de Cotes ou la méthode composite sont indispensables lorsque la fonction
n’est connue que pour des valeurs équidistantes.Dés qu'une méthode de Cotes d’ordre 6 ou
7 ne donne pas une précision suffisante, il faudra employer une méthode composite.

La méthode composite présete de plus l'intérét de simplifier les calculs, soit manuels,
soit en calcul automatique, puisque les points centraux .font intervenir f(z;), par simple
addition.La méthode composite est particuliérement efficace lorsque les (éffets d’extrémités)
pas (fonction périodique).

La méthode de Gauss généralisée est excellente, mais ne peut étre employée que dans les
cas cités en appendice, en dehors de ces cas, il faudra utiliser la méthode de Cétes lorsqu"on
pourra se limiter & un ordre pas trop élevé ou la méthode composite qui prend alors tout

son intérét

2.4.2 Comparaison entre les methodes des Trapéze, point milieu

et rectangle:



2.4. Exemnples de comparaison entre les méthodes:

Soit la fonction

Que vaut

25
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2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

0.5}

11 points

10 subdivisions

e
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2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

2.5

1.5

0.5¢

0.5

21

points

20 subdivisions



2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

11

points

10 subdivisions
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2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

1.57

0 0.5 1

21 points 20 subdivisions
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2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

Approximation

33

11 points

10 subdivisions



2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:
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2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

par une fonction affine par morceaux

2.5

1.5

0.5

-0.5

0.5

11 points

10 subdivisions

(T

}



2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

21 points

20 subdivisions



2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

. —1.5

~

Rectangles a gauche

o 0.5 1 1.5

1=0.019664765868385

Rectangles au point milieu

o 0.5

1 1.5

I=0.080343177070866

0.5 1 1.5 2

1=0.143271563618364

Trapézes

0.5 1 1.5 2

1=0.081468164743374
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2.4. Exemples de comparaison entre les méthodes:

Rectangles a droite

i

1
=Sy 0.5 1 1.5 T2 o 0.5 1 1.5 5
|=0. ommwmmwhHmwmﬂNh@ 1=0.093109600784742

Rectangles au point milieu Trapézes

o8}
o
N,m_H

o 0.5 1.5 2

=6 omoﬂ.OAHmmmmcomH I=0. omONﬁw@wHoooﬁE

L8]




Chapitre 3

Applications

3.1 Premiére application:

Afin d’appliquer ce qui précéde nous traitons l'exemple suivant:

Une étude de Génie des transports nécessite la détermination du nombre de voitures qui
passent par une intersectiondurantles heures de pointes le matin.Un témoin posté sur le coté
de la route compte le nombre de voitures qui passent toutes les quatre minutes & plusieurs

instants. Les résultats sont indiqués dans le tableu ci-dessous:

T(Heure courante) 7:30 | 7:45 | 8:00 | 8:15 | 830 | 8:45 | 9:00
q(flux de voitures par 4 minutes) | 18 |24 |14 |24 |21 |9 4

q(fux de voitures par 1 minutes) | 4.5 | 6 35 |6 5251225 (1
7 |90 [

t(temps par minutes) 0 15 |30 |45 |60 |

Le nombre N de voitures passant par l'intersection entre f = a et t = b peut etre
b

déterminé par la formule N = [q¢ (t) dt

Afin de déterminer le nombrg total de voitures N qui passent entre 7:30 et 9:00 effectuons
les étapes suivantes:

(1) Le flux de voitures a travers I'intersection par minute: est donné par la 3°"¢ ligne du
tableau.

(2) Utilisations la régle trapézoidale avec 3 intervalles pour évaluer le nombre N:
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3.1. Premiére application:

Suivant la formule:

N

g[f (To) + 2f (z2) + 2f (z4) + f (z6)], et h = 30 = xy — z4 on obtient: N = 345

(3) Répétons le processus avec 6 intervalles:

-4

o

© Illlll“IiTlllllII[II]I]J’IIIIIHI—-I

th

w

o

-]
>

Suivant la formule:

h
N = 5 [f(2a) +2f (z1) + 2f (z2) + 2f (23) + 2f (z4) + 2f (z5) + f (z6)], et h = 15 on
obtient: N = 386.25

(4) Evaluons N a ’aide de somme inferieur et de somme superieur ainsi que la régle du

point milieu, en utilisant tout les intervalles:
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3.1. Premiére application:

s

||a|l||r|l|||||p1—|—1—-|

w

]

o'r||r|||1|||ar.|

-

L

Suivant la formule de la somme supérieure:

N =h(f(z:) + f (22) + f (z3) + f (z4) + f (35) + f (z6)], et h = 15 on obticnt:
N = 360

Suivant la formule de la somme inferieur:

N =h(f(xo) + f(@1) + f(x2) + [ (z3) + f(x4) + f(x5)], et h = 15 on obtient:
N =4125

Et suivant la formule du point milieu:

-~

5;__ J‘ j—

°F Ve - —l
*35 rv . | | ’
|

TE j

11



3.1. Premiére application:

N =h(f(x1)+ f(x3) + f (25)], et h =30 on obtient: N = 690.



3.2. Deuxiéme application:

3.2 Deuxiéme application:

On lance une fuseé verticalement du Sol et 'on mesure pendant les premierés 80 secondes

l'accéleration ~:

‘ t(en;?j 0 |

| ven m,/ 5% | 30 | 31.63

10 | 20 | 30| 40 | 50 | 60 | 70 | 80

33.44]35.47 37.75 | 40.33 | 43.23 | 46.70 | 50.67

Calcule la vitesse V de la fusée a l'instant t=80s , par la méthode des trapézes puis par
SITPSOIL.

1-Calculons I par la méthode des trapezes. Ici d’aprés le tableau des valeurs, i = 10.

= 3 (v +at+2 S (@)

1 . .
=5 x 10 (30 + 50.67 + 2(31.63 + 35.47 + 40.33 + 46.70 + 33.44 + 37.75 + 43.23))
= 3089 m s

2-Calculons I par la méthode de simpson :

V(80) = 2 (v (z0) + 7 (@) + 4 (v (21) + 7 (25) + v (25) + 7 (27)) + 2 (7 (32) + 7 (2a) + 7 (26)))

10
= 3 (30 + 50.67 + 4 (31.63 + 35.47 + 40.33 + 46.70) + 2 (33.44 + 37.75 + 43.23))

= 3087 m's

Remarque 3.2.1 Une autre applications pour lintégration numérique avec la méthode
trapezoidal est le calcul de la surface superficielle d’ne coupe transversal d’une racine d’une
dent, cette application s'utilise dans le domaine de la chirurgie dentaire, c’est une program-

mation avec le logiciel Matleb[5].
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Resume

Les polynémes sont les fonctions les plus faciles a calculer ;tout n’est pas
polynémial, mais tout peut étre approché, en un sens ou un autre par des
polynémes. Nous avons étudié deux classes d’approximations : I'interpolation —
vue en chapitre 1 — qui contraint les valeurs des polynémes approchant a
coincider avec celles de la fonction en un nombre fini de points. On va voir que le
résultat n’était pas toujours satisfaisant en termes de convergence.

L’approximation de lintégrale - Chapitre 2 — avec des méthodes tels que celle
avec des trapézes et Simpson et la quadrature de Gauss; montre avec
I'application du chapitre 3 les différentes exactitudes de I'approximation et la
rapidité de la convergence de chaque méthode.

Les_mots clés : L’intégrale Numérique, Polynéme d’interpolation, Interpolation
linéaire, méthode numérique, Polynéme de Lagrange et Newton, Estimations
d’erreurs.

Summary

Polynomials are the functions the easiest to calculate; everything is not polynomial, but
everything can be approached, in a sense or an other one by polynomials. We studied two
great classes of approximation: the interpolation - seen in -chapter 1 - Which forces the
values of polynomials approaching to coincide with those of the function in a number
finished by points. We saw that the result was not still satisfactory in terms of
convergence.

The approximation of the complete - Chapter 2 - with methods such as that with trapezes
and Simpson and the quadrature of Gauss; seen with the application of the chapter 3 the
various accuracies of the approximation and the speed of the convergence of every
method.

Kevs words: the numerical integration, the interpolation polynomial, the linear
interpolation, Numerical methode, polynome of Lagrange and Newton, error estimation.
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