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Introduction générale

L�analyse fonctionnelle est apparu au début du 20�eme siècle, mais malgré sa nouveauté il

occupe actuellement un centre d�excellence entre les sciences mathématiques contemporain

le concept de déplacement des concepts les plus importants de l�analyse fonctionnelle, et

celui-ci était une généralisation de la notion de fonction dans l�analyse mathématique et la

théorie des opérateurs est trés important de l�analyse fonctionnelle elle intéressés à étudier

les propriétés des opérateurs et ces utiliser pour resolutions des problèmes mathématiques de

sorte que certains noméent la théorie des opérateurs la colonne vertébrale de l�analyse fonc-

tionnelle, dont à partire ce cette théorie il pénétre à la mécanique quantique et l�équations

di¤érentielles et le propabilite et plusieurs de displines pratiques, et parmis des opérateurs

et plus importantes l�opérateur linéaire borné qui sont étudiées dans cette mémoire.

Dans le premier chapitre: nous avons étudié les plus importants Topologiques concepts

initiales, et des dé�nitions des espaces dans lesquels nous avons étudiés notre sujet.

Dans le deuxième chapitre: nous avons étudié l�opérateur linéaire borné sur un espace

normé en général, et en particulier sur l�espace de Hilbert comme mentionné le spectre

d�opérateur et la resolvante et ce caractéristiques prinsipales, puis nous avons bordé notre

étudier pour les opérateurs compactes ainsi nous avons étudié un de les opérateurs linéaires

bornés qui est l�opérateur linéaire compacte.

Dans le troisième chapitre: on dé�nissons l�opérateur intégral, et nous avons justi�é que

chaque opérateur intégral est un opérateur compact, et chaque opérateur intégral a un seul

adjoint, et quand il est auto-adjoint.
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Notations et conventions

d distence.

A adhérence.

B0 (a;R) boule ouverte.

B (a;R) boule fermée.

k : k norme.

< �, � > produit scalaire.

max maximum.

sup superieur.

A opérateur linéaire.

An suite des opérateurs linéaires.

A�1 opérateur inverse.

dim dimension.

sp (A) spectre d�un opérateur.

� (A) resolvant d�un opérateur.

A� adjoint.
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Chapitre 1

préliminaires(�el�ements de topologie)

L�étude les espace et les acception topologique trésintéressant pour l�étude des opérateurs

linéaires bornés par ce qu�ils appointent les caractéristiaques et les article ces opérateur

linéaire.

1.1 Espace topologique

Soit E un ensemble et P (E) l�ensemble des parties de E.

Dé�nition 1.1.1 (topologie)

Une topologie � � P (E) d�un ensemble E est la partie de E vérifant:
i) ? 2 � et E 2 � :
ii) �1 2 � , �2 2 � =) �1 \ �2 2 � (intersection �nie) :
iii) �i 2 � , 8i 2 I =) [

i 2 I
�i 2 � (union quelconque) :

Les éléments � 2 � sont appelés ouverts, (E, �) est appelé espace topologie.
Les complémentaires des ouverts d�une topologie s�appellent les fermés de cette topologie.

Dé�nition 1.1.2 (voisinage)

Un sous-ensemble V � E est appelé voisinage d�un point a, s�il existe un ouvert � � �
tel que � � V et a 2 �:
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1.1. Espace topologique

1.1.1 Ensembles compacts et ensembles relativement compacts

Ensembles compacts

Dé�nition 1.1.3 ( espace topologique séparé)

Un espace topologique E est séparé si pour tout x; y 2 E tel que x 6= y il existe deux
parties ouvertes �; U telles que

x 2 �, y 2 U et � \ U = ?:

Dé�nition 1.1.4 (recouvrement)

Soit A � E on appelle recouvrement de A tout famille (Ui)i2I tel que Ui � A veri�e

A � [
i2I
Ui

Dé�nition 1.1.5

Une partie A d�un espace topologique (E, �E) est compacte si (A, �A) est un espace

compact. Autrement dit pour tout x, y 2 A, il existe deux ouvertes Ux; Uy de E tels que

x 2 Ux, y 2 Uy, Ux \ Uy \ A = ?

est pour tout recouvrement de A par des ouverts de E.

A � [
i 2 I

Ui, il existe un recouvrement �ni

A � Ui1UUi2 ::::UUin avec (i1::::in) � I

Dé�nition 1.1.6 (compact)

Soit E un espace topologique séparé une partie K � E est dite compacte si pour tout

recouvrement ouvert de K posséde un sous recouvrement �ni.

Si E est compact on dit que E est un espace compact.

Lemme 1.1.1

Une partie compacte d�un espace séparé est fermée, en particulier pour un espace com-

pact, une partie est fermée si et seulement si elle est compact.

Lemme 1.1.2

Toute partie fermée d�un espace compact est compacte.
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1.2. Espace métrique

Ensembles Relativement compacts

Dé�nition 1.1.7

On dit A � E est relativement compact s�il existe B compacte telle que A � B:

1.2 Espace métrique

Dé�nition 1.2.1 (distance)

Soit E un ensemble, une distance sur E est une application d : E�E �! [0, +1[ telle
que pour touts x, y, z dans E

i) d (x, y) = 0() x = y

i) d (x, y) = d (y, x)

iii) d (x, y) � d (x, z) + d (z, y).
Tout ensemble E muni d�une distance d, (E, d) est un espace métrique.

Dé�nition 1.2.2 (suite de Cauchy)

Soit (E, d) un espace métrique, une suite de Cauchy dans E est une suite (xn)n 2 N dans

E telle que

8" > 0, 9 N 2 N, 8 m, n � N; d (xn, xm) < ":

Dé�nition 1.2.3 (suite converge)

Soit (E, d) un espace métrique et soit (xn)n 2 Nune suite de points de E, soit x 2 E on
dit que (xn)n2N converge vers x si l�on a:

8" > 0, 9 N 2 N, 8 n 2 N : n � N =) d (xn, x) � ":

Dé�nition 1.2.4 (boule ouverte et boule fermée)

�On appelle boule ouverte de centre a et rayonR > 0: B0 (a, R) = fx 2 E, d (a, x) < Rg
�On appelle boule fermée de centre a et rayonR > 0: B (a, R) = fx 2 E, d (a, x) � Rg

Dé�nition 1.2.5 (adh�erence)

Soit E un espace métrique, et A 6= ? une partie de E on dit

x 2 A() f8R > 0 : B (x, R) \ A 6= ?g

5



1.3. Espace normé

1.3 Espace normé

On appelle norme sur un espace vectoriel une application k : k de E dans R+ véri�ant les
conditions

i) k x k= 0() x = 0.

ii) k �x k=j � jk x k pour tout x 2 E et tout � 2 |.
iii) k x+ y k �k x k + k y k pour tout x et tout y de E.

Exemple 1.3.1

Pour tout n 2 NF, et pour tout p dans [1, +1[, la formule k (x1,::::,xn) k = 
nX

i = 1

j xi jp
! 1

p

dé�nit une norme sur l�espace vectoriel Rn.

Théorème 1.3.1

Soit k : k une norme sur un espace vectoriel E alors d (x, y) =k x� y k est une distance.

Dé�nition 1.3.1 (espace norm�e)

Un espace vectoriel normé est une espace vectoriel muni de norme.

Exemple 1.3.2

Soit E = Rn un espace vectoriel muni par la valeure absolue est un espace voctoriel

normé.

1.4 Espace de Banach

Dé�nition 1.4.1 (espace m�etrique complet)

Un espace métrique (E, d) est complet si tout suite de Cauchy de points de E est

convergente dans E.

Dé�nition 1.4.2 (espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace voctoriel normé (E, k : k) (sur R ou C) qui est com-
plet pour la métrique dé�nie par la norme.

- C ([0, 1])muni de la norme in�nie k f k1= max
t 2 [0, 1]

j f (t) j/ fC est l�ensemble d�applications continues sur [a, b]g

6



1.5. Espace de Hilbert

1.5 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.5.1 (produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel sur |, un produit scalaire sur E est application de E � E
dans |, noteé < �, � > possédant noteé les propriétés suivantes pour tout x, y, z dans E
et �, � 2 |

i) 8x1, x2, y 2 E � 2 | < �x1 + �x2, y > = � < x1, y > +� < x2, y >.
ii) < y, x > = < x, y > :

iii) < x, x > > 0
iiii) < x, x > = 0 =) x = 0.

Dé�nition 1.5.2 (espace pr�ehilbertien)

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d�une produit scalaire

tel que

k x k2=< x, x >

Dé�nition 1.5.3 (espace hilbertien)

On appelle espace hilbertien ou espace de Hilbert un espace préhilbertien complet.

Exemple 1.5.1

1) (Rn, k : k) = (Rn, < �, � >) avec < x, y > =
nX

i = 1

xi yi est un espace de Hilbert.

2) (Cn, < �, � >) avec < x, y > =
nX

i = 1

xi yi est un espace de Hilbert.

3)
�
L2 (a, b) , < �, � >L2(a, b)

�
avec < f , g >L2(a, b)=

bZ
a

fg tel que

L2 (a, b) =

8<:g, f : (a, b) �! R, meserable et
bZ
a

jf j2 < +1

9=;
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1.6. Applications linéaires et continues

1.6 Applications linéaires et continues

Soient (E, k : kE) et (F , k : kF ) deux espaces vectoriels normés.

Dé�nition 1.6.1 (Application lin�eaire)

Soit f une application de E dans F on rappelle qu�une application f de E dans F est

linéaire si

pour tout x, y 2 E et tout � 2 |

f (�x+ y) = �f (x) + f (y) :

Dé�nition 1.6.2 ( application linéaire continue )

Soit f une application linéaire de E dans F alors f est continue si et seulement s�il existe

une constante C telle que

k f (x) kF� C k x kE 8x 2 E: (1; 1)

on dé�nit L (E, F ) = ff : E �! F , linéaire et continueg

1.7 Norme d�application linéaire continue

La norme d�une application linéaire continue f est égale á

k f kL(E, F ) = sup
x 2 E, x 6=0

k f (x) kF
k x kE

= sup
kxkE=1

k f (x) kF (1; 2)

8



Chapitre 2

Opérateurs linéaires bornés

La notion de l�opérateur borné est considerée comme un élément important de

l�analyse fonctionnel, car il y a plusieur des problemes qu�ils n�avaient pas des solutions en

particulier dans le domaine des mathématiques, mais avec l�utilisation de l�opérateur linéaire

on peut les solutionnes.

Soit E et F deux espaces vectoriels normés:

Dé�nition 2.0.1 (op�erateur lin�eaire et op�erateur lin�eaire born�e)

- On appelle opérateur linéaire toute application linéaire de E dans F .

- On appelle opérateur linéaire borné toute application linéaire continue de E dans F .

Remarque 2.0.1

Si k AX kF> C k X kE 8 C 2 E, A est non borné

Exemple 2.0.1 (opérateur linéaire )

1-soit E = L2 ([0, 1]) A : E ! E

f ! Af (x) =

1Z
0

(x� t)f (t) dt

2- A : C ([0, 1])! C ([0; 1])

9



2.1. Opérateurs linéaires bornés dans espace normé

f 7! Af (x) =

xZ
0

K (x, t) f (t) dt

Exemple 2.0.2 (Op�erateures lin�eaires born�es)

I : C ([0, 1])! C ([0, 1]) (Ix = x : op�erateure lin�eaire) est borné car

k I k=k x k� C k x k 8 C � 1

2.1 Opérateurs linéaires bornés dans espace normé

Soit L (E, F ) un espace normé d�opérateurs linéaires bornés de E dans F .

Soit L (E) un espace normé d�opérateurs linéaires bornés de E dans E:

Dé�nition 2.1.1

Si (E, k : kE) et (F , k : kF ) sont des espaces normés et si A est un opérateur linéaire

borné de E dans F ,

on a bien sur

k A kL(E, F )= sup
x 2 E, x 6=0

k AX kF
k X kE

= sup
kxkE=1

k AX kF (2,1)

et ce nombre, note k A k est la borne inferieure de l�ensemble des nombres C > 0 tel que

k AX kF� C k X kE 8 X 2 E: (2,2)

ce nombre k A k est appellé la norme de A; il est tel que

k AX kF�k A kk X kE 8 X 2 E:

et cette majoration ne peut être améliorée.

10



2.1. Opérateurs linéaires bornés dans espace normé

Théorème 2.1.1

Si (E, k : kE) et (F , k : kF ) sont des espaces linéaires normés et si A est un opérateur
linéaire de E dans F , les assertions suivantes sont équivalentes:

i) A est continu.

ii) A est continu en 0.

iii) il existe C > 0 tel que k AX kF� C k X kE 8X 2 E.
Démonstation

i) =) (ii) est trivial.

ii) =) (iii) pour tout voisinage V de A0 = 0, il existe un voisinage U de 0 tel que

AU � V:
pour V = B (1); il existe donc r > 0 tel que

AB (r) � B (1) :

On a alors

k X kE� r =)k AX kF� 1

danc

k AX kF�
1

r
k X kE 8 X 2 E

ce qui su¢ t

iii) =) (i) de fait, pour tout X0 2 E et tout r > 0, l�image par A de B
�
X0, rc

�
est

incluse dans B (AX0, r) vu que

k X �X0 kE�
r

c
=)k AX � AX0 kF= kA (X �X0)k � C k X �X0 k� r:

Théorème 2.1.2 [10]

Soient A et B deux opérateurs linéaires bornés et � un scalaire; �A, A + B sont des

opérateurs linéaires bornés et on a:

1) k �A k =j � jk A k
2) k A+B k �k A k + k B k
3) k A k = 0 =) A = 0

11



2.1. Opérateurs linéaires bornés dans espace normé

Théorème 2.1.3

1- Si E�F sont deux espaces normés, alors (L (E, F ) , k : k) est un espace normé.
2- Si en outre, F est un espace de Banach, alors L (E, F ) est aussi un espace de Banach.

Démonstation

1-Si A, B 2 L (E, F ) et � 2 |, on véri�e de suite que
i) �A est opérateur linéaire de E dans F tel que k�Ak existe et égale à j � jk A k.
ii) A + B est opérateur linéaire de E dans F tel que k A + B k existe et est majoré

par k A k + k B k.
iii) k A k = 0 implique A = 0:
Il en résulte que L (E, F ), est un espace linéaire sur le quel k : k est un norme.
2-Si F est un espace de Banach, établissons que L (E, F ) est un espace de Banach.

Soit An une suite de Cauchy dans L (E, F ) :

Pour tout X 2 E, la suite AnX est alors de Cauchy dans F car on a

k AnX � AmX k=k (An � Am)X k�k An � Am kk X k :

désignons parAX sa limite, de la sorte, nous avons introduit une applicationA : E �! F

dont on a tôt fait de véri�er qu�elle est linéaire. Elle est aussi continue: il existe C > 0 tel

que k An k� C pour tous n 2 N donc tel que

k AX k= lim
n�!1

k AnX k� lim
n�!1

k An kk X k� C k X k , 8x 2 E

ce qui su¢ t.

Théorème 2.1.4

Soient E, F , G des espaces normés.

Si A 2 L (E, F ) et B 2 L (F , G), alors BA appartient à L (E, G) et on a:

k BA k�k B kk A k

De plus, si la suite An converge vers A dans L (E, F ) et si la suite Bn converge vers B

dans L (F , G), alors la suite BnAn converge vers BA dans L (F , G)

12



2.1. Opérateurs linéaires bornés dans espace normé

Démonstation

Bien sûr, BA est un opérateur linéaire borné comme composition de deux tel opérateurs.

De plus, pour tout X 2 E, on a successivement

k BAX k�k B kk AX k�k B kk A kk X k

donc

k BA k�k B kk A k :

Cela étant, la deuxiéme assertion résulte aussi de ce que

k BnAn�BA k=k (Bn �B)An�B (A� An) k� k(Bn �B)k k An k + k B kk (A� An) k :

Dé�nition 2.1.2 ( opérateur inversible)

Soit A 2 L (E, F ) est inversible dans L (E, F ) ssi
existe S 2 L (F , E) telle que SA = IdF et AS = IdE:
Si A est inversible, on note A�1 á son inverse.

Théorème 2.1.5

Soit E un espace de Banach si A 2 L (E) véri�e k A k < 1, alors (Id� A) 2 L (E)
admet un inverse linéaire borné tel que

k (IdE � A)�1 k�
1

1� k A k

On plus
1X
m=0

Am = (IdE � A)�1

Démonstation

Comme


Ak

 6 kAkk pour tout entier k > 0 et que kak < 1, la série +1X

k=0

Ak

est normalement convergente, donc convergente dans l�espace complet E.

Notons S sa somme. On véri�e facilement que

SA = AS =
+1X
k=0

Ak+1 = S � IdE

13



2.2. Opérateurs linéaires bornés dans espace de Hilbert

ce qui implique que S (IdE � A) = (IdE � A)S = IdE. En majorant la norme de la

série par la série des normes, on obtient



(IdE � A)�1

 6 +1X
k=0

kAkk = k(IdE � A)k�1 :

2.2 Opérateurs linéaires bornés dans espace de Hilbert

Soit B (H, K) un espace de Hilbert d�opérateurs linéaires de H dans K.

Proposition 2.2.1

Soit A 2 B (H) les propriétés suivant sont equivalentes
i) il existe une costante C telle que k AX kH� C k X kH 8X 2 H.
ii) les images des ensembles bornés sont bornées.

iii) si Xn �! X alors AXn �! AX.

Remarque 2.2.1

� L (H, K) l�ensemble des opérateurs linéaires bornés de H dans K.

� L (H) l�ensemble des opérateurs linéaires bornés de H dans H.

Théorème 2.2.1 [8]

Soit H un Hilbert, L (H) l�ensemble des opérateurs linéaires bornés, dé�nis partout

A : H �! H: Muni de la norme k : k d�opérateur, L (H) est un espace de Banach.
Démonstation

1) L (H) est un espace vectoriel et k : k est norme. On véri�e en e¤et
- A, B 2 L (H) =) �A+�B 2 L (H), 8�, B 2 C où (�A+ �B)X = �AX+�BX

- k A+B k �k A k + k B k
- k �A k=j � jk A k.

2) L (H) est complet pour cette norme.

Soit fAng 2 L (H) une suite de Cauchy

8" > 0, 9 N tel que 8n, m > N k Am � An k< "

14



2.2. Opérateurs linéaires bornés dans espace de Hilbert

Dés lors, 8X 6= 0, on a par la dé�nition (2, 1), (2, 2) de la norme:

k AmX � AnX k� " k X k (n, m > N) : (2; 3)

La suite fAnXg est donc une suite de Cauchy dans H.
Celui-ci étant complet, cette suite converge vers un élément X0 2 H

AnX �! X0.

Dé�nissons un opérateur est linéaire A par la relation

AX = X0 c-à-d AX = lim
n�!+1

AnX0

Cet opérateur est linéaire dé�ni partout et borné. On a en e¤et, en prenant la limite

m �!1 dans (2, 3)

k AX � AnX k� " k X k (n > N) (2; 4)

et dès lors

kAXk � kAX � AnXk+ kAnXk

� ("+ kAnk) kXk .

Donc An 2 L (H) et en outre An �! A dans L (H) car on a, par (2, 3)

k A� An k� " 8 n > N .

Corollaire 2.2.1 [8]

Si H est préhilbertien et K un espace Hilbert (complet ), l�espace L (H, K) des opéra-

teurs linéaires bornés, dé�nis partout, de H dans K est un espace de Banach pour la norme

des opérateurs (2, 1) :
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2.2. Opérateurs linéaires bornés dans espace de Hilbert

2.2.1 Opérateur adjoint dans un espace de Hilbert

Dé�nition 2.2.1 (adjoint)

Soit H un espace de Hilbert et A 2 L (H), l�adjoint de A est l�opérateur linéaire borné,
note A� veri�e

< AX, Y > = < X, A�Y > , 8X, Y 2 H.

Proposition 2.2.2

Soit A, B 2 L (H) et � 2 |, alors
1- (�A+B)� = �A� +B�

2- (AB)� = B�A�

3- (A�)� = A

4- si A est inversible d�inverse A�1, alors A� est inversible et (A�)�1 = (A�1)�.

Démonstation [4]

Dé�nition 2.2.2 (auto� adjoint)

On dit qu�un opérateur A 2 L (H) est auto-adjoint si

A
�
= A

c�est -à- dire

< AX, Y > = < X, AY > , 8X, Y 2 H:

= < X, A�Y > = < X, AY > , 8X, Y 2 H:

Proposition 2.2.3

Si A� 2 L (H) est un opérateur adjoint, alors

k A� k=k A k .

Si A 2 L (H) est un opérateur auto-adjoint, alors

k A k= sup fj< AX, X >j: k X k � 1g .

Démonstation [4]
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2.2. Opérateurs linéaires bornés dans espace de Hilbert

Dé�nition 2.2.3

Un opérateur A 2 L (H) est dit
-Positif si

< AX, X > � 0, 8X 2 H:

-Unitaire si A est inversible et

A� = A�1.

-Normal si

AA� = A�A:

-Rang �n si ImA est de dimension �n; son rang est la dimension de ImA:

2.2.2 Spectre d�un opérateur

Dé�nition 2.2.4 (valeur propre)

Un nombre complexe � est une valeur propre de A s�il existe un vecteur X 2 H, X 6= 0
tel que AX = �X, tel vecteur X est appelé un vecteur propre de A.

Dé�nition 2.2.5 (Spectre)

Un spectre d�un opérateur A 2 L (H) est la sous-ensemble de C dé�ni par

sp (A) = f� 2 C n (�IdH � A) n�est pas inversibleg

l�ensemble complementaire est appelé l�ensemble résolvant

� (A) = Cnsp (A) :

Remarque 2.2.2

Si � 2 � (A) alors
(A� �IdH)�1 2 L (H) :
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2.3. Théorème de Banach-Steinhaus

2.3 Théorème de Banach-Steinhaus

Théorème 2.3.1

Si E, F sont deux espaces normés et si D est une partie de L (E, F ), les assertions

suivantes sont équivalentes

i) D est borné.

ii) D est uniformément équicontinu sur E .

iii) D est équicontinu en 0.

Démonstation

(i) =) (ii). Comme il existe C > 0 tel que k A k � C pour tout A 2 D alors pour tout

" > 0, il existe "�C > 0 tel que

k X1 �X2 k� "�C =) sup
A2D

k AX1 � AX2 k� ":

(ii) =) (iii) est trivial.

(iii) =) Il existe � > 0 tel que, pour tout X 2 E tel que k X k � �, on a sup
X2E

k AX k
� 1. On en tire de suite que k A k � 1�� pour tout A 2 D.

Dé�nition 2.3.1

Si E, F sont des espaces normés, une partie D de L (E, F ) est ponctuellement bornée si

8X 2 E, fAX : A 2 Dg est un borné de F .

Théorème 2.3.2 (bornation uniforme, Banach-Steinhaus)

Si l�espace E est de Banach et l�espace F normé, alors toute partie ponctuellement bornée

de L (E;F ) est borné.

Théorème 2.3.3

Si E est un espace de Banach, si F est un espace normé et si Am est une suite de L (E, F )

ponctuellement convergente c�est -à- dire telle que la suite AmX converge dans F pour tout

X 2 E, alors il existe A 2 L (E, F ) tel que

AX = lim
m�!+1

AmX 8X 2 E:
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2.4. Théorème d�opérateur ouverte et Théorème du graphe fermé

Démonstation

8x 2 E, désignons par AX la limite de la suite AmX dans F , A apparaît alors comme

étant une application de E dans F . On véri�e directement que A est enfait un opérateur

linéaire de E dans F . En�n, vu le théorème de Banach-Steinhaus, fAm : m 2 N0g est un
borné de L (E, F ); il existe donc C > 0

k AX k= lim
m�!+1

k AmX k� C k X k , 8X 2 E:

Théorème 2.3.4

Soient E, F deux espaces de Banach et Am une suite bornée de L (E, F ).

Si, pour tout élément d d�une partie partout dense M de E, la suite Amd converge dans

F , alors il existe A 2 L (E, F ) tel que AmX �! AX puor tout X 2 E:

2.4 Théorème d�opérateur ouverte et Théorème du

graphe fermé

Théorème 2.4.1 (Th�eor�eme de l00application ouverte)

Soient E et F deux espaces de Banach et soit A un opérateur linéaire bornée et surjectif

de E sur F . Alors il existe une constante C > 0 tel que

T (BE (0, 1)) � BF (0, C) :

Théorème 2.4.2 (Th�eor�eme du graphe ferm�e)

Soient E et F deux espaces de Banach soit A un opérateur linéaire de E dans F . On

suppose que le graphe de A, G (A), est fermé dans E � F , alors A bornée.
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2.5. Opérateurs compacts

2.5 Opérateurs compacts

Dé�nition 2.5.1

B étant la boule unité ouverte de E, on dit que l�opérateur A 2 L (E, F ) est compact
ssi A (B) (image deB par A) est relativement compact dans F .

A compact de L (E, F ), A (B) compact dans F:

A compact de L (E, F ), A (B) relativement compact dans F:

� on noteK (E, F ) l�ensemble des opérateurs compacts de L (E, F ) etK (E) l�ensemble
des opérateurs compacts de L (E).

Exemple 2.5.1

Soit H un espace de Hilbert si

dim (H) <1, alors tout A 2 L (H) est compact.

Théorème 2.5.1

Si E ou F sont de dimension �nie, on a K (E, F ) = L (E, F ) :

Théorème 2.5.2

Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Démonstation

En e¤et, si on désigne

B (0, 1) = fX 2 H, kXk � 1g

Alors, A (B (0, 1)) est relativement compact d�où

kAXk � C 8X 2 B (0, 1) :

Alors A est borné.

Réciproquement, l�opérateur indentique I de E dans E est borné, mais il n�est pas

compact car IdE (B (0, 1)) = B (0, 1), n�est pas relativement compacte sauf si E est de

dimension �nie.
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2.5. Opérateurs compacts

Proposition 2.5.1

Tout opérateur borné et de rang �nie est compact.

Corollaire 2.5.1

Si An est une suite d�opérateurs de rang �nie convargeant vers A 2 L (E, F ) alors

A � K (E, F ).

Proposition 2.5.2

Soient E, F , G des espaces normés.

- L�ensemble K (E, F ) est un sous-espace linéaire de L (E, F ) .

- Pour tout A 2 L (E, F ) et tout B 2 K (F , G), BA 2 K (E, G) :
- Pour tout B 2 K (E, F ) et tout A 2 L (F , G), AB 2 K (E, G) :
- L�opérateur Id : E �! E est compact si et seulement si E est de dimension �nie.

- si A 2 K (E, F ) admet un inverse linéaire continu, alors E est de dimension �nie.

Théorème 2.5.3

Soit E un espace normé et F un espace de Banach et soit fAng une suite d�opérateurs
compacts de E dans F .

Si

lim
n�!1

k An � A k= 0:

Alors, A est compact.

Théorème 2.5.4

Soit A un opérateur borné de E dans F , et image AX de dimension �nie, alors A est

compact.

Théorème 2.5.5

K (E, F ) est un sous-espace fermé de Banach L (E, F ).

Théorème 2.5.6

L�adjoint d�un opérateur compact est compact.
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2.6. Spectre d�un opérateur compact

2.6 Spectre d�un opérateur compact

Proposition 2.6.1

Le spectre sp (A) est un ensemble compact et

sp (A) � [� k A k , + k A k] :

Proposition 2.6.2

Soit E un espace de Banach et A un opérateur compact de E dans E, de spectre sp (A)

1 � si E est de dimension in�nie, 0 2 sp (A).
2 � � 6= 0 2 sp (A)() � est valeur propre de A.

Proposition 2.6.3

Soit A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf
X2E jXj=1

< AX, X >

et

M = sup
X2E jXj=1

< AX, X >

alors

sp (A) � [m, M ] , m 2 sp (A) et M 2 sp (A) :

Corollaire 2.6.1

Soit A 2 L (H) un opérateur auto-adjoint tel que

sp (A) = f0g

alors

A = 0

Théorème 2.6.1

Si E est un espace de Banach et si A 2 K (E) alors pour toute valeur propre � de A, on
a

j � j�k A k .
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Chapitre 3

Application sur L�opérateur intégral

3.1 Opérateur intégral

Comme nous l�avons dèjà vu, un opérateur intégral est un opérateur de la forme

(Af) (x) =

bZ
a

k (x; y) f (y) dy (3,1)

oú la fonction k est appelée noyau de A.

On appelée (3, 1) opérateur de Fredholm.

Remarque 3.1.1

Si k est une fonction continue de [a, b] � [a, b] l�opératuer A est appelé opérateur

intégral à noyau continu k.

Théorème 3.1.1 (Hilbert-Schmidt)

Soit A un opérateur borné dans L2 (a, b). Alors A un opérateur de Hilbert-Schmidt si

et seulement si c�est un opérateur intégral à noyau k de Hilbert-Schmidt, c�est -à- direZ Z
jk (x, y)j2 dxdy <1
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3.1. Opérateur intégral

Proposition 3.1.1

Soit A un opérateur intégral dé�ni à partir d�un noyau k continu sur [a, b] � [a, b] par
la formule suivante:

(A')x =

bZ
a

k (x, t)' (t) dt; 8x 2 [a, b]

Alors, l�opérateur A admet un unique opérateur adjoint A� pour le produit scalaire usuel

de L2. Pour tout x 2 [a, b]

(A�	)x =

bZ
a

k (t, x)	 (t) dt

Démonstation

Pour ' et 	 deux fonctions de C ([a, b]). On a

< A', 	 > = < ', A�	 >

donc
bZ
a

' (t)A� (	 (t)) dt =

bZ
a

A' (x)	 (x) dx

=

bZ
a

8<:
bZ
a

k (x, t)' (t) dt

9=;	(x) dx:
En vertu du théorème de Fubini relatifaux intégrales doubles, on établit que

< A' (x) , 	 > =

bZ
a

bZ
a

[k (x, t)	 (x) dx]' (t) dt

=

bZ
a

' (t)

24 bZ
a

k (x, t)	 (x) dx

35 dt
=

bZ
a

' (t)A� (	) (t) dt:

Il en réslte que l�adjoint A� est dé�ni pour tout x dans [a, b] par

A�	(x) =

bZ
a

k (t, x)	 (t) dt
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3.1. Opérateur intégral

Exemple 3.1.1

On pose

k (x, t) = (x+ t) et ' (x) = 2x et 	(x) = x, 8x, t 2 [0, 1]

A' (x) =

1Z
0

(x+ t) (2t) dt, 8x 2 [a, b]

< A' (x) , 	 > =

1Z
0

1Z
0

[(x+ t)xdx] (2t) dt

=

1Z
0

(2t)

24 1Z
0

(x+ t)xdx

35 dt
=

1Z
0

(2t)A�	(t) dt

= < ', A�	(x) >

alors

A�	(x) =

1Z
0

(t+ x) tdt:

Corollaire 3.1.1

Soit A l�opérateur intégral de noyau k , et A� est l�opérateur intégral de noyau k�, avec

k� (t, x) = k (t, x)

L�opérateur intégral A de noyau k est auto-adjoint si, et seulement si, le noyau k est

symétrique:

k (x, t) = k (t, x) , 8x, t 2 [a, b]

Exemple 3.1.2
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3.1. Opérateur intégral

On pose

k (x, t) = x+ t, 8x, t 2 [0, 1]

on a

8x, t 2 [0, 1] k (t, x) = k (x, t) = t+ x

alors

A' (x) =

1Z
0

(t+ x)' (t) dt 8x 2 [a, b]

donc l�opérateur intégral A de noyau k est auto-adjoint.

Théorème 3.1.2 (Arzela- Ascoli)

Une condition néssaire et su¤sante q�une famille des fonctions continues dé�nies sur

l�intarvalle compact [a, b], est compacte dans C ([a, b]) est que cette famille est uniformément

bornée et èquicontinue.

Démonstation [3]

Théorème 3.1.3

L�opérateur intégral A de C ([a, b]) dans C ([a, b]) à noyau continu est un opérateur

compact.

Démonstation

Soit E un ensemble borne de C ([a, b]) alors. On a

k ' k�M , pour tout ' 2 E

de plus

j A' (x) j�M �j b� a j max
x;t2[a, b]

j k (x, t) , 8x 2 [a, b] et 8' 2 E

D�on l�ensemble A (E) uniformément borné.

D�autre part, le noyau k est uniformément continu sur le compact [a, b] � [a, b], d�on
pour tout x, t, z de [a, b], on a 8 " > 0, 9 � > 0, tel que
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3.1. Opérateur intégral

j x� t j< � =) jk (x, z)� k (t, z)j < "

M j b� a j .

D�ou,

j A' (x)� A' (t) j< ", pour tout ' 2 E et x, t 2 [a, b] avec j x� t j< �.

Ceci exprime que l�ensemble A (E) est équicontinu, d�ou A (E) est relativement compact

par le théorème d�Arzela - Ascoli, alors A est compact.

Dé�nition 3.1.1 (équation intégrale de Fredholm )

On appele équation intégrale de Fredholm de sconde espéce un équation de la forme

f (x) = ' (x)� �
bZ
a

k (x, t)' (t) dt x 2 [a, b]

c-à-d

(I � �A)' = f

Remarque 3.1.2

Si f = 0 l�équation est une équation homogéne.

Si non cette équation est dite équation non-homogéne.

Exemple 3.1.3

Soit équation intégral de Fredholm de secend espéce suivant

' (x)� �
1Z
0

ex�t' (t) dt = f (x) (3,2)

pour x 2 [0, 1] et � 6= 0 constant la solution ' est de la forme

' (x) = f (x) +

0@� 1Z
0

e��' (t) dt

1A ex = f (x) + cex (3,3)

où c est un constant inconnu quand on le remplace en (3, 2), on obtien
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3.1. Opérateur intégral

c (1� �) = �
1Z
0

e�tf (t) dt (3,4)

on suppose que � 6= 1 alors

' (x) = f (x) +

�

1Z
0

e�tf (t) dt

1� � ex (3,5)

si � = 1, alors l�équation (3, 4) n�admet pas un solution

1Z
0

e�tf (t) dt = 0 (3,6)

sauf si

g (t)�
1Z
0

ex�tg (x) dx = 0

alors

g (t) = e�t.
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Résumé 

Dans cette mémoire on étudie une introduction de théorie 

spectrale, dont on a vu l'opérateur borné sur les espaces abstraites, et 

en particulier l'espace de Hilbert, ainsi on étudie ses propriétés et 

quelques applications pour les résolutions des problèmes 

mathématiques. 

Cette mémoire ne contient pas tous les applications de les 

opérateurs bornés, nous avons mis notre attention à ce que notre 

travail soit plus rigoureux et s'ouvre plus vers d'amples application. 

Mots clés: opérateur borné, adjoint, auto-adjoint, spectre, 

opérateur compact. 

Abstract 

In this project we talked about an introduction to the theory of 

spectrum, since we studied the bounded operators to the abstracts 

spaces and privately Hilbert space, as we studied their properties and 

their applications for solving the mathematical problems. 

What we have studied in these project of applications do not 

include all the applications of the bounded operators, and this is what 

draws attention to the need to give greater importance for the purpose 

more and more accurate application . 

Key words: bounded operator, adjoint, self-adjoint, spectrum, 

compact operator. 

 الملخص

إذ دزسىا فيٍا ، دزاست مدخل الى وظسيت المؤثساث في ٌري المركسة حطسقىا إلى

المؤثساث المحدَدة على الفضاءاث المجسدة َخاصت فضاء ٌلبسث، كما دزسىا خُاصٍا 

 َحطبيقاحٍا في حل المسائل السياضيت.

 ،إن ما دزسىاي في ٌري المركسة مه حطبيقاث لا يشمل كل حطبيقاث المؤثساث المحدَدة

 ٌَرا ما يلفج الاوخباي إلى ضسَزة إعطائٍا أٌميت أكبس لغسض حطبيقاث أكثس َأدق.

 مؤثس المحدَد، قسيه، قسيه لىفسً، طيف، مؤثس مخساص. الكلمات المفتاحية:
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