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Résumé

La théorie de la distribution asymptotique des valeurs propres, des matri-
ces aléatoires symétriques réelles ou hermitiennes de grande taille, a connu
récemment beaucoup d’évolutions. Ces évolutions sont motivées par diverses
branches des mathématiques et de la physique. L’étude de quelques régimes
asymptotiques méne a des résultats et a des techniques intéressants

Mots-clés: Matrice aléatoire, valeur propre, ensemble orthogonal gaussien,
loi du demi-cercle, densité d’état integrée, fonctions génératrices.

1 Introduction

La théorie des matrices aléatoires couvre, aujourd’hui une partie importante de la
théorie des probabilités. Cette théorie a connue, deux motivations :

o Les statistiques (les travaux de Wishart sur les matrices de covariance)

e La physique (les modeéles Hamiltoniens aléatoires de Wigner).

Le succes des modeles de matrices aléatoires est du, en partie, aux propriétés
d’universalité des valeurs propres : quand la taille d’une matrice aléatoire devient
grande, les propriétés statistiques du spectre (comme la densité des valeurs pro-
pres, les espacements entre les valeurs propres consécutives au centre et au bord
du spectre, etc...) convergent vers des limites universelles, qui ne dépend pas des
particularités du modele (comme la distribution des entrées, etc...). Le developpe-
ment d’une telle théorie est due aux nombreuses interactions entre la théorie des
matrices aléatoires et d’autre branches de mathématiques ont été observées, comme
les algébres d’opérateurs, la théorie des nombres, ’analyse combinatoire, etc....

Les matrices aléatoires sont liées aux nombreuses branches des mathématiques
et de la physique mathématique. En particulier,

e Probabilités et statistiques,physique nucléaire,théorie spectrale,théorie
quantique des champs,algébres d’opérateurs,chaosquantique,combinatoire,théorie
des solides,théorie denombres,systémes intégrables,analyse,analyse semi-classique
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2 Problémes

Du point de vue analytique, on s’intéresse généralement au comportement d’une
intégrale du type

/ F (M)P, (dM)
Cn

Ou (,, est un ensembles des matrices n x n

e Réelles symétriques S,
e Hermitiennes H,,

e Unitaires U,

Ou F, est une application de ¢,, dans R ou C qui est prise orthogonalement
unitairement ou invariante.
e P,, est une mesure de probabilité sur ¢,

3 Principaux ensembles de matrices aléatoires

Une matrice aléatoire est une matrice n x m dont les éléments sont des variables
aléatoires.(réels ou complexes) indépendantes. Pour une matrice aléatoire n X n,
L’un des objectifs de la théorie des matrices aléatoires est I’étude asymptotique de
probabilités relatives aux valeurs propres lorsque la dimension n tend vers l'infini.
On distingue plusieurs types de matrices aléatoires mais les modeéles les plus im-
portants dans la pratique sont les modeéles gaussiens.

Notons H,, = Herm(n,F) Pensemble des matrices hermitiennes de taille n x n
a coeffcients dans R ou C ou H (le corps des quaternions réels) que 'on munit du
produit scalaire (X,Y)

On définit une loi de probabilité sur H,, par :

1
Pr(dgM) = P, 5(M)dsgM = o exp(—yTr(M?*))dsM

oll vy est un parametre positif, dgM est la mesure de Lebesgue sur H,, associée

au produit scalaire (X,Y'), et ¢, g est un parameétre de normalisation pour avoir
une loi de probabilité :

cns = [ esp(—oTr (02501 = (\/f)N



1siF=R
oﬂN:dimRHn:n+§n(n—1)76=dimRF: 2 siF=C
4siF =H
Cette loi de probabilité nous permet de définir 1'éspace probabilisé (H,;P) tel
que pour :
8 =1 ,(Hp;P) est appelé Pensemble Gaussien orthogonal notée G.O.E.
B =2 ,(H,;P) est appelé 'ensemble Gaussien unitaire,notée G.U.E.
8 =4 ,(H,;P) est appelé ’ensemble Gaussien symplectique,notée G.S.E.
Ce sont les ensembles introduits par Wigner pour la théorie des spectres nu-
cléaires.

4 Objectifs principaux

L’étude du comportement de ces intégrales s’articule sur la théorie de la distribution
asymptotique des valeurs propres des matrices aléatoires de grande tailles. Donc on
s’intéresse aux problémes asymptotiques concernant les variables aléatoires F, (M)
définies sur ’espace de probabilités filtres ((,,, A, Fn, Py) avec P, est une mesure
de probabilités ou F;, posséde des propriétés d’invariance.

5 Conclusion

La théorie des matrices aléatoires, initialement introduite par Wigner dans le con-
texte de la physique nucléaire, a trouvé depuis un trés grand nombre d’applications.
Elle est devenue et reste aujourd’hui encore un domaine de recherche trés actif aussi
bien en physique, en informatique, elle en a aussi également en Mathématiques
méme, ol la fonction zéta de Riemann présente un lien trés fort avec la théorie des
matrices aléatoires
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