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Introduction générale

Introduction générale

Les solutions des équations et systémes différentielles dépendent en général, des données
initiales. La solution d’un systéme dynamique avec des données initiales différentes aboutit
a des solutions différentes, et comme ces équations modélisent des phénomenes naturelles,
les données initiales de telles équations sont prisent avec incertitudes, il faut alors, qu’une
perturbation au données initiales ne change pas la solution radicalement, c’est une initiation
a la théorie de stabilité sujet de notre mémoire.

Ce mémoire sera consacré a la théorie de stabilité de Lyapunov. Une notion qui a été
introduite par le mathématicien Russe S. Lyapunov & la fin du 19°™¢ siécle (1892) pour
I’étude pour systémes mécaniques.

L’objet de la théorie de stabilité est d’établir une conclusion sur le comportement de
la solution d’une équation différentielle lorsque le temps tend vers l'infini sans résoudre
I’équation, ce concept été introduit premierement par Lagrenge en 1788 en étudiant les
systémes mécaniques appelés systémes de Lagrenge. Plusieurs travaux succédent util-
isant la méthode de Lagrenge mais ils se restreintes sur I’équation de mouvement de type
Lagrenge. Le manifeste avance sur la théorie de stabilité a été réalisé par Lyapunov
qui non seulement introduit la notion de stabilité moderne mais aussi démontrer plusieurs
théorémes fondamentaux qui sont applicable sur des équations arbitraires il a inventé une
nouvelle théorie appelée théorie de stabilité de Lyapunov.

Notre mémoire est devisé en trois chapitres, une introduction sur les systémes dy-
namiques et les équations différentielles ordinaires, le second chapitre sera consacré a la
théorie de stabilité, nous avons définie les différentes notions de stabilité : uniforme, locale,
asymptotique, ..., etc.

Le chapitre III sera consacré a deux exemples en théorie d’élasticité ot nous illustrons
la stabilité d’un systéme de Timoshenko non dissipative et un autre systéme avec deux

dissipations donnés par des frottements



Notations générales

Notations générales

Certainses notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-

dessous:
R

Rn

LP

loc

B(a,b)

(")

C* (R)

(w, K)

: ensemble des nombres réels.

: espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
: ensemble des nombres réels positif.

: valeur absolue ou module.

: norme sur R".

. dérivée temporelle.

: norme euclidienne de x.

: norme euclidienne de A.

: transposer de la matrice A.

: matrice identité R™ x R".

: trace de la matrice A.

: exponentielle de la matrice A.

:ensemble des applications mesurables de w dans K, de puissance p intégrable.
= {z € R", ||z — a|| < b}la boule de centre a € R™ et rayon b > 0.

: ensemble des fonctions contintiment différentiables.

: ensemble des fonctions dérivables k fois et la dérivée d’ordre k est cotinue.



Chapitre 1

Les systémes dynamiques et les

équations différentielles

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels sur les systémes
dynamiques. Nous fournissons au début de ce chapitre un rappel sur la résolution des sys-
temes différentiels en se rappelant de la version générale du théoreme de Cauchy-Lipschitz,

qui établit sous certaines conditions I'existance et 'unicité d’une équation différentielle.

1.1 Systéme dynamique

Un Systéme dynamique est un modéle permettant de décrire 1’évolution au cours du temps
d’un ensemble des objets en interaction il est défini par un triplet (X, 7T, f) constitué de
I’espace d’état X du domaine temporel T, et d’une application de transition d’état

f:T x X — X qui posséde la propiété pour toute x € X et t1,t, €T

f0,2) = =,

(1.1.1)
f(ta, f(t1, 7)) = f(t1 +t2, 7).

Il peut modeéleser un phénomeéne phisique, mécanique, économique.



1.2. Préliminaires

1.2 Préliminaires

-Soit f : D — R" une application continue, on lui associe le systéme:

i = f(z) (1.2.1)

Ce systéme s’appelle systéme autonome (f ne dépend pas de t).

-Soit f: I x D — R™ une application continue, on lui associe le systéme:
T = f(t,x) (1.2.2)
Ce systéme s’appelle systéme non autonome (f dépend de t).

Définition 1.2.1
1) Tragectoire: On appelle trajectoire de (1.2.1) passant par xo € D, 'ensemble de R™
défini par:
Iy = {2 € D\z = ¢(t,20),t € R} =T UT,

avec
'Y ={xeD\z=09¢( )t >0} etT, ={xeD/x=¢(tx)t<0}.

ot ¢(t,xg) solution de (1.2.1).

2)Orbite: L’orbite d’une solution ¢(t,zo) de (1.2.1) est le lieu des point ¢(t) correspon-
dants, pour t € R, dans l’espace de phase.

3)Fonction définie positive: Une fonction V : D — R est dite définie positive s’il
existe un voisinage V de 0 tel que :

1) V(0) = 0.

2)pour tout x € YN\ {0}, V(z) > 0.

4)Fonction définie négative : Une fonction V : D — R est dite définie négative s’il
existe un voisinage V de 0 tel que :

1) V(0) = 0.

2) pour tout x € VN\ {0}, V(z) < 0.



1.2. Préliminaires

Définition 1.2.2 [2]
On consideére le systéme (1.2.1), et V : D — R"™ ayant des dérivées partielles sur D. On

définit la dérivée totale V par :

: —~ 0V dr;
De plus si x est solution de (1.2.1), on a e fi(z) donc
. OV
Vi) = i
(1) =35 @A

Définition 1.2.3 [2]
On consideére le systéme (1.2.2), et V : I x D — R"™ ayant des dérivées partielles sur

I x D. On définit la dérivée totale V par :

. ov

OV dz;
i=1 "

dt

azi _ fi(t,x) donc

De plus si x est solution de (1.2.2), on a I

n

: 0 o'
Wu@_E¥@@+§:£ﬂa@ma@.

Définition 1.2.4 [2]
Soit f: I x D — R", on dit que
1) f est localement lipschitzienne en la premiére variable, si pour tout (tg,xo) € I X D,

il existe un voisinage V de (to, zo) dans I x D et une constante ¢ > 0 telle que :
V((t, @), (@) € V2, |If(t2) — f(2)] < cllt =]

On note Lip,(I x D) l'ensemble des fonctions localement lipschitziennes en la premiére
variable.
2) f est localement lipschitzienne en la deuxiéme variable, si pour tout (to,zo) € I X D,

il existe un voisinage V de (to, zo) dans I x D et une constante ¢ > 0 telle que :

(@), (t,2) € V4 IIf(t,2) — f(t,2)]| < cllz — 2|



1.3. Equations différentielles ordinaires

On note Lip, (I x D) l’ensemble des fonctions localement lipschitziennes en la deuxiéme
variable.
On note Lipu gy (I x D) lensemble des fonctions localement lipschitziennes en la premiére

et la deuzxiéme variable.

1.3 Equations différentielles ordinaires

[5] Soit
f:IxD—R"
(t,z) = f(t, )

une application de classe C*, k > 1, d’un ouvert D C R" dans R”. Nous écrirons

r = <I1,$27 ...,l’n),f = (f17f2a 7fn)

On appelle équation différentielle vectorielle du premier ordre une équation du type
(1.2.2).
(1.2.2) est une écriture abrégée pour le systéme des équations différentielles ordinaires

du premier ordre

l"l = fl(t, T1,T9, l’n)

i’n = fn(t, T1, T2, xn)
On appelle solution de I’équation (1.2.1) toute application dérivable x : I — R™, définie

sur un intervalle non vide I C R et telle que, pour tout t € I

2(t) € D et @(t) = f(a(t)).

1.3.1 Un énoncé général du probléme de Cauchy

Soit I un intervalle de R et D un ouvert de R™. On appelle probléme de Cauchy, le probléme

() = f(t,x(t)),

(1.3.1)
x(to) = Ty,

ou f est une fonction de I x D a valeurs dans R", ty € [ et o € R".



1.3. Equations différentielles ordinaires

Théoréme 1.3.1 (Cauchy Lipschitz locale) [6]
Si f est continue sur D et localement lipschitzienne en x(t), alors (1.3.1) admet une
unique solution mazximale.

Preuve. f est continue sur D donc (1.8.1) est équivalent &

z(t) = xo +/t f(s,z(s))ds (1.3.2)

Soit Ve V(zo), W € V(ty) et k > 0 comme dans la définition du caractére localement

lipschitzien de f, on peut supposer W x V' borné. On note M = sup || f(t,z)| .
teW,zeV

Soit r > 0 tel que B(xg,r) C V et soit T > 0 tel que [to — T,to +T) C W. On note F
I’espace des fonctions continues de [ty — Tty + T] dans B(zq,7) muni de la norme de sup,
il s’agit alors d’un espace complet.

Soit .

O(Y)(t) = xo +/t f(s,Y(s))ds.
0

1l faut montrer tout d’abord que F soit stable par ®.
10(Y)(8) — ol < [t — to] M < T,

donc en choisissant T < 1=, ®(Y) est bien a valeurs dans B(zo,r) (ce choix garantit
aussi que le cylindre considéré est bien un cylindre de sécurité).

Le but est maintenant de montrer que ® admet un point fize en utilisant le théoréme de
Picard (voir [9]). En effet, 'équation (1.8.2) implique qu’une fonction x de classe C' est
solution de (1.3.1) si et seulement si elle est point fixe de .

On va montrer que ® admet une itérée contractante. Soit Y,Z € F, montrons par
récurrence sur p € N que
kP |t — tol”

Vel =T+ T], [P()0 - (D)0 <

1Y = Z|
Cette inégalité est vraie pour p =0 et

[ (Y)(t) — e H(2) (1) <

/t 1S (u, @7 (Y)(w)) = f(u, ®*(Z)(w))]| du

<

/ B8 (V) () — 9(Z) ()| dus

to




1.3. Equations différentielles ordinaires

t kp —t p
R N
t p!

0

<

kP |t — to|PT

d’ot le résultat. On a donc, pour tout p € N et tous Y, Z € F,

o0

kPTP
[@(Y) = 2(2)] < o 1Y —Z]| -
EPTP DD
Or — 0 donc il existe p € N tel que 12 < 1. D’apres le théoréme de point fize

D e Z
de Picard, ® admet un unique solution de (1.8.1) sur [to — T, to+ T .

Cette solution se prolonge en une solution maximale. Supposons qu’il existe deux tels
prolongements x1 et xo sur deux intervalles I et Iy. L’intervalle Iy N Iy est non vide car
il contient [to — T, to + T|. Soit J le plus grand intervalle inclus dans I, N Is et contenant
[to — T, +to + T tel que x1 = xo sur J. Alors J est fermé dans [1N1y car x1—xs est continue.
Si J # 11 N Iy, alors on peut appliquer ['unicité locale précédemment démontrée en l'une des
bornes de J et contredire la maximalité de J. Donc J = I, N I3, d’ot on déduit x1 = xo sur
Iy N I et, par définition de solution maximale, I; = I5. Finalement, © se prolonge en une

unique solution maximale. ®

Théoréme 1.3.2 (Cauchy Lipschitz globale) [3]

Soit f € C°(I x R™,R) globalement lipschitzienne par rapport au second variable, ie:
VK C 1,3k >0,vt € K,Va,y e R [|[f(t,z) — f(t, )| < kllz -yl

Soient v € R" et ty € 1.

On consideére le probléme de Cauchy suivant:

#(t) = f(t,x),

(1.3.3)
x(tg) = wo.

Alors le probléme ( 1.53.8 ) admet une unique solution globale.(voir le preuve dans [3])



1.3. Equations différentielles ordinaires

1.3.2 Systéme différentielles linéaires

Considérons le probleme de Cauchy dans R”

#(t) = A(t)z(t) + B(t),

[E(to) = Xy,

(1.3.4)

ou les applications
t — A(t) € Mn(R)

t— B(t) e R"

sont localements intégrables sur I'intervalle I considéré.

Définition 1.3.1 [1]
On appelle résolvante du probléme (1.3.4), la solution du probléme de Cauchy

OR
E - A(t)R(tatO)a
R(to,to) = Id,

ol R(t, t()) S MH(R)

La résolvante posséde les propriétés suivantes:
1) R(ts, to) = R(ta,t1)R(t1,to).
2) Si A(t,tg) = det R(t,1p), on a

92 1 A()A(L o),

ot
Aty to) = 1.

3) La solution du probléme de Cauchy (1.3.4) est donnée par
t
x(t) = R(t, to)xo +/ R(t,s)B(s)ds.
to
obtenue via la méthode de la variation de la constante.
4) Lorsque t, = 0, on note plutot M(t) = R(t,0). La solution du probléme de Cauchy

(1.3.4) se reformule de la fagon suivante:

z(t) = M(t)xo + M(t)/o M(s) ' B(s)ds.



1.3. Equations différentielles ordinaires

Remarque 1.3.1 [1]

Dans le cas des systémes autonomes, le probléme de Cauchy dans R"est de la forme

z(0) = o,

tA)

ou A € M,(R). Alors, dans ce cas, la résolvante est l'application M : t — et et la

solution de ce probléme est

z(t) = ez,
L’exponentielle e est défini par la série
t2 "
e = Id +tA + §A2 o AL
n!

Cette série est normalement convergente dans l'espace de Banach (espace vectorielle

normée complet) M, (C), vu que

n=q .,
> A

n!
n=p

n=q
< Z 1t |A|I" < eltAl
- n! - '
n=p

Ezxemple 1.3.1 [1]

Considérons I’équation autonome

=" e
-1 0

comme les valeurs propres {—i,i} de la matrice A sont distinctes, A est diagonalisable,

de plus
Ao 1 1 i 0 : 3
T —1 0 —2 % 3
Ainsi
) _ 1 1 e 0 1
i —i 0 et 3 3

cost sint
—sint cost

et la solution du systéme est donnée par
z(t) = ez,

Pour toute donnée initiale xo € R2.

10



Chapitre 2

Stabilité et théorie de Lyapunov

La notion de stabilité correspond a l'idée d’un comportement qui dure dans le temps et

permet de formaliser la question suivante, on se donne le systéme dynamique

i = f(z) (2.0.1)

en un point voisin z; d’'un point d’équilibre zy ot f : D — R™ continue, on pose la question
suivante: que devient-il la trajectoire solution pour une condition initiale xj, proche de
ro? Cette question est important car dans la pratique les conditions initiales présentent
des incertitudes; il serait souhitable que deux conditions initiales voisines conduisent a des
trajectoires solutions voisines pour tout temps et ceci méme pour des temps infiniment
longs. Une maniere naturelle d’aborder cette question consisterait a résoudre 1’équation
différentielle et a examine le comportement des solutions. Cependant, en générale, on ne
sait pas résoudre les équations différentielles sauf quelques équations simples.

La réponse a la question nécessite donc une déscription qualitative des trajectoires du
systeme. C’est le mathématicien Russe Lyapunov qui a établi en 1892, dans son mémoire
intitulé "Probléme générale de la stabilité du mouvement" les fondements de la théorie
moderne de la stabilité. Les démonstrations utilisent des fonctions auxiliaires appellées

aujourd’hui fonction de Lyapunov.

11



2.1. Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

2.1 Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

Nous allons considérer la stabilité des systémes autonomes décrits par (2.0.1). Nous présen-
terons les deux méthodes de Lyapunov pour ’analyse de la stabilité des systémes autonomes
(méthodes directes et méthodes indirectes), mais on s’intersse par la méthode directe.

On suppose que pour toute condition initiale xg, il existe une unique solution définie sur

R du probléme de Cauchy

~~

T = f(x),

(

to)
Nous noterons indifférement z(¢, zo) ou z(t) cette solution.

(2.1.1)

2.1.1 Notions de stabilité

Une notion qui est primordiale dans ’étude de la stabilité est la notion du point d’équilibre.

Définition 2.1.1 (point d’équilibre)
L’état x. est appelé état d’équilibre ou point d’équilibre pour le systéme (2.1.1) si lorsque
x(tg) = e alors x(t) = x. pour tout t > ty. En d’autres termes, x. vérifie l’équation (2.1.1)

et par suite l’équation f(z.) =0 (. = cte) [1].

Remarque 2.1.1 [7]
On peut toujours se ramener au cas ou le point d’équilibre est a l'origine O puisque si .
vérifie f(x.) = 0, il suffit de considérer le changement de coordonnées z = x — x., la dérivée

de z est donnée par
. déf
t=i=f(z) = f(z+x) = g(2), et g(0) = 0.
[’orogine est bien un point d’équilibre du systéme

zZ=g(2).

12



2.1. Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

Définition 2.1.2 Le point d’équilibre x. est dit stable si: ¥p > 0,3r(p) > 0 tel que,
st ||xo — ze|| <7 alors ||x(t) — x| < p,VE>0
Sinon le point d’équilibre est dit instable [7].

Cette définition signifie que, quelle que soit la boule de rayon p, il est toujours possible
de choisir une certaine sous-boule de rayon r telle que pour toute condition initiale comprise
dans cette sous-boule, la trajectoire résultante sera, tout entier, comprise dans la boule de
rayon p.

Dans un langage plus imagé, un petit déséquilibre initiale n’entraine qu’un petit déséquili-
bre au cours du temps, déséquilibre qui peut trés bien étre permanent.

On peut distinguer plusieurs notions de stabilité que ’on définisse

1) Stabilité asymptotique.

2) Stabilité exponentielle.

3) Stabilité locale ou globale.

Définition 2.1.3 (stabilité asymptotique)
[8] Le point d’équilibre x. = 0 est asymptotiquement stable si
1) il est stable.
2) il existe r > 0 tel que Vg € B(z.,r), limz(t) = 0.

)
t—o00

Définition 2.1.4 (Stabilité exponentielle)

[8] Le point d’équilibre z. = 0 est exponentiellement stable s’il existe deux scalaires stricte-

ment positifs K et a tels que

vt >0, [la(t)]] < K [l ™

pour tout xo € B(0, 7).

13



2.1. Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

Remarque 2.1.2 Dans chacune des définitions précédentes, la stabilité est définie de maniére
locale puisque elle est reliée a la notion de voisinage. En utilisant les définitions précédentes,
il n’est pas possible a priori de prédire le comportement du systéme pour une condition ini-

tiale prise loin du point d’équilibre.

Définition 2.1.5 Si un systéme est stable asymptotiquement (exponentiellement) pour n’importe
quelle condition initiale dans R™, on dira que le point d’équilibre x., = 0 est asymptotiquement
(exzponentiellement) stable au sens large. On dira aussi qu’il est globalement asymptotique-

ment (exponentiellement) stable.

Remarque 2.1.3 Pour un systéeme linéaire ©(t) = Ax(t), ou A € M,(R), dans ce cas,
la stabilité locale est équivallente a la stabilité globale. C’est une conséquence directe du

proposition ci-dessous caractérisant la stabilité des systémes linéaire autonomes.

Proposition 2.1.1 [7]

1) S’il existe une valeur propre A de A telle que Re(\) > 0, alors le point d’équilibre
z. = 0 est instable.

2) Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative, alors le
point d’équilibre x. = 0 est asymptotiquement stable.

3) Le point d’équilibre x. = 0 est stable si et seulement si toute le valeur propre de A
est de partie réelle négative ou nulle, et si toute le valeur propre de partie réelle nulle est

simple (d’orde un).

La définition de la stabilité présente certains désavantages importants:

1) Il est nécessaire de pouvoir calculer de maniére explicite chaque solution correspondant
a chacune des conditions initiales.

2) Le maniement de la définition est fastidieux.

Par conséquent, des résultats permettant de déterminer la stabilité sans devoir intégrer

les équations différentielles seraient les bienvenues.

14



2.1. Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

2.1.2 Meéthode directe de Lyapunov

Pour I’étude de la stabilité non linéaire, la méthode la plus classique est basée sur la linéairi-
sation et 1'utilisation des valeurs propres du systéme linéarisé, Lyapunov a proposé une sec-
onde méthode, en s’inspirant de 1'idée de I’énergie mécanique de Lagrange qui a formulé
le principe de stabilité des systémes mécaniques "un systéme qui est dans un état ou son
énergie potentielle posséde un minimun isolé est dans un état d’équilibre stable”. Cette
méthode, appelée aussi méthode directe de Lyapunov, est basée sur la recherche d’une fonc-
tion scalaire de signe défini a valeurs reélles.Quand sa dérivée par rapport au temps est
définie de signe opposé, la vitesse du point z(z € R™) est toujours dirigée vers l'intérieur,
ce point finira & arriver a l'origine; dans le cas contraire, le point x s’en écartera davantage.
Dans quelques classes de systémes physiques, la fonction V' peut étre choisie comme étant

I'énergie du systéme [1].

Théoréme 2.1.1 stabilité de Lyapunov (1892) [4]

Soit z. = 0 un point d’équilibre de (2.0.1), s’il existe un voisinage V de x. et une fonction
V:V—R"

continue, ayant des dérivées partielles continues , telle que:
(i) V soit définie positive.

(i) la dérivée totale V pour (2.0.1) soit négative.

alors x. est stable. (V' s’appelle une fonction de Lyapunov).
Si on remplace (ii) par:

(iii) la dérivée totale V pour (2.0.1) est définie négative.

alors x. = 0 est asymptotiquement stable. (V' s’appelle une fonction stricte de Lyapunov).

Preuve. 1 “partie: Soit ¢ > 0 tel que B(0,¢) C D, V est continue sur
Ce={z e Vil|z|| = ¢}

qui est compact, ainsi V' y atteint ses bornes. Donc d’apres (i), il existe & € C. tel que:

V(z) = inf V(z) =c¢ > 0.

xGCe
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2.1. Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

V' étant continue sur V et comme V(0) = 0, on a:

30 >0; (z eV, ||z]|<d)=V(z) <ec.

De plus, § < € d’aprés ce qui précede.
Soit g € V tel que ||xo|| < 9, alorsV (zg) < ¢. On s’intéresse a la solution x (¢, to, xo).

Supposons qu’il existe t; > 0 tel que ||z (1, %9, z0)|| > €. On a
|z(to, to, xo)|| = ||xo]| < < e

Or t — ||z(t, to, z0)|| est continue. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe t. > 0 tel que ||z(t., to, zo)|| = € et ainsi V (x(t., o, o)) > c.

D’apres (7i), on sait que pour tout ¢ dans un voisinage de ¢, tel que z(t, to, xo) € V, on a

V(Qf(t,to,.@o)) = (DV(.I(t, to,l’o))(ﬂ'ﬁ(t,to,ﬁo)) = (DV(ﬁ(t,to,l‘o))(f(I‘(t,to,l‘o))) S 0

On en déduit que t +— V(z(t, to, xo)) est décroissante dans un voisinage de ¢

contenant t.. Ainsi, on a
V(.?J(te, to, SL’())) S V(x(to, to, SC(]))
d’ou
V(I’(te, to, ZB())) S V(ZL‘())
Or, on a V(xg) < c et V(x(te, to,z0)) > ¢, ce qui est une contradiction.
Ainsi :
Vit > 0,||z(t, to, zo)|| < e.

Donc 0 est un point d’équilibre stable.

2¢mepartie: Soit z¢ € B(0,4), on a

V(x(t,to,xo))—V(x(to,tg,xo)):/t ¥ (2(s, to, 70))ds

d’ou

V(x(t,to,z0)) — V(o) = /t DV (z(s,to, x0))f(x(s,to, z0))ds.
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2.1. Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

Or t — V(x(t,tg, o)) est décroissante et minorée par 0 pour ¢ dans un voisinage de ¢,
tel que z(t,to, z9) € V. D’apres ce qui précede, x(t,ty, xo) reste dans B(0,¢) C V pour tout

t > to, donc t — V(x(t,t9,x0)) est décroissante et minorée par 0 pour tout t > ¢y, ainsi :

+oo
DV (z(s))f(z(s))ds < +o0.

to

Or d’apres (iii), DV (x)f(x) < 0 pour tout x € V\ {0} . On en déduit que
> DV (x(n))f(x(n)) < +oo.
n>0

Ainsi,

lim DV (z(t, to, x0)) f(x(t, to, o)) = 0.

t—o0

On sait d’apres ce qui précede que x(t, to, xg) reste dans le compact B(0,€).
Ainsi il existe une suite (¢ )r>o strictement croissante telle que (x(t, to, o))k>0 converge

dans B(0,¢€) vers a. Or on a

DV(!E(tk, to, x()))f(l'(tk, to, IEQ)) k——)>oo 0.
Par passage a la limite, il vient que DV (a) f(a) = 0. De (i) et (ii7), on déduit que a = 0.

0 est ainsi la seule valeur d’adhérence de x(t, to, xo), ce qui montre que :
tlimx(t,tg,ajo) = 0.
Donc 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable. m

Exemple 2.1.1 [§]
On consideére [’équation du pendule :
Ty = T2
Ty = —(¥) sin(w1)

Pour déterminer la stabilité de I’équilibre 0, posons

9 L,
V(xy,z2) = (7)“ — cos(z1)) + 572

On a clairement,V (0,0) = 0 et V(z1,x2) > 0 quelque soit (x1,x5) # (0.0), donc V est

définie positive. De plus, la dérivée de V pour le systéme vaut

V(wy,2) = (%)(xz sin(z1)) — (%)(xz sin(z1)) = 0.

D’apres le théoréme de stabilité de Lyapunov, on en déduit que O est stable.
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2.1. Théorie de Lyapunov dans le cas autonome

Exemple 2.1.2 [1]

On consideére le systéme :
3

i = —a3 — a3
o 2
Lo = T1X2 — Ty

Pour déterminer la stabilité de l’équilibre 0, posons

1 1
V(zy,z2) = Exf + §$§

On a V(0) =0 et V est définie positive. La dérivée de V' pour le systéme vaut
. 3

V(zy, 1) = 21(—2} — 23) + zo(m120 — 23) = — (2] + 3).

V est clairement définie négative. D’apres le théoreme de stabilité de Lyapunov, on en

déduit que 0 est asymptotiquement stable.

18



2.2. Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome

2.2 Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome
Considérons le systéme dynamique suivant
& = f(t,z) (2.2.1)

ou f : [0,00[ x D — R™ est une fonction continue par rapport a ¢ et localement lip-
schitzienne par rapport a z sur [0,00] X D, et D C R™ un domaine contenant 1’origine
xz =0.

La principale difficulté dans I’étude de tels systémes est que la solution dépend de
I’instant initial ¢, Nous allons introduire dans ce qui suit la notion d’uniformité qui permet
alors de caractériser le comportement d’une classe importance de systeme dynamique.

L’origine est un point d’équilibre pour systéme (2.2.1) a I'instant ¢ = 0 si
f(t,0) =0, Vt>0.

Comme dans le cas autonome, sans perte de généralité, on peut toujours supposer que

'origine est un point d’équilibre. En effet, supposons que 7(7) est une solution du systéme

dy

o= 9(1,y)

définie pour tout 7 > a. Le changement de variable
z=y—y()

t=7—a

transforme le systéme (2.2.1) en un systéme équivalent ayant 1’origine comme point

d’équilibre en ¢t = 0:
i=yg(r,y) —y(r) =gt +a,x+y(t+a) -yt +a)

—g(t+a,z+Gt+a)—gt+a,g(t+a)™ f(t,z), ¥t >0.

Dans ce qui suit, on notera x(t, ty, o) la solution du systéme (2.2.1) a U'instant 0 < ¢ty < ¢

initialisé en g a 'instant ¢,.
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2.2. Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome

2.2.1 Notions de stabilité

Définition 2.2.1 [10]
On dit que le point d’équilibre x = 0 du systéme (2.2.1) est stable si,Ye > 0, Vito > 0, il

existe un scalaire positif 0(e, to) tel que
Hl’o” < (S(E,t()) - Hﬂi(t,to,.fo)” < €, VYt > tg.
on dit que [’origine est instable dans le cas contraire.

Définition 2.2.2 (uniformément stable) [§]
On dit que le point d’équilibre est uniformément stable si Ve > 0, il existe un scalaire

positif 6(€) tel que
Vto >0, ||£L'0|| < (5(6) — ||[E(t7t0,l’0)|| < €, vVt > tg-

Définition 2.2.3 (asymptotiquement stable) [10]
On dit que le point d’équilibre est asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe une

constante ¢ = c(to) telle que
|zo]| < ¢ = tlimx(t,to, xg) = 0.
—00

Définition 2.2.4 (uniformément asymptotiquement stable) [10]

On dit que le point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable s’il est unifor-
mément stable quelque soit xo € D et il existe une constante ¢ (indépendante de to) telle
que

|xo|| < ¢ = tlimas(t,to,:n) =0

uniformément par rapport a to c¢’est a dire: ¥Yn > 0,3T =T (n) > 0 tel que

HJ’.OH <= Hﬂf(tatOﬁO)H <, Vi > 1o+ T(n)

Définition 2.2.5 (globalement uniformément stable) [§]
On dit que le point d’équilibre est globalement uniformément stable s’il est uniformément
stable, d(€) peut étre choisi de maniére a avoir limd(e) = oo, et pour tout n > 0, ¢ > 0, il

€E—00

existe T =T(n,c) tel que

|xo|| < ¢ = ||x(t, to, z0)|| <m, YVt >to+T(n,c).
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2.2. Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome

Définition 2.2.6 (exponentiellement stable) [10]
On dit que le point d’équilibre est exponentiellement stable s’il existe des constantes c, k

et \ positives telles que
|z (¢, to, xo)|| < K ||zo]| e Mimt) | o]l < ¢, ¥t > to. (2.2.2)

et globalement exponentiellement stable si l'inégalité (2.2.2) est vérifiée pour n’importe

quel état initiale xy.

Définition 2.2.7 (Fonctions de classe K) [2]
Soit a € RT\{0} et ¢ : [0,a] — RT une application continue, on dit que ¢ appartient a
la classe KC si :

1) ¢ est strictement croissante.

2) (0) = 0.

Définition 2.2.8 (Fonctions radialement non bornées) [2]

Une fonction V : I x R" — R est radialement non bornée si

lim V(t,z) =+o0

[[#]|—-+o0

uniformément en t, c’est a dire
Ve > 0,30 > 0;Vx € R™, (||z]| > §) = (Vt € I,V (t,x) < ¢).

Définition 2.2.9 (fonction décrescente) [2]
Une fonction V : I x D — R est décrescente si
lim V(t,z) =0

[[z]|—0

uniformément en t, c’est a dire,

Ve > 0,30 > 0;Ve € D, (||z|| <) = (Vt € I,V (t,z) <e).
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2.2. Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome

2.2.2 Meéthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov (aussi appellée seconde méthode de Lyapunov) est une
méthode qui nous permet de déterminer la stabilité d’une équation differentielle sans la
resoudre 'idée principal est de définir une fonction appellée ’énergie du systéme puis on

étudie le taux de changement de l’energie pour s’assurer de la stabilité du systéme [10].

Théoréme 2.2.1 (stabilité de Lyapunov) [4]

soit x. = 0 un point d’équilibre de (2.2.1), s’il existe un voisinage Vy, et une fonction
ViV, —R"

continue, ayant des dérivées partielles continues, (V' s’appelle une fonction de Lyapunov)
telle que:

(i) V' soit définie positive.

(ii) la dérivée totale V pour (2.2.1) soit négative (respectivement définie négative).

alors x. est stable. (respectivement asymptotiquement stable).

De plus st on a:

(iii) V' est décrescente

alors x. est uniformément stable (respectivement uniformément asymptotiquement sta-
ble).

De plus st on a:

(iv) D =R" et si V est radialement non borné

alors x. est globalement uniformément stable (respectivement globalement uniformément

asymptotiquement stable).

Preuve. 1%°partie: Supposons les points (i) et (ii) vérifiés. On sait qu’il existe un

voisinage V; C V,, et une fonction ¢ de classe K telle que :
V(t,x) = o(|lx]]) >0, V(t,x) € V.

Soit xy € D et x(t,ty,xo) une solution de(2.2.1), pour tout ¢ dans un voisinage de ¢, tel

que x(t,to, z9) € V', on a d’apres (i) et (ii) :

@(’|x<t7t07$0)||> < v(tvm(t7t0=x0)) < v<t07x0)‘
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2.2. Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome

Soit € > 0, tel que B(0,¢) C V', V étant continue en x, et V(t,0) = 0, on peut trouver
d(e, tg) < € tel que
||lzo|| < d(€, o, w0) = V(to, m0) < ¢(e).

Soit g € D tel que ||zo|| < d(e, to), supposons qu’il existe t; > 0 tel que
||ZL’(t1, to, .Z’U)H > €.

On sait que t — ||x(t,to, z0)|| est continue, ainsi d’apres le théoréme des valeurs inter-
médiaires, il existe t. > 0 tel que ||z (t, to, zo)|| = €. Pour tout ¢ dans un voisinage de t; tel

que z(t, tg, z9) € V', on a :

90(|’x(t7 t0> 'TO)H) S V(tv l’(t, th 33'0))

Or B(0,¢) est inclus dans V'. On en déduit que

p(e) = p(l[z(te to, 2o)l[) < V(te, 2(te; to, o).

Ceci contredit le fait que

V(t6,$(t, to,.’L‘o)) < V(to,xo) < gO(E),

ce qui montre que 0 est stable.

2°m¢ partie: Supposons que le point (iii) soit vérifie. On sait qu’il existe un voisinage

Vi, €V, et une fonction 1 de classe K telle que :
e(llzl) < V(E,2) < o(llzl) V(tz) € Vi,

Pour tout € > 0, il existe d(e) > 0, tel que () < @(e).
Soit xg € D et x(t, 1, x¢) une solution de (2.2.1) telle que ||zo|| < d(¢), alors d’aprés la

premiére partie on a pour tout t > #j :

p(€) > P(d) = V(to, z0) = V (L, x(t, to, 20)) = @([|2(t, to, zo)-
@ étant de classe K, ceci implique que pour tout ¢ > t,

||(£, o, z0)[| < €.
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2.2. Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome

La stabilité uniforme est assurée par le fait que 0(€) est indépendant de la solution
x(t,to, To)-
3¢ partie: On suppose maintenant que V est définie négative, alors il existe un

voisinage V; C V,, et une fonction x de classe K telle que

V(t,z) < —x(ll=l}) <0 V(t, ) € V.

Soit xg € D et x(t,ty, o) une solution du systéme (2.2.1) telle que ||zo|| < § ou 4 est

obtenu comme dans la 2¢"“partie. Soit € une constante positive telle que
0 < e <||zoll-
On peut encore trouver une constante positive A = A(e) telle que
(A) < ple).

On définit alors g = x(A), et on pose :

Supposons que ||z(t, to, zg)|| > A, alors pour tout t dans tyg <t <t,+7,ona:

0 < wle) < V(ty,z(ts, to, o)) < V(to, o) — / 1 X(||z(s, to, z0)])ds

to

< Vo, xo) — /t1 X(N)ds < V(to, ) — (t1 — to)u < ¥(8) — T(p) = 0.

to
On obtient une contradiction, et donc il existe to € [to, 1] tel que ||z(ta, to, o)|| < A

Ainsi pour tout t > ¢

([t to, zo)|l) < V(T 2(t, to, 7)) < V(t2, 2(t2,t0, 20)) < P(A) < p(e).

On en déduit que

||$<t,t0,$0)” < eVt>tyg+T >ty

ce qui montre la stabilité uniforme asymptotique.
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4°me partie: V est radialement non borné, donc ¢ est radialement non borné c’est a

dire,

lim o(]|z]|) = +o0.

T——+00

Ainsi, € peut étre choisi tel que
V0 < 0 < d1,9(6) < p(e).

Finalement, §; peut étre choisi aussi grand que l'on veut. Donc, 0 est globalement

uniformément asymptotiquement stable. m

Exemple 2.2.1 On considére le systéme

. —2t
Ir1 = —T1 — € )
jﬁg = T1 — T2
Pour déterminer la stabilité de l’équilibre 0, posons
Vite)=ai+(1+e )z
Cette fonction est définie positive, car elle domine la fonction définie positive

V(z) =2} + 23

idépendante de t. Elle est aussi décrescente car elle est dominée par une fonction définie
positive

V(z) = a7 + 223

mdépendante de t. De plus, la dérivée de V' pour le systéme vaut
Vit,z) = —2(22 — mas + 23(1 4+ 2¢ )

ce qui montre que

IN

V(t,x)

—2(&0? — 1129 + x%)

—(21 — x9)* — 2% — 23,

IA

On en déduit alors que V est définie négative, et que 0 est uniformément asymptotique-

ment stable.
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2.3 Fonction de Lyapunov

La notion de fonction de Lyapunov constitue d’une certaine maniére une généralisation de
I’énergie. Etant donnée une fonction définie positive, 1'idée directrice des théorémes de
Lyapunov consiste a évaluer I’évolution de cette fonction sur les trajectoires du systéme afin
de conclure a la décroissance de ’énergie.

Définition (Fonction de Lyapunov) [1]

Soit V' : R™ — R une fonction de Lyapunov de classe C!, telle que

1) V fonction définie positive.

2) V fonction négative

Le résultat fondamental de la stabilité de Lyapunov affirme que si une fonction de Lya-
punov existe pour un systéme donné alors ce systéme est stable. Si la fonction de Lyapunov
est strictement décroissante, c’est a dire V(z) < 0, Yz # 0 (V fonction définie négative),

alors la stabilité est en plus asymptotique.

2.3.1 Fonction de Lyapunov pour les systémes linéaires
Considérons le systéme linéaire
i = Az (2.3.1)

Lorsque toutes les valeurs propres de A € M, (C) vérifient Re()\;) < 0, alors A est dite
matrice de Hurwitz ou matrice de stabilité. Supposons que la matice A est inversible, cela,
nous garantirait I'unicité du point d’équilibre x = 0. Rappelons que l'origine du systéme
(2.3.1) est asymptotiquement stable si et seulement si A est de Hurwitz.

On peut également caractériser la stabilité asymptotique en utilisant la méthode de

Lyapunov. Considérons la fonction de Lyapunov suivante
V(z) = 2" Px

Ou P est une matrice réelle symétrique définie positive. La dérivée de V au long des

trajectoires du systéme (2.3.1) est donnée par

V(z) = i"Px 4 2T Pi = 2T (PA+ ATP)z = —27Qu
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Ou @ est la matrice symétrique donnée par
Q=—(PA+A"P).
L’équation (2.3.2) est dite équation de Lyapunov [1].

Remarque 2.3.1 [1]

(2.3.2)

L’équation (2.3.2) est une équation linéaire algébrique qui peut se résoudre en la réécrivant

sous la forme Mxz = y, o x et y sont deux vecteurs constitués des éléments de P et ().

Elle peut également étre résolue en la considérant comme cas particulier de [’équation de

Sylvester PA+ BP + C = 0. 1l existe de nombreuses méthode numériques efficaces pour la

résolution de telles équations .

Ezemple 2.3.1 [1]

sotent

0 -1 10
A= ,Q = et P = b
1 -1 01 P12
L’équation de Lyapunov a la forme suivante
0 2 0 P11 —1
-1 -1 1 P12 = 0
0 -2 =2 P22 -1
L’unique solution de cette équation est
P11 1.5
1.5 =05
—-0.5 1.0
D22 1.0
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Chapitre 3

Application du théoréme de

Lyapunov en théorie d’élasticité

Dans ce chapitre on va appliquer la notion de stabilité sur deux systémes en théorie d’élasticité.
Le premier est le systéeme de Timoshenko sans dissipation et le second est un systéme de
Timoshenko avec deux dissipations, une frotement et une amortissement.

I-) Soit le systéeme

pruy =k (uy + ), , sur (0,1) x (0, +00) (3.0.1)

Potpry = P, — K (uy + ), sur (0,1) x (0, +00)

ou u est le déplacement transversale d’'un point matéri¢le sur une poutre de longeur 1 et
¢ est 'angle de rotation de I’axe vertical a une section transversale de la poutre.
Pour maitre le probléme dans le cadre de la théorie des EDP on suppose que les fonctions

inconnues vérifient les conditions initiales et aux limites suivantes

u(@,0) = wuo(t),ur (x,0) = us (t) 0 (2,0) = @y () , ¢, (2,0) = 01 (1),

u(0,t) = u(1,t) =9 (0,t) =p(1,t) =0.

On définit la fonction énergie de ce systéme par

1 1
Etu¢) =3 / [p1u? + pop? + a? + k (u, + ¢)?] da.
0

Il est claire que E(t,u, ) est définie positive.
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3. Application du théoréme de Lyapunov en théorie d’élasticité

On va calculer la dérivée totale £ de I’énergie et on montre qu’elle négative.
En multipliant I’équation (1) du systéme (3.0.1) par u, et '’équation (2) par ¢, et integrée

les deux équations sur [0, 1Jon obtient

1 1
pl/ UpUpdT = k:/ (uy + ), wdz
0 0

1 1 1
Po / Qpdr = / rpprdr — k / (ug + ) dz
0 0 0

Une intégration par partie donne
d 1 L d 1 1
b ulde = —=— [ uldr — k/ PUgdx

py d 12

Oéd 1 1 k' 1
Pa @ dor = 22 | 2de — k de —~ [ %
2 dt J, prar 2dt J, Py L /0 Ug PrAT 2/0 ¥ ax

I’addition des deux équations entraine

d1l [! N
£§/0 [} + pap + 0y + ki (us + )] dz =0

ce qui signefie que E est négative, et en appliquant le théoréme de stabilité de Lyapunov
on constate que le systéme est localement stable.

IT-) On considére le second systéme

pruy = k(ug + @)e — ug, sur (0,1) x (0, +00) (3.0.2)

PoPrr = Py, — k(U + @) — @, sur (0,1) x (0, +00)

avec les mémes conditions initiales et aux limites du systéme (3.0.1).

On définit la fonction énergie de ce systéme par

2
Il est claire que E(t,u, @) est définie positive.

1 1
E(t,u,¢) = = / (0197 + pof} + apl + k(ug + ¢)?] da
0

On va calculer la dérivée totale E de I’énergie et on montre qu’elle définie négative.
En multipliant I’équation (1) du systéme (3.0.2) par u; et ’équation (2) par p,et integrée

les deux équations sur [0, 1Jon obtient

1 1 1
P1 / UpUrdx = k’/ (ug + ), wpdx — / ufda:
0 0 0
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3. Application du théoréme de Lyapunov en théorie d’élasticité

1 1 1 1
Po / P ppdr = / Crpprdr — k / (ug + @) pydr — / prda
0 0 0 0

Une intégration par partie donne

pd [ kd [ ' 1
é% ; 'u/?dl‘:—i% ; 'Ll,idﬂf—k ; Qouxtdx_ 0 'U,?dflf

pa d by ad [

1 k?l 1
) de=—=— | QPde—k | wpde—= | o —/ 2d
), =g | el /Ouwtx Z/Ososc | gide

I’addition des deux équations entraine

d1

1 1 1
G | ot v ot agt k(b)) do = - [ uda— [ o

E est définie négative, et en appliquant le théoréme de stabilité de Lyapunov on constate

que le systéme est localement asymtotiquement stable.
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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude de stabilité des systemes dynamiques et des systémes
différentielles au sens de Lyapunov .

Dans le premier chapitre on fait rappelle sur les systémes dynamiques et les systémes différentielles.
L'énoncé et la démonstration des théoremes généraux sur I'existence et I'unicité d’une solution
maximale d’une équation différentielle ont cité en particulier les théoremes de Cauchy-Lipschitz et de
Picard.

Le second chapitre a été consacré a la définition des différents types de stabilité : locale, globale et
asymptotique et on a montré le théoréme de stabilité de Lyapunov qui exige a définir une fonction
dite de Lyapunov qui soit positive ou définie positive de dérivée totale négative ou définie négative.

Dans le troisieme chapitre on a appliqué le théoreme de Lyapunov sur quelques systémes en théorie
d’élasticité.

Mots clés : Stabilité, stabilité asymptotique, fonction de Lyapunov théoreme de Lyapunov.
Abstract
This memo is devoted to the study of the Lyapunov stability of dynamical and differential systems.

In chapter one, we recall the definitions of dynamical and differential systems and stat Cauchy-
Lipschitz and Picard's theorems.

The second chapter is devoted to the definitions of several kind of stability: local, global and
asymptotic. We also, stat and prove the Lyapunov theorem which requires the construction of a
positive function called Lyapunov function with negative total derivative, the positivity of such
function and the negativity of its derivative lead to the stability of the solution.

The third chapter is devoted to the study of some examples in elasticity. First we prove the stability of
a Timoshenko system without dissipation then we study a dissipative system and prove the
asymptotic stability.

Key words: stability, stability asymptotic, Lyapunov function, Lyapunov theorem.



