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Abstract

In this memoir, we have studied the existence and the uniqueness of the solutions
of some second-order boundary value problems associated with differential equations
posed on bounded intervals and where the boundary conditions at two points. We
used a few methods. On the one hand, to study these problems, we transformed the
boundary value problem into an operational equation and applied the fixed point
theory to prove the provided results. On the other hand we treated the method of
lower and up-solutions to demonstrate our results. In all the phases of our work we
provided sufficient conditions to obtain the existence and uniqueness of the solutions
and we submitted some examples which give applications to our results.

Key words: Boundary problem, existence, uniqueness, fixed point theorem, lower-
solution, up-solution.

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié 'existence et 1'unicité des solutions de
quelques problémes aux limites du second ordre associés & des équations différen-
tielles posées sur des intervalles bornés et ot les conditions aux bords & deux points.
Nous avons utilisé quelques méthodes. D’un co6té, pour étudier ces problémes, nous
avons transformés le probléme aux limites donner en une équation opérationnelle
et appliquer la théorie de point fixe pour prouver les résultats fournis. D’autre part
nous avons traité la méthode de sous et sur-solutions pour démontrer nos résultats.
Dans toutes les phases de notre travail nous avons fournis des conditions suffisantes
pour obtenir 'existence et 'unicité des solutions et nous avons soumis quelques
exemples qui donnent des applications & nos résultats.

Mots clés : Probléme aux limites, existence, unicité, théoréme de point fixe, sous-
solution, sur-solution.
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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire :

Notations générales.

T I'opérateur linéaire continu de E dans F
() = % la dérivée ordinaire par rapport a t

ie. ¢’est-a-dire.

N I’ensemble des nombres naturels

Z I’ensemble des nombres entiers

R I’ensemble des nombres réels

C I’ensemble des nombres complexes

[a, O] I'intervalle fermé a <z < b

(a, b) I'intervalle ouvert a < x < b.

Espaces fonctionnels.

Q CcR™ ouvert dans R™

Q L’adhérence ou la fermeture de €2

o) frontiére de €2

LP(Q) = {u mesurable sur Q et [, [u[Pdz < oo}, 1 <p < oo
C(Q) fonctions continues sur

C™(2)  fonctions n fois continiment différentiables sur 2
Dans ce memoire, nous utiliserons spécifiquement les espaces suivants

-C(la, b],R) I'espace de Banach des fonctions continues y : [a, ) — R, muni de la norme :

1Ylloc = sup{[y(x)], = € [a, b]}.



Notations

-C™([a, b], R) espace des fonctions y : [a, b] — R, de classe C™ ou n fois contintiment
dérivables sur [a, b],

muni de la norme

lyll = max{|fylloc, 14 lloos 19" llocs - 1™ lloo }-

-On désigne par L'([a, b],R) Pespace des fonctions y : [a, b] — R Lebesgues intégrables

muni de la norme

1
Iyl = Nyl = / o



Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier quelques problémes aux limites associés a des
équations différentielles posées sur des intervalles bornés.
Les équations différentielles, ordinaires et partielles, son considérées comme 'une des
branches les plus importantes des mathématiques appliquées, et elles sont indispensables
a toutes les sciences appliquées-physique, astronomie, chimie, biologie,... -les concernant.
L’équation différentielle exprime un systéme cinétique tel que le mouvement planétaire, la
balistique, le transfert d’ondes, la diffusion de la chaleur et la croissance démographique.
La ou I’équation différentielle régit le comportement des systémes cinétiques, et grace a
notre solution a ’équation différentielle, nous pouvons sentir le comportement de ce sys-
téme et prédire son comportement dans le passé ou dans le futur. L’équation différentielle
ordinaire-liée & une fonction dans une variable.
Notamment comme dans notre mémoire, problémes aux limites pour des équations diffé-
rentielles ordinaires, se posent dans les sciences physiques et les mathématiques appliquées.
Ce travail est subdivisée en quatre chapitres.

- Préliminaires

- Probléme non linéaire - Résultats généraux-

- Méthode des sous et sur-solutions et théorémes de comparaison

- Quelques applications - Résultats complémentaires -
Plus précisément, nous allons résumer les résultats concernant ces chapitres comme suit.
Dans le premier chapitre on sera consacrée aux préliminaires sur des notions générales
utilisées dans les différents chapitres de ce mémoire, on présente la notion de quelques
outils de base dans ’analyse fonctionnelle et on présente quelques théorémes de point

fixes (théoréme de contraction de Banach, théoréme de Schauder), selon les références
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6, 8].

Au deuxiéme chapitre, sur la base des références |2, 4, 5, 11, 13| et des références qui y
sont contenues. Au départ, nous avons introduit le concept de fonction de Green avec la
théorie de son existence et de son unicité. Aprés, nous avons présenté quelques résultats

généraux d’existence pour le probléme aux limites suivant posé sur un intervalle borné de

R
y'(x) = [z, y(x),y'(2); a<w<b

(P) (CB)

ot f: [a,b] x R? — R est une fonction continue et ou (C'B) désigne des conditions aux
bords linéaires et séparées du type Dirichlet ou Neumann essentiellement données comme
suit :

ary(a) + azy'(a) =

Bry(b) + By’ (b) = 6.

Premiérement, nous avons proposé le probléme non linéaire suivant

(CB)

y' = flz,y,y); a<xz<b
yla) ==, yb)=9

nous avons présenté quelques résultats d’existence classiques lorsque :

e (a) f est lipschitzienne bornée,

e (b) f est continue bornée,

e (a) f est lipschitzienne.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons exposé quelques théorémes de comparaison comme
introduction a utiliser les méthode des sous et sur-solutions pour étudier I'existence et
I'unicité par fois des solutions de probléme proposée.

L’une des méthodes de ’analyse non linéaire employée dans I'étude de D'existence des
solutions pour les équations différentielles est la méthode des sur et sous-solutions. C’est
un outil qui permet de s’assurer de 1’existence d’une solution du probléme considéré située
entre une sous-solution et une sur-solution, c’est-a-dire qu’il nous informe sur 'existence
et la localisation des solutions.

Ainsi, la question de trouver une solution du probléme considéré est remplacé par celle

de trouver deux fonctions bien ordonnées que satisfont a des inégalités convenables.
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Nous avons présenté dans ce chapitre, ceci est une explication détaillée de ce qui a été
mentionné dans les références |1, 3, 7, 12|, des résultats d’existence et unicité des solutions

de probléme de Dirichlet suivant ot f ne dépend pas de la dérivée

y' = flzy); a<z<b

Dans ce cas supposons ’existence de v, w respectivement sous et sur-solutions telles que

v < w. En plus, supposons que f est continue, croissante sur I’ensemble
K ={(z,y) € [a,b] xR; v(z) <y <w(x)}.
Ensuite, nous avons donné des résultats d’existence des solutions de probléme aux limites
y'=flzyy), a<z<b,
ary(a) + azy'(a) = a,
biy(b) + bay/(b) = B
avec ai, as, by, by > 0; a1 + as > 0, by + by > 0 et supposons que f est continue et

k—lipschtzienne par rapport a la 3¢ variable sur ’ensemble
K ={(z,y,2) € [a,0] x R* v(z) <y < w(z)}.

Au quatriéme chapitre, selon les références |9, 10|, nous avons étudié quelques résultats

d’existence pour le probléme aux limites

ot f € C([a,b] x R?), comme des résultats complémentaires des chapitres précédents de
plusieurs types selon des conditions sur la fonction imposée f : Croissance monomiale-
Croissance sous linéaire- Croissance quadratique.

Ensuite, nous avons ajouté un résultat d’existence pour le probléme non linéaire :
v' = f(z,y,y), O0<ax<l1
y(0) =y(1) =0
ou f € C([0,1] x R?) est contintiment dérivable par rapport au couple (y, z). En ajoutant

d’autres conditions pour obtenir le résultat souhaité et qu’en utilisant méthode de sous-

solution, sur-solution et méthode de point fixe.

7



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1 (Espace métrique) Un espace métrique (E,d) et la donnée d’un ensemble
E et d’une application d : E x E — R appelée distance qui vérifie :
l.x,ye Eetd(z,y) =0 z=uy.

2.Vx,y € E:d(x,y) =d(y,x).

3. Vxr,y,z € E:d(x,y) <d(z,z)+d(z,y) (inégalité triangulaire).

Définition 1.2 (Espace vectoriel normé) Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C ),

une norme sur E est une application

I.ll : E — [0, 4+00]

ayant les prprietées suivantes :
excEet|z|]=0=2=0.
o Vr e EVAe K, onalx| = |\|x].
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o Vo e E.Vy cE |z +yll <zl + [yl

Le couple (E,||.||) est dit espace vectoriel normé.

Définition 1.3 (Espace complet) On dit que (E,d) est cmplet si toutes les suites de Cau-

chy sont convergentes.

Définition 1.4 (Espace de Banach) On appelle un espace de Banach, un espace vectoriel

normeé qui est complet pour la distance de sa norme.

1.2 Quelques outils de base

Définition 1.5 Une fonction [ est croissante sur un intervalle I lorsqu’elle méme ['ordre
des nombres sur cet intervalle.

Autrement dit, quelque soient les réels a et b appartenant a I, si a < b alors f(a) < f(b).

Définition 1.6 Une fonction f est décroissante sur un intervalle I lorsqu’elle inverse
lordre des nombres sur cet intervalle.

Autrement dit, quelque soient les réels a et b appartenant a I, si a < b alors f(a) > f(b).

Définition 1.7 Soit A un sous-ensemble deE , on dit que A et convexe si, pour chaque

r,y€ Aet Ae0,1], on a Az + (1 — Ny € A.

Définition 1.8 Soit (X, d) un espace métrique, une application f: X — X si;

d(f(x), [(y)) < kd(z,y)

pour tout x,y € X Uapplication f est dite lipschitzienne si k > 0 ( k constante de
Lipschitz.)

Définition 1.9 Soit E un espace de Banach muni de la norme |.|| et T : E — E une
application. On dit que T est une contraction (ou contractante) sur E s’il existe un réel

k €]0,1[ tel que, pour tous éléments x, y € E on ail

[Tz = Tyl| < kllz = yl|
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Théoréme 1.1 (des accroissements finis)
Soit f une application de lintervalle [a,b] dans R vérifiant les deux condition sui-

vantes :
1. f est continue sur [a,b],
2. f est dérivable sur ]a,bl.

Alors, il existe ¢ €]a,b] vérifiant :

1.3 Application compacte

(Référence principale :[6])
Soit X et Y deux espaces de Banach et {2 C X un ouvert.

Définition 1.10 Une application continue f : Q — Y est dite compacte si f(2) est
compact. FElle est dite compléetement continue si ['image de tout borné est relativement

compacte.

Définition 1.11 ( opérateur compact) Un opérateur linéaire T est dit compact s’il trans-
forme toute partie bornée de X en une partie relativement compact de'Y . Autrement dit,
T est compact si et seulement si pour toute suite (z,), bornée dans X la suite (T'z,),

admet une sous-suite convergente.

Définition 1.12 Un opérateur est appelé complétement continue si elle est continue et

[’ensemble des applications bornées dans ensemble précompact.

Définition 1.13 Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application définie de E
@ valeurs dans F'. On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de E' en un ensemble relativement compact dans F. f est dite compacte si f(E)

est relativement compacte dans F.

Remarque 1.1 (a) Toute application compacte est complétement continue ; la réci-

proque est vraie si ) est borné.

10
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(b) Toute application linéaire compacte est continue ; la réciproque est vraie si cette

application est de rang fini. (le rang est la dimension de l'espace image).

Proposition 1.3.1 (/6/) Une application f : X — Y est compacte si et seulement si
pour toute suite (x,)nen de X, on peut extraire une sous-suite (T, )ren telle que la suite

(f(zp,))ken converge dans'Y .

Théoréme 1.2 (d’Ascoli-Arzéla)([6]) Soit E un espace métrique compact, F un espace
métrique complet. Un sous ensemble § C C(E, F) est relativement compact, si et seule-
ment s’elle vérifie les deux conditions suivantes :

1.Pour tout t € I, [’ensemble
3(t) = {=(t); x(.) € §}

est relativement compact dans F.

2. § est équicontinue i.e. :

Pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que pour tout x(.) € § et pour tout t,s € E, avec
dg(t, s) <6 on ait dp(z(t), z(s)) < e.

Théoréme 1.3 (Un cas particulier de théoréme Ascoli-Arzéla) Soit § C C(J,R™) et J
un intervalle borné de R. § est relativement compact si :

1. § est uniformemnt borné i.e. :
aM > 0 tel que |z(t)| < M, pour tout x(.) € §et pour tout t € J.

2. § est équicontinue i.e. :

Ve > 0,30 > 0, tel que pour tout x(.) € § et pour tout t,s € J, avec |t — s| < 0 on ait
[z(t) — z(s)[| < e
1.4 Quelques théorémes de point fixe

(Référence principale : [§8])
Nous citerons en particulier les théorémes de point fixe(de contraction de Banach, Schau-

der) utilises dans la résolution des équations différentielles par 'approche du point fixe.

11
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Définition 1.14 Soit E' un espace de Banach muni de la norme ||.| et T : E — E une

application. Un élément x de E est dit point fize de T si Tx = x.

Théoréme 1.4 (de contraction de Banach)([8]). Soit (E, d) un espace metrique complet
et T : E — E une application. Si T est une contractante sur E, alors T admet un point

fixe unique dans E.

Théoréme 1.5 (de Schauder)([8]). Soit C' un sous-ensemble conveze, fermé, borné et
non vide d’un espace de Banach X et f : C — C une application compacte. Alors f

admet au moins un point fixe dans C.

12



Chapitre 2

Probléme non linéaire du second ordre

- Résultats généraux-

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats généraux d’existence et unicité
pour le probléme aux limites posé sur un intervalle borné de R, en utilisant la fonction de
Green associée a cette probléme avec appel aux théorémes de base sur la théorie du point
fixe : théoréme de Schauder pour 'existence et théoréme de contraction de Banach pour
I’existence et I'unicité.

Au départ, nous avons introduit le concept de fonction de Green avec la théorie de son

existence et de son unicité. Aprés, nous avons proposés le probléme non linéaire suivant

y' = flz,y,y); a<z<b
yla) ==, yb)=9

nous avons présentés quelques résultats d’existence classiques lorsque :
e (a) f est lipschitzienne bornée,
e (b) f est continue bornée,

e (¢) f est lipschitzienne.

13



Chapitre 2 Probléme non linéaire - Résultats généraux-

2.2 Fonction de Green

Soit p, q, f € C([a,b]) ot p € C'([a,b]), (a < ) et (a, B;) € R? tel que Vi = 1,2, |oy|+

||, |B1] + |B2] # 0. On considére les équations différentielles ordinaires :

ainsi que les conditions aux bords associées :

ay(a) + aey'(a) =0

(CB)n
Bry(b) + Bay'(b) = 0O

oaqy(a) + agy'(a) =

(CB)nh
Bry(b) + Bay/ (b) = 0.

Définition 2.1 On appelle fonction de Green associée au probléme homogéne (H) —
(C'B);, une fonction G: [a,b] X [a,b] — R vérifiant les propriétés suivantes :

(a) G est continue sur [a,b] X |a,b];

(b) G est symétrique : G(z,y) = G(y,z), ¥V (z,y) € [a,b)?;

(c) ‘Z—f(m, y) est continue pour tout x # vy ;

(e) la fonction partielle v — G(x
G(x

Y
(f) la fonction partielle x — ,y) vérifie les conditions (C'B)y, pour tout y € |a, b].

Théoréme 2.1 (Existence et unicité de la fonction de Green) Supposons que le
probléme homogéne (H) — (CB)y, n’admet pas de solution non triviale. Alors, il existe une
(et une seule) fonction G ne dépendant pas de f, et dite fonction de Green, telle que,
pour toute fonction f, la solution y du probléme non homogéne (NH) — (CB);, s’écrit de

maniere unique sous la forme :

Démonstration

14



Chapitre 2 Probléme non linéaire - Résultats généraux-

(i) Existence de la fonction G : Soit ¢; et ¢y les solutions respectives des pro-

blémes a conditions initiales

() + p1(a) = et (H)+ Pa(b) = B2

¢ (a) = —au, Ph(b) = =P
Alors, ¢1, @9 # 0 sont linéairement indépendantes car sinon ¢; (et aussi ¢s) serait
solution du probléme (Fp) : (H) + (CB),, contredisant I'hypothése. Soit donc W =
D105 — @ Py # 0 leur Wronskien et G la fonction de Green définie par

$1(s)¢2(x)

G(@,9) =4 hihian e
1(x)da(s

oW TS

Car, pour toute solution y du probléme non homogéne (NH) — (CB)}, s’écrit sous

y(z) = /

-/ Gl s)f(s) ds.

la forme :

1(5)<Z52(36) ) ds b¢1<$>¢2(8) SV ds
e +L UD)PN) 1y g

¢
p(s)W (s p(s)W(s)

Remarquons que le produit pW est constant car

En effet, d’aprés la formule de Lagrange, on a

ea(p) —e1(pel) =0 & (ppah) — (p1sy) =0
& [p(p2) — p105)] =0
& pW = cte.

Enfin, G vérifie bien les hypothéses de la fonction de Green.

(ii) Unicité de la fonction G Soit G, H deux fonctions de Green, alors
b
[ 16as) = Hw9)(s)ds =0, ¥ € fa.b), ] € Clla.b )

Pour x fixé, posons



Chapitre 2 Probléme non linéaire - Résultats généraux-

on a \
/ [G(x,8) — H(z,s)]*ds =0, Ya € [a,b].
Comme G et H sont continues, G = H, c’est-a-dire (G(z,.) = H(z,.),Vz € [a,b]).

(iii) Existence et unicité d’une solution : La fonction F' définie par,

Flz) = /jG(w $)f(s)ds = 22 / buls d)p—év) /:cbz(s)f(S)ds

est solution du probléme (NH) + (CB). En effet,

F'(z) = [} %(x,5)f(s) ds
ot F'(x) = 229 (x,5)f(s)ds + f(2)[25 (x,27) — 25 (x,a)].

Ou,
oG 0G _
ax(x ,33') - a ($,$)
aG _aa,
o) = So(aa’)
oG oG 1
8x<x , ) — %(ﬂi ,T) 5

On en déduit I'expression :

"(z) = baQ—G x,s)f(s)ds )
P = [ G ds+ L0
ainsi que : b/ o
oy = [ (152) @s)ss)ds-+ 1)
Par suite,
b /
(PF") +qF = / [(pg> +qG] f(s)ds+ f(z)
(par définition de G) = —/ wo(x)po(s)f(s)ds + f(x)

(par définition de y) = f(x).

L’unicité de la solution y résulte de ’hypothése sur le probléme homogéne ainsi

que de I’Alternative de Fredholm.

16



Chapitre 2 Probléme non linéaire - Résultats généraux-

Exemple 2.1 Considérons le probleme a deux points posé sur un intervalle |a, b].

y'=f(z), a<ax<b
y(a) =0, y(b)=0.

Construisons les fonctions o1 et pg solution des problémes de Cauchy :

¢l =0 g =0
p1(a) =0 p2(b) =0
¢i(a) = —1 py(b) = —1.
Alors,
p1(z) = (a— ), pao(z) = (b—2)
et

W(p1,2) =b—a.
D’ou la fonction de Green :

(z—b)(s—a)

Glo,s) = (bfa)bj sta < s<a;
%, six < s<b.
La solution unique du probléme (2.1) est donc donnée par
b x—0b [ r—a [°
yw) = [ Gla)f(shds = T [ (s =) f(syds + T2 [ (s —)f(s)ds

2.3 Existence et unicité de solution

(Reéférence principale : [13])
Ce section présente quelques résultats d’existence classiques datant, pour certains, des
années passées; il fait appel aux théorémes de base sur la théorie du point fixe. Les
résultats de ce section varient selon les hypothéses portant sur le terme non linéaire de
I’équation différentielle du probléme étudié.
Nous présentons quelques résultats généraux d’existence pour le probléme aux limites

suivant posé sur un intervalle borné de R

y”(l’) = f(x,y(x),y’(a:)), a<x<b

(P) (CB)
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ou f: [a,b] Xx R*> — R est une fonction continue et ou (C'B) désigne des conditions
aux bords linéaires et séparées du type Dirichlet ou Neumann essentiellement. Comme
le probléme linéaire, la nature et le nombre de solutions du probléme (P) dépend de
la longueur de l'intervalle d’étude, de la constante de Lipschitz de la fonction f, et des
conditions aux limites. Nous allons présenter, pour le probléme non linéaire, quelques
résultats d’existence classiques lorsque :

e (a) f est lipschitzienne bornée,

e (b) f est continue bornée.

e (a) f est lipschitzienne.

On sait que y est solution du probléme

si et seulement si ,
ya) = [ Gleo)f(s)ds
a
Cette représentation linéaire nous servira aussi a écrire les solutions du probléme de

Dirichlet non linéaire
y' = f(x,y.9); yla)=y(b) =0 (2.2)
sous la forme

y(z) = / G, 3)f(s,y(s), 4 (5)) ds,

telle que G est la fonction de Green définie précédemment.

Lemme 2.1 Supposons [ réquliére et soit y wune solution du probléme (2.2).

Alors, on a les estimations suivantes :

< (b—a)2
(a) gggbw(w)l < 5 ggélf(w)|
(b) max |y/(z)] <%° max | f(z)].

a<z<b

Démonstration. On a

(a)

ly(@)| < max |f()] [, |G(x,s)| ds

a<z<b

= — max | f(2)| [’ G(z,5) ds.

a<z<b

18
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Or,
0G5y ds = [ Ceb s 4 1 =pletg
=bl(g —a)? — =2Ll(p - b)
_ (z—a)(z—b)
2
Comme
i |(x—a)(x—b)| _ (b—a) |
a<z<b 2 8
alors
(b —a)?

assertion (a) est donc prouvée.

(b) On a également 'estimation suivante :
S 152 ) ds = [ imeds + ] 3= ds
= —Q(baa) [(z —a)?+ (b—x)?].

Comme le maximum de la fonction 6(z) = (z — a)? + (b — x)? est atteint aux extrémités
a et b, on a
DAY N2 (h N2
mas [l — ) + (b~ 2)?] = (b )"

Par conséquent,

*10G

b—a
8x(x s) .

ds <
ST

Enfin,

I'assertion (b) est donc aussi prouvée.

Remarque 2.1 Le lemme 2.1 est particulierement utile lorsque f est une fonction bornée.

2.3.1 Le cas d’un second membre lipschitzien borné

Théoréme 2.2 Soit f: [a,b] x R* — R une fonction continue, lipschitzienne par rapport

auzr deur derniéres variables et bornée. Alors pour tous réels v, 6, le probléme

yv' = f(z,y,9); a<z<b
yla) =7, yb)=9¢

admet au moins une solution y € C?([a, b]).

(2.3)
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Démonstration (méthode de tir)

On considére le probléme de Cauchy

v = flz,y,y)

2.4
yla) = v, Y(a)=n 24

ou 7 est un nombre réel donné, appelé paramétre de tir. On sait, par le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, que pour tout n € R, il existe une solution unique y,(z) du probléme
(2.4) définie sur tout Uintervalle (a,b) (théoréme de prolongement) et que cette solution
est continue par rapport au parameétre 7. Cherchons alors une valeur n € R telle que

yn(b) = 4. Pour ce faire, on se propose de montrer que

lim y,(b) = —oo, lim y,(b) = +oo.

n——00 n—-+00
Le résultat escompté se déduit alors du théoréme des valeurs intermédiaires. L’intégration

directe de I’équation dans (2.4) donne
vae (@b v =n+ [ ftyo.y o)
Mais, la fonction f étant bornée, il existe
m € R |f(z,y,2)] <m, ¥ (x,y,2) € [a,b] x R*

Il en résulte que

Ve (au b)7 |y/($) - 77| < m(:(: - CL),
ce qui implique que
Vae (CL?b)a W_m(x —Cl) < y/(ZU) < TH‘m(I —CL),

d’un coté
Vi e (a,0), y'(z) <n+m(z—a),

puis, de nouveau par intégration,

et
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d’ont

g, () = —oo.

De l'autre coté

V€ (a,b), y(x) =n—m(x—a)

et par intégration,

m

y(@) 2y +n(r —a) - 5 (@ —a),
on obtient donc la minoration
m
y(b) = v+ n(b—a) = 5 (b—a)?

puis

lim y,(b) = +oo.

n——+00

La démonstration du théoréme 2.2 est donc compléte.
Exemple 2.2 Le probleme non linéaire

y" +sin(y) = f(z); a<z<b
y(a) =, y)=20

admet au moins une solution pour toute fonction continue f et pour tout (v,08) € R?,

Remarque 2.2 Le théoreme demeure vrai si ['une des conditions aux bords est une condi-
tion de Dirichlet et l'autre de type Neumann, mais pas lorsque les deuxr conditions sont

de type Neumann.

2.3.2 Le cas d’un second membre continue borné

Le résultat qui suit montre que dans le théoréme 2.2, I'hypothése f lipschitzienne est

redondante.

Théoréme 2.3 Soit f: [a,b] x R? — R une fonction continue et bornée :
M >0, |f(x,y,2)]| < M, ¥ (x,y,2) € [a,b] x R
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Alors le probléeme

et |y (z)| < M.

V€ la,b): |y(z)| < 5

Démonstration (par le théoréme du point fixe de Schauder)

Soit X = C'([a,b]) et

b—a
lull x = max( sup |u(z)], —— sup [u'(2)]).
z€|a,b z€la,b]

C’est une norme équivalente a la norme du sup; X est donc un espace de Banach pour
)

cette norme aussi. On définit ’application :

T: X — X
y — Y

avec ,
V()= [ Glas)fs.0()v/(5)s
ou G est la fonction de Green associée au probléme (2.5).

e 1" est bien définie car la fonction G est définie de maniére unique.

e On consideére, dans X, la boule fermée de rayon M % ;

N2
B:{UEX, lullx < 8a) }

Montrons que
e T envoie B dans B : Soity € Bet Y = Ty. Comme f est bornée par M, on a d’aprés

le lemme 2.1, les estimations

b _ 2
() < 8=

et
Vi) < MY
et donc ,
i = 2=
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d’on Y € B et donc T envoie B dans B (en fait T envoie tout I'espace X dans B).

e T est continue. Soit (y,)nen une suite de X convergente vers une limite y € X et
Y, = Ty,; alors (Y,,) converge vers Y, grace a la continuité de f et au théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue; d’ou le résultat.

e T est compacte. Soit (y,)nen une suite bornée de X ; alors la suite (Y},),en est bor-
née dans C'([a,b]) et méme dans C?([a,b]), car Y = f(x,y,,y,) et f est continue.
D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela, la suite (Y),),en admet une sous-suite convergente
dans C*([a, b)), d’oun la compacité de Papplication T. D’aprés le théoréme du point fixe de

Schauder, T admet un point fixe y, solution du probléme (2.5).

Remarque 2.3 A des modifications pres de la fonction de Green, le théoréme 2.3, comme
le théoreme 2.2 demeure vrai si une des conditions au bord dans le probleme (2.5) est
remplacée par une condition de Neumann. Ce résultat ne subsiste pas lorsque les deux
conditions sont de type Neumann comme le montre le contre-exemple qui suit. Le probléme

aux limites
y'(z) =sin(y); 0<z<l1

y) =% y1)=3

est équivalent au probleme du premier ordre

Une intégration directe conduit immédiatement a ’égalité contradictoire :

ln\tan(g)\ —1 e tan(g) = e

2.3.3 Le cas d’un second membre lipschitzien

y' = flx,y,y); a<z<b
yla) =7, yb)=9¢

Lorsque f est une fonction lipschitzienne non bornée, nous allons prouver un résul-

(2.6)

tat d’existence sous certaines restrictions sur les constantes de Lipschitz. Mais d’abord,

donnons le lemme suivant
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Lemme 2.2 Pour toute fonction continue h: [a,b] — R, la solution du probleme
h'(z) =0, a<z<b
h(a) =7, h(b) =3,

est donnée par la formule suivante

by —ad+ (0 —v)z
h(z) = b—(a ) :

Démonstration
De h"(z) = 0 et par intégration deux fois successive, on obtient h(x) = cix + co. Comme

h(a) =y, h(b) =6 on trouve

c——(g_7 Cy = —6_761
et la solution devient
by —ad+ (6 — )z
h = .
(z) —

Remarque 2.4 De plus, siy est solution du probleme

y'(x) = f(z,y,9), a<z<b
y(a) =y(b) =0,

alors la fonction y: =y + h est solution du probleme

~/

§'(z) = f(.9.9)
gla) =1, 9(b) =9,
ot f(z,5,7) = f(x,§ — h, i — I') est une fonction possédant les mémes constantes de

Lipschitz que la fonction f elle-méme.

Théoréeme 2.4 Supposons que f est continue, lipschitzienne par rapport aux deuz der-

nieres variables, c’est-a-dire qu’il existe K, L > 0 tel que

’f(%ybzl) - f(x7y2722)| < K’@/l - yz’ + L’Z1 - 22\7 V(%Z/l%l): (337y2722) € [a,b] x R?,

Alors, si )
(b—a) (b—a)
L
8 * 2
le probleme (2.6) admet une unique solution y € C?([a,b]).

K <1, (2.7)
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Démonstration (par le théoréme du point fize des applications contractantes
de Banach)

On considere l'espace X = C'([a,b]) muni de la norme
— /
lullx = max (Kfu(z)| + Lju'()]).

C’est une norme équivalente o la norme ||ul|x = algji(b(]u(x)] + W' (z)]) ; X est donc aussi
un espace de Banach pour cette norme. On définit ["application :

T X — X

y — Y
ou ,
V(@)= [ Glao)fs.0(5)v/(5)is

et G est la fonction de Green associaée au probleme (2.6) avec v = = 0. Alors
o T est bien définie car la fonction G est unique.

e T est contractante : en effet, pour tout (y,z) € X et tout x € [a,b], on a

Ty(z) — T2(x)] = | [ Gz, 8)(f(5,y(s),5(s) — f(s,2(5), 2'(s))) ds|

b

<[ max(KJy(s) = =(s)| + Lly'(s) = £/ (s))|G(z, )| ds
< [P lly - 2lx|Glx, 5)|ds
<y —zllx [)|G(x, 5)lds

et

(Ty) (x) — (T2) ()] = | [0 (@, s)(f(s,5(5),5/(5)) — f(s,2(5),2'(5))) ds|

< [ max K!y(s) — 2(s)| + LIy (s) — 2/(5)])| 2 (=, 5)| ds.
< L2 lly - 2lx] 2 (5| ds
< ly—zllx f) 126 (x, 5)|ds

Sachant (lemme 2.1) que pour tout x € [a b],

/|st|ds<( /|—J;S|d

on en déduil que

b—a)? b—a
Iy - 7ol < (KOS 4 18 )ny—znx.

D’aprés Uhypothese (2.7), T est contractante. En vertu du théoréme du point fize de Ba-

nach, T admet un point fize unique y, solution du probléme (2.6).

25



Chapitre 3

Méthode des sous et sur-solutions et

théorémes de comparaison

3.1 Introduction

La méthode des sur et sous-solutions est une outil qui permet de s’assurer de I'existence
d’une solution du probléme considéré située entre une sous-solution et une sur-solution,
c’est-a-dire qu’il nous informe sur I'existence et la localisation des solutions. Autrement
dit, pour trouver une solution du probléme considéré est remplacé par celle de trouver
deux fonctions bien ordonnées que satisfont a des inégalités convenables. Pour cela nous
exposons quelques théorémes de comparaison comme introduction a utiliser cet méthode.
Aprés, nous présentons un résultat d’existence de solution de probléme de Dirichlet suivant

ou f ne dépend pas de la dérivée

Dans ce cas supposons 'existence de v, w respectivement sous et sur-solutions telles que

v < w. En plus, supposons que f est continue sur I’ensemble
K ={(z,y) € [a,b] x R; v(z) <y < w(x)}.

Ensuite, nous ajoutons un résultat d’unicité de solution cet probléme lorsque on ajoute

la condition f est croissante par rapport a y sur K.
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De plus, nous consacrons un autre résultat d’existence de solution de probléme aux limites

y'=f(z,y,y), a<z<b,
ary(a) + azy'(a) = a,
biy(b) + bay/(b) = B
avec aq, ao, by, bo > 0; a1 +as > 0, by + by > 0 et supposons que f est continue et

k—lipschtzienne par rapport & la 3¢ variable sur ’ensemble
K = {(,y.2) € [a,5] x R v(2) <y < w(a)}.

Avant de passer a traiter de ces résultats, considérons le probléme de Sturm-Liouville non

linéaire

x<b
ary(a) + axy'(a) = a, (3.1)

biy(b) + bay'(b) = B
ou ;, 5; >0 (i=1,2) et @y + ag, B + B2 > 0.
Définition 3.1 Une fonction v deux fois dérivable est dite sous-solution du probléme
(3.1) si

Va €la, b, v"(x) > f(z,v(x),v'(z)),
ajv(a) + agv'(a) < a, bo(b) + bt/ (b) < S.

Une fonction w deuz fois dérivable est dite sur-solution du probleme (3.1) si

Va €la, b, w"(z) < f(z,w(x),w(x)),
aw(a) + axw'(a) > «, bjw(b) 4+ byw'(b) > .

3.2 Théorémes de comparaison

(Références principales : [1, 3, 12])
Dans cette section, on considére I’équation différentielle v = f(z,y,v') ou f € C(I x R?)
avec I = [a,b]. est supposée qu’elle est croissante par rapport a la seconde variable. Soit

v une sous-solution et w une sur-solution avec

v(a) < y(a) < w(a); v(b) < y(b) < w(b).

On a alors le résultat de comparaison :
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Théoréme 3.1 Si l’'une des inégalités est stricte, alors v < y.

Démonstration
Par I’absurde, supposons v > y en un point de I et posons g(t) = v(t) — y(t); alors il
existe xg € I tel que g(zg) > 0, ¢'(z0) = 0, ¢"(x0) < 0 (z0 est un point de maximum).

Alors, d’apreés la croissance de f par rapport & la seconde variable, on a

f(@o,y(0), ¥’ (0)) = y"(20)

A%

U”(.’EO)
f (o, v(wo),v'(w0)) = f(20,v(20), Y (70))
[ (o, y(x0), v (20)).

AV

Comme une des inégalités est stricte dans les définitions de y, v ou dans la croissance de
la fonction f, on aboutit & une contradiction.
Pour terminer cette section, nous présentons, sans démonstration, d’autres résultats de

comparaison.

Théoréme 3.2 [3] Supposons f croissante par rapport a la seconde variable et qu’il existe

k > 0 vérifiant la condition de Lipschitz unilatérale par rapport a la 3éme variable :
flr,y,21) = f(z,y,22) < k(21— 22), Vzi, 2 €R, 21 > 2.
Alors v <y < w sur I.

Corollaire 3.1 Sous les hypothéses du théoréme 3.2, le probleme aux limites

y' = flz,y,Y), a<zxz<b
y(a) =a, y(b) = p.

admet au moins une solution.

Théoréme 3.3 [12] Soit v et w respectivement sous-solution et sur-solution et supposons

que la fonctions f admet des dérivées partielles g—i, % continues avec g—i >0 et g—i =0

dans la partie
K ={(2,y,2) € [a,b] x R?; v(x) < y(x) <w(x); 2 =1'(z) = w'(z)}.
Alors v < w sur [a, b].
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Théoréme 3.4 [1] Soit v et w respectivement sous et sur-solution vérifiant v(a) = y(a) =

w(a) et v(b) = y(b) = w(b) ot u est l'unique solution du probléeme auz limites :

&) ' =f(x,y,y), a<x<b
y(a) =a; y(b) = p.

Si tout probléme de Cauchy associé a 'équation (€) admet une unique solution, alors
v(z) <u(xr) <w(x), =z €la, bl

Remarque 3.1 Ce théoreme concerne les conditions au bord de type Dirichlet ; pour les
conditions de Dirichlet en une extrémité et Neumann en une autre, on a respectivement

les deux résultats qui suivent :

Théoréme 3.5 [1] Admettons une condition de type Dirichlet en a et une condition de
type Neumann en b. Alors, sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 3.4, on a
v(z) < y(z) < w(x), Vo €la,bl; si de plus f est croissante par rapport & la seconde

variable, on peut comparer les dérivées dans l'ordre suivant (le méme ordre)
Vz) <y(x) <w'(x), VYV €la,bl

Théoréme 3.6 [1]/ Admettons une condition de Dirichlet en b et une condition de Neu-
mann en a et supposons f croissante en la seconde variable. Alors le théoréme 3.5 s’ap-

plique et donne

v(z) <ylx) <w(z), Vo € [a,b] et w'(x) <y (z) < v'(x), Vo €]a,bl.

3.3 Résultats d’existence : le probléme de Sturm-Liouville

non linéaire

Retour & probléme de Sturm-Liouville non linéaire (3.1) qui a été mentionné dans le
deuxiéme chapitre pour étudier ’existence des solutions par méthode des sous et sur-
solutions.

Commencons par un premier résultat d’existence :
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Théoréme 3.7 Considérons le probléme de Dirichlet suivant ou f ne dépend pas de la
dérivée
y' = flzy); a<xz<b
y(@) = a, y(b) =4

Supposons ’existence de v, w respectivement sous et sur-solutions telles que v < w. Sup-

(3.2)

posons que f est continue sur ’ensemble
K = {(z,y) € [a,b] x R; v(z) <y < w()}.
Alors le probléeme (3.2) admet au moins une solution u telle que v(z) < y(x) < w(x).

Remarque 3.2 Comme l'ensemble K est bornée, alors f est bornée sur K. Introduisons

alors la fonction ﬁ modifiée de f, définie de la fagon suivante

flz,0)+ 5258 sy <w(x)

fla,y) = flay)+is si (ry €K
flz,w)+ y;f;f), si oy > w(x).
Si on pose :
v(x), si y<wv(x)
Yz, y) = y, si v(r) <y <w(r)
w(z), st y>w(T)
alors
Flay) = flog) + L2050,
De plus,
v(,y) = max{v(z), min(y, w(z))}
et

v(z) < 7(w,y) < w(z).
Avant de prouver ce théoréme, nous avons lemme suivant.
Lemme 3.1 S'il y a une solution y de (Pj), alors
v(z) <ylr) < w(z).
En d’autre termes, y est une solution de (Py).
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Démonstration
Nous avons d’abord prouver que y(z) < w(x) pour tout x € [a,b]. Raisonnons par 'ab-

surde. Posons

et en supposant qu’il existe xy € [a, b] tel que

g(xo) = max{y(z) — w(z), = € [a, b]} > 0.

Comme

yla) = a
et

w(a) > «
on a

donc z( # a.

Comme
y(b) = p
et
w(b) >
on a
g9(b) = y(b) —w(b) <0
donc zq # b.

Si zg €la, b| alors ¢'(zg) =0 et g"(x9) <0

D’autre part,

y”(xo) = f(ﬂf’o,y(l’o))

= f(wo,w(x0)) > w"(20),

i.e. ¢"(xp) > 0. une contradiction.
De méme on peut montrer que v(x) < y(z) pour z € [a, b].

Démonstration du théoréme 3.7.
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Nous avons noté dans le remarque précédent que f est bornée sur K. De plus f est une
fonction bornée sur K.

En effet, pour tout (x,y) € K,

Fla,y)] < max (|f(x,y)|+ v,

W%w)

a<x<b 1+ y2 1+ y2
1 ¥(z,y)
< —
_(g§U@wﬂ+2(@gl+w

1
< max [ /()| + 5 + ma (o(a)], o))

a<x<b
Donc, le probléme (Pf) admet, d’apreés le théoréme 2.3, chapitre 2, au moins une solution
y telle que y € C%([a,b]) car f € C%a, b].
De plus, par le lemme précédent, nous avons démontré que v(z) < y(x) < w(z).
Corollaire 3.2 (Résultat d’existence et d’unicité) Si f: [a,b] x R — R est une

fonction continue sur U'ensemble K, croissante par rapport &y, alors le probléme (5.2)

admet ezxactement une solution y € C*([a,b]).

Démonstration
e (a) Existence : Comme indiqué dans la démonstration de théoréme (3.7), le probléme
(3.2) admet au moins une solution y € C?([a, b]).

e Pour l'unicité, soient y; et y deux solutions du probléme (3.2) et z = y; — yo. Alors

2= f($7y1>—f(l’,y2>, a<xz<b
z(a) = =z(b)=0.

Multiplions I’équation ci-dessus par z et intégrons par parties sur (a,b), on obtient

- / (2 (2))? da = / (Flo.n) — F(@,92)) (31 — o) do

Or, f est croissante par rapport & y donc fab (z’(x))2 dr < 0. Par conséquent 2z’ = 0 et
z2(z) = z(a) = 0, d’ot y; = yo. Pour le cas ou f dépend de la dérivée, on a le théoréme

plus général suivant :

Théoréme 3.8 Soit le probléme aux limites

y' = fz,y,9), a<az<b,
ary(a) + asy/(a) = a, (3.3)
biy(b) + bay/(b) = B
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avec ay, g, by, by > 0; a1 + ag > 0, by + by > 0 et supposons satisfaites les hypothéses
sutvantes :
(i) 1l existe v, w fonctions de classe C* sous et sur-solution avec v < w sur [a, b].

(ii) f est continue et k—lipschtzienne par rapport a la 3™ variable sur l'ensemble
K ={(z,y,2) € [a,b] x R% v(z) <y <w(x)}.
Alors le probleme (3.8) admet au moins une solution y € C?([a,b]) telle que
v(@) < yl(z) < w(z), Vo € 0,8

Démonstration
Soit un réel ¢ > rgaicb(\v’(xﬂ, |w'(x)|) et considérons pour (z,y,z) € K une premiére
asT

modification f* de la fonction f définie par :

f(z,y,c), si z>¢
f@y2) =9 flryz), st |z <c
f(xaya _C)7 si zZ< —c¢

et étendue a [a,b] x R par la fonction

[, o(@),2), sty <w()

f** x’ ’Z —
CIDZY ), sy i)

puis une seconde modification fvde la fonction f** donnée par :

_ o y—(x,y)
f@y,z) = f7 (@ (@, y) 2) + =97

ot rappelons-le, y(x,y) = max{v(x), min(y, w(z))}. Alors pour tout (x,vy, z) € [a, b] x R?,
on a :

Ty, 2)] < max {2+ o+ mas ()], w(@)]).

~ a<y<b(r) Sy<uw(z)—c<z<c a<z<b
e La fonction f* est aussi k—lipschitzienne, en effet, pour |z;| < ¢, par exemple (les autres

cas se traitent de la méme maniére), et zo > con a :
|f*(l’,y,21) - f*<l’,y,22)| - |f(x,y, Zl) - f(xayac”
< klzn—c|=k(c—2)
< k(2 —21) = k|21 — 29

3
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Par suite, fest aussi k—lipschitzienne et bornée, alors d’aprés le théoréme 2.2, le probléme
(P7) admet au moins une solution y.
e Nous pouvons prouver que v(z) < y(z) < w(x) comme indiqué dans la démonstration

de lemme 3.1.

Corollaire 3.3 Si f: [a,b] x R — R est une fonction continue, croissante par rapport

a y, alors le probléme de Neumann

y' = flz,y), a<z<b

3.4
y(a) = v yb)=46 34

admet une solution si et seulement s’il existe une constante ¢ € R telle que

/ f(z,c)dx =6 —1. (3.5)

Démonstration
(a) Condition nécessaire. Soit y € C?([a,b]) une solution du probléme (3.4); on a

immeédiatement : ,
[ res@)ar =57,
La solution y étant bornée, soit m < y(x) < M, Vz € [a,b]. Comme f est croissante par

rapport a y, on a :

/abf(x,m)dxS/abf(a:,y(:z:))dazg /abf(x,M)da:.

Introduisons a présent la fonction continue F' définie par

F: [m M — R
t s F(t)= [ f(z,t)dz.

En vertu du théoréme intermédiaire, comme
b b
/ flxym)der <6 —7 < / flx, M) dz
ie.

F(m)<é—~y < F(M)
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il existe une constante ¢ € [m, M] telle que F(c) = d — ~, d’ou I’égalité (3.5).
(b) Condition suffisante. Etant donné la condition (3.5), construisons une sous et une

sur-solution au probléme (3.4). Soit ¢ la solution du probléme linéaire

' = flz,0),
¢'la) = 7 ¢(b)=4.

Soit ky, ko deux constantes telles que

ki 4+ ¢(x) <c<ky+p(x), Yo € |a,b
puis considérons les fonctions :

v(x) = k1 +o(x), wz) =k + ().

Elles vérifient

w" = 90// - f(ZL’,C) < f(x,w(x)),
w'(a) =¢'(a) = v, w'(b)=¢'(b)=0.

D’aprés le théoréme 3.8, le probléme (3.4) admet au moins une solution.
Exemple 3.1 Le probléeme de Neumann linéaire

y'(z) =h(z), a<z<b
y(a) =7 y(b)=9¢

admet une solution si et seulement si fab h(z)dx = 6 —~. On retrouve ainsi un résultat

déja obtenu au chapitre 1 pour les problemes linéaires (Alternative de Fredholm).

Remarque 3.3 Contrairement au probleme de Dirichlet, 'unicité d’une solution n’est
plus assurée dans le cas de conditions de type Neumann. Par exemple, la fonction f

définie par
r—1, r>1
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est continue, croissante et vérifie fj: f(z,0)dx =0 avec a > 1. Cependant, V¢ € [—1,+1],

la fonction constante y(x) = ¢ est solution du probleme :

y' = f(r,y(x)), —a<z<-+a
Y (—a) = y'(+a)=0.
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Chapitre 4

Quelques applications - Résultats

complémentaires -

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence des solutions de probléme suivant

ot f € C([a,b]xR?). En ajoutant des conditions suffisantes des types -Croissance monomiale-
Croissance sous linéaire- Croissance quadratique pour obtenir les résultats souhaités en
utilisant les outils des chapitres précédents de ce mémoire.

Ensuite, nous ajoutons un résultat d’existence pour le probléme non linéaire :

y' = f(z,y,9), 0<z<1

ot f € C(]0,1] x R?) est contintiment dérivable par rapport au couple (y, z). En ajoutant
d’autres conditions pour obtenir le résultat souhaité et qu’en utilisant méthode de sous-

solution, sur-solution et méthode de point fixe.
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4.2 Probléme 1 (Croissance monomiale)
On considére le probléme a deux points :

(4.1)

ot f € C([a,b] x R?).

Théoréme 4.1 Supposons que le probleme (4.1) vérifie la condition de croissance sui-

vante :

(H) Elk?h kQ, ]{?3 20<k1+1€2>0),
|f($,y,2)| < k1|y| + ]{32|Z| + k37 V(I,y,Z) € [(I, b] X RZ'
Si la somme ky + ko est assez petite, le probléeme (4.1) admet au moins une solution.

Remarque 4.1 (1) La condition (H) inclut les croissances monomiales en x ou en

y ainst que la condition :
[F (2, y, 2)| < Kaly| + kal2] + g(2)
avec g € C([a,b]).
(ii) Le cas ky = ko = 0 est le théoréeme 2.4, chapitre 2.

(iii) Les conditions aux bords de type Dirichlet peuvent étre remplacées par des condi-

tions de type Neumann en un point et Dirichlet en ["autre.

Démonstration :

Soit Pespace de Banach X = C!([a,b]) muni de la norme du sup et 7: X — X

I’application définie par :

b
Te) = [ Gla9)f(5.0(9)./(5)) ds
ou G est la fonction de Green associée a 'opérateur y” avec conditions Dirichlet (exemple

2.1, chapitre 2). En vertu de 'hypothése (H), on a, Vx € [a, D]

b
Ty < [ 16 )(ly(s)] + kaly (5)] + ko) s
@] < [ 15 @)yl + kel (5)] + bs) ds.
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Sachant que fab |G(x, s)|ds < My et fab 199 (2, s)] < My (lemme 2.1, chapitre 2), il vient,
en posant M = max(My, M) et k =ky + ko :

ITyllx < M(kallyllx + kallyllx + ks) = M(Ellyllx + ks).

ks M

1—KEM’ alors

Supposons 0 < k < % et posons R =
(lllx < R = |Tyllx < R).

Par suite 7T envoie la boule fermée By dans elle-méme. De plus,
1. T est continue car f est continue.
2. T est compacte.

D’aprés le théoréme de Schauder, T admet au moins un point fixe y € C'([a, b]) solution

du probléme (4.1). Enfin, comme f € C°%([a,b]) alors y € C*([a, b]).

4.3 Probléme 2 (Croissance sous linéaire)

Théoréme 4.2 Supposons satisfaite I'hypothése suivante :

Ak, ko, ks >0 (k1 + ke > 0), 3v €]0,1] tel que :
|f(z,y,2)| < kily|” + kalz|” + ks, ¥ (2,9, 2) € [a,b] x R%

Alors, le probléeme (4.1) admet au moins une solution.

Démonstration :

En conduisant la méme démonstration que dans le probléme précédent, on obtient,

pour tout ||y|lx < R :
ITyllx < M(Kllyllx + ks) < M(kR” + k3).
Pour montrer que T" envoie Br dans Bg, il suffit de vérifier I'assertion suivante

V(a, B) € (RT)?, IRy > 0 tel que Ry — aRy = .
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FIGURE 4.1 —

Le reste de la démonstration est inchangé. Etudions la fonction ¢ définie sur Rt par

©(R) = R— aR"Y avec a > 0 et 0 < v < 1. On a les propriétés suivantes :
YR =1—ayR"'=0sR= el — g

De plus,
¢'(R) > 04 R> R,

et
©(0) =0, lim ¢(R)= +oo.

R—+o00
La fonction ¢ a donc l'allure représentée dans la figure 4.1. D’aprés le théoréme des valeurs

intermédiaires, on en déduit que
VB >0, 3R; > 0: p(Ro) =5,

d’otl la relation (4.3).

4.4 Probléme 3 (Croissance quadratique)

Théoréme 4.3 Supposons que le second membre f vérifie ['une des hypothéses sutvantes :
Hk’l, k?, k3 > 0, V(iC,y,Z) S [a, b] x R? :
e ou bien |f(x,y,2)| < kily| + kao|z|* + k3
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o ou bien |f(x,y,2)| < kily|* + kao|2| + k3
o ou bien |f(z,y, 2)| < kilyl* + k|2 + k3
c¢’est-a-dire |f(x,y, 2)| < ki|y|™ + kao|z|" + ks, avec (n,m) € {1,2}2.

S’il existe ki et ko sont assez petits, le probléme (4.1) admet au moins une solution.

Démonstration :

Afin d’appliquer le théoréme du point fixe de Schauder, on suit le méme raisonnement
que pour les problémes précédents; il suffit alors de trouver une boule fermée B = B(0, R)
telle que ’application 1" envoie B dans elle-méme, ce qui revient a vérifier que I'inéquation

du second degré suivante admet au moins une solution positive
aR*+BR+v<R (4.2)

ot les constantes « et 3 sont a choisir convenablement (a > 0, § > 0). On vérifie que si
0<ac< %, 0 < B <1, alors il existe ks > k; > 0 tel que V R € [Ry, R»|, 'inéquation
(4.2) admet une solution positive (avec avec Ry, Ry sont des solutions d’équation associée

a I'inéquation (4.2)).

4.5 Probléme 4 (Croissance quadratique, suite)

Lemme 4.1 (Lemme de Nagumo-Bernstein)[9]
Soit I =]a,b], f € C(I xR% R) et h € C(R*, Rf) une fonction satisfaisant a la condition

de croissance de Nagumo-Bernstein :

s
— ds = . 4,
/ s = o (4.3)
et il eviste M >0, tel queVx €1, |y| < M, 2 € R, |f(x,y, 2)| < h(|2]).

Soit y une solution de l’équation différentielle y" = f(x,y,y') telle que |y(z)| < M, YV €
1. Alors il eviste N = N(M,h,I) >0 tel que |y (z)] < N, Va € I.

Remarque 4.2 L’hypothése (4.3) est une hypotheése de croissance de type Nagumo-Bernstein ;

elle est satisfaite si foo h(ss) ds = +00, ce qui est en particulier vraie pour toute fonction

lipschitzienne.
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Théoréme 4.4 Supposons que le second membre f vérifie les hypothéses suivantes :

dk1, ko, k3 > 0 telles que :
(H1) |f(z,y,2)| < ka|2* + ks, ¥ (2,9, 2) € [a,0] x R?
(H2) f admet une dérivée partielle par rapport ¢ y satisfaisant

%($7y72) 2 k3 > 07 V(:B,y,Z) € [a,b] X RQ,

(H3) f(x,0,0) >0, Vz € [a,b].

Alors, le probleme (4.1) admet au moins une solution y € C'([a, ]).

Démonstration :

On va monter cet résultat dans les étapes suivantes.
Etape 1.
D’aprés le théoréme des accroissement finis et ’hypothése (H2), il existe £ € (0,y) tel que

£(2,9,0) = £(2,0,0) + yg—j;(x,& 0):

f(2,00) . _ .
alors, pour tout y tel que |y| > aHgl?%(bT. = My, on a :
_ 20f 2
yf(2,y,0) = yf(z,0,0) +y ay(-’mél()) > yf(2,0,0) + ksy” > 0.

Etape 2.

Soit xg € [a, b] tel que |y(xo)| = max ly(x)], alors |y(zo)| < Moy, sinon y(xo) f(xo, y(z0),0) >
0 entrainant y(xo)y”(z¢) > 0, ce qui contredit le fait qu’en zy, la fonction y présente un

extrémum.

En déduire que |y(z)| < My, Y € [a,].

Etape 3.

Comme I’hypothése (H1) qui est une hypothése de croissance de type Nagumo-Bernstein

(voir lemme 4.1), la fonction h dans cet lemme est définie par h(s) = ks + k2 et comme

ly(x)| < My, Yz € [a,b], donc il existe My = M; (Mo, h) > 0 tel que |y/(z)| < My, YV €

a, b].
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Etape 4.

On considére espace X = C'([a, b]) muni de la norme

ol = mas (s, ool su [4/(0)])

a<z<b a<lz<b

ainsi que 'application T défini comme dans section 1, vérifie les conditions de théoréme
de Schauder.

En effet, considérons la boule fermée de X
B={yeX: |yllx <max(My, M)}

Alors, d’aprés la partie (I), application T" envoie X dans B. De plus, T" est continue car
f lest. Enfin T est compacte. Donc T" admet, par le théoréme du point fixe de Schauder,

au moins un point fixe y € C!([a, b]) solution du probléme (4.1).

Remarque 4.3 Le résultat du probléeme reste vrai si les conditions de Dirichlet sont

remplacées par les conditions aux bords suivantes :

ary(a) + azy'(a) =0
Biy(b) + Bay'(b) =0
ot les constantes o, f; (1 = 1,2) vérifient 'une des restrictions :

(i) a1, (g, /817 62 >0
(ii) a220,61206t52>0
(lil) 5220, quOetoz2>0

(iv) a1 =0, B1 >0 et 5 > 0.
Exemple 4.1 Etudions le problémes de Dirichlet posé sur [0,1] :

y//:y/2+2y+1
y(0) =y(1) =0

La fonction f(x,y,z) = 1+ 2y + 2% vérifié les hypothéses (H1) — (H3) :
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(H1) |f(w,y,2) <2yl + [2[ + 1 < 2] +2, V(2,y,2) €[0,1] x R,
IC7;, kl = 1, kg = 2, MO = %

(H2) f admet une dérivée partielle par rapport & v, g—i(a:, y,z) = 2 satisfaisant

g—i(%yaz) >2>0, V(z,y,2) €[0,1] x R%

IC?;, k3 = 2.

(H3) f(2,0,0)=1>0, Yz €0,1].

Alors,le probléme proposé posséde au moins une solution.

4.6 Probléme 5 (Méthodes diverses)

On considére le probléme de Dirichlet non linéaire :

y' = f(z,y,y), 0<z<1

y(0) = y(1) =0 4

ou f € C([0,1] x R?) est contintiment dérivable par rapport au couple (y, z).

Théoréme 4.5 Supposons que la fonction f de probleme (4.4) vérifie les hypothéses sui-

vantes :

(H1) f(z,0,0)>0,Vz€0,1] et My: = sup f(z,0,0) > 0.

0<a<1
(H2) 3k >0, g—;(x,y, 2) > ki, ¥V (x,y,2) € [0,1] x R%
(H3) JaeR a<2 Ik >0:|f(z,y,2)] < ka1l +]2]%), V(2,9,2) € [0,1] x R?.

Alors, le probléeme (4.4) admet au moins une solution.

Remarque 4.4 En raisonnant cet résultat par deux méthodes différentes (méthode de

sous et sur-solutions ; méthode de point fize).
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Démonstration :

Partie (I) Méthode de sous et sur-solutions.

Nous le prouvons en trois étapes.
Etape 1. Montrons que 3K >0, yf(z,y,0) >0, Vz € [0,1] et Vy € R, |y| > K.

En vertu du théoréme des accroissements finis, il existe § compris entre 0 et y tel que

0
F,0:0) = £,0.0) + 5 (2,0.0).
Par suite,
2 0f
yf(2,y,0) = yf(z,0,0)+y a—y(ac,@,())
> yf(,0,0) + y*ky > 0

Lo 1 — Mo,

pour tout y tel que |y| > K: = i 0%3?1 f(z,0,0) L

Etape 2. On déduire une sous et une sur-solution au probléme (4.4).
Les fonctions v = —K et w = +K vérifient, en vertu de la croissance de la fonction f
par rapport a 'argument v :
OZU//Z]F<I7—K70> Ozw”gf(x,—i—K,O)
v(0)=v(1) <0 w(0) = w(1) > 0.
Ce sont donc des sous et sur-solutions respectivement.
Etape 3. Montrons que le probléme (4.4) admet au moins une solution.

Le probléme (4.4) admet, d’aprés 1'étape 2, une sous et une sur-solution; de plus la
fonction f vérifie, par rapport au 3éme argument, une condition de croissance de type

Nagumo-Bernstein ; en effet,

o0 1 oo
/ i dsz—/ ids—>—|-<>osi04<2;
1 145 2/, s*

le cas a = 2 donne également 1 In(1 + s%)|3° — +oc. Par suite, le probléme (4.4) admet

au moins une solution y € C*([0,1]) avec |y| < K.
En plus, Etant donné I'hypothése (H3), l'estimation de la dérivée y' d’une solution y

s’obtient par le lemme 4.1, que :
HMl = Ml(K, k’g,&) > 0: ‘y/(flf)| < Ml, Ve (0,1)
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Partie (II) Méthode de point fixe.
On suppose que la fonction f vérifie les hypothéses (H2) et (H3). Dans I'espace de Banach

X = C1(]0,1]) muni de la norme du sup, considérons I'application 7' définie par

(Ty)(x) = / Gl 5)f (s y(s), o/ ())ds

ou G est la fonction de Green du probléme

y' =0,y(0) =y(1) =0,
c’est a dire (lemme 2.1, chapitre 2)

st—1), 0<s<t
G(z,y) =
t(s—1), t<s<l1.
Maintenant, Nous le prouvons en trois étapes.
Etape 1. Montrons que si 0 < ky < 1, alors il existe R > 0 tel que T" envoie la boule

fermée B(0, R) dans elle méme.

Grace a hypothése (H3) et a lemme 2.1, chapitre 2, on a les estimations

(@) < b [ G +1)ds < 20+ ol

!/ ! aG / [e] k2 a
(Ty) @) < ke [ I5—(@ Iy (s)]* + 1) ds < (1 +lyllx).
o Oz
Par suite,

k k .
ITyllx < 20+ yl3) < Z0+R) sillyllx < R

Par suite, T" envoie la boule fermée B(0, R) dans elle-méme si
ko 1+ R” 2

—(14+RY) <R < —
20+ R) SR —p— <

ce qui est possible si ]3—2 > 2 s0it 0 < ko < 1.

Etape 2. Montrons que T est complétement continue.

Si (Yn)nen est une suite bornée dans X, la suite (T'y,)nen 'est aussi dans X d’aprés
I'étape 1, I'équation dans (4.4) donne que (Ty,)” est bornée indépendamment de n
(|(Tyn)"| < k3(1+1y,|%)); ce qui donne la compacité de Popérateur T'; quant a la conti-
nuité de I'opérateur 7', elle se déduit aisément du théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue.
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Etape 3. On déduire I'existence de solution au probléme (4.4).

D’aprés le théoréme du point fixe de Schauder, T admet donc au moins un point fixe ;

d’otl une solution du probléme (4.4).
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Conclusion et perspective

Dans ce travail, nous avons traité des quelques problémes aux limites du second ordre
associés a des équations différentielles posées sur des intervalles bornés ot les conditions
aux bords a deux points. Au départ, nous avons introduit le concept de fonction de Green
aprés nous présentons quelques résultats généraux pour des modéles des probléme aux
limites non linéaire du second ordre. En établissant des conditions suffisantes pour ob-
tenir I'existence de solutions. En plus, nous exposons quelques thérémes de comparaison
comme introduction a utiliser les méthode des sous et sur-solutions pour étudier I’exis-
tence et 'unicité par fois des solutions de probléme proposée. Finalement, nous avons
étudié, également en plus de nos études précédentes dans ce travail, quelques résultats
complémentaires de chapitres précédents de plusieurs types selon des conditions sur les
fonctions imposées.

Dans les différents chapitres de cette recherche, pour étudier les problémes proposées, nous
avons transformés chaque probléme en une équation opérationnelle, dans ce cas on utilise
la fonction de Green associée au probléme imposé avec appliquer la théorie de point fixe
pour prouver les résultats fournis. D’autres fois nous avons utilisé une méthode de sous
et sur-solutions pour démontrer nos résultats.

Ce travail est venu clarifier certaines méthodes pour 'existence et I'unicité des solutions
a quelques problémes aux limites non linéaires. Son objectif est de fournir le bénéfice
souhaité aux chercheurs dans ce domaine d’étude ou d’utiliser ses résultats pour des ap-
plications dans différents domaines.

Nous espérons que cette recherche profitera aux chercheurs qui étudient dans la spécialité
des équations différentielles, et qu’ils auront du soutien dans d’autres recherches qui sont

un prolongement de cette recherche.
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