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Notations générales

Ensembles des entiers naturels.
Ensembles des nombres réels .
Constante réelle strictement positive
Le produit scalaire sur V' défini:(v.w), = (vl.w1>v(91) + (02.w2>v(92)
L’application trace définie sur HY
L’inverse a droite de 'application ~ @

Ouvert de TRY(N = 1.2.3),parfois domaine Lipchitzien

L’adhérence de (2¢

La frontiére de )¢
Les parties de frontiére I'?

Mesure de Lebesgue (N-1)dimensionnelle de I'Y

Mesure superficielle sur 'Y

Normale extérieure unitaire a I'?

Les composantes normales et tangentielles de champ
vectoriel v¢ défini sur 2@

L’espace des fonctions réelles continument différentiables sur €22

L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et
a support compact contenu dans €2¢

Le produit de dualité entre H %(T) et H %(T)

Le produit scalaire sur V' (£2¢) défini par

S <U9-Wg>u(m) = (e(v?), e(w?))pe

i
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Introduction générale

Introduction générale

Contact de frottement entre corps déformables peut étre souvent trouvé dans I'industrie
et la vie quotidienne tels que des roues de train avec les rails , une chaussure avec le sol,
plaques tectoniques , le systeme de freinage de la voiture , etc , Des progrés considérables
ont été réalisés avec la modélisation et ’analyse des problemes de contact statiques . La
mathématique , mécanique et ’état de I'art numérique peut étre trouvé dans les procédures
récentes Raous [21]. Seulement récemment , cependant, ont des problémes quasi-statiques
et dynamiques été considérés. La raison réside dans les difficultés considérables que le
processus de contact de friction présente dans la modélisation et I’analyse en raison des
phénomeénes de surface complexes impliqués.

Modeles généraux de contact de frottement thermo élastique , dérivée des principes
thermodynamiques , ont été obtenus dans [25] , Problémes de contact avec quasi-statiques
respect normale et de frottement ont été considérés dans [3], ou l'existence de solutions
faibles a été prouvé. L’existence d’une solution faible au, techniquement trés compliqué,
probléme avec I'état de contact de Signorini a été établi récemment dans [10]. Le probléme
de contact de frottement quasi-statique pour les matériaux viscoélastiques peut étre trouvée
dans [23]. et 'une des matiéres élastovisco plastiques dans [22]. Problémes dynamiques avec
respect normale ont été d’abord considérés dans [19]. L’existence de solutions faibles a des
problémes de contact thermodynamiques avec la génération de chaleur de friction ont été
prouvés dans [1] et lorsque 'usure est prise en compte dans [2]. Dans ce travail, nous
considérons le processus de contact de frottement qui est sollicité par les forces de volume
et de surface tractions, entre deux corps de élastiques. Loi de comportement du matériau
est supposé étre non linéaire élastique. Le contact est modélisée avec un respect normale et
le frottement avec la loi de Coulomb associé de frottement sec. La condition de contact de
la conformité normale a été proposé dans [19] et utilisés dans [1] et [15]. Cette condition
permet linterpénétration de la surface du corps dans la fondation. Dans [19] la conformité
normale était justifié en considérant 'interpénétration et la déformation des aspérités de
surface. Il a été supposé avoir la forme d’une loi de puissance. Nous nous référons a [18]

pour 'existence de problémes statiques avec Signorini et de conditions de Coulomb.



Introduction générale

Nous utilisons une expression générale de la conformité normale , est similaire & celui
dans [2]. En partie, I'introduction de la condition de contact de la conformité normale, dans
des problémes d’évolution, est motivée par le constat que de condition de Signorini, tandis
élégant et facile a expliquer, conduit a des vitesses de surface discontinues qui sont associés a
des tractions en finis sur la surface de contact. Ceci est clairement physiquement irréaliste;
elle conduit a de graves difficultés mathématiques et numériques qui ne représentent pas
nécessairement le processus physique. La condition de la conformité normale prédit grande,
mais, les forces de contact finis. En tout cas, nous ne disposons pas encore d’une condition
de contact tout a fait satisfaisante, et peut-étre il est irréaliste de s’attendre a un seul état
pour modéliser la grande variété de phénomeénes rencontrés en contact de friction.

Le papier est organisé comme suit. Section 2 contient les notations et certains matériaux
préliminaire. Dans la section 3 nous décrivons le modéle pour le processus, Dans la section
3 nous décrivons le modeéle pour le processus, mis sous une forme variationnelle, énumérer
les hypotheses sur les données du probléme et préciser nos principaux résultats . Dans la
section 4, en se basant sur la théorie des inégalités variationnelles elliptiques et ’application

de fixes points théorémes , nous montrons ’existence et I'unicité d’une solution.



Chapitre 1

Formulation du Probléme et

Hypothéses

Résumé

Dans ce chapitre, on considére un probléme statique de contact avec frottement entre
deux corps déformables ayant une loi de comportement non linéaire. En utilisant la for-
mule de Coulomb et 'intégrale de coulomb on établit deux formulations variationelles du
probléme, (notés P;, P,) la premiére formulation ne dépend que du champ de déplacement,
tandis que la deuxiéme dépond uniquement du tenseur de contraintes.

En utilisant le Dans ce chapitre, on considére un probléme statique de contact avec
frottement entre deux corps déformables ayant une loi de comportement non linéaire. En
utilisant la formule de Coulomb et 'intégrale de coulomb on établit deux formulations
variationelles du probléme , (notés Py, P,) la premiére formulation ne dépend que du champ
de déplacement, tandis que la deuxieme dépond uniquement du tenseur de contraintes.

En utilisant le théoréme de Stampachia, on démontre que chacun des problémes P; et
Ps, possédent une solution unique. Et on termine ce chapitre par étudier le lien entre les
solutions des problémes variationnelles P; et P. de Stampachia, on demontre que chacun des
probléemes P et P», possédent une solution unique. Et on termine ce chapitre par étudier

le lien entre les solutions des problémes variationnelles P; et P.



1.1. Formulation du Probléme

1.1 Formulation du Probléme

Dans cette section , nous allons introduire le cadre physique et le modéele mathématique du
probléme utilisé dans ce mémoire . Ensuite , nous présentons la formulation mathématique

pour le probléeme de contact avec frottement entre deux corps élastiques.

1.1.1 Position du probléme:

Nous considére deux corps élastique, qui occupent des domaines dé limites Q¢(p = 1, 2)dans
I'espace RN (N = 2,3). avec frontieres ' = 9€¢ est réguliére et composé de trois parties

complémentaires I'?, I'3 et T'5.

- Le corps Q¢ est fixé sur la partie I'{ de mesure positive . La partie I'j est soumis a
une densité de forces notés g?. Dans la configuration initial, les deux corps ont une

position de contact comme I'} = T2 = I's. Le corps ¢ est soumis & forces f ©.

- L unité normal vers l'extérieure de vecteur en I'? est dénoté n¢ = (17). En zone de contact

le vecteur normale nn = n' = —n? est soumis pour étre constant.

Nous dénote par u? = (u])1<; < y champ de déplacement du corps Q2.0° = (07)1 <i < N
le champ de contrainte du corps Q” et €2 = € (u?) le champ de déformation linéaires .

La loi constitutive élastique du matériel est soumis pour étre
0 = F?(e(u®)) dans Q° (1.1.1)

ou F? est donnée comme une fonction non linéaire.L’équation d’équilibre peut étre écrit

dive? 4+ f¢=0 dans Q°
u®=0 sur I'Y, 1=1,2 (1.1.2)
ofn? = g¢° sur ')

Ou u¢ = (ut,u?). et o'n! = o?n? sur I;.
Les conditions sur la partie de I's conformées par les conditions de contact avec frottement

de Coulomb



1.1. Formulation du Probléme

Les conditions Signorini’s :

[uﬂ] < —H Oy 0y <0, [UT] =0 (113)
o< —uo si |ur =0

‘ | /’1’ [ZT} . [ ] (1.1.4)
Or = I Oyl si [u.] #0

Ou o, et or est les composantes normale et tangentielle, respectivement de , du champ de
contrainte. et [u,| = u}] + u727 represente le saut de déplacement dans une direction normale:
soit contact (c-a-d [u,] = 0) ou réparation (c-a-d [u,] < 0) sont permis.

Autrement dit: ([u,] < 0) est la condition de non pénétration, [u,] = ul+u?2 représente le
saut de déplacement dans une direction tangentielle et u > 0 est le coefficient de frottement.

C’est une version statique de la loi de Coulomb de frottement séche (voir par exemple
Shillor et sofonea (1997), Rochdi(1998)).

La loi de frottement (1.1.4) ne peut pas excéder la résistance maximum de frottement
—poy,. Ainsi, si Iintégralité reste, les surfaces s’adhérent et se nomme 1’état de la canne,
et si I’égalité maintient. Il y est un glissement relatif, la fameuse état de glissement. Par
conséquent, la surface de contact I's est devisée en trois zone : la zone d’adhésion, la zone

deglissement et la zone de séparation dans laquelle [u,] < 0, c-a-d, il n’y a aucun contact.

1.1.2 Formulation mathématique du probléme

Dans ce paragraphe, on considere le probléme non linéaire suivant:

Probléme 1.1.1 (P) pour o = 1,2 trouve le champ de déplacement u® : Q2 — RN et le

champ de contraint o¢ : Q¢ — Sy tels que:

0?=F?(e(u?)) dans Q° (1.1.5)
dive?+ f¢=0 dans Q° (1.1.6)
u? =0 sur T'Y (1.1.7)

on? = ¢° sur '3 (1.1.8)



1.2. hypothéses

(a) o'y’ = o™y
(b) [uy] <0, 0y <0, oy [uir] =0
S (¢) [o7] < —poy, on I'3 (1.1.9)

(d) [o7] < —poy = [uy] =0

| () 07 = —poy, = IN >0, i 0, = =\ [u,]

Ou o, désigne la contrainte normale (ou pression de contact), [u,n] = u'.n* +u?.n? désigne
I'arréte pour le saut relativement au champ de déplacement a travers I's et 02 =

0°.n® — o,.n ¢ représente la composante tangentielle de contrainte.

L’équation (...) représente la loi de comportement élastique, ou F' ¢ est un opérateur
linéaire ou non linéaire, I’équation (1.1.6) représente I’équation d’équilibre ou f¢ désigne
la densité des forces volumiques agissant sur le corps déformable occupant le domaine 22,
les relation (1.1.7) et (1.1.8) sont des conditions aux limites classiques des déplacement-
tractions. Les conditions aux limites (1.1.9) représentent les conditions de contact avec
frottement de Signorini et de Coulomb sur I's (voir fig 1.1.1 )

/CaafaseCN s4QECUE «CIiNC/NOUSER00.wmf
Figure 1.1.1 : Contact avec frottement entre deux corps déformables

1.2 hypothéses

Pour étudier le probleme P1.1.1, ou aura besoin des hypothese de régularité suivantes:

Fe . Q2 x Sy — S  satisfait : e ¢ et ainsi nous pouvons considérer F? comme un

operateur définie en H” avec le rang en H”, plus de ca F? : H? — H? est un operateur

continue lipschitz monotone et ainsi F est inversible et il s'inverse (F¢)™" : H? — H est
un operateur continue monotone lipschitz:

Nous supposons que ces les forces et les tractions ont la régularité

fee He, g¢ e L(ad)N (1.2.1)



1.2. hypothéses

(a) Il existe m > 0 telleque
(FO(x,61) — F2(x,85)). (€1 — €2) = m ey — &3
Vei,69 € Sy,a.e. x € €0
) (b) Il existe L > 0 telle que. (1.29)
|F2 (1) = F¢(z,82)| < Ller — &2
Vei,60 € Sy,a.e. x € °,

(c) pour chaque € € S,z — F?(x,¢) est Lebesgue mesurable on 2.

(d) x — F?(x,0) € HP.

\

Remarque 1.2.1 en employant (1.2.2) nous obtenons pour tout e° € HP les fonctions
x — F9(x,e%(x)) dépends de €2 et ainsi nous pouvons considérer F'® comme un opérateur
définie sur H? avec le rang en H® ,plus de ¢ca F °H?: — HCest un opérateur Lipschitzien
et fortement ainsi Fest inversible et il s’inverse (F¢)~!: H? — H? est aussi un opérateur
continue monotone et de Lipschitz :

Nous supposons que les forces et les traction ont la régularité

feeH®  geell (Y

Le coefficient de frottement p satisfait
pe L¥|m3|. p=>=0 surms (1.2.3)

Pour I’étude du probléme P(1.1.1). on considére le sous-espace fermé V' de H; définie
par:

V=V (Q)xV(Q?) (1.2.4)

V(Q°) = {v? € H] |v°® = sur 77|} (1.2.5)

et laissons dénoter le sous-espace fermé de H; donné par:
PA[I e {O’ — (0-1’0-2) c Hl ‘0.1771 — 0,2?72 sur 0_3} (1,2.6)

tel que mes I'f > 0.



1.2. hypothéses

L’inégalité de Korn est :
le W)l > e vl e Vo2 € V(Q2) 0= 1,2 (1.2.7)

Ici ¢ dénote une constante positive qui dépend seulement de Q¢ 7, 0 = 1,2. Nous mu-

nissons V' par le produit scalaire:

(v,w), = (e (V') e (w1)>H1 + (e (V') ,€ (w1)>H2 (1.2.8)

et |||, est la norme associée. Il suit inégalité de Korn (1.2.8) ce les normes ||.||,, et
|.Il,, sont équivalentes sur V' . Puis (V,||.||;/) est un espace Hilbert réel. Plus de ¢a par la
théoréeme de trace de soboleve et (1.2.8) nous avons une constante positive ¢y dépend de

Q0 78, 0=1,2 et 73 telle que.
[l ey < collelly Vo eV (1.2.9)
pour (u,v) € V , nous définissons la forme bilinéaire de a par:
a(u,v) = Zzzl g Fee (u?) e (v?) dQ° (1.2.10)
P
et la forme linéaire de forces volumiques et la traction de surface par
(P20 oy = fe0dQe +/ govlmedTy, Yl eV (Q°) (1.2.11)
Qe rP

ot p = (¢!, p?) e V.

et soit j : HY x V — R la fonctionnelle

j(o,v) = —/ poy, vz | drs (1.2.12)

73

ou |.| dénote la norme euclidienne.Soit o € H7, la fonctionnelle j (o,.) continue, convexe
et non différentiable, c’est ainsi, j (o, .) est convexe et semi-continue inférieurement sur V.
Finalement, nous dénotons dans la suite par U,; ’ensemble de déplacement admissible
défini par:
Uwg = {v = (v',0%) € V|[u,] <O sur T3} (1.2.13)

A

L’ensemble U,y est non vide (0 € U,q), fermé et convexe et pour tous g € H, soit
> uq (9) dénote 'ensemble de champ de contrainte admissible donné par

> (9)={ret

ad

ST e () +i(90) 2 (g,0) VEUm)  (12.14)

ainsi pour chaque g € H; avec gy Irs < 0,lensemble Y, (g), fermé et convexe.



1.3. Formulation variationelles

1.3 Formulation variationelles

Dans cette section , ou s’intéresse a la formulation variationnelle du probléme considéré
qui consiste dans une premiére formulation notée P, a trouver les champs des déplacements
u = (u',u?) tendis que dans la second formulation notée P», on cherche les champs des

contraintes o = (0!, 0%). Ces résultats sont basé sur le lemme suivant:

Lemme 1.3.1 si (u,0) sont deux fonctions suffisamment réquliéres satisfont :

UWE U 0 €Y ai(0) (1.3.1)

22: <Ugv € (UQ» —¢€ (ug>>H9 + ] (0'7 U) - ] (07 u) > <907 v = u>V7 Vv € Uad (1'3'2)

S (10— 0% e (V) e =0, VT € caa(0) (1.3.3)

o=1
Démonstration. Preuve. larégularité u € U,q suite de (1.1.7) et (1.1.9) par application
de la formule de Green sur (1.1.6) et de (1.1.7),( 1.1.8), (1.2.11),(1.2.12) nous avons (1.3.2)
choisissons également v =2u € Uyg et v =0 € U,y de (1.3.2) nous trouvons:

2

> (0% e(d),, +j(o,u) = (pu)y (1.3.4)

o=1

En utilisant (1.3.2) nous déduisons:

22 L (of, e(vg))HQ +j(o,v) = (p,v), Yv € Uy (1.3.5)

o=

La régularité o € ) _, (o) est maintenant une conséquence de (1.2.14) et (1.3.5) plus de ¢a,

de (1.2.14) et (1.3.4) nous obtenons

S (70— 0% e () 2 (pu)y — (pyu)y =0, VT ED (1.3.6)

Par conséquent (1.3.3). m =
Le lemme (1.3.1) et la remarque (1.1.5) nous permettent, comme dans le premier chapitre,

de donner deux formulations variationnelles pour le probléme P (1.1.1):



1.3. Formulation variationelles

Probléme 1.3.1 (P;) pour o = 1.2 trouver le champ des déplacements u® : Q — RN tel
que :
u € Uyg, F'e(u')).n' = F% (u?)).n? sur T
o Pl = Pt sl
a(u,U—U)+](F(€(U),U> —j(FE(U),U) > <¢7U_U>V
ol

F(e(u) = F* (e (u') ou F(e(w) =F(e(u?))

Probléme 1.3.2 (Py) pour o = 1,2, trouver le champs des contraintes 0@ : Q¢ — Sy,

comime:

2

TED  al Z (12— 0% (FO) " (09)),,, 20, VT €Y wlo) (1.3.7)

Les détails de ces correspondances peut étre trouvés dans [13].

Théoréme 1.3.1 soit 6 € Hy et supposons G : U,g — R est la forme G (v) = J (v)+7j (6, v)
ot J(.) et j(0,.) sont convexes et inférieure semi-continue inférieurement, J(.) est G -

differentiable sur U,qy. Ensuite, si ug est un minimiseur de G sur Uy
(DJ (ug) ,v —ug) +7(0,v) —j(0,up) =0, Yv& Uiy (1.3.8)
Inversement, si (1.3.8) est vraie pour ug € Uy, alors uy est un minimiser de G.

- Dans (1.3.8), DJ (up) est le gradient de J. Etant donné que J est une fonction quadratique.

(1.3.8) est exactement

ug € Ugg,a(ug,v —ug) + 7 (0,0) — 5 (0,u9) = 0(p,v—1ug),, N v €Uy (1.3.9)

- Avec les hypotheses de mes (I'7) > 0, la fonction J (.) +j (6, .) est strictement convexe est

coercive, alors il existe une solution unique de (1.3.8).

- Avec les préparations ci-dessus, le probléme de contact unilatéral avec frottement de

Coulomb peut étre formulé comme le probléme de minimisation sous contrainte.

Théoréme 1.3.2 supposons 'hypothése (1.2.2), (1.2.1). Soitu = (u',u?) € V une solution
du probléeme variationnelle Py et o = (o', 0?) est défini par 0¢ = F? (e (u?)), 0 = 1,2. Alors
(u,0) est une solution du probléme P (1.1.1)

10



1.3. Formulation variationelles

Preuve. pour tous ¢¢ € D¢ = (D (99))" étre arbitraire, v = u+ ¢ € Uyq, ou ¢ =
(¢', 0?), et 72 =0, avec (1.3.6) et 02 = 2 (e (u?)) ce qui suit est vérifiée:

0< / o€ (v? —u?)dQ? — | fe(v?—uf)dQ? —/ g°.€ (V¢ —u?)dl'§
Qe 0e 4

T2

- / 2.6 (V2 — u®) dT? — / (divo® + f2). (v® — u?) dQe
re

Q3

=+ /Q (div o + £2) .¢°dQe.

3
Ce qui implique (1.1.6).En appliquant la formule de Green et en utilisant (1.3.6),(1.1.6),

nous avons:

2

2
Z <0-Q77Q7 (,UQ - ug) nQ>H1’,'Q><HFQ +] (O-v U) _j (Ua U’) 2 Z <gga (UQ - U’Q) "79>H1’:§><Hrg ) \V/’U € Uad
o=1 o=1

prenant v = u + (W', w?) € Uyg, avec w? € D (02, ul'd)Y et w32 = 0 dans (?7?), il qui suit
090 090\ — (g% Won°) ..,
<O 77 70“] 77 >H1/-*§><HFS <g ,CU n >HF§><HF§

2

ce qui implique (1.1.8).Soit (w', w?) € Hy avec wg = 0, w® ‘Ffupg =0 et w; |r, = —w|p, -

Puis v = u + (w!,w?) € Uyq et (??7) donne:

2
> / 02.wedl's = 0
o=1"13

il en résulte

11 _ 2 1
/UT.wTng—/ or.wydl's
Iz rs

Cela implique o} |r, = 6% |r, et de (1.3.6) nous avons (1.1.9.a)
Prenant v = u & (w',w?) € Uyg, avec w? € D (2 UT3)N ,we = 0 sur T's et w32 =0 en
(7?), il résulte que

>0

2,2
oyw
< N/ Hyl xHry Z

En outre o2 < 0 sur I's.Maintenant, par u € U,g, nous avons [u,] < 0 sur I's .

Prenant maintenant v € U,y comme v, = u, et v, = 0 dans (??), on obtient:

/ o [un] ng < 0
I's

11



1.3. Formulation variationelles

et o a partir de et 0, < 0 sur I's. On en déduit o, [u,] = 0 sur I'; .Par conséquent,(1.1.9.b)
détient supposons que v € Uyq, avec v, = u, sur I's. et I'utilisation (1.1.8) (1.1.9.a.b)a (?7?)

nous obtenir:

J

et en choisissant v, = 2u, (resp v, = 0) dans (1.3.10) nous en déduisons

(o [vs] = HOy |[vr]]) dT's — / (o7 [ur] = KOy |[ur]])dl'3 =0 (1.3.10)

3 T3

/ (or [ur] — poy, |[ur]]) dls =0 (1.3.11)
copinant (1.3.10) et (1.3.11), nous avons
/ (0 [ur] — poy |[u-]]) dl's =2 0, Vv € Uy (1.3.12)
Ts
et laisser N = {sc € I's/ |o,;| > —po,}. De v € Uyq avec [v,] |r;—n = 0 et [v;] |y = —0, dans
(1.3.12). On en déduit:
/ (= |o-|* = poy |o.|) dls = 0 (1.3.13)
N

Depuis |o.| > —po, et 0, < 0 sur N, puis — |o;| — po, <0 et |o-| # 0 sur N. qui implique
— o> = poy |4 > 0 sur N (1.3.14)

Utilisation (1.3.13) et (1.3.14), nous obtenons mes (N) = 0,on en déduit |o,| < —po, p.p
sur I'3 et donc (1.1.9.c) détient

Utiliser maintenant (1.1.9.c) et (1.3.11) nous déduisons
or [ur] — poy |[us]] =0 p.psurTy (1.3.15)
En outre, a partir de (1.1.9.c) on obtient
0= or [ur] —ul[url oy = |o-] - |[ur]| — pllur]l oy = = [[us]| (|o-] + poy) = 0

En couséquence

—|[u-]l (|o7| + poy) =0 (1.3.16)

Pour |o,| < —poy, : & partir de (1.3.16) on déduit [u,] = 0, donc (1.1.9.d).
Pour |o,| = —po, : a partir de (1.3.15) on déduit

orfur) = ulfur)| 7 = — o ][]

Si on déduit qu'il existe une constante A > 0 comme [u,| = Ao,. donc (1.1.9.¢). m
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1.3. Formulation variationelles

Théoréme 1.3.3 supposons 'hypotheése (1.2.2), (1.2.1) soit o = (o', 0?) une solution de
le probléeme Py, et u = (u',u®) € V est donnée par 0¢ = F? (e (u?)), o = 1,2, alors u est

une solution du probléeme variationnel P;.

Démonstration. Tous d’abore nous prouvons u € U,y Supposant que u ¢ U,q, et

laisser u, la projection de u sur U, ,nous avons l'existence d’'une a € R comme:
(Ue —u,0)y, > > (U —u,u)y , Y0 € Uyg

Nous introduisons la fonctionnelle 7, définie par : 7, = (e (ul —ul).e (u? —u?)) € H, et

nous utiliser des produits intérieurs définis par (1.2.9) on déduit:

2 2
Z <T,£e(vg)>Hg > > Z (Tle (u9)>Hg , VU € Uy (1.3.17)
o=1 o=1

Prenant u = 0eU,4 dans (1.3.17). nous obtenons a < 0, il est facile de vérifier que

(e e (V))yn + (726 V7)), 2 0: Vv € U (1.3.18)
Vraiment, nous supposons I'existence de v, = (v}, v?) €U, ot
(1l € (Ui)>H1 + (r2e (V2) e <0 (1.3.19)

Comme [Sv.eU,y VB > 0, si nous remplagons v = Sv, dans (1.3.17) nous obtenons

5 <<7'*1’€ (Ui)>Hg + <7'f7e (vf) >H9> >a, V3 >0

Et faire 5 — 400 avec (1.3.19) nous avons a < —oo,ce qui constitue une contradiction par
le fait que est réel. Donc, on déduit (1.3.18). En utilisant (1.2.11), (1.2.14).
Maintenant, nous en déduisons

Z (0%.€ (V)1 + 7 (0,0) = (p,0), VU € Upg

o=1
et en utilisant (1.3.18), nous obtenons

2
Z (12 + 0% €e(0?))ye +ilo,v) > (pv) Vv € Ua

o=1

13



1.3. Formulation variationelles

disant

T+ 0 €Y aalo) (1.3.20)
choisir r =7, +0 € ), (0) dans (1.3.7) et 02 = F? (e (u?)). On obtient
> (7€ (1)) 2 0 (1.3.21)

Utiliser maintenant (1.3.20) et o < 0, nous trouvons

S (T2 e (V%)) <O (1.3.22)

Les relation (1.3.21) et (1.3.22) constituent une contradiction, donc on déduit que u € U,,.
Il reste a prouver I'inégalité donnée en (1.3.6).
En utilisant le théoréme de représentation de Riesz’s nous définissons I'opérateur non-

linéaire R : V — V par

<RU’W>V = 22:1 <Fg> € (UQ) ) € (WQ»HQ

donc les hypothéses (1.2.2) sur F? implique que R est strictement monotone, coercive et
exploitant lipschitzien, sur la plus part, la fonctionnelle j (o,.) est correct, convexe et in-
férieure continue sur V. Alors résultats de la théorie des inégalités variationnelles elliptiques

[4] du deuxiéme type, nous avons l'existence de 7 = (7!,72) € H comme

S22 (7% e(v?) — € (uf))yp + 7 (0,0) — j (0,0) = (pyv —u),, Vv €V (1.3.23)

Q:
Prenant u = 2u et v = 0 dans (1.3.23), puis
S (e (u0) o+ (0,0) = (p,u), (1.3.24)

Soustraire (1.3.24) a partir de (1.3.23), cela signifie que 7 € €,4 (0) par conséquent a partir

de (1.3.7), (1.3.24) et 02 = (F% (u?)). Nous dérivons

(o, u), = 22:1 (0 € (u?)) o + 7 (0,u)

I'intégralité inverse découle de (1.2.14) depuis 0 € U,y et u € U,y Par conséquent, nous

concluons que

(p,u), = Zzzl (0%, €(u®)) go + J (0,u) (1.3.25)

14



1.3. Formulation variationelles

En utilisant & nouveau (1.2.14) nous avons

S22 (0% e (u8) — € (u2)) o + j (0,0) — j (0,u) = (p,v —u), ,Yv € Upg (1.3.26)

o=1

et 0¢ = (F2 (u?)), o = (¢!,02) € H, , il résulte que 11 est solution du probleme P;. m

Téoréme 1.3.2 et théoréme 1.3.3, permettent de déduire la suivante.

Corollaire 1.3.1 supposes l'hypotheses (1.2.2), (1.2.1). Soit o = (c*,0?%) une solution de
le probléme Py variationnelle, et u = (u',u?) € V est donnée par 0® = (F% (u?)), o = 1,2.
Puis (u,0) est une solution du probléme P.

Aussi théoréme 1.53.2 et le lemme 1.3.1 permettra de déduire la suivante.

Corollaire 1.3.2 supposes ['hypotheses (1.2.2) , (1.2.1). Soit u = (u',u?) € V est une
solution du probléme Py. et le réglage 0© = (F% (u?)), 0 = 1,2 nous avons o = (o', 0?) une

solution du probléme Ps.
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Chapitre 2

Exictence et unicité

Résumé

Nous intéressons dans ce chapitre par un résultat d’existence et d’unicité de la solution(u, o)du
probléme contact p . D’abord, on montre I'existence et I'unicité de la solution u du probléme
P, .Ensuite nous prouvons I’éxistence et 'unicité de la solution ¢ du problémeP, .

On sait que si u est la solution du probléeme P, et o est la solution du probléme P, |

donc la solution du P est (u;0).

2.1 Existence de la solution du probléme p

Dans cette section , nous obtenons un résultat d’existence de la solution (u;¢) du probléme
(p1,p2) C'est a dire l'existence d’une solution faible du probléme mécanique P . Notre

résultat est le suivant

Théoréme 2.1.1 sous les hypothéses (1.2.2), (1.2.1). Alors il existe Cy > 0 ne dépend que
de 2, I'? et F?, 0 = 1,2 telle que |[p]| poo(ry) < Co alors il existe une solution unique (u, o)
du probleme P. De plus

pwevV, oeH

Proposition 2.1.1 soit § € H;et soit (u), u2) la solution de (1.3.9). Alors,

~

(F' (e (ub)) . (F? (e («2))) € T (2.1.1)
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2.1. Existence de la solution du probléme p

Preuve. Soit w = (wy,w;) ot w? € D (QUT3)" et [wy] = 0 sur I's. Ensuite v =

u+w € Uy dans () donne:
gt (F2 (€ () € (w)) gy = {0 0)
et I'utilisation (1.2.11), avec w?n? = —w* ¢n3~¢ sur I's, nous avons
/ {Fl (6 (ué)) n' — F? (6 (ug)) 772} whntdls =0
I's

Par conséquent, nous conclusions que F' (e (uj))n' = F? (e (u)) n? sur ' puis (2.1.1). m

Voyons maintenant 1'opérateur A : Hy, — M, définie par
A0) = (F" (e (up))) - (F? (e (u5))) (2.1.2)
Nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.1.2 I existe Cy > 0, telle que ||MHL°°(F3) < Cy, Dopérateur A a un point
fize unique 0* € H;.

Preuve. Soit 0; € 7:(1, pour i = 1,2 et soit u; les solutions de (1.3.9) ;nous avons.

<§07 Uy — U1>

a(uy,ug —uy) + j (01, uz) — j (01,u1) =
a (ug, uy — ug) + j (02, u2) — j (02, u2) = (0, u1 — us)

Ainsi, en utilisant (1.3.9) on en déduit que

ot Joo (F (e (uf)) = F@ (e (u5))) (€ (uf) — € (u5)) dQ® <

(2.1.3)
3 (01, u2) = j (01, u1) + j (02, u2) — j (02, uz)
De l'inégalité Korn et (1.2.2) les rendements
Dot (F2 (€ (uf) = F (e (u5)) € (uf) — € (u5)) = O [lur — ually, (2.1.4)

Utilisations (1.2.12) nous obtention .

3 (01, u2) — j (01, u1) + j (02, u1) — j (02, u2) = —/ 11 (01, O29) ([[urr]| = [[uar]]) dT3

s

Sorte que

J (01, u2) = j (01, u1) + j (02, u2) — j (62, u2) < Cy HMHLoo(rg,) 161 — ‘92||H1 NJua = U2HV
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2.1. Existence de la solution du probléme p

et en utilisant (2.1.3) et (2.1.4) et en utilisant le théoréme de trace, nous avons
lur = ually < Cs [all poo (g 101 = 2l (2.1.5)
de (1.2.2) et (2.1.3) on trouve:
|46, — b2, < Cadgy lle (uf) — e (us)ll, (2.1.6)
En outre, a partir de (2.1.5) et (2.1.6), on obtient:
|46y — Aba|[3,, < Cs [1al] ooy 1161 — B2y,

nous concluons que l'opérateur A est une contraction si ||uf| g, )= < C% Par le théoréme
du point fixe de Banach, on obtient qui cet opérateur a une solution unique point de fixe

S 7:[1. |
Probléme 2.1.1 Pour chaque 0 € 7:(1, il existe un unique og € 7:(1, tel que
o9 € Laa (0), 2221 <(F9)_1 (og) .T¢ — 05>Hg >0. VreXuy (2.1.7)
Preuve. Soit o € H, il est facile de vérifiée que Iapplication

T— 3o ((FO)7 (09).7%),,

est une forme linéaire continue sur H;(pour o fixe). En outre, en utilisant le théoréeme

représentation de Riesz nous pouvons définir I'opérateur E : Hy — H; par la relation
2 -1 »
(Eo, 7'>7:l1 = Zg:l <(F9) (0?) .7’9>Hg Vo, € H; (2.1.8)

Gardant a lesprit (1.2.2) et l'intégralité de korn, on en déduuit que 'opérateur E est
frottement monotone de Libschitz et continus sur F . En outre .4 (0) est un sous-ensemble
fermé, convexe et de mon emphy H.
Selon le théoréeme de lions, Stampschia, nous obtenons I’existence d’un élément oy € H,
tel que
09 € Xaq (0), (Eog, 7 —09)y, 20: V7€ Xeq(0)

Puis

05 € Xaq (0), 2, <(F")_1 (0g) .T¢ — 05>H9 >0, VreX,ud)

o
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2.1. Existence de la solution du probléme p

]
Preuve. Existence: soit u* = (u*!,u*?) € V' les solution de (??) avec § = 0*

En prenant v =0 et v = 2u* € V dans (??), nous obtenons
a(u*,u*)+j (6%, u*) = (p,u”) (2.1.9)
et de (1.3.9) , (2.1.9) on a
a(u*,v*) + 5 (0%,0) = (p,v*), Y € Uy (2.1.10)
De (1.2.14) , (2.1.10) et 0* = A(6*), il en résulte que
0" € Soq (67) (2.1.11)

Prenons maintenant v = u + ¢ € V avec ¢ = (¢',¢?) et ¢¢ € (D (Q2))". ¢3¢ = 0 dans
(7?), il résulte que

(F (€ (ug)) , € (¢%))ye = (#% 0°) (2.1.12)

En outre, a partir de (1.2.11), (2.1.12) et en appliquant la formule vert, nous avons
—Div (F?(e(ug))) = f¢ dans Q° (2.1.13)
Utilisation (2.1.9) et (1.2.11) in déduit que

Mot [ D (R (e ) a0 + 325, | P2 (e )ty 4 (07, )

r

2 * 2 *
— 29:1/ feowdQt+ 37 | g%u °nedrs
Qe rs
Utiliser maintenant (2.1.13) et u*@ |r§' = 0, nous avons

0*n. [u*n] dl's + j (6%, u*) = 22:1 g%u™n?dly — ZZ=1 F¢ (e(u*)) .n?undre
re re
’ ’ (2.1.14)
Prenant v =u+ ¢ € V avec ¢ = (¢',¢?) €V, ¢* 2 =0et ¢n? =0 sur F{UTS a (1.3.9) il

s

en résulte que

/ F (e () e (62)d0e = [ fo ¢2d0e + / §° goyedre (2.1.15)
Qe Qe e

2
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2.2. Unicité de la solution du probléme P:

en appliquant la formule Green a (2.1.15) et en utilisant (2.1.13), nous obtenons
F?(e(u*®)n®=g¢? surl} (2.1.16)
La conclusion de (2.1.14) et (2.1.16) il en résulte que

0*n. [u'n| dl's = —7 (0", u") (2.1.17)

s

et pour tout 7 € X4 (6%)
> omt : 7¢ (e (u™)) dQ? > (p, u*) — j (0", u") (2.1.18)
Utilisant de (2.1.13) et (2.1.16) avec F* (e (u*')) n' = F? (e (u*?)) n? sur T's on déduit que

Zzzl g F? (e (u*?)) .€ (u*®) dQ? = (p,u*) +/ 0*n [u*n] dl's (2.1.19)

Q I's
En outre, a partir de (2.1.18), (2.1.19) et (2.1.17), on en déduit I'inégalité (1.3.7) avec prouve
que 6 est une solution de probléme P,. Il résulte que (u*, 6*) est une solution du probléme

P m

2.2 Unicité de la solution du probléme P:

Dans cette section ,on montre I'unicité de la solution du probleme P

Pour prouver 'uncité de la solution (u*, §*) de probléme P obtenue ci-dessus et soit (u, o)
étre une autre solution telle que u € V et o € H.

Pour tous § € H;, Par conséquent, en choisissant 6y = A6 et en utilisant (1.3.9) et

(2.1.2) nous obtenons

S oy (Go-€ (V) — € (Uf))ypo + 5 (0,0) — j (B,u8) = (0,0 —ug)y, Vo EV (2.2.1)

Prenant v = 2uy et v = 0 dans (2.2.1) nous obtenons

Dot (006 (uf) = € (uf))go +  (8,u9) — j (6, 1) = (0,0 — ug)y, (2.2.2)
Utiliser maintenant (2.2.1) et (2.2.2), nous avons

Gy € Eaq (0) (2.2.3)
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2.2. Unicité de la solution du probléme P:

et de (2.1.2) , (2.2.2) et (1.2.14), il résulte que
S ()58, 70— 58),, 20 VT € Seq(0) (2.2.4)

En outre, a partir de (2.2.3) et (2.2.4) il résulte que &, est une solution de probléme
(?77?).

et par 'unicité de la solition, on déduite 69 = 0y.Puis, nous avons
A0 = B6, Y0 eH, (2.2.5)

Utiliser maintenant le lemme (1.3.1) avec

p = (P () P (e (7))

et
o= (F" (e (u')) = (e (v))) -
tel que
* * 2 *9 *@ *
0" € Sua(07), T (7 =0 (9 Ve 2 097 € 2al0) o5
Jezad(e*)az <7—9_0'g Fg >H9> ,\V/Tezad(O')
et de (2.1.7) et (??) et proposition (2.1.2), il en résulte que
0" =0
D’ou
Fe(e(u™)=F°(e(u?) o=1,2. (2.2.7)

Par conséquent, en (1.2.2) et (2.2.7), nous avons

La preuve du théoréme (2.1.1) est terminée.
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Chapitre 3

Annexe

A fin de rendre aisée la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de rappeler des notions
principales de la théorie de la mécanique des milieux continus, des résultats classiques en
analyse fonctionnelle restreints au seul cadre hilbertien ainsi que les propriétés de base de
quelques espaces fonctionnels. C’est I'objet de cette annexe qui est divisée en trois parties.
La premiére est consacrée aux rappels de quelques notions de base tels que le tenseur des
contraintes et le tenseur des déformation linéairsé. On y trouvée aussi des conditions aux
limites de contact avec ou sans frottement d 'un corps déformable avec une base rigide. La
seconde section est consacrée a des rappels sur les espaces de Hilbert et a quelques éléments
d’analyse non linéaire et particuliérement des résultats d’existence et d’unicité concernant
les inéquations variationnelles elliptiques. On cite aussi dans cette partie quelques lemmes
du type Gronwall qui sont utilises tout le long de ce travail. La derniére section concerne
les espaces fonctionnels. On y introduit des espaces de type Sobolev associes a 'operateur

déformation et & l'operateur divergence et on présents leurs principales propriétés.
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

3.1 Rappels de mécanique des milieux continus

Il s’agit dans cette de présenter quelques rappels de milieux continus. Pour plus de détails

sur ce sujet nous citons par exemple les ouvrages.

3.1.1 Contraintes et Déformations

On considére un corps déformable occupant un domaine © de RY(N = 1,2,3), de frontiére
082 = I" supposes assez réguliere, Nous étudions, dans un intervalle de temps[0, T'], I’évolution
du corps matériel duel a I'application de forces de volumes de surfaces. Cette évolution est
décrite par 1’équation

pii=Dive+ f dans Qx(0,7) (3.1.1)

ol les inconnues du probléme sont :

- le champ des déplacements u : Q x [0,T] — RY,

- le champ des contraintes o : Q x [0,7] — Sy,

Dans 3.1.1 Sy = Rg *N est I’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur RY 7}
(respectivement ") représente la dérivée seconde du champ des déplacements par rapport
au temps (respectivement premiére) et Div o est la divergence du champ des contraintes. Les
fonctions densité de masse p : Q — R, et la densité des forces volumiques f : Q x [0,7] —
RY sont des données du probléme.

Les processus d’évolution modeéles par I ’équation (3.1.1) s’appellent processus dynamiques.
Dans certaines situations, I’équation (3.1.1) peut encore se simplifier. Par exemple dans le
cas ou u = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques), ou bien dans le cas
ol le champ des vitesses 4 varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le
terme pii peut étre négligé (processus quasi statiques), Dans ces deux cas I'équation (3.1.1)

devient :

Dive+ f =0 dans Qx (0,7) (3.1.2)

Dans la suite, on va considérer des solides élasto-viscoplastiques dans le cadre des petites

transformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations linearisé € : £ X
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

[0, 7] — SN défini par:
1
g = (é?ij) y Eij = 5 (@uz + &uj) dans € x (O,T) (313)

Ou 0y représente 'operateur de dérivation partielle par rapport a la variable xz,. On
précise en outre qu’on adopte la convention de I'indice muet. Souvent, pour marquer &
la dépendance du champ des déformations ¢ par rapport au champ des déplacements u,
on va le noter € (u). Remarquons aussi que dans I’étude des processus statiques le temps
n’intervient pas et par conséquent les égalités (3.1.2) et (3.1.3) son: satisfaites en Q au lieu
de Q x (0,7).

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouvements
des milieux continus. En effet, il reste a décrire ce qui est propre au matériau lui méme.

C’est I'objet des lois de comportement que nous décrivons dans la section suivante.

3.1.2 Conditions aux limites

Supposons maintenant que la frontiére du domaine est constituée de trois parties disjointes
deux: I' =T Uy, U, I, NI =0 pour 7 # j. Soit v le vecteur unitaire extérieur a I'.
Pour simplifier, nous nous placons dans le cas statique et par conséquent le temps n’inter
viendra pas par la suite.

On considére les conditions aux limites suivantes :

u=¢surI'y (3.1.4)

ov =g sur I'y (3.1.5)

La condition (3.1.4) est appelée condition aux limites de deplacement. Sa signification
consiste en ce que le champ des déplacernents est imposé sur la partie I'; de la frontiere I,
la fonction £ étant une donnée du probléme (par exemple, si & = 0 Ie solide est encastre par
la partie I'; de sa frontiere dans une structure fixe).

La condition (3.1.5) est appelee condition aux limites de traction. Elle signifie que le
vecteur des contraintes de Cauchy ov est imposé Sur la partie I'y de la frontiere, g représen-

tant Ia densité des forces appliquées de surface et constituant une donnée du probléme.
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

Si 'y = ¢ le probleme aux limites est un probléeme de traction pure et si I'y = 0 le
probléme aux limites est un probléme de déplacement pur. Si les parties I'; et I’ sont toutes
les deux de mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle strictement positive, le probleme
consideére est un probléme mixte de déplacement-traction.

On suppose maintenant que le corps est en contact avec une base rigide S par la partie
I'5 de la frontiére.

On note par v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout
champ vectoriel v = v, 4+ v, oil v, = v.r. De méme, soit o, et o, la composante normale
et respectivement tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy o, il vient : o0, =

(ov),,0, = (ov)_sur I's. Nous considérons les conditions aux limite suivantes:
a) Conditions de contact avec frottement

Nous présentons dans ce qui suit quelques exemples de lois de frottement. Nous nous
bornons au cas statiques utilise notamment en modélisation des processus de chargement

monotone.
Exemple 3.1.1 (Loi de TRESCA.)

On suppose que le contact entre le corps et la fondation est bilatéral (Ie contact est

maintenu pendant le mouvement). Cette propriété se traduit mathématiquement par:

U, =0 sur I's.

La loi de Tresca présente un seuil de glissement fixe p : lorsque le solide et la fondation
sont en contact, la fondation exerce sur Ie solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un
certain seuil :

lo,| <p surTs.

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le milieu continu ne peut pas

se déplacer par rapport a l'obstacle et il y a blocage, ce qui se traduit par:

lo-| <p=u,=0 surls.
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3.2. Rappels d’analyse

Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement. Par rapport
a la fondation et il y & alors glissement. La contrainte tangentielle tend a s’opposer au

déplacement. Par conséquent, on a. :

lo,| = p =1l existe A > 0 tel que o, = —Au; sur I's.

Les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’écrivent alors comme suit:

4
u, =0

lo-| <p

lo;| <p=u,=0

| 07| = p =il existe A > 0 tel que o) = —Auy

ou p est Ie seuil de glissement.
Exemple 3.1.2 Loi de COULOMB.

C’est une des lois les plus répandues et elle est plus réaliste que la précédente. Elle se
caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de glissement et peut

s’annoncer comme suit:

07| < oyl
lo-| < ploy| = u,=0 (3.1.6)
o, = plo,| il existe A > 0 tel que o, = —Auy
1

ou p est le coefficient de frottement. A (3.1.6) on rajoute des conditions aux limites de
contact bilatéral (u, = 0) ou unilatéral (u, < 0,0, < 0,0, =0,0,u, =0 sur ['s).

La loi de Coulomb est souvent utilisées pour les corps rigides ou élastiques. On remarque
également qu’il s’agit d’'une loi & seuil, tant que le seuil est pas atteint, il n 'y a pas de
glissement. Ce seuil est variable et dépend de la contrainte normale ce qui représente une

difficulté majeure pour I’étude mathématique de cette loi de frottement.

3.2 Rappels d’analyse

II s’agit dans cette section de rappeler quelques résultats d’analyse non linéaire utilises dans

ce mémoire. Par simplicité, nous nous restreignons au seul cadre hilbertien On précise que
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3.2. Rappels d’analyse

pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans cette section, on peut consulter par

exemple

3.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire ainsi que
de la norme associée notes respectivement par (.,.) et |.|;. On note aussi par H/ I’espace

dualité de H et par (.,.) 1, 5 la dualité entre H/ et H.
a) Propriétés élémentaires

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Frechet) Etant donnéen €

H', il existe f € H unique tel que

MV oy = (fivyy  VuveH.

On a de plus
g = |f i

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représente maniere
unique a l'aide du produit scalaire. L’application n — f est un isomorphisme isométrique
qui permet d’identifier H et son dual H’.

On dit que la suite (u,) C H est faiblement convergente vers 'élément v € H et on
note u,, — u si

(Vup)y — (v, u)y  Yuv e H.

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de la suite (u,). En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, il résulte que si u,, — u dans H alors u,, — u dans H. La réciproque n’est pas en

général vraie. De plus, puisque tout espace de Hilbert est réflexif, on a le résultat suivant:

Théoréme 3.2.2 Soit (u,) une bornée de H. Il existe alors un élément u € H et une

sous-suite de (u,) encore notée (u,) telle que u, — u.

Un élément u € H qui est la limite faible d’une sons-suite de la suite (u,) s’appelle point

faiblement adhérent a la suite (u,). On prouve que:
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3.2. Rappels d’analyse

Théoréme 3.2.3 Si la suite (u,) C H posséde un unique point faiblement adhérent u € H

alors u, — u

Autrement dit, Le théoréme précédent affirme que si toutes les sous-suites faiblement
convergentes d’une suite (u,,) ont la méme limite faible u, alors toutes la suite (u,) converge
faiblement vers w.

Solent u et v deux éléments de H. On dit que u et v sont orthogonaux et on note v L v

si (u,v)y = 0. Soit M un sous-espace vectoriel de H. On pose

M*={veH |vLlu Yue M}

On dit que M+ est 'orthogonal de M dans H et on peut prouver le résultat suivant :

Théoréme 3.2.4 Soit M un sous-espace fermé de H. Alors M+ est un supplémentaire

topologique de M c’est-a-dire
1. M+ est sous-espace fermé H :
2. MNM*+={0} et M+ M+ =H

On va finir ce paragraphe par un résultat concernant la projection sur un convexe ferme

Théoréme 3.2.5 Soit K C H un conveze fermé non vide. Alors pour tout f € H il existe

u € K unique tel que

|f—U\H:1LIé1[r<1|f—U|H (3.2.1)
De plus, u est caractérise par la propriété suivante
ue K (u,v—u)yy > (f,v—u)y YveK. (3.2.2)

Etant donne K C H un convexe ferme non-vide, le théoréme précédent nous permet
d’associer a chaque-élément f € H ’élément u défini par (3.2.1) ou (3.2.2). On-note u =
Py f. On a mis ainsi en évidence 'operateur Px : H — K qui s’appelle opérateur projection

de H sur K.
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3.2. Rappels d’analyse

b) Théoréme du point fixe -Théoréme de Lax-Milgram

On va commencer par rappeler un résultat classique qui est Le théoréme de point fixe
de Banach. Ce résultat intervient dans les démonstrations de bon nombre des résultats

d’existence et d’unicité établis dans les chapitres précédents.

Théoréme 3.2.6 Soit (X, d) un espace métrique complet et soit F' : X — X une application

contractante, c’est-a-dire qu’il existe un réel k vérifiant 0 < k < 1 tel que
d(F(x1),F (23)) < k(x1,m3) Vay,z9€ X
L’application F' admet alors un point fize unique x € X i.e. F(z) = .
Soit maintenant a : H x H — R une forme bilinéaire sur H x H. La forme a est dite
1. continue s’il existe un réel M > 0 tel que
la (u,v)| < Muly|vly Yu,ve H
2. coercive s’il existe un réel m > 0 tel que
la (u,v)] §m|u|§{ Yue H
Remarque 3.2.1 Soient A: H — H un operateur et a : H x H — R. la forme définie par
a(u,v) (Au,v) Yu,v € H (3.2.3)
On a alors les propriétés suivantes :
i) a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.
ii) a est continue si et seulement si A est continu.
iii) a est coercive si et seulement si A est défini positif,
Le second rappel de ce paragraphe concerne le fameux théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 3.2.7 Soit a : H x H — R une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors

pour tout f € H, il existe un unique u € H tel que

a(u,v) = (f,v)y, YveH (3.2.4)
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3.2. Rappels d’analyse

3.2.2 Fonctions convexes - Semi-continuité inferieure

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeurs dans]—oo, +o0]
. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale & +oo c’est-a-dire

51l existe uy € X tel que p(ug) < +00. La fonction ¢ est dite convexe si

o((tu+ (1 —t)v) <to(u)+ (1 —t)p(v) Yu,v e X,t e€]0,1]

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout
u,v € X tels que u # v.
Pour toute fonction ¢ : X — |—o00,+00], on définit le domaine et I’épigraphe de ¢

respectivement par:

domp={ueX |p(u) <+oo}

—epip = {(u,0) € X xR |p(u) < a}
IT est clair qu’on peut établir les résultats suivants:
1. ¢ est propre si et seul errent si dom ¢ # f).
2. Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.

3. ¢ est convexe si et seulement si epi est un ensemble convexe dans X x R.

Une fonction ¢ : H — |—00, +00] est dite semi-continue inférieurement (s,c,i) en ug € H

si

liminf ¢ (u) > ¢ (uo) -

u—uQ
Une fonction est dite s.c.i. sur K C H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est,
dite s.c.i. si elle est s.c.i. sur tout H.

La propriété de semi-continuité inferieure peut étre caractérisée par:

Lemme 3.2.1 Soit ¢ : H — |—00, +00|. Alors les propriétés suivantes soit équivalentes :
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1. ¢ est semi- continue inférieurement.
2. L’épigraphe de ¢ est fermé dans H x R.

Puisque dans un espace vectoriel norme tout ensemble convexe est simultanément fermé

pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme précédent conduit au résultat suivant

Théoréme 3.2.8 Soit ¢ : H — |—00,+00] une fonction convexe et propre. Alors ¢ est
semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement par

rapport a la topologie faible de H .

Soit maintenant K un sous-ensemble de H. On appelle fonction indicatrice de K la

fonction ¥k : H — |—00, +00] définie par

Vi (u) = Ot weh (3.2.5)

+00 sinom

En utilisant cette définition, on peut facilement prouver le résultat suivant:

Lemme 3.2.2 K est un ensemble convexe, ferme et non vide de H si et seulement si La

fonction indicatrice 1V est convexe, semi-continue inférieurement et propre.

3.2.3 Differentiabilité - Sous-différentiabilite

On note & présent. par 27 1’ensemble de toutes les parties de H.
Une fonction ¢ : H — ]—00,+00] est dite Gateaux-différentiable au point u € H s'il

existe un élément Vo (u) € H tel que

. + tv -
llrrolgo(u t> g0<u):(V<p(u),v>H Yve H

L’¢lement Vo (u) s’appelle la différentielle au sens de Gateaux de ¢ en u.

La fonction ¢ est dite Gateaux-differentiable si elle est Gateaux-différentiable en tout
point de H; dans ce cas Uopérateur u — Vo (u) : H — H s’appelle le gradlient de ¢

La convexité des fonctions Géateaux-differentiables peut étre caracterisée de la facon

suivante
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Lemme 3.2.3 Soit ¢ : H — R une fonction Gadteauz-différentiable. ¢ est alors une

fonction conveze si et seulement si

o) —p ) > (Ve (u),v—u),; Yu,veH. (3.2.6)

L’inegalite (3.2.6) suggére une généralisation de la notion de gradient aux fonctions
convexes : on dit que la fonction ¢ : H — ]—00,+00] est sous-différentiable en un point

u € H ¢l existe f € H tel que

p) =)= (fv-uy YveH

L’élément f est alors appelé un sous-gradient de ¢ en u et I’ensemble des sous-gradients

de ¢ en u est appele le sous-différentielle de ¢ en u et est note ot dp(u):

dp(u) ={f € H: () —¢ ) = (f(u),v-u)y YveH} (3.2.7)

On note par dom (0p) I'ensemble défini par

dom (0p) ={ue H |0p(u)#0} (3.2.8)

En utilisant (3.2.8), (3.2.7) ainsi que la définition du domaine d’une fonction, il résulte

dom (Op) C dom ¢

3.2.4 Inéquations variationrlelles elliptiques

Soient A : H — H un opérateur non lineaire, ¢ : H — |—00, +00| une fonction propre et
f € H. Un bon nombre de problémes aux limites en équations aux dérivées partielles ainsi
qu’en mécanique des milleux cantinus ant un rapport avec des problémes mathématiques de
la forme suivante :

Trouver u tel que :

ue K, (Au,v —u)y + ¢ (v) —p(u) > (f (u),v—u)y; YvekK (3.2.9)

32



3.2. Rappels d’analyse

Le problems (3.2.9) est appele in equation variationnelle elliptique de seconde espéce
sur H. D’autres problemes rencontrés en mecanique ont un rapport avec des problémes
mathématiques similaires de la forme suivante :

Trouuet u tel que :

uwe H, (Au,v —u)y > (f(u),v—w)y; YveH (3.2.10)

ot K est un sons-ensemble non vide de H. Le probleme (3.2.10) est appelé inéquation
variationnelle elliptique de premiére espece sur H.

Remarquons que si ¢ =0 (ou K = H), alors (3.2.9). (resp. (3.2.10)) est equivalente

au probleme suivant :

Trouver u tel que :
we H (Au—v)y = (f,v)y Yve H (3.2.11)

On obtient ainsi une équation variationnelle.

On dit que 'opérateur A defini sur un espace de Hilbert H est:
a) de Lipschitz si A vérifiée

il existe m > 0 tel que (A(e1) — A(g3)).(61 — £2) > m |e; — 5| pour tout 1,5 € A;
b) fortement monotone si A vérifiée

il existe L > 0 tel que |A(e1) — A(es)| < L |e1 — e2| pour tout €1,e5 € A.

On peut démontrer (voir par exemple [48]) que si A est un opérateur fortement monotone
et de Lipschitz alors A est inversible et A~! est fortement monotone et de Lipschitz.

En ce qui concerne les problemes (3.2.9) et (3.2.10), on ales résultats d’existence et

d’unicité suivants :

Théoréme 3.2.9 Si A est un operateur fortement monotone et de Lipschitz et ¢ est une
fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement alors linéquation variationnelle

elliptique (3.2.9) admet une solution unique,

Théoréme 3.2.10 Si A est un operateur fortement monotone et de Lipschitz et K est un
conveze fermé non vide de H alors l'inéquation variationnelle elliptique (3.2.10) admet une

solution unique
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3.2.5 Compléments divers

On présente ici de lemmes classiques de type Gronwall utilisés dans troisiéme chapitre de

cette thése.

Lemme 3.2.4 Soient m,n € C(0,T,R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T]
et soit a > 0. Si ¢ € C(0,T,R) est une fonction telle que

¢(t)§a+/Otm(s)ds—i—/otn(s)w(s)ds Vt € (0,77,

alors

bt < (a—i—/otm(s)ds) exp </Otn(s)ds) vt e [0,7]

Pour Le cas particulier m = 0, ce Lemme devient :

Corollaire 3.2.1 Soientn € C(0,T,R) telle que n (t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0.
€ C(0,T,R) est une fonction telle que

W (t) §a+/0tn(s)¢(s)ds Vt € (0,7

alors

¥ (t) < aexp (/Otn(s)ds> vt € [0,7]

Lemme 3.2.5 Soient m,n € C(0,T,R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T]
et soit a > 0. Si € C(0,T,R) est une fonction telle que

1 1

51#2(15)§5(124—/Otm(s)wds+/0tn(s)w2(s)ds vVt € [0,T]

alors

6 (1) < (a+/0tm(s)ds) exp (/Otn(s)ds> v € [0.7]

Dans le cas particulier m = 0: ce Lemme devient :
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Corollaire 3.2.2 Soient n € C(0,T,R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0. SiyeC0,T,R) est une fonction telle que

alors

|4 (t)] < aexp (/Otn(s) ds) vt € (0,7

3.2.6 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilises en mécanique et-associes
aux operateurs .divergence déformation. On présente de plus leur principales propriétés, no-
tamment les théorémes de trace. On rappelle aussi quelques espaces définis sur un intervalle
réel et a valeurs dans un espace de Hilbert. On adopte ici la convention de I'indice muet
et on précise aussi que toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans

cette sont introduits dans cette section.

3.2.7 Espaces de distributions

Soit © un ouvert de RY. On note par D(£2) I'espace des fonctions. réelles suivent indéfini-
ment dérivables et & support compact indus dans € et par D’'(Q2) I’espace, distributions sur
Q. Le produit de dualité entre D’'(2) et D(f2) sera noté par (., .).

On précise en outre que le produit scalaire canonique ainsi que la norme euclidienne sur
RY seront respectivement notées par ”.” et |.| . Nous introduisons également les espaces

suivants:
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Les dualités entre Les espaces .Dfet D, D’ et D seront notées respectivement par

() pixp €t () pyxp- Plus précisément on a:

<u7 90>D/><D = <ui7 901>
(0, O)prxp = (Tijs i)

pour tout u € DI, o € D , 0 € D' et ¢ € D avec la convention de I'indice muet.

Considérons maintenant ’operateur défini pour les fonctions et pour les distributions

(0,0.9) = — (0.0,,¢) V9 eD (Q), ¢¥eD(Q) (3:2.12)
On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par

1 o
e:D =D, e(p) = (e (¢)) i (¢) = 5 (Opi+ Tipy) Vi j=1N,peD (32.13)

Div:D — D, D1V¢ = (8]¢”) Vi = 1,N, ¢ eD (3214)

On va utiliser les mémes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les

espaces de distributions:
1 _
e: D — D/, 9 (u) = (€’ij (U)) » €ij (U) = 5 (8JUZ + (9111,]) VZ,] = 1, N, u €D (3215)

Div:D' — D', Dive = (9, 0i5), Vi=1,N,0€D". (3.2.16)
En utilisant (3.2.12), on obtient facilement (3.2.17)
(e(u),P)pvp=—(u,Dive) Yue D', ¢ € D (3.2.17)

(3.2.18)
(Div o,0)prop=—(0,6(0))prvp VYoeD, peD. (3.2.18)

L’opérateur € défini par (3.2.13) pour les fonctions et par (3.2.15) pour les distributions
s’appelle opérateur déformation. L’opérateur Div défini par (3.2.14) pour les fonctions et

par (3.2.16) pour les distributions s’appelle opérateur divergence.
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On va utiliser aussi les notations

(3.2.19)
H={u=(u)|ucuecl?Q),i=LN} =L Q. (3.2.19)
(3.2.20)
H=1{0=(0y)|oyy=0; € L*(Q),i=1,N}=L*(Q)5". (3.2.20)

Les espaces H et H sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires

canoniques

<u,U)H:/uivid:U Yu, veH
Q

(0,T)py = / 0ijT;j dx Vo, 7 € 'H.
Q

Les normes associées & ces produits scalaires seront notées respectivement par |.|, et

-
Compte tenu de I'identification de L? (2) a un sous-espace de distributions sur 2,
on peut considérer que H C D’ et H C D’. Par conséquent, les opérateurs déformation
et divergence peuvent étre définis respectivement sur les espaces H et H. Cela nous
conduira a I’étude d’autres espaces fonctionnelles , dans les paragraphes ?7et 77.

Pour 'instant, on rappelle la définition de I'espace de Sobolev H' () défini par

H' (Q)={ueLl?Q) \duelL*(),i=1,N}.

L’espace  H' () est un espace de Hilbert réel pour Le produit scalaire

(u, U>H1(Q) = (u, U>L2(Q) + {Oiu, aiU>L2(Q) Yu,v € H' (Q)

On notera la norme associée par |.|;1q) - On note de plus parH} () 'adhérence de

D (Q) dans H' (Q) . L’espace H} () est un espace fermé¢ de H' (1) .
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3.2.8 Espaces les a 'opérateur déformation

Pour l'opérateur déformation défini par (??), il est naturel d’introduire ’espace

Hi={ueH \e(u) € H}.

On considére sur H; produit scalaire

(U, v) g, = (u,v) g + (e (u) ;€ (V))y, Yu,v € Hy.

et on note la norme associée par |.|,; . On obtient ainsi que l'injection H, C H et
Topérateur déformation € : H; — H sont des opérateurs continus. De méme, compte tenu
de l'identification de H et H a des sous-espaces de D’ etD’, en utilisant (?7) il résulte

(3.2.21)

(e(w),P)pryp + (u,Div @)y =0 Yue H, ¢€D (3.2.21)
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence et 1'unicité de la solution de probleme de contact
entre deux corps élastiques et déformables avec frottement de Coulomb et les conditions de
Signorini.

Pour montrer 'existence et 'unicité de la solution on a utilisé les arguments suivants:

inéquation variationnelle elliptique et théoréme de point fixe.
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Résumé :

Ce document traite de I'étude d'un probléeme non linéaire de contact avec
frottement entre deux corps déformables. La loi de comportement élastique

est un supposé étre non linéaire et le contact est modélisée avec les conditions
et la version de la loi de Coulomb de frottement sec de Signorini.

Nous présentons deux formulations variationnelles, noté P1, P2, du probléme
considéré, ou P1 dépend du champ de déplacement et P2 dépend du champ de
contrainte. Nous établissons existence et unicité des résultats , en utilisant des
arguments des inégalités variationnelles elliptiques et une propriété de point
fixe et le lion , Théoréme Stampachia.

Mots-clés: les conditions de Signorini, matériau élastique, loi de comportement

non linéaire. La loi de Coulomb de frottement. problémes de contact. point fixe

Abstract : This paper deals with the study of a nonlinear problem of
friction contact between two deformable bodies. The elastic constitutive
law is a assumed to be nonlinear and the contact is modeled with
Signorini’s conditions and version of Coulomb’s law of dry friction. We
present two variational formulations, noted P 1 , P 2, of the considered
problem, where P 1 depends on the displacement field and P 2 depends
on the stress field. We establish existence and uniqueness results, using
arguments of elliptic variational inequalities and a fixed point property and
Lion S, Stampachia theorem.
Keywords : Signorini’'s conditions, elastic material, nonlinear constitutive
law,Coulomb’s law of friction, contact problems, fixed point.
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