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Notations générales

H Espace de Hilbert.
V Espace de Banach.
wmp WP, Espaces de Sbolev.
W—ma, Dual de W™ .
Z(X)Y) Espace des opérateures linéaires bornés de X dans Y.
Vv’ Espace dual de V.
v Espace bidaul de V.
K est un ensemble non vide convexe fermé de V.
A* Adjoint de A.
At Orthogonal de A.
(,) Produit scalaire .
(,) dualité X', X.
0 L’opérateur de différentiation partielle.
olely
D% = m Dérivée partielle par rapport au multi-indice a.
A Opérateur de Laplacien.

\% Opérateur gradient.

il



Pku

p-p

dérivée normale extérieure V.

Fonctions continues a support compact dans €.
frontiere de ).

Opérateur de dualité de V dans V.

Opérateur de prejection de V dans le convexe fermé K.

Presque partout.

Convergence faible.
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Introduction générale

Parmi les objectifs aux aspects théoriques des mathématiques ceux qui contribuent aux
domaines d’application. Nous nous proposons dans ce travail de présenter quelques théo-
remes importants s’appliquant a certains problemes aux dérivées partielles exprimés sous
une formulation faible, ce sont le théoréeme de Lax-Milgram et la méthode de pénalisation
pour résolution les inéquations variationnelles (IV) elliptiques. En outre on va illustrer cette
lecture théorique par quelques applications.

Le théoréeme de Lax-Milgram est utilisé pour assurer I'existence et 'unicité de la solution de
certains problemes, comme les équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles
linéaires dans les espaces de Hilbert et de Banach. D’ailleurs, la méthode de pénalisation
pour (IV) elliptiques peut étre contribuer a la résolution certains problémes non linéaires
apres avoir la formulation faible ou bien dans le cas des obstacles. Le mémoire est divisé en
trois chapitres :

e Chapitre 1 : Il contient quelques notions préliminaires et outils de base utilisées tout au
long de ce travail concernant la topologie et ’analyse fonctionnelle comme les espaces topo-
logiques, les espaces de Sobolev, etc.

e Chapitre 2 : Nous énongons le théoreme de Lax-Milgram dans un espace de Hilbet qui
est bien connu. Si H un espace de Hilbert, a est une forme bilinéaire continue coercive sur
H et L est une forme linéaire continue de H dans R, le théoréeme de Lax-Milgram assure

Iexistence et I'unicité d’un élément v de H vérifiant
a(u,v) = L(v) Yv € H. (1)

La preuve de (1) est basée sur le théoréme de représentation de Riesz qui est un cas parti-

culier du théoreme de Lax-Milgram en remplacant a par le produit scalaire. Ensuite, on va
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essayer de donner une extension de (1) a un espace de Banach qui est le théoreme de Lax-
Milgram dans un espace de Banach. Dans la derniere partie, nous présentons la méthode
de pénalisation pour les (IV) elliptiques. Nous commengons & énoncer quelques notions sur
les opérateurs monotones, ensuite certains résultats d’existence pour les (IV) elliptiques et
enfin, la résolution des (IV) par la méthode de pénalisation.

e Chapitre 3 : Il sera consacré a la consolidation de la lecture théorique présentée au chapitre
2 par des applications. Nons avons considéré le probleme de Dirichlet pour I'équation de
Sturm-Liouville sur l'intervalle [0, 1]. Aprés avoir la formulation faible de ce probléme on a
montré 'existence et 'unicité de la solution en appliquant le théoreme de Lax-Milgram dans
I'espace H}(]0,1[). Le Laplacien avec condition aux limites de Neumann peut étre résolu en
appliquant le théoréme de Lax-Milgram dans I’espace de Hilbet H'(2).

Nous avons aussi une équation aux dérivées partielles (EDP) linéaires du second ordre
—Au + cu = F avec condition aux limites de Dirichlet homogene qu’on peut la résoudre en
utilisant le théoreme de Lax-Milgram dans l’espace de Banach I/VO1 (). Pour les EDP non
linéaires nous avons un probléme composé d’'une équation non linéaire et une condition aux
limites de Dirichlet non homogene. Ce probléme ne peut étre traité que par la méthode de

pénalisation.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapiter nous rappelons quelques notions essentielles dans ce mémoire concer-

nant la topologie et I’analyse fonctionnelle.

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1. Soit (V,||.|lv) un espace normé. Une suite (x,)nen de points de V est
dite une suite de Cauchy si pour tout € > 0 il existe N = N(e) tel que pour tous

m,n > N, on ait ||u, — unllv < e (i.e imy, m— oo ||tn — wm|ly =0).

Définition 1.1.2. Un espace normé (V. ||.||v) ot toute suite de Cauchy est convergente est

appelé un espace de Banach.

Exemple 1.1.1. Les espaces R et R™ munis de leurs normes usuelles sont des espaces de

Banach.

Définition 1.1.3. Soit E un e.v.n. On dit que V est séparable s’il existe une suite (x,)n>1 C

V' qui est dense dans V.

Définition 1.1.4. [j] Soit V un espace de Banach et soit J linjection canonique de V dans
V", On dit que V est réflexif si J(V) =V". C’est a dire on identifie implictement V et V.

Corollaire 1.1.1. [4] Soit V un espace de Banach. Alors V réflexif et séparable si et seule-

ment si V' réflexif et séparable.
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1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C).

On dit que E est muni d’un produit scalaire s’il existe une application

h: ExE — K

(u,v) — h(u,v) = (u,v)

vérifiant les propriétés suivantes :

Pour tous u,v et w € F et a, f €K,

i) (v,u) = (u,v) (Hermitienne).

i) (qu + Bw,v) = a(u,v) + Blw,v) ; (u,aw + Bv) = a(u,w) + B(u,v) (Sesquilinéaire).
iii) (u,u) >0 et ((u,u) =0 <= u=0) (Définie positive).

Un espace muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.

Définition 1.2.2. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur E est une
application ||.|g : E — Ry ayant les trois propriétés suivantes :

1) a) ||ullg >0 Vue E, b)|ullg=0<=u=0 (Définie positive).

2) Mullg = |Mjulle Yue E,VXeK ( Homogénéité).

3) lu+v|g <|ullg+ vl Yu,v e E ( Inégalité triangulaire).

Définition 1.2.3. Le couple (X, ||.||x) ot X est un espace vectoriel sur K et ||.|x une norme

sur X est appelé un espace normé (réel si K =R, complexe si K = C).

Proposition 1.2.1. (L’dentité du parallélogramme).

Soit E un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire (.,.). Alors
Vu,0 € B 2(]Jull* + (o)) = flu +v]|* + [lu — o (1.1)

(i.e. dans un parallélogramme la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des
carrés des cotés).

Preuve :
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On a

lu+ o+ flu—2]* = (u+v,u+v)+ (u—0v,u—0v)
(u,u) + (v,v) + (u,v) + (v,u) + (u,u) + (v,v) = (u,v) — (v,u)
= 2((u,u) + (v,v))

(
= 2([Jull® +[Jv][*)
d'ou (12). O

Remarque 1.2.1. Si [l"identité de parallélogramme n’est pas satisfaite par la norme induite

alors l’espace en question n’est pas un espace de préhilbertien.

Définition 1.2.4. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe muni d’un
produit scalaire et qui est complet pour la norme associée. Si K = R, (resp. K= C) H est

dit espace de Hilbert réel (resp. complexe).

1.3 Rappel sur les applications linéaires

Soient E et F deux espaces normés sur le méme corps K. Pour qu'une application li-
néaire f : E — F soit continue il suffit qu’elle soit continue en un point, elle est alors
uniformément continue.

Les applications linéaires continues possédent des propriétés particuliéres remarquables.

Si E est un espace vectoriel sur K, une application linéaire f : £ — K est appelée une
forme linéaire, et I'espace vectoriel des formes linéaires sur E est le dual algébrique de E
(noté E*). Si E est normé, 'espace vectoriel des formes linéaires continues sur E est le dual
topologique de E noté E' C E*.

! .
E' est un sous-espace vectoriel de E™*.

Définition 1.3.1. Soit f : X — Y . On dira que f est une application ouverte si ['image

par [ de tout ouvert de X est un ouvert de Y .

Théoréme 1.3.1. [1] (Théoréme de lapplication ouverte).
Soient E et F deux espaces de Banach. Une application linéaire continue surjective

f: E — F est une application ouverte.
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Définition 1.3.2. Soit (E,||.||g) un espace normé, on note par E' son dual topologique,

E' = {f:E — K linéaire et continue }. E' est normé par :

7l = sup L,
o Tl

Le dual de E' est appelé bidual de E et est noté E”,
E" ={h: E' — K; linéaire et continue}.

Théoréme 1.3.2. [1]
Si F est un espace de Banach, ’espace normé L(E, F) lest aussi. En particulier le dual

topologique E' de E est un espace de Banach.

Théoréme 1.3.3. [1/(corollaire du théoréme de Hahn-Banach).
Soient E un espace normé, H un sous-espace vectoriel fermé de E et ug € E\H. Il eziste

une forme linéaire continue pu sur E telle que,
1
pluo) =1, p(u) =0 Vue H, |p| = P
ot p (strictement positif ) est la distance de uy a H.

Définition 1.3.3. Soit E un espace de Banach et soit J : E —> E" [’injection canonique
de E dans E".
L’espace E est dit réflexif si J est surjective, c’est-a-dire J(FE) = E". Quand E est réflexif,

E" est habituellement identifié avec E.

Définition 1.3.4. [6] Soit F un espace de Banach sur R, de norme |.|| et soit ||.||« la norme
dual sur le Banach (dual) F', et soit (.,.) le produit scalaire entre F' et F'. Soit r — ®(r)
une fonction continue monotone strictement croissante de Ry dans R, tel que ®(0) = 0,et
O(r) — o0 si T — 0.

Une application J de F — F" est dite relative a ® si les conditions suivantes ont lieu :
(J(w),u) = [[J(w)]l[lul]l Vue F, (1.2)

1T (@)« = S(llull) ~ Vue F. (1.3)
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1.4 Fonctions convexes

Définition 1.4.1. [2] Une fonction f:V — R est dite conveze lorsque :

V(z,y) eV VA€[0,1]: fOx+(1—=Ny) <Af(x)+(1=Nf(y).

Définition 1.4.2. [2] Une fonction f : V — R est dite strictement convezxe si :
V(r,y) e V2 x#y, VAe[0,1]:

Oz + (1 =Ny) <Af(x) + (1 =N f(y)
Définition 1.4.3. [2] Un ensemble C' est dit convexe si :

Ve,y e C, VYA e[0,1] : Ax+ (1= Ny eC.

1.5 Espaces de Sobolev

Dans toute la suite I = |a, b[ est un intervalle (borné ou non) et p € R avec 1 < p < 0.

1.5.1 Espace de Sobolev W!?(T)

Définition 1.5.1. [3] Soit p € R avec 1 < p < +00. On pose

LP(I)=A{f:1—R; f est mesurable et /1’ f(z) |P do < oo}

fllee = [ / |f<x>|pdx} "

Définition 1.5.2. [3/ On pose
L*>®(I) = {f : I — R; mesurable et 3 une constante C' telle que |f(x)| < C p.p. sur I}.

On note

On note

| ||z = inf {C; |f(2)| < C p.p. sur I}.
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Définition 1.5.3. [3] L’espace de Sobolev W'P(I) est défini par

Wl’p([):{ueL”(I); dg € LP(I) tel que /ugp’:—/gcp V@EC&(I)}.
I I

On pose
HY(I) = W2(I).

Pour uw € WY(I) on note g par u' et on lappelle dérivée faible de wu.

Proposition 1.5.1. [3] L’espace WP(I) muni de la norme
[ullwre = llulle + [ o

est un espace de Banach.

Pour 1 <p < o0, la norme ci-dessus est équivalente a la norme

p
fulbwrs = [l + 10| si 1< < o
L’espace H'(I) muni du produit scalaire
(u,v) g = (u,v) 2 + (v, 0") p2;

est un espace de Hilbert.
La norme associée est

1
lullm = (Jullz2 + 1w]1z2)2.

Définition 1.5.4. [3/ On définit l’espace

par rapport a la norme de H'(I).

Définition 1.5.5. [3] On désigne par H*(I) lespace dual de H}(I).

1.5.2 Espaces de Sobolev W"P(I)

Définition 1.5.6. [3] Soit m > 2, p des entiers naturels avec 1 < p < 0o. On
définit ’espace
(] = {u e LP(I),u" € IP(I), k=1,...,m}.
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On pose
H (1) = Wr(1),
et
H™™(I) = (Hg'(1)) = W™™2(1).
On vérifie aisément que pour uw € W™P(I) on peut considérer les dérivées faibles successives
u = g1, (W) = gs... jusqu’a Uordre m ; on les note Du, D*u... D™u. L’espace W™P est

munt de la norme

m
lullwms = llullzr + D D%l 1o

a=1

est un espace de Banach.

L’espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v) 2 + Z(Do‘u, D%v)

a=1

est un espace de Hilbert.

1.5.3 Espace W,"(I)

Définition 1.5.7. [3] Soit 1 < p < oo, Wy P(I) désigne la fermeture de CL(I)
dans WP(I). On note
Hy(I) = Wy (D).

L’espace Wol’p(l) muni de la norme induite par WP(I) est un espace de Banach séparable ;
il est réflexif si 1 < p < oo. H} est un espace de Hilbert pour le produit scalaire induit de

H.
Remarque 1.5.1. Si I est borné, Wy (I) sera muni de la norme

oo = > [1Dsull a2,

1<i<n

c’est une norme équivaut a celle induite par WP(I).
Théoréme 1.5.1. [3] Soit u € WP(I), alors u € Wy P(I) si et seulement siu =0 sur O1.

Remarque 1.5.2. Toutes les définitions et les propriétés indiqués précédemment restent

juste si on remplace R par R™.
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1.6 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes sont d'une grande importance.
Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (., .), alors

N
[N

|(u,v)| < (u,u)2(v,v)2, Yu,ve€ H.

Inégalité de Poincaré

Soit 2 un ouvert borné de R™. Alors il existe une constante Cq > 0 tel que :

Formule de Green

Soit © un ouvert borné de R", et n(x) sa normale extérieure. Soit u et v deux fonctions

/(Au)vdw: —/Vu.Vvda:—l—/ @vda
Q Q a0 On

1.7 Convergence faible ([3])

régulieres.Alors

Définition 1.7.1. Soit {z,},>1 une suite de lespace vectoriel normé (E,||.|g). On dit que

{x,} converge faiblement dans E sil existe un élément x € E tel que

VfeFl, lim f(z,) = f(x).

n—oo

Proposition 1.7.1. Soit (E,||.||g) un espace vectoriel normé. Alors, la convergence forte

implique la convergence faible

E E
Ty — T = T, — T.

Proposition 1.7.2. Soit E un espace de Banach. Si x,, — x dans E, alors la suite {||z,]}

est bornée et x| < liminf ||z,

Proposition 1.7.3. Soit E un espace de Banach. Si x, E g oetsi fn -z, f alors, fo(x,) —

f(x) (dans le corps des scalaires).

10
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Proposition 1.7.4. Soit E un espace de Banach et soit S une partie dense du dual topolo-

gique E'. Si la suite {||z,||} est bornée et sil existe x € E tel que f(x,) — f(z) pour tout

E
fes, alors x, — x.

Proposition 1.7.5. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit T une application linéaire

continue de E dans F et soit {x,} une suite de E telle que x, B 2, alors T(z,) EN T(z).

11



Chapitre 2

Théoréeme de Lax-Milgram

Dans ce chapiter , nous allons présenter le théoréme de Lax-Milgram dans un espace de
Hilbert et leur extension a un espace de Banach , ainsi que la méthode de pénalisation dont

des résultats d’existence pour les inéquations variationnelles (IV) elliptiques .

2.1 Théoréme de Lax-Milgram dans un espace de Hil-

bert

2.1.1 Théoréme des projections

Théoréme 2.1.1. [7]
Soient H un espace de Hilbert réel et A C H un convexe fermé non vide. Alors pour tout

f € H, il existe un unique u € A tel que :
— = mi — . 2.1
If—wl=min|f-uv] (2.1)
De plus u est caractérisé par la propriété,
(f—u,v—u)<0 Yo € A. (2.2)
Si A est un sous-espace vectoriel de H, alors,

(f—u,v—u)=0 Vv € A. (2.3)

12



Théoreme de Lax-Milgram dans un espace de Hilbert

De plus, f est Uunique élément de A vérifiant cette égalité, f —u € AL et on a la décompo-

sition suivante de H en somme directe orthogonale, H = A® A+, ou A+ = {u € H; (u,v) =

0 VYve A}

Preuve :

Avant de montrer I'existence et 'unicité de u, on commence par montrer ’équivalence entre

(Z00) et (22) (i.e la caractérisation de u).

Soit u € A un élément de H vérifiant (20) et soit w € A. On a, v = [(1 — a)u + aw] € A,

pour « €]0, 1], car A est un convexe, et donc,

If=ull

Ce qui implique que I'on a

< 7 =10 = au+awl|

= (f-w)—alw-u)|.

If=wlP< | f=ull =2a(f —u,w—u)+ o |w—ul?.

Donc

2(f ~ww—u) <allw—ul?*.

En passant a la limite o — 0T, on obtient

d’ou (22).
Inversement

Siu est un élément de H vérifiant

Hf=wl* = f=vl* =

(f_u7w_u>§0a

v—u, f—0)
f—uv—u)+@w—uf—u+u—0)
f—uv—u)+w—uf—u)+ (v—uu—0o)
2(f —u,v —u) — (u—v,u —v)

20f —u,v—u)— |u—v |?’<0  VveA,

13
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ce qui nous conduit a

I f=ul<l f=v], VveA
Cela implique
If = ll=min | f—o ],

d’ou (221).
i) Unicité.

Soient uy, uy deux élément de H vérifiant (22) alors, on a
(f —ui,v—u1) <0 Yo € A,

et
(f —ug,v—ug) <0 Vv € A.

On choisit v = uy dans (24) et v = u; dans (233), on obtient
(f—ul,u2—u1)§0 VUEA,

et
(f —u2,u1 —ug) <0 Vv € A.

En utilisant (23), il vient

02 (f—U2+U2—U1,U2—U1) = (f—UQ,UQ—U1)+(UQ—U1,U2—U1)

= (f —ug,up —uy)+ || ug —uy [|*.

Donc, on a
| ug —ur < (f — ug, ug — ),
et d’aprés (222), on obtient
| uz = ur [I=0,
d’on
Uy = Ug.
ii) Existence.

Soit (v,), C A une suite minimisante.

(2.4)

(2.5)

Par définition on a; d(f, A) <|| f — v, ||u< d(f, A) + L, pour tout n € N. Montrons que

14
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(vn)n est de Cauchy, ainsi H étant hilbertien donc un espace complet et on pourra conclure
la convergence de (vy,),

Soient n,m € N et posons d = d(f, A) et dp=4d(f,v) VkeN.

H étant un espace de Hilbert donc la régle du Parallélogramme (ICTI) est vérifée.

On remplace dans I'équation (I0l) u = f — v, et v = f — v, on obtient

21 f =vm P+ 1 = v 1) =1 (f = om) = (f =va) P+ (f = om) + (f = va) |

Up + U
=l vn —vm P +4 1 f = === I
Ce qui implique que 1'on a
U — Upp 1o d2+d2 Up + Um0
| st s Gt ey e
Or, tftm € A car A est convexe, il vient
I f - 1= d(f, A),
par conséquent de (EZI) on a
Up — Up d2+d2 vn+vm2
e = I -
d? + d?
< % —d* — 0, lorsque n,m — 400
Ce qui implique que 1'on a
lim || v, — vy ||[=0
n,m—00

Alors (v,,), est une suite de Cauchy dans A qui est complet (car A fermé dans un complet),

et (v,) converge vers u € A et l'onad=| f—u|.O

2.1.2 Théoreme de représentation de Riesz

Théoréme 2.1.2. [7]

Soit L une forme linéaire continue sur H. Il existe un unique élément u de H tel que,

Yve H: L(v) = (u,v)n. (2.8)

15
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De plus
lullg = || L a- (2.9)

Preuve :

a) Existence.

On distingue deuz cas;

1cas : L =0

1l suffit de prendre u = 0.

2%mecas L # 0

On introduit le noyau A = KerL . Alors A est un sous espace vectoriel fermé et propre de
A (car L est continue, or l'image réciproque d’un fermé est un fermé , et comme {0} est un
fermé alors KerL = L™ ({0}) est un fermé, et H # A,car L # 0 ).

D’aprés le Théoréme B, on a la décomposition H = A ® A, et lespace A+ n’est pas
réduit a {0} y. Il contient donc un élément vy unitaire (de norme 1).

Soit v un élément quelconque de H, qu’on peut le décomposer de la maniére suivante,

LO) L(v)
v = (Y w ou wW=7vV— U

w € A.
L(wvo)

Par construction, on a (vo,w) =0 car vg € At et w € A, ainsi

L(v)
L(vo)

L(v)
L(vo)

lvol* = car vl =1,

(UO’ 1)) =
ce qui nous conduit a
L(v) = L(vo) (v, v) = (L(vg)vg, v).
On a ainsi construit un élément u = voL(vy) de H tel que,
Vv e H L(v) = (u,v).
b) Unicité.
FElle est immédiate, car, si uy,us sont deux solutions, alors d’aprés (Z8) on a

L(v) = (v,u1) = (v, u9)

Ce qui implique que 'on a

(v,u; —ug) =0 Yve H

16
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et

Uy —uy € HT.

d’ot

UL — U =0 et up = us.

Il reste a montrer (23).0n a

L(v L(v
vo 0, <y 2 = sup O <y,
vl ver [|v]lm
Donc, on a
1Ll < flulla-
Pour w=wv, on trouve
1L(v)] _ [lu?
L] = = = |lullu,
ol lull
d’otl
LN e = lwlla-

Cect termine la démonstration.l]

2.1.3 Théoreme de Lax-Milgram

Avant d’énoncer le théoreme on fait les hypothéses suivantes,
1) L est une forme linéaire définie sur H de plus, L est continue, c.a.d, il existe une constante
C > 0 telle que,
Ywe H: [Lw)|<C|v|u- (2.10)

2) a est une forme bilinéaire définie sur H x H vérifiant de plus,

i) a est continue sur H x H. C.a.d il existe une constante M > 0 telle que ,
V(u,v) € Hx H: |a(u,v)| <M ||ullglv|m- (2.11)
ii) a est coercive, c.a.d il existe une constante a > 0 telle que,

Ywe H: a(v,v)>allvl3. (2.12)
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Théoréme 2.1.3. [7]
Soient H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire, continue et coercive sur H et L
une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique élément v de H solution du

probléeme

L(v) = a(u,v) Vve H. (2.13)
De plus si a est symétrique, u est l'unique solution du probléeme de minimisation suivant,
Ju) < Jw) YweH (2.14)
ou J est défnie sur H par;
1
J(v) = 5@(1},1}) — L(v) YveH. (2.15)

Preuve :
Nous remarquons d’abord qu’en raison de la coercivité de a, si une telle solution existe, elle

est unique. Soient uy et uy deux solutions du probléme (ZI13), alors par soustraction on a,
Yoe H a(u; —ug,v) =0 (2.16)
en particulier pour v = u; — us on a,
a(u; — ug, uy — ug) = 0.

Maintenant, comme « > 0, on déduit de la minoration (ZI8) que uy = ug. Montrons
maintenant l'existence d’une telle solution. Pour tout u € H, la forme linéaire a(u,.) étant
continue sur H, il existe, d’apres le Théoreme de la représentation de Riesz 212 un unique
élément Au € H tel que,

Yo e H a(u,v) = (Au,v)yg (2.17)

De la méme facon, il existe un unique f € H tel que,
Yoe H L(v)=(f,v)u.

L’équation (Z13) est alors équivalent da trouver u € H tel que Au = f. Il suffit pour cela de

montrer que ['opérateur A est linéaire et surjectif.

18
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Soient ui,us € H et A€ R. On a

(A(uy 4+ Aug),v) = a(ug + Aug,v)
= a(ur,v) + a(Aug, v)
= a(uy,v) + Aa(ug,v)
= (Aug,v) + A(Aug,v).

Nous remarquons aussi que A est continu, car nous avons, d’aprés (ZZ11), pour v = Au

dans (ZI17) on a, | Au ||%= a(u, Au) < M || u ||g]| Au ||z . Ce qui nous donne,
| Au[p< M [ u

Montrons que A est surjectif : Nous Montrons d’abord que l'image de A, notée Im(A), est

fermée. Soit (v,) une suite de Cauchy dans Im(A) :
Ve> 0,30 € N, tel que si g>p>9, alors v, — v, <e.
Comme v, et v, sont des éléments de Im(A), il existe des éléments u, et u, dans H tels que
Au, = v, et Aug =v,. On a
allu,—ug I < 1l alup — g, up — ug) 1= (Alup — ug), up — ug) |
< | Alup = ug) |[mll (up = ug) [|ar -

1l en résulte que

1
| (up _uq) < o | Auy, — Auy [ -

L’espace H étant complet, la suite (u converge vers un élément u € H, et ['opérateur
7 p)peN )
A étant continu, nous avons, Au, converge vers Au, d’ott v = Au. Nous avons ainsi montré

que 'tmage de A est fermée. Ce résultat étant établi, en conséquence, nous avons
H = Im(A) @ [Im(A)]*

Supposons que Im(A) # H ; alors [Im(A)]* # {0}y et il existe un élément non nul v € H
tel que,
Vv € H, (Av,u)g = 0.

Cette relation étant en particulier vraie pour v = u, nous obtenons,

O:a(u,u)zaHuH%{.
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Ce qui entraine u = 0 , nous aboutissons ainsi a une contradiction, ce qui signifie que
Im(A)=H .

Pour conclure la preuve du théoréme, il reste a montrer que si a est symétrique, le probleme
de minimisation (Z13) est équivaut au probléme (Z13). Soit w € H ['unique solution de
(Z13) et montrons que u est la solution de (Z13). Soitw € H, on va montrer que J(u+w) >
J(u)

Ju+w) = ialu+w,u+w)— Llu+w)

a(u, v) + la(u, w) + a(w,u)] + sa(w,w) — L(u) — L(w)

N =

a(u,u) — L(u) + [a(u, w) — L(w)] + ja(w, w)

N =

= J(u)+ ja(w,w) > J(u)+ % | w ||}

Donc J(u+w) > J(u), pour tout w € H,w # Op.
Réciproquement, supposons maintenant que u est la solution du probléme de minimisation

(Z14) et montrons que u est la solution de (Z13) .
Soitw € H ett >0, on a

Ju+tw)—Ju) >0 et J(u—tw)—J(u)>0.

Car v minimise J. On en déduit que,

tla(u, w) — L(w)] + 3t%a(w,w) > 0 et —tla(u,w) — L(w)] + 3t%a(w,w) >0 Vw e H.
Comme t est strictement positif, on peut diviser ces deuz inégalités par t a obtenir
a(u,w) — L(w) + sta(w,w) >0 et —a(u,w)+ L(w)+ sta(w,w) >0 Ywe H

On fait alors tendre t vers 0, nous obtenons,
a(u,w) — L(w) >0, et a(u,w)— Lw) <0, Ywel,

Ce qui donne en définitive l’égalité a(u,w) = L(w) Yw € V. cela signifie que u est la

solution du probléme (Z13). O
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2.2  Théoreme de Lax-Milgram dans un espaces de

Banach

Soient (V, ||.||y/) un espace de Banach, et a est une forme bilinéaire symétrique, coercive
et continue sur V x V et L une forme linéaire continue sur V .

On s’intéresse a 'existence et 'unicité de u € V tel que,
L(v) = a(u,v) YveV. (2.18)

Dans une premiére partie nous faisons une analyse du probleme (ZIR) dans le cas ou a n’est
pas symétrique et nous présenterons une méthode qui traite le cas non symétrique.
Dans une seconde partie nous démontrons le théoreme de Lax- Milgram pour une forme

bilinéaire continue et coercive sur un espace de Banach sur R.

2.2.1 Symétrisation de formes linéaires et propriétés

Soient V un espace vectoriel sur R et a une forme bilinéaire sur V telle que a(u,u) >
0 Yu # 0.(i.e a est défnie positive). Soit b une forme bilinéaire définie par

a(u,v) + a(v,u)
2

b(u,v) = Yu,v eV (2.19)

Alors, b est symétrique et  b(u,u) = a(u,u) Vu € V. Donc avec b, on arrive a définir un
produit scalaire sur V' x V devient un espace préhilbertien que nous désignons par V5. On

notera par || u ||y, la norme d’un élément u € V;,
[ flv,= v/a(u, u)

Soit V) le dual de Vj i.e. V) = {f : V,, — R, linéaire et continue }.

Supposons que a soit continue sur V;, x V;, i.e 3M > 0 tel que

la(u,v)| < M+/a(u,u)\/a(v,v) VYu,v € V.

Alors, sous cette hypothése, il existe des applications linéaires A et B de V;, dans V, définies

par
AV, — V)

u — Au
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ou
Au:V, — R
v — Au(v) =a(v,u), (resp. Bu(v) = a(u,v))
et on a
| Au flyy= sup AU _ g 1)y, (2.20)

w0 Lol wzo [l vy
De plus, si u#0:

= = u |, - (2.21)
ol el ’

D’apres (220) et (2220), et si u # 0,
[ullve<Il Awflvy< M || ]y, -
Mais ces inégalités sont trivialement vérifiées pour v = 0. Donc, nous avons
[ull<[| Aully< M f[ully,  VueV (2.22)

De méme pour B,

[l <l Bullyy< M [[ully, — YueV. (2.23)

De ce qui précéde, on a la définition suivante.

Définition 2.2.1. Soit a une bilinéaire continue sur V, x V. On dit que V; posséde la

propriété de représentation a droite (resp. a gauche) de Riesz par rapport a si,

VeV, JueV, ; f(v)=alv,u) (resp, f(v)=a(u,v)) Yvel,

Proposition 2.2.1. En termes des applications A et B, Vj, a la propriété de représentation

da droite ( resp. d gauche) de Riesz si et seulement si A ( resp. B) est surjective.

Preuve :
Montrons la proposition pour A, et la preuve pour B est similaire. En effet, A est surjective
signife que :
VieV), FueVy Aulv)=f(v) Yvel,.
C’est a dire

VieV), JueVy alv,u)=f(v) Yvel,
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et a partir de l'inégalité (Z222) A est injective. En effet, Au = Av' — Au — Au’ = 0.
Comme A est linéaire on a, A(u — u’) = 0, ce implique que [|A(u — )| =0,

et d’aprés(2222), on obtient
lu = u'l| < JJA(u = )] = 0.
Donc
lu—u|| =0 et u=1u

Alors A est injective.
Donc on a toujours unicité de ’élément u, qui correspond & f € V), dans la défnition 22271

avec f = Au ( resp. f = Bu).O

Théoréme 2.2.1. [8/
Soit a une forme bilinéaire continue sur Vi, x V,,. Alors V,, posséde la propriété de représen-
tation a droite ( resp. a gauche) de Riesz par rapport a a si et seulement si Vi, est complet

i.e si et seulement si Vj, est un espace de Hilbert.

Preuve :
Nous allons prouver le théoreme de la propriété de représentation a droite de Riesz. La
preuve pour la propriété de représentation a gauche de Riesz est similaire.
1) Condition nécessaire. Supposons que V; a la propriété de représentation a droite de
Riesz par rapport a a. Cela signifie que A est un isomorphisme de V; dans V; ( car A est
linéaire et bijective ). V; étant le dual de Vj, il est donc complet (voir le Théoréme 12373 ),
et en raison des inégalités (2222), A est un isomorphisme topologique aussi. Par conséquent,
Vj est également complet.
2) Condition suffisante. Supposons que V}, soit complet. Nous devons prouver que
A(Vy) =V (i.e A est surjective).
i) A(V,) C V) évidente.
i) V) € A(V,).
Supposons par 'absurde qu’il existe f € V} tel que f ¢ A(V4). Montrons que A(V}) est
complet, et si A(V}) est complet alors il est fermé car il est inclus dans un espace complet

Vi
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Soit (fn)nen C A(Vp) une suite de Cauchy i.e.

Par définition

I(gn)nen C Vi;  fo = A(gn), Vn €N.

D’apres l'inégalité (2222) on a

1fo = fmllvy = 1A(gn) = Algm)llv; = 1A(gn = gm)llv 2 llgn — gmllvi-

En passant a la limite, n, m — oo on obtient
0> timlgw gl > 0= llgn — gullvy, — 0.

i.e. (gn)nen est une suite de Cauchy dans V, et Vj, étant complet, donc, (g, )nen converge vers
g € Vy et on a A(g,) — A(g) car A est continue, donc f, — f = A(g) € A(V}) . Ainsi
(fn)nen converge vers f € A(V}).

Donc A(V4) est complet, il est alors fermé. Par le Théoreme 0233 (corollaire du théoréme

Hahn-Banach), il existe 8 € V) | bidual de V} tel que

=0 sur A(Vy) CV)
B #0,  feVAAW).

Comme V,, est complet et donc un espace de Hilbert, il est réflexif (car tout espace de Hilbert

est réflexif i.e V ~ V). Par conséquent, f est représenté par un élément u de V; i.e.

Ju eV B(h) =h(u) VheV.
Dong, il existe u € V, tel que f(u) # 0, or Au € A(V}) et
Au € A(Vy) = B(Au) = 0 = A(u)u =0,

d’out a(u,u) = 0, ce qui implique a son tour que u = 0. Mais cela contredit le fait f(u) # 0.
Par conséquent, A(V,) =V} , ce qui montre que V}, a la propriété de représentation a droite
de Riesz par rapport a a. [J

Le théoreme de Lax-Milgram se déduit du théoreme précédent.
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Corollaire 2.2.1. [8/ (Théoréme de Lax-Milgram).
Soit (V) |.]lv) un espace de Banach sur R. Soit a une forme bilinéaire continue sur V x V
qui est coercive i.e.

36 >0 tel que a(u,u) > S||ul|} Yu eV,

alors

Vi eV, e Virespw € V); f(v) = alv,u) (resp: f(v) = a(w,v)) Vv € V.
Preuve :

Puisque a est coercive, a(u,u) >0 Yu # 0. La continuité et la coercivité de a impliquent

que (V. ||.llv) et (Wb, ||-llv,) sont isomorphes. Car le fait que a est coercive nous donne,
YueV alu,u) > §||ull}. (2.24)
D’autre part a est continue implique que,
VueV a(u,u) < M|ul. (2.25)

De (223) et (Z=Z3), on obtient
Ollullyy < alu,u) < Mljulli, VueV.

Donc

Volully < Valu,u) < VM|ully VueV.

Alors
Vollully < [lully, < VM|lully  Vu€e V. (2.26)

Ainsi on a une équivalence entre les deux normes (||.||v et ||.|lv;,), c’est a dire que V' et 'V,
sont isomorphes (avec V' un espace de Banach et Vi, un espace de Hilbert). Par conséquent, a
est continue sur V, x Vj, et Vj, est complet. D’ou, selon le Théoreme 2221, V,, a les propriétés
de représentation a droite et a gauche de Riesz par rapport a a. Finalement, le corollaire
s’en suit immédiatement en observant que, f € V' si seulement si f € V.

C’est a dire que V' et V, ont le méme dual. L’idée derriére de la démonstration du théo-
reme de Lax-Milgram est, que nous l'avons prouvé d’abord pour l’espace Vi, sur lequel a est
trivialement coercive, en supposant que Vy est complet et a continue sur Vi, x V, . C’est le

Théoréme 221 .
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Ensuite nous l'avons démontré que pour ’espace de Banach (V. ||.||) sur lequel a est continue
et coercive, puisque (V. ||.]|) est isomorphe a (Vs, ||.||s)-
En conclusion que nous avons démontré le théoréme de Laz-Milgram dans un espace de

Banach pour une forme bilinéaire continue et coercive sans étre forcément symétrique.l]

2.2.2 Sur la condition de la coercivité

Soient V' un espace normé sur R, et ||u||y la norme de 'élément u € V. Soit a une forme
bilinéaire continue sur V' x V| ne vérifie pas forcément la condition a(u,u) >0 Vu # 0.

On définit les applications A et B de V' dans V' par
Au(v) = a(v,u) et Bu(v) = a(u,v).
A et B sont toutes les deux continues de V dans V”’,
[Au(v)] < Mylullvlvllv;  |Bu(v)] < Majollvllully  Vu,veV.

Soit A* (‘resp. B*) 'adjoint de A ( resp. B). A* et B* sont des applications de V" (le bidual
de V) dans V'. Cest a dire
A B V' — V.
On remarque que B (resp. A) est la restriction de A* (resp. B*) a V' C V”. En effet, on a
Vu,v eV, (B*u,v) = (u,Bv)
= Bo(u) = a(v,u)
= (Au,v).

Cela signifie que
B*u = Au Yu e V.

Donc

A=DB"|y (resp. B=A"|y).
Motivé par le corollaire de Lax-Milgram, nous faisons la définition suivante.

Définition 2.2.2. On dit que V a la propriété a droite (resp.d gauche) de Laz-Milgram par

rapport a a si

VieV', JueV; f)=alv,u) (resp: f(v)=a(u,v)) YveV.
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Lorsque a est symétrique, alors dire que V a la propriété a droite de Lax-Milgram est équi-
valent a dire que V a la propriété a gauche de Laz-Milgram.

Dans ce cas, nous parlons simplement de la propriété de Laz-Milgram.

La définition signifie que V a la propriété a droite (resp. a gauche) de Lax-Milgram par
rapport d a si et seulement si A(resp. B) est bijective i.e si et seulement si A(resp. B) est

un isomorphisme de V dans V' au sens algébrique.

Définition 2.2.3. La forme bilinéaire a sur V est dite non-dégénérée si,
Vo #0,3u,w €V a(u,v) #0 et a(v,w) # 0.
Si a est définie positive,c-d-d. a(u,u) >0 Yu # 0, alors elle est clairement non dégénérée.

Théoréme 2.2.2. [9]
Soit V un espace de Banach. Alors, pour que V ait la propriété a droite (resp. d gauche) de

Laz-Milgram par rapport a a, il est nécessaire que

de>0,YVu eV sup la(v, w)] > cllully (2.27)
vevifoy [[vllv
|a(u, v)]
(resp. sup ———— > cllully). (2.28)

venvioy  [vllv
De plus, si 'V est réflexif et a est non-dégénérée, alors (Z227),(Z2Z8) est également suffisante

pour que V posséde la propriété a droite (resp. a gauche) de Laz-Milgram par rapport d a.

Preuve :
Nous allons prouver le théoreme pour le cas de la propriété a droite de Lax-Milgram, la
preuve pour l'autre cas est analogue. Supposons que V ait la propriété a droite de Lax-
Milgram par rapport a a.
Alors, lapplication A de V dans V’ est un isomorphisme algébrique, et comme A est conti-
nue, par le Théoréme =371, nous pouvons dire que A est aussi un isomorphisme topologique.

Autrement dit, 'inverse

AV —V

h— A7'h =u
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est continu. i.e.
dM > 0, ||A_1Au||v = ||A_1h||v < M||hlly: < M||Aully.

Cela signifie que
A= Aully = [Jully < M| Aully-

et
1
1Ay = 7 lullv.

la(v, u)]

Or, on a par défnition, ||Aully = sup . Donc

veV\{0} ||U||V

ja(v, u)|

| Aully = sup > cllullv, avec c¢= M"".

veV\{0} ||U||V

Ce qui implique (2222).

Supposons maintenant que V est réflexif et que (2227) est satisfaite alors,
cllullv < [|Aully: < [[Allllully  YueV (2.29)

Cette double inégalité (2229), est analogue a (222), il s’en suit que A est injective, car si
Au = Au' donc Au — Au’ = 0, et comme A est linéaire on a A(u — u') = 0 ce qui implique
[A(u —)[| =0
D’apres(2Z229), on obtient

cllu =[] < JA(u =) =0
ce que imlique que l'on a

|lu—u||=0,(car ¢>0)

Donc u = u/, et que A(v) est un sous-espace fermé de V'.

En utilisant la méme démarche que celle dans la preuve du Théoreme 222711, on peut prouver,

en se basent sur la réflexivité de V et la non-dégénérescence de a, que A est surjective.[]

Proposition 2.2.2. [9/
Soit 'V un espace de Banach réflexif, si V a la propriété a droite (resp.d gauche)de Lax-
Milgram par rapport a a. Alors, V a aussi la propriété a gauche (resp.d droite) de Lax-

Milgram par rapport d a.
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Preuve :

Nous allons prouver le théoreme pour la propriété a droite de Laz-Milgram.La preuve pour
lautre cas est analogue. Puisque V et V' sont des espaces de Banach et puisque V a la
propriété droite de Laz-Milgram, il résulte du théoréme =31 (de l’application ouverte de
Banach) que A est un isomorphisme topologique. Donc, A* : V" — V' est aussi un iso-
morphisme.

Mais, puisque V est réflexif (V' = V) et puisque B est la restriction de A* a V , il s’en suit
que B de V dans V' est également un isomorphisme, ce qui implique que V a la propriété a

gauche de Lax-Milgram.[]

Proposition 2.2.3. [9/

Soit 'V un espace de Banach. Supposons que V posséde les propriétés a droite et d gauche
de Laz-Milgram par rapport a a, alors V est réflexif.

Preuve :

Puisque 'V a la propriété de lax-Milgram a droite (resp. a gauche) alors Uapplication A
(resp. B) est un isomorphisme topologique de V dans V', il en résulte que A* : V" — V'

est également un isomorphisme. Or A* est la restriction de B a 'V, et comme,
B:V —V,

est un isomorphisme, alors A* est un isomorphisme de V dans V' et aussi de V" dans V",

il en résulte que V" =V et V est réflexif.[]

Corollaire 2.2.2. [8/

Si a est symétrique et 'V a la propriété de Lax-Milgram par rapport a a, alors V est réflexif.

Théoréme 2.2.3. [0/

Soit 'V un espace de Banach. Soit a une forme bilinéaire continue sur V x V telle que
a(u,u) >0 Yu € V. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) a est coercive.

it) a est continue sur Vi, x Vi, et V a la propriété a droite de Laz-Milgram par rapport d a.
iii) a est continue sur Vi, X Vi, et V a la propriété a gauche de Laz-Milgram par rapport a a.

Preuve :
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1l est facile de voir que la coercivité et la continuité de a sur V x V impliquent que a est
continue sur Vi x Vj, . On a déja montré dans le corollaire 221 ( théoréme de Lax-Milgram)
que si a est continue et coercive, alors V a les propriétés a droite et a gauche de Lax-Milgram
par rapport a a.

Done, i) = ii) et i) = iii). Nous allons prouver que ii) = 1).

Puisque a est continue sur V-xV, dM; > 0 tel que
la(u,v)| < Millullv]lvlly  VYu,0 eV (2.30)

Puisque a est continue sur Vi, X Vi, dMy tel que

la(u,v)| < Myv/a(u,u)/a(v,v) Yu,v € V. (2.31)

Puisque V a la proprété droite de Laz-Milgram par rapport a a, par le Théoréeme 222, il

existe ¢ > 0 tel que,
vaeV,  sup 100l
veriioy lvllv

Par conséquent, d’apres (2231)

la(v,u)] < Maov/a(u,u)\/a(v,v) Yu,v eV

Mo~/ a(u, w)v/Mir/a(v,v) Yu,v €V,

IN

ce qui implique que 1'on a

sup 120 < gy A afur),

vev\{or  Iv]lv

Par conséquent, cl|lully < Mav/Miv/a(u,u) Yu € V.

Alors,on a

62

a(u,u) > S|}, Yu eV, avec (§ = m)

Ce qui signifie que a est coercive.

Donc ii) = i). De méme #ii) = 7). Ainsi les propriétés précédentes sont équivalentes.[]

Corollaire 2.2.3. [2/
Soit a une forme bilinéaire symétrique sur ’espace de Banach V telle que a(u,u) > 0 pour

tout u # 0. Alors, V a la propriété de Laz-Milgram par rapport a a si et seulement si a est
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coercive.
Preuve :
D’aprés le théoreme précédent il suffit de montrer que a est continue sur V-x V . Comme

a est symétrique et a(u,u) > 0 pour tout u # 0, il s’en suit que, Yu,v € V  |a(v,u)| <

Va(u,u)y/a(v,v) ( Cauchy-Schwarz). Par conséquent, a est continue sur Vi, x Vi. La conclu-

ston s’en suit immédiatement du théoréeme ci-dessus..]

Proposition 2.2.4. [0/

Soit V un espace de Banach sur R et soit a une forme bilinéaire continue sur V telle que
a(u,u) > 0 pour tout u # 0. Alors, a est coercive si est seulement si V a la propriété de
Lax-Milgram par rapport a b.

Preuve :

Supposons que V ait la propriété de Laz-Milgram par rapport a b. Puisque b est symétrique
et b(u,u) = a(u,u) > 0 pour tout u # 0, il s’en suit du corollaire ZZ=3 du Théoréme 223
que b est coercive, et donc a est coercive. Inversement, supposons que a soit coercive. Alors,
Vet V,, sont isomorphes. Puisque V est un espace de Banach, il s’en suit que V; est complet
i.e. Vi, est un espace de Hilbert. Par conséquent, le Théoreme ZZZ implique que V, a la
propriété de Lazx-Milgram par rapport a b. Puisque V et V, ont le méme dual, il s’en suit

que V a aussi la propriété de Lax-Milgram par rapport a b.J
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Chapitre 3

Méthode de pénalisation pour les

inéquations variationnelles elliptiques

3.1 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application

de V dans V".

Définition 3.1.1. On dit que

i) A est monotone si :
Yu,v €V, (A(u) — A(v),u —v) > 0.
it) A est hémi-continue si : pour tous u,v,w € V | lapplication
t — (A(u + tv), w) est continue de R dans R.

iti) A est coercif si :

(A(u), u)

= 400.
lully—+oo  |Jullv

iv) A est borné si : l'image de tout borné de V est un borné de V'.

Théoréeme 3.1.1. [d] Soit A un opérateur vérifiant :
1. A est borné,

2. A est hémi-continu,
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3. A est monotone,

4. A est coercif.

Alors A est surjectif de V dans V', i.e. pour f € V', il existe u € V tel que A(u) = f.
Preuve :(voirfd], page 171)

Remarque 3.1.1. [d] Le résultat du Théoréme 11 reste vrai si lon remplace lhypothése
de monotonie par la propriété de type (M) :
A est de type (M) si :
u, =~ u dans V faible
A(u,) = x dans V' faible » = x = A(u).

hm sup(A(un),un> S <X7u>

n—oo
Définition 3.1.2. fd] On dit que A est pseudo-monotone si :

U, —u dans V faible
= Yo eV, liminf(A(u,),u, —v) > (A(u),u —v).
lim sup(A(uy),u, —u) <0 n—00

Proposition 3.1.1. [6] A borné, hémi-continu, monotone = A pseudo-monotone —> A

est de type (M)

Théoréme 3.1.2. [6] Soit A un opérateur pseudo-monotone coercif. Alors pour tout f € V',

léquation A(u) = f admet au moins une solution.

3.2 Résultats d’éxistence pour les inéquations vraia-
tionnelles (I.V) elliptique

Soient V un espace de Banach réflexif séparable, K un convexe fermé non vide de V,
A : K — V' un opérateur pseudomonotone, borné et f € V'. sous ces hypothéses on a les

deux résultats d’existence suivants :

Théoréme 3.2.1. [d] Soit A : K — V' borné , hémicontinu et monotone et soit K un

cenvexe fermé borné non vide de V . Alors , pour tout f € V', Uinéquation variationnelle :

Trouve u € K tel que :
<A(U)—f,v—u>2(), VUEKa
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admet au moins une solution.
Preuve :(voir[6]. page 245).00

Théoréme 3.2.2. Si K n’est plus nécessairement borné , mais A est supposé coercif an sens

sutvant :
(A(v),v — o)
[[v]lv

Alors il existe au moins une solution u de 'L V. tel que

Jug €V tel que — 400, si ||Jv|ly = +oo.

ve K, (Au)—fiv—u)>0 WeK.

Preuve :
On approxime le convexe K non borné par un convexe Kg si R est assez grand , fermé non
vide ,définit par
Kr={ue K;|u|ly < R}

d’aprés le Théoréme B=21 | il existe ug € Kg solution de I'lV.
(A(ug),v —ugr) > (f,v —ug), Yvé& Kg.

R assez grand pour que vy € Kg (vy de la coercivité ), R > ||lvo]|

(A(ur),ur —vo) = (f,ur — vo) < |[fllv-(lvollv + llurllv),  llurl < Co,  VR.
Donc une solution ug pour R > Cj fournit bien une solution de Théoréme B21.[]

Remarque 3.2.1. (imporante)

Dans les inéquations variationnelles il y a toujours deuz choses a vérifier
1- la fonction appartient au convexe Kg.

2- l'inéquation est vérifié pour toutes les fonctions tests de Kg.

En effet,

1- soitv € K fizé, wy= I+ (1—Nug,, 0 <A< 1.

Montrons que wy € Kg,, on a

lwxllv < Allvll + (1 = MlJug ],
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comme X est assez petit et ||ug| < Ro, alors ||wy|lv < Ry, donc wy € Kpg,.
2- Montrons que l'inéquation (A(ug,) — f,v —ug,) > 0, est vérifié pour toutes les fonctions
tests du convexe, soit w—ug, = A\v—Aug, = AN(v—ug), comme X\ > 0, alors I’. V. (Inéquation

Variationnelle) suivant est vérifié

urp € K
(A(ugy) — f,v —ug,) >0, VveK.

3.3 Résolution des (I.V) par la méthode de pénalisa-
tion

Soit V un espace de Banach réflexif, sa norme et celle de son dual sont strictement

convexes, et soit K un convexe fermé de V.

Définition 3.3.1. : On appelle opérateur de pénalisation (attaché a K) tout opérateur

B:V — V' ayant les propriétés suivantes :

(1) B est monotone borné et hémicontinu de V' dans V'

(2) {v/veV, pw)=0} =K.
Le résultat suivant montre qu’il existe toujours de tels opérateur :

Proposition 3.3.1. [/ Soit V un espace de Banach de normé strictement convexe ainsi
que celle de son dual. Soit J Uapplication de dualité relative a ® (définition [[-34) et soit ¥
définie par V(r) = [; ®(o)do. Alors

Y(llol) = ¥(lull) = (J(w),v—u)  VoeV.
et réciproquement si & € V' wvérifie
Y(lloll) = T(lul) = (v —-u) VoeV.
alors & = J(u).

Proposition 3.3.2. [/ Si V est strictement convexe = J est strictement monotone.
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Théoréme 3.3.1. [6] On suppose que la norme de V et celle de son dual V' sont strictement
convezxes, a lieu et soit J un opérateur de dualité de V dans V' relatif a ®. Alors si Py désigne

L’opérateur de projection de V dans K. L’opérateur 8 donné par
B(u) = J(u— Pyu) (3.1)

est un opérateur de pénalisation.

La preuwve utilisera un résultat simple, caractérisant la projection Pxu a l'aide de J :
Pyou=w est caractérisé par : we K et (J(u—w),k—w)<0 VkeK. (3.2)
En effet, par définition
|lu —w| <|lu—(1-0)w— 0k Vk € K,0 € [0,1]. (3.3)

Si on introduit, comme au définition [.3.4, ¥ par

(T3) équivaut
U(flu—wl) < ¥([lu—w — 0k —w)]]). (3.4)

D’apreés proposition. T3,

U(lu—w|) = ¥(llu —w —0(k —w)|) = (J(u—w—0(k —w)),0(k — w)) ce qui joint (54)

donne, d’aprés division par 6 > 0
(J(u—w—0(k—w)),k—w)<0.

est faisant tendre 0 vers 0 on en déduit (33).

Réciproqguement, si w satisfait (83), alors pour tout k € K :

V(llu = &) = ¥(lu—wl) = (J(u—w),w—=k) =20 (daprés [E2)), d’oi lu—w] < [lu—Fk
et le résultat.

Preuve :

Monotonie de [3.

On vérifie d’abord que, pour tous u,v € V', on a

(J(u— Pyu) — J(v — Ppo), Peu — Pyv) > 0. (3.5)
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En effet, d’aprés (323) :
(J(u— Pyu), k — Pou) <0

et l'inéquation analogue pour Pyv; en prenant respectivement k = Pyv et k = Pyu, on en
déduit le résultat par addition.

Mais, si on pose 4 = u — Pyu, v =v — Pyv, il vient

(B(u) = Bv),u—v) = (B(u) = B(v), 4 — 0+ Pgu— Pxv) =
= (J(a) = J(0), a4 —0)+ (3.6)
+ (J(u— Pyu) — J(v — Py), Pyu — Pyv).

D’aprés la monotonie de J, le premier terme du coté droite de (138) est positif, ainsi que le
deuziéme d’aprés (B3).
Donc B est monotone. On vérifie que [ est borné et hémicontinu.

Enfin J(u — Pyu) = 0 équivaut & u — Pxu =0 donc a
u= P,ue K.O
Exemple 3.3.1. Soit A une matrice symétrique a coeficients L, coercive et f € H1(Q),
K={ve H)Q),v>1%=0 dans Q}.
On considére ’application

J(v) = %/QAVUVudx —(f,v).

Alors on a J atteint son minimum sur K, i.e.
Jue K, Ju) <Jw), Vv e K.

Ce u est caractérisé par l'inéquation variationnelle :

ue K
Jo AVuV (v —u)dz > (f,v — u), Vv € K.

On peut choisir

Blv) = J(v = B),
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(existe grace a [6] page .370), J c’est opérateur de dualité de V dans V',
K={veH)Q),v>0 pp. dans Q}

J = Id et Pov = v (i.e. on projete sur 1(Q) ), donc B(v) = v™, par suite I'équation

pénalisé correspondante s’écrit

Aue) — %U; =f
u. € H}(Q).

Exemple 3.3.2. V =W,?(Q), 1<p<+oo. A donné par
Z 0 (% |p 2 ov )
8@ 0@ ox;
K={veW,;?(Q),v>0 pp. dans Q}. On projete sur LP(Q) et on choisissant l’opérateur
de dualité J(v) = [v|[P~2v. On obtient :

Bv) = J(v — Pw) = —|jv [P0,
et ’équation pénalisé correspondante est alors :

Alug) = HuZ [P7?u; = f,
u. € W, P(Q).

Théoréme 3.3.2. Soit A : V. — V' un opérateur pseudomonotone et coercif au sens

sutvant :
<A(U)> v — UO)
vl

Alors pour tout f € V', il existe u € K tel que :

Jvg € K tel que — +o0, si ||v]ly = +o0.

(A(u),v —vo) > (f,v—u), YveK.

Preuve :

Soit B un opérateur de pénalisation attaché a K,on va monter que

Ve >0, il existe u. € K, tel que:

Alue) + 18(ue) = f.
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pour cela on utilise les remarques suivantes :
i)- Vopérateur v — A(v) + 13(v) est pseudomonotone.
ii)-
(A(0), v = ) + H(8(0),v — vo)
— (A(), 0= o) + B0 — 1) 2 (A, — to),
(car vy € K = [(vy) = 0,et B est monotone )
et donc
1

m[(A(v),v —vg) + %(5(1}),1} — )] — +o0, si ||jv]] — +oc.

d’ou lezistence de u. qui vérfie A(u.) + %6(%) = f, ( qui est dit probléme pénalisé associé
a ((A(u),v —vg) > (f,v —u)), donc, on peut choisir u. solution du probléme pénalisé telle
que : u. demeure dans un borné de V lorsque e — 0. Comme A est borné, A(u.) demeure

dans un borné de V' et
B(us) =e(f — A(u.)) — 0, quand ¢ — 0 dans V'
On a méme ||B(u.)|lv < Cie. On peut extraire une sous-suite, encore noté u., telle que

u. — u,  faible dans V

A(u) —= &, faible dans V.

Montrons que f(u) = 0. On déduit de (B(u:)—(uy)) > 0 pour tout ¢, que —(B(p),v—p) >
0, pour tout . prenant p = u — A, \ > 0,9 € V, on en déduit que (B(u — M), 1)) <0,
faisant X tendre vers 0, on a donc (5(u),v) <0, pour tout v, d’oi f(u) =0, doncu € K.
Si Uon prend alors v € K, on deduit de A(uc) + B(u.) = f, comme (B(v) = 0) :

(Alw) = f0 = ) > 2 (B(0) — Blow), 0 = wc) 0. (3.7)
On en déduit
ll_r)l(l) sup(A(ue), ue —u) < 1_1_1% sup(f,u. —u) = 0. (3.8)

Donc comme u. converge faiblement vers u dans V et d’aprés (338), on a

lim sup(A(u.), ue — u) < 0.

e—0
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Ce qui implique (car A est pseudomonotone ) que l'on a
lim sup(A(uE), Ue — U> > <A(u)7 U= U>'
e—0

D’ou d’aprés (371), (f,v—u) > (A(u),u —v), Yve K..i.e.

(A(u),v —u) > (f,v—u), Yve K.O
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Chapitre 4

Applications

Ce chapiter contient des applications sur le théoréeme de Lax-Milgram aux espaces de
Hilbert et de Banach ainsi que une résolution par la méthode de pénalisation d’un probleme

d’EDP non linéaire avec condition aux limites de Dirichlet non homogene.

4.1 Appalication du Théoréme de Lax-Milgram
Application 1
Soit f € L?*(]0,1[). Considérons le probléme suivant :

—u"(z) +u(z) = f(z), x€]0,1],
u'(0) = u(0),u'(1) = 0.

(4.1)

Soit v une fonction suffisamment réguliere. On multiplie la premiere équation de (E0) par
v et on integre sur |0, 1[. En effectuant des intégrations par parties et en tenant compte des

conditions aux limites, on obtient :

/01 w(ep/(@)de + /0 (o) + u(0)u(0) = /0  fayola)ds.

Pour que les intégrales aient un sens, il suffit de prendre u,v € H'(]0,1[), auquel cas les
fonctions sont continues (car € H'(]0,1[) C C(]0,1[)) et donc les valeurs u(0) et v(0) ont

aussi un sens. On en déduit qu’une formulation faible est

Trouwver u € H'(]0,1]) tel que

(4.2)
a(u,v) = L(v), Yv e HY(]0,1]),
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ou
1
a(u,v) = / [/ (z)v () + u(z)v(z)]de + u(0)v(0), VYu,v € H'(]0,1]),
0
et )
L(v) = / f(x)v(z)de, Yve H(]0,1]).
0
On peut applique le théoreme de Lax-Milgram. En effet,
i) la forme linéaire L est continue car |L(v)| = | [, fvdz| < ||f|lz2goap 1ol 20,1y par Pinéga-
lité de Cauchy-Schwarz et donc |L(v)| < C||v||z2qo1p avec C = || fllz2qoap-

ii) la forme bilinéaire a est continue. En effet :

la(u, v)| < |lu'|| 2goapllv' 2oy + 1wl z2goap vl e2goap + [u(0)[|v(0)],

or pour tout z €]0,1[, v(0) = v(z) 4+ [; v'(t)dt et donc par inégalité triangulaire et par
Cauchy-Schwarz, on obtient que |v(0)] < |v(x)| 4 ||v'||L20,1p- En intégrant cette inégalité

entre 0 et 1, et en utilisant une autre fois Cauchy-Schwarz, on obtient

[w(0)| < llvllz2goap + 1Vl 20,1y < 2l a1 go1p-

La méme inégalité est évidemment vraie pour u(0). On en déduit que :

IN

|a(u,v)] [/ 2o,V [ £2go,1p + lwll z2goap vl £2qo,1p) + 4llullmrgoapllvll o
< llullargoapllvllargoap + llellargoapllollmrory + 4llulla goapllvllago.p
< Offullagopllvllargop

ce qui prouve que a est continue.

iii) Montrons maintenant que a est coercive.

on a L
1
au,u) :/ u'(z)2dw +/ u(z)?dr + u(0)? > HUHQHIGO’lD
0 0

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, on peut donc conclure 'existence et 1'unicité de la
solution de probléme variationnel (E=2), qui est une solution faible de probleme (ET).
Application 2

L’étude du probléeme de Dirichlet pour I’équation de Sturm-Liouville. Soit le probleme aux

limites suivant,

(=p(w)y' () +q(w)y(u) = f(u),  w€l0,1[  (E.D)

(4.3)
y(0)=0; y(1)=0 (C.L)
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ou
qeC([0,1]); ¢>0 sur [0,1]
p € CY[0,1]); Ja >0 tel que; p>a sur [0,1].

Soit y une solution du probléme (B23) et soit 2 un élément quelconque de H;(]0, 1]).

Multiplions I’équation (E.D) par z et intégrons sur |0, 1[, on obtient par intégration par

‘/m u) + qy(u M—/f

On considére alors la forme bilinéaire,

parties :

car z(0) = z(1) =

Bly,x) = / [y ()2 () + qy(0)e(@)]do, Y,y € HY(0,1]).

B est évidemment bilinéaire et symétrique. Elle est définie et positive a cause des conditions
imposées a p et q.

B est ainsi un produit scalaire et H}(]0, 1[) muni de B est un espace de Hilbert. Le théoréme
de Riesz, appliqué a cet espace, justifie 'existence et I'unicité de y € H}(]0, 1[), solution du
probléme,

Vo € Hy(]0,1[); y,x) = L(x),

/ Flu

Revenons a I'application du théoreme de Lax-Milgram, montrons que la forme linéaire L est

continue, B est continue et coercive :

1
|L(z)| < /0 |f(w)||z(w)|du < || fllzqoap 17 ll2qoap < Cllzllm avee C = || fllz2qo,1p),

donc L est continue.

Aussi, on a

By, z)| < Plly'll2ll2"ll2 + Qllyll 2|l 2.

Notons par P ( resp. Q) la borne supérieure de p(u) ( resp. ¢(u)) sur |0, 1[. Donc

By, 2)| < (P + Q)lylla |2
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Appalication du Théoreme de Lax-Milgram dans un espace de Hilbert

D’autre part B est coercive. En effet, d’apres les conditions sur p ( resp.q), on a
fo pz’? + qr?)dr >0

M%@ZQWMQ p=a

or, si x € H(]0,1[), on a

mm|—\/
/ 11 x 2'(v)|dv
[ i < 1w ( [ w)

< ]l a.

1 1
/ |z(u)Pdu < / 2'||72du
0 0

= [l2[lZ2 < ll2"lIZ--

IA

IA

Donc

D’ou
B(x,x) > S(llel2: + I1172) = 5 ll2l3n-
D’apres le théoreme de Lax-Milgram le probleme B(y,z) = L(x) admet un unique solution
y € H}(]0,1[), qui est une solution faible de probleme (E=3).
Application 3
Soit 2 un ouvert borné de R", de frontiere 0f) réguliere. On cherche une solution faible au

probleme de Neumann avec conditions aux limites homogenes,

—Au+u=f dans €

(4.4)
% =0 dans 01,

o f € L*(Q) et n représente la normale unitaire extérieure a 92. On suppose qu'il existe
u € H?*(Q) solution du probléme (£4). En multipliant 'équation —Au+u = f parv € H'(Q)

et en intégrant sur €2, on obtient

APmmMmmmzAﬂm.
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Appalication du Théoreme de Lax-Milgram dans un espace de Hilbert

D’apés la formule de Green, il vient

/(Vu.Vv—{—uv)d:U—/@vda = / fodx.
Q o On Q
ou

Comme 5% = 0 sur 92 (mais u n’est pas connu sur le bord), la formulation variationnelle

de (£32) s’écrit :
Trouwver u € HY(Q) tel que

(4.5)
Jo(Vu.Vv+w)de = [, fode Vv e H(Q).

Pour montrer que cette formulation admet une solution unique, on va utiliser le théoreme

de Lax-Milgram avec

a(u,v):/Q(Vu.ijLuv)dx, et L(v):/ﬂfvd:c.

On voit que a est une forme bilinéaire sur H*(Q2) x H'(Q) et d’aprés 'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a
Vu,o € HY(Q) :  a(u,v)| = ‘/Vu.V'UjLuvdx‘ < ullmr @)l o @),
Q

d’ou la continuité de a.
En outre a est coercive car a(v,v) = Hvﬂip(m pour tout v € H(Q). D’ailleurs, L est une

forme linéaire sur H*(Q2) et sa continuité découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

voe H'(Q): L) = / feda| < 1 lz@ ol < 1l I0lm @)

Les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont satisfaites et on en déduit qu’il existe
une unique fonction u € H*(2) solution de la formulation variationnelle (23), qui est une
solution faible de probléme (23).

Application 4

Soit le probleme

VF e (Wy9(Q)) , ueW,?(Q) tel que,

1 1
/QVU.V(,O + /Q cup = (F, <,0>(W&.q(m),7wéq(m Vo € Wy 9(9), p + i L,e>0.

On choisit

olug) = [ VuTot [ weWn@, ¢ W)
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Application de la méthode de pénalisation

i) Continuité : comme a est bilinéaire et il existe M > 0, tel que,

a(u, )| < Mllullyarollelyiaa,  Yue Wir(Q), Vo € Wai(Q).

D’ou la continuité de a.

ii) Inégalité variationnelle :

VuVo+ |, cu
v ool Vet fyeugl
PEWE () —{0} ||90||W3~‘?(Q) pEWL(Q)—{0} H('O”WOLQ(Q)
> |fQ|Vu|2+fQCu2|
B [ullyyr e o
[Vl + full2:
> min(1,c) 0 2 :min<1ac)||u“W1'p(Q)‘
||U||W01-P(Q) 0
Donc il existe une conctante C' = m tel que
|a(u7 90)| 1.
||U||W01<p(Q) <C sup —— Yu e W,*(Q) - {0}.

pEW1(2)—{0} HQOHWOL‘I(Q)

Si v =0 on a aussi

a(0, .
0= [0lyioy <€ s A9l o v e mtno) - o,

e @0y 1llwt oo

On déduit que

alu,
[ullyrrgy <C sup M, Vu € Wy P(Q).
° pewrao)—oy 1Pllwiaq)

d’ou, d’apres le Théoreme 2.2.3, la coercivité de a.

Alors, on a
VE € Wy l(Q) = (W P(Q)), FueWyP(Q); alu,p) = (F¢), VpeWy(Q).
Cela équivaut a dire que le probléme

—Au+cu=F dans (Wolp(Q))/
u € Wol'p(Q)

admet une unique solution.
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Application de la méthode de pénalisation

4.2 Application de la méthode de pénalisation

Soient Q un ouvert borné de R", f € L?(Q) et A : 2 x R" — R" une fonction vectorielle

vérifiant

x+—> A(z,£) est mesurable V¢ € R”

E— A(x,€) est continue p.p. x € R" (4.6)
et pour certaines constantes 0 < A < A < o0
VEER", pp.a€Q: AEP < Ar, ) (4.7)
VEER",  ppzeQ: Azl <AL (4.8)
D’ailleurs, pour tout &, € R™ tels que £ #n et p.p. x € Q) :
(A(z,8) — A(z,n))-(§ = n) > 0. (4.9)

Le probleme
.

Trouver u € H(Q) telle que :
u=1 sur
/ [A(z, Vu).VE + ué]de = / féda
Q Q

VE € Hy(Q)

admet une unique solution. En effet, soient V' = H} () muni de la norme de € H'(Q) et
K ={u€c HY(Q)/ u=1sur 0Q}.
Pour v € V, considérons I'application
A(u): HY(Q) = R
& /Q [A(x, Vu).VE + uf} dx.

En appliquant le Théoreme BZ32 (Chapitre 2) pour prouver que (P) admet une solution.
o A(u) € V' : Il est claire que A(u) : V' — R est linéaire. En outre, d’apres (E3) et I'inégalité

de Cauchy-Schwarz, on a

| < Au),& > | < Cllull gy lIElla @ (4.10)
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Application de la méthode de pénalisation

ou C' est une constante ne dépend pas de u. Donc A(u) est continue. D’ott A(u) € V.

e A est borné : C’est une conséquence de (210).

e A est hémicontinu : En utilisant (£8), (E=8) et le théoreme de convergence dominée, on
peut montrer que pour tous u,v,w € V, la fonction p(t) =< A(u + tv),w > est continue
sur R.

e A est monotone : Soient u,v € V. D’apres (E9), on obtient
< Au) — A(v),u —v >= / [(A(z, Vu) — A(z, Vv)).V(u—v) 4 (u — v)?]dz > 0,
Q

d’ou la monotonie de A.

e A est coercif. Il existe vg = 1 € K tel que
< A(v),v — vy >= / [A(z, Vv).Vo +v(v — 1)]dz.
Q
En utilisant (222), il vient

< A(v),v — vy >

v

min(1, Aol ey — [ vda

> min(1, \) ||U||H1 — /mes(Q)||v]| g1

ce qui nous conduit a

< A(v),v — vy >

vl

— 00 lorsque ||v||g1q) — oo.

On en déduit que A est coercif.

Comme
EeV »—)/ fédx

appartient a V', on conclut d’apres le Théoréeme BZ32 (Chapitre 2) qu'il existe u € K une

solution de I'inéquation variationnelle
<A(u),w—u>2/f(w—u)d:c Yw e K. (4.11)
Q
Si on choisit w =u £ £ ou £ € V dans (B10), il vient

/ [A(z, Vu).VE + ué]de = / fédx VEEV.
Q Q
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Application de la méthode de pénalisation

Donc le probleme (P) admet une solution.

Unicité : Soient u,v € K deux solution du probleme (P). Donc pour tout £ € V' :
/Q [Alz, Vu).VE + ug]do = /Qfﬁdx (4.12)
| 1A v0.ve+ o= [ gear (413)
Soustrayons (B-13) de (E12), on obtient
/Q [(A(z, Vu) — A(z, Vv)).VE+ (u—v){]de =0 VEE V. (4.14)
On choisit € = u — v comme fonction test dans (E°T3), il vient
/Q [(A(z, Vu) — A(z, Vv)).V(u—v) + (u— v)*|dz = 0,
d’ou, d’apres (E9) :
0< /(u—v)zdx:(),
Q

ce qui nous conduit & u = v p.p. dans Q. On conclut que la solution du probleme (P) est

unique.

49



Conclusion

Ce travail a mis en évidence les aspects théoriques et appliqués de deux théoremes impos-
tants qui sappliquent a certains problemes concernant les équations différentielles ordinaires
et aux dérivées partielles, ce sont le théoreme de Lax-Milgram et la méthode de pénali-
sation pour les inéquations variationnelles (IV) elliptiques. On a présenté le théoreme de
Lax-Milgram dans un espace de Hilbert, sa extension a un espace de Banach et la méthode
de pénalisation pour résolution les (IV) elliptiques. Dailleurs, nous avons donné quelques

applications sur cette lecture théorique.
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Résumé:

Le but de ce mémoire est de présenter une lecture
théorique du théoreme de Lax-Milgram dans un espace
de Hilbert, sa extension a un espace de Banach et la
méthode de pénalisation pour résoudre les inéquations
variationnelles (IV) elliptiques. En outre, nous allons
consolider cette partie théorique par quelques
applications.

Mots-clés : Théoréme de Lax-Milgram, méthode de

pénalisation, inéquation variationnelle

Abstract:

This dissertation aim at presenting a theoretical
reading of Lax-Milgram theory in Hilbert space,and its
extension to a Banach space and the method of
penalization to resolve the elliptical inequality
variations. Besides, we will use this theoretical part in
some applications.

Key words: Lax-Milgram theory, penalization method,
variational inequalities.
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