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Les notations Principales utilises

N : corps des naturels.

R : corps des réels.

Q2 : est un ouvert de R".

(0,77 : l'intervalle fermé 0 <t < T

[' : est la frontiere topologique de €2

Q = (0,T7) x ;T est fini

> : est la frontiere latéral de Q

xr = (21,...,2,) : point générique de R"

dx = dxidxs...dx, : mesure de Lebesgue sur (2
D(2) : P'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact
D'(Q) : espace des distributions sur {2

L*(Q)) : l'espace des classes de fonctions de carré intégrable pour la mesure
de Lebésgue dx

LP(Q) : lespace des classes de fonctions de puissance p - iéme intégrable pour
la mesure de Lebésgue dx

L>*(Q) : = {u: Q2 — R messurable; sup ess ;eq|u(t)| < oo}
lullZe ) = Jo lul*de.
||w|| Lo = sup essier|u(t)]
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H1(Q) : T'espace de Sobolev d’ordre 1 .
H;(Q2) : Tadhérence de D () dans H'(Q)
H{"(22) : Padhérence de ©(£2) dans H"(2)

H™(Q) : I'espace de Sobolev d’ordre m , pour m € N et on a H'(Q) = L*(Q)

H™(Q) = {u € L*(Q)/D*u € L*(Q) ; |a| < m}

On munit 'espace H™ du produit scalaire :

<u ,U>Hm(Q) = Z <Dau ,DaU>L2(Q) Vu,v - Hm(Q)

la|<m

||| : la norme de x.
E’ : le dual topologique de E.
<, >=pm«xEg : le crochet de dualité entre ’espace E et son dual topologique

Vu(z) = (2% (z) u (1)),le gradient de la fonction u en z € R™ (les déri-

6_371 g eses _8xn
vées sont prises au sens des distributions).

A : Popérateur de Laplace A = >"7 | 88—;?

WP : I'espace de Sobolev, 1 < p < 0o .

W, 7 : la fermeture de C3°(€Q) dans W', 1 < p < 00 .
— : la convergence faible dans W'?, 1 < p < o0 .

HY(Q) = WH2(Q) : espace de Sobolev

p.p- : presque partout.
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|.| la norme associée aux produits scalaires

o(E, E') : la topologie faile définie sur E.

o(E', F) : la topologiefaile* définie sur E’

LP(0,T,X)={f:(0,T) — X ; mesurable :fOT I fII5 < oo}
L0, T, X) ={f : (0,T) — X ; mesurable :esssup,cn || fllx < oo}
esssupye(or) || x = infico,r){C > 0,[|fllx < oo pp. }

C([0,7],X) = {f — X;continue}

©'(0,T,X) : 'espace de distributions vectorieles & valeurs dans X.



Introduction

*  Apercu historique
Boris Grigoryevich Galerkin mieux connu sous le nom Galerkin est
né le 20 février 1871 a Polotsk ( Biélorussie ) et mort a 12 juillet 1945 a
moscou ( rousia ).
Est un mathématicien et un ingénieur russe réputé pour ses contributions

a I’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques. Son nom reste lié
a une méthode de résolution approchée des structures élastiques, qui est
I'une des bases de la méthode des éléments finis .

Son premier ouvrage scientifique est publié par les instituts "Transactions”.
L’article s’intitulait ”Une théorie de la courbure longitudinale et une expé-
rience d’application de la théorie de la courbure longitudinale aux cadres a
plusieurs étages, aux cadres a jonctions rigides et aux systémes de cadres”

Il a été distinction par I’Académie russe des sciences avec le prix Staline
1942 .[11]

Alessandro Faedo, mieux connu sons le nom de sandro est né. a Chiampo
(pres de Vicenza, au Nord-Est de I'Italie) le 18 Novembre 1913 et est mort
a Pisa le 16 Juin 2001.

L’activité scientifique de Faedo était essentiellement dans le domaine de
I’analyse générale et 'analyse numérique. Ses principales contributions
concernent cependant le calcul de variation, la théorie des équations diffé-
rentielles ordinaires linéaires et la théorie des équations aux dérivées par-
tielles.

Les contributions mathématiques les plus importantes de Faedo destinées
a avoir un impact durable sont dans le domaine des équations aux déri-
vées partielles. Ses écrits dans ce domaine se concentrent sur ce qu’il a
appelé "I’analyse existencielle et quantitative des Equations aux Dérivées
Partielles (E.D.P)”. | en particulier pour les ¢ elliptique ; et hyperboliques.

L’écrit le plus important de Faedo, publié en 1949 dans I’ 7 Annali della
Scuola Normale Superiore di pisa”, contient ’analyse et la description
d’une méthode pour résoudre les équations aux dérivées partielles dépen-



dantes du temps (voir [4]et [12]).Plus tard, cette méthode que Faedo a
appelé "Méthode des moments” ,allait devenir universellement connu
comme la "Méthode de Faedo-Galerkin ”,ce qui fait I’'objet de notre
travail.

Plusieurs méthodes peuvent étre employées pour résoudre ce genre de pro-
bleme .

Dans ce mémoire, nous présentons l'une d’elle, la méthode de Faedo-
Galerkin dont les bases ont été poseés plus haut et par la suite nous
donnons quelques applications de celle-ci.

Le travail que nous effectuons s’organise en trois chapitres, répartis comme
suit :

Le premiere chapitre intitulé "Préliminaires”, contient un ensemble de
définitions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.
Dans le deuxiéme chapitre : Nous avons appliqué la méthode de Faedo-

Galerkin, pour un probleme de I’équation de la chaleur et la condition de
Dirichlet :

W — Au= f(z,t) dansS = Qx]0,T|
u(z,0) = g(z) dans
U(O', x) =0 sur I' = GQX]O,T[

Dans Le troisiéme chapitre : Nous avons appliqué la méthode de Faedo-
Galerkin, pour un probléme non linéaire de mécanique quantique oscillant
avec le facteur d’amortissement.

%—Aqus%Jr\u]pu:f
u(z,0) = uy, %(:L‘.O) = uy,z €S} (condition initialle)

u = OsurX (condition aux limite)

Finalement, on donne une conclusion du travail effectué. On termine ce
mémoire par une bibliographie riche.



Chapitre 1

Préliminaires

L’étude des équations aux dérivées partielles nécessite la connaissance d’un
certain nombre de notions.
Le but de ce chapitre est de rappeler certaines notions indispensables pour la
suite de notre travail. Ainsi, nous définissons quelques notions de topologie,
d’analyse fonctionnelle, d’analyse générale et quelques espaces de sobolev.
Dans cette section, les notions sont tirées des livres H.Brezis [10],J.L.Lions-
Magenes [13] .

1.1 norme et espace de Banach
siot E un k-espace vectoriel, k = R ou R.

1.1.1 Normes, espace de Banach

Définition 1.1.1. .
Une norme sur E est une fonction réelle ||.| : E — Ry vérifiant les trois axiomes
suivants :
(i) ||z|| = 0 < x = 0(positivité)
(ii) || \x|| = |\|||z]|, VA € k,Vx € E(Homogénéité)
(i) ||l + y|| < ||l=|| + ||y, Vo, y € E (Inégalité triangulare)
Définition 1.1.2. .

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme ,
Soit E un espace vectoriel normé .

Définition 1.1.3. (Suites convergentes)

Soit u = (Up)nen une suit et a € E .

On dit que la suit w a pour limite a,ou converge wvers a si la suite réele
n— ||u, —al| a pour limite 0.

On écrit alors :

lim u,=a< lim ||u,—allp=0<Ve>0,Inyg €N

n—-4o00 n—-+4o00



tel que n > ng = ||u, —al|lp <€

Définition 1.1.4. (Suites de Cauchy)
Une suite de Cauchy dans E est une suit u = (up)nen d’éléments de E satisfai-
sant la propriété suivante :

Ve > 0,3dN € N tel que Yp > N, Vg > N, |ju, — uy||p < € (1.1)

Définition 1.1.5.
Un espace métrique E est dit complet, si dans cet espace toute suite de Cauchy
converge .

Définition 1.1.6. .
Une espace e Banach est un espace vectoriel normé complet .

Proposition 1.1.1. ./15]
Soit E un espace vectoriel normé de dimensio finie.
Chaque norme dans E est continue dans FE .

Théoreme 1.1.1. (Hille-Yosida) [10]
Soit E un espace de Banach , A un operateur m-accretif et ug € D(A).Alors il
existe un unique u : Ry — E tel que

(uwe CY([0,+00], E), (1,24q)

) u(t) € D(A),vt <0, (1,2b)
u'(t) + Au =0 sur R,  (1,2¢)
w(0) =0, (1,2d)

\

1.1.2 Dualité

Soit E un espace vectoriel normé ;I.’espace L(F;R) est appelé I'espace dual
de E et est noté E’.
Les éléments de E’ sont des formes linéaires.
L’action d’'une formes linéaire f € E’ sur un vecteur x € E est notée
<£L" - E>E/7E.SOit f c E/,OI] a

If]

p= sup ((f,2)). (1.3)

zeE|z||<1

On a R étant un espace de dimension finie donc complet , E’ est toujours un
espace de banach.

1.1.3 Fonction a valeurs dans un espace de Banach

Lemme 1.1.1. ./12/
of

Si f e LP(o,T,X) et o € LP(o,T,X) telqgue 1 < p < oo ,alors : f et aprés



modification eventielle sur un ensemble de mesure nulle de |o,T| continue de
lo,T[— X .

Lemme 1.1.2. .[12]
Soit O un ouvert borné de R} x Rt ,les foctions g, et g de L4(0),1 < q < o0
telles que :

I9llzs0) < C gy — g p.p dans O.

Alors
gy — g dans LI(O) faible .

1.2 Espace de Hilbert
1.2.1 Produit scalaire

Définition 1.2.1.
Soit F un R espace vectoriel.
Un produit scalaire sur E est une application (.,.) : E x E — R vérifiant :

)>0,Ve e (On dit que(.,.)est positive )
(r,2) =0 2=0 ((.,.) est dfinie)
(x,z) = (y,z)Vr,y € & (symtrie)
Az + py, z) = Mx, 2) + pwly, 2)Ve,y,z € E et \,ueR (bilinarit).

Dans toute la suite le produit scalaire sur E sera noté (.,.)g
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertient

Lemme 1.2.1. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)[17]
Soit E un espace préhilbertient, on a :

(@, 9)Bl* < (2, 2)6(y,y)E. (1.4)

Corollaire 1.2.1. ./17]

Soit E un espace préhilbertient :

EF—R
L’applicatz'on \/7+ est une norme sue F.

C’est-a-dire | \:1:“ = /(z,x)pest une norme sue E.

1.2.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.2. .(FEspace de Hilbert)
Espace de Hilbert est un espace préhilbertient(espace vectoriel muni d’un
produit scalaire) complet pour la norme associée au produit scalaire.



Définition 1.2.3. (Orthogonalité)

Soit E un espace Hilbert :

On dit que x,y € E sont orthogonaux si (z,y)g =0 .
On a x € E est orthogonal a une partie F C E si :

Vy € F, ($7y)E = 0. (15)
On appelle Orthogonale de F' [’ensemble :
{r € B/(z,y)p =0Vy € F} = F™. (1.6)

Proposition 1.2.1. (Représentation de Riesz)[2]
Soit E un espace Hilbert ,Pour tout f € E' il existe un et un seul vecteur vy € E
tel que :

(f,y)p e =y, 2)E,Vy € E. (1.7)

Définition 1.2.4. (Convergence faible)
Soit E un espace Hilbert.
Une suite (x,,)nen de converge faible vers x € E si

vy € B, lim (z,,y) = (z,9).

Théoréme 1.2.1. ./2/
De toute suite bornée dans un espace de Hilbert E , on peut extraire sous-suite
faiblement convergente .

1.2.3 Bases Hilbertiennes

Définition 1.2.5. (Bases Hilbertiennes)
Une Bases Hilbertiennes dans un espace Hilbert E est une (e,)nen d’éléments
de E telle que :

i)len|| = 1,Vn; {em, en) =0 si m # n,

et

it)vect(ey,,n € N) = E.

Théoréme 1.2.2. ./10]
Tout espace de Hilbert Séparable admet une base hilbertienne .

1.3 Généralités et notions de bases
1.3.1 Topologie faible

Définition 1.3.1. .

Soit E un espace normé ,E’ est son dual topologique.

On appelle topologie faible sur E notée o(E, E'),la topologie la moins fine
rendant continue toutes les formes linéaires f € E' .
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Définition 1.3.2. .

Soit (zp)nen une suite d’éléments de E |

on dit (x,)nen converge faiblement vers x dans E ,si x, — x dans o(E, E') |
On notera x,, — T .

Proposition 1.3.1. ./8/
Soit E un espace de Banach et (x,)nen une suite d’élément de E, alors :

T, — xS f(x,) — f(x),Vf el

Proposition 1.3.2. ./8/
Soit (v,) une suite de E, On a .
x, — x et seulement si f(x,) — f(x) pour tout f € £ .

i) Si x, — x fortement , alors x,, — x pour o(E, E') .
i) x, — x pour o(E, E') ,alors ||x,|| est bornée et ||z| < limy, 4o inf||z,] .

i1) St v, — x pour o(E, E') et si f, — [ fortement dans E’
(i.e|lfn— fller —> 0) , alors < fn,x, =—>< f,x = .

Théoréme 1.3.1. ./8/
Soit E un espace de Banach réflexif et soit {x,} une suite bornée dans E. Alors
il existe une sous-suite extraite {x,,} qui converge pour la topologie o(E, E') .

1.3.2 Topologie * faible

Soit E un espace de Banach ;soit E’ son dual topologique (muni de la norme
dual .

Il ="sup  (|(f,2)])

xeE,||x||<1

), et soit E”son bidual , c’est-a-dire le dual de E’ muni de la norme :

1€l = sup (€, f)I. (1.8)

feE||fl<1

On a une injection canonique J : £ — E” définie comme suit : x € E.
L’application f — (f,z) de E’ dans R constitue une forme linéaire continue sur
E’ i.e un élément de E” note J,() . On a donc :

(Jo, [YEn = (f,0)p g¥e € EVf € E'.

Il est clair que J est linéaire et isométrique i.e ||J,||gr = ||z| g pour tout x € £

En effet
||| = sup [{Jo, f)| = Sup1|<f,x>\ = ||=|].

Ifll<1 I£1l<

On a J(E) C E” Ce qui nous permet de définir une nouvelle topologie sur E’.
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Définition 1.3.3. .

On appelle topologie *-faible , la topologie la moins fine rendant les formes
linéaires f — f(x) continues . Pour tout v € E ,on la note *-o(E, E').

Pour tout fo € E' | la base de voisinage pour la topologie *-faible est :

pour € > 0

WZfEE/,Kf—fQ,ZUZ‘H <ei=1,...n,x;, € E,n €N,

Proposition 1.3.3. ./8§/
Soit E un espace de Banach , si (f,)n est une suite de E’, alors f,, converge vers
f pour la topologie *-faible ,si et seulement si f,(x) — f(x),pour tout x € E .

Proposition 1.3.4. ./8/
Soit f, une suite de E' , On a :
i) [fn =" f pour o(E,E")] <= [< fo,2 =—< f,x =Vor € E].
it) st f, — f fortement , alors f, —=* f pour o(E, E') .
it) fn, —* f pour o(E, E') alors || f,|| est bornée et || f|| < liminf || f,]| .

vi) fr, = f pour o(E, E") et si x,, — x fortement dant E
(i.e ||z, — z|| — 0),alors < fn,x, =—< f,x > .

1.3.3 Espaces réflexifs, espaces séparables

Soit E un espace de banach et J : E — E” l'injection canonique de E dans
E” définie par :
J.(f) = f(x)Ve € ENNf € E.

Définition 1.3.4. .
Uespace E est dit réflexif ,siJ(E) = E".
Ce qui nous donne le résultat suivant ;

Théoréme 1.3.2. ./10]

Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans E admet au
moins une sous suite faiblement convergente .

Théoréme 1.3.3. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) [16]

L’ensemble Bp = f € E' - ||f|| <1,

est compact pour la topologie faible * o(E' F),

de plus si E est séparable alors : la boule unité Br sequentiellement compacte
pour la topologie faible *.i.e :pour toute suite (uy)nens bornée de E’ on peut
extraire une sous suite (Upg)kens qui converge pour la topologie faible * o(E', E)

Ce théoreme permet a deduire la caractrisation des espaces normés réflexifs
( égaux a leurs biduales) un tel espace est necessairement un espace de Banach.

9



Définition 1.3.5.

Un espace métrique est dit séparable , sil contient un sous-ensemble dénombrable
et deuse .

D’ou le résultat suivant .

Théoréeme 1.3.4. ./5/
Soit E un espace de Banach séparable , Alors toute suite bornée (fy,), dans E’
admet au moins une sous suite *-faiblement convegent .

Théoréme 1.3.5. ./5/
Soit E un espace de Banach,si E' est séparable alors E l'est aussi .
La réciproque est en général fausse.

Corollaire 1.3.1. ./5]
soit E un espace de Banach alors :
E est réflexif et séparable si et seulement si E' est réflexif et séparable .

Proposition 1.3.5. ./5/
Soient I et F des espaces normés séparables et G un sous-espace de F,alors :

i) L'espaceE x F' est séparable .
it) L’espace G est séparable .
1.3.4 Espaces de Lebesgue

Les espaces que nous allons introduire maintenant sont indispensables a la
définition d’espace de Sobolev que nous nous verrons par la suite.

Définition 1.3.6.
Soit Q un ouvert de R, L*(Q) est 'espace des fonctions de carré intégrable au
sens de Lebesque , c’est-a-dire :

L*(Q) = {u: Q = R, mesurabe, et telle que/ lul* < oo} (1.9)
0

Théoréme 1.3.6. ./1/

- Muni du produit scalaire

(f, 9)rze /f (1.10)

Uespace L?(Q2) est un espace de Hilbert.

- Muni de la norme

1
Il = ([ [ @)Pdz)? (1.11)
Uespace L?(Q2) est un espace de Banach

10



- Muni de la norme
| fllzee = inf(c > 0, |f(x)]) < ¢ p.p.x,dans (1.12)

Uespace L>®()) est un espace de Banach. .

Théoréme 1.3.7. .[1]
Pour 1 < p < oo l'espace LP(Q)) est séparable.

1.4 Les Distributions

Les distributions sont une généralisation de la notion de fonction .

1.4.1 Définitions et prémieres propriétés
Soit 2 un ouvert de R" dont la frontiere I' est réguliere.

Définition 1.4.1. (Support d’une fonction)

Le support d’une fonction f(x) noté Supp(f) est le plus petit ensemble fermé de
valeurs de x en dehors duquel la fonction f(x) est identiquement nulle. C’est
donc la fermeture de l’ensemble des points x tel que f(z) # 0 .

Supp(f) = {z € Qf(z) # 0}. (1.13)

Définition 1.4.2. (Sous-ensemble compact)
Un sous-ensemble de €2 C R" est dit compact, s’il est fermé borné .

Définition 1.4.3. (Espace D(S))
On appelle D(2) (ou encore C°(§2)) lespace des fonctions infiniment différen-
tiables sur ) et dont le support est compact et inclus dans €2 .

Théoréme 1.4.1. ./5/
Soit un réel p € [1,+00[,alors D(2) est dense dans LP(S2) .

1.4.2 Notion de distribution

Définition 1.4.4. (Distribution)
On appelle distribution sur Q) toute forme linéaire et continue sur D(S).
L’ensemble des distributions est le dual topologique de D()) noté D'(2) .

Remarque 1.4.1. .
Soit Q un ouvert de R?, on muni D'(Q) de la topologie faible* induite par D(S).
Alors :

- D'(Q2) est un espace topologique complet .
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- Le dual de D'(Q)) s’identifie a D(2),qui est donc réflexif .
La convergence dans le dual de n’importe quel espace de Sobolev implique
la convergence au sens des distributions.

Remarque 1.4.2. .

La définition des distributions et la notation D' () sont dues a Laurent Schwartz.
La notation D'(Q) vient du fait que schwartz note D(S) 'ensemble C2°(Q2) et
que , pour un espace vectoriel E | l'espace dual (espace vectoriel des formes
linéaires continues sur E) est noté E’.

Définition 1.4.5. (Fonction localememt intégrable)
Une fonction f(x) est dite localement intégrable , si elle est intégrable sur tout
compact inclus dans ) ou encore si

/ |f(x)|dx < coVcompactA C Q.
A

L’ensemble des fonctions localement intégrables forme un espace noté L.

Remarque 1.4.3. .

- Notons qu’une fonction peut ne pas étre intégrable sur tout le domaine 2.
mais étre localement intégrable. On peut associer a une fonction localement
intégrable f(z) € L,.,une distribution Ty définie par :

loc’
(T7.6) = [ f@)o(@)inys e D), (1.14)

- Pour toute fonction f € L .(Q),on définit une distribution associée T}

par :

Vo € D(Q) (T, Q) = /Qf(x)¢(ac)dx (1.15)
En général ,on écrit f au lieuw de Ty tant qu’il n’y a pas de confusion possible
entre la distribution et la fonction.

Définition 1.4.6. (Dérivées d’une distribution)

1. Un multi-indice o est un k-uplet (aq,...,ar) avec k < n, Sa longueur
est || = a1 + ... + ai et on note DY lopérateur différentiel défini par
D® = 921922 9ok,

2. Soit Q un ouvert de R™ et T' € D'(QQ). Pour tout multi-indice o, DT désigne
la distribution définie par :

Vo € D(Q) (D, T) := (=1)l*l(T, D). (1.16)
On dit que DT est la dérivée d’exposant o de T .
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1.4.3 Opérateurs différentiels

Soit n un entier , on note x = (1, ..., ;) un point (ou vecteur)de R" .

Définition 1.4.7. .
On appelle champ de vecteurs, une application v : R — R",qui a
r = (1, ...,T,) associe v(x) = (v(x1), ..., v(xy,).
Pour une fonction u : R" — R, sou gradient est le champ de vecteurs défini par
Pule) = (S (2, S ()

u(r) = (=—(x),...,—(x)).

oxy 7 Oz,
Pour un champ de vecteurs v : R — R",on appelle divergence la fonction
0 0

div v(z) = (a_:;i(x) T 8;’; ().
On appelle laplacien d’une fonction u : R"™ — R la fonction
Aule) = div(70) = @), ()

u(x) = div(Vu) = x),...,—(x) .

Y 7856%

~ 5.2
Oy

1.5 Espaces de Sobolev et Trace

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels. Plus précisement, un
espace de Sobolev est mi espace vectoriel de fonctions muni de la norme obtenue
par la combinaison de la norme L? de la fonction elle-méme ,ainsi que de ses
dérivées jusqu’a un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un sens
faible, au sens des distributions afin de rendre I’espace complet .

1.5.1 Espace de Sobolev
Définition et premieres proriétés

Définition 1.5.1. (Espace W™P(2))
Soit Q un ouvert de R", m,p € N*, on définit ’Espace Sobolev W™P(Q) par :

WmP(Q) = {u € LP(Q); D u € LP(Q)}, (1.17)
ot  un multi-indice tel que 0 < |a| < m, D% est une dérivée partielle de u au
sens faible (i.e au sens des disributions) et LP(§2) est un espace de Lebesgue .

Définition 1.5.2. (Espace H"(f2))
Dans le cas p =2, on note H™() l’espace W™?(Q) défini par (1.17) .

Proposition 1.5.1. .[18/
L’espace de Sobolev H™()) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(., .) défini par :
= “uD"vdz. :
(u,v) Z /QD uDvdx (1.18)

|a|<m
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1.5.2 Espace de Sobolev particuliers

Définition 1.5.3. .

Soit Q un ouvert de R? .
L’espace de Sobolev d’ordre 1 est défint par :
o
0x;

ot les dérivées sont prises au sens faible .

Proposition 1.5.2. .[7]
L application suivante définit un produit scalaire sur H'(Q) :

HY Q) ={ve L*Q),=— c L*(Q),V=1,..,d},

(u,v); = / uvdz + / Vu.Vudevu, vH' (). (1.19)
Q Q
Pour la norme définie par
fulls = ([ Juf + Vulda) (1.20)

Théoreme 1.5.1. ./7]
L’espace HY(Q2) muni de la norme ||.||1 est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.5.2. (Théoréme de densité][7]

Si Q0 est un ouvert borné régulier de classe C' |, ou si Q = Ri, ou encore Si
Q =R, alors CX(Q) est dense dans H(S) .

Définition 1.5.4. (L’espace H}(2))

On définit H}(2) comme étant l'adhérence dans H'(Q) de D(Q).

Par définition, l'espace H(S)) est un sous-espace fermé de H'(Q) On en déduit
le résultat suivant .

Proposition 1.5.3. ./7]

L’espace Hy () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H*(S)) .
Définition 1.5.5. (L’espace H™())

Il est possible de caratériser le dual topologique de H\'(S2) de la fagon suivante.
Pour tout m > 1, on définit ’espace des distributions suivant :

H™Q) =S feD(Q),f=> 0foavec fo € L*(Q) (1.21)

la|<m

muni de la. norme :
[l = inf( S 1 full20) (1.22)
|a|<m
On arrive maintenant a l'une des parties principales de cette partie, qui est
relative aux résultats de compacités, qui nous seront tres utiles dans la démons-
tration de [’existence des solutions des différents problemes.
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1.5.3 Résultat de compacité

On commence par le théoreme de Rellich-Kondrachov.

Théoreme 1.5.3. ./7/
Soit Q un ouvert de R? de I' sa frontiére supposée réguliére .
Alors linjection :

Id: H'(Q) — L*(Q),

est compacte. On dit que HY(Q) s’injecte de facon compacte dans L*(£2).

1.5.4 Quelques inégalités

Théoreme 1.5.4. (Inégalité de Young)[14]

Soient p et q deux réels vérifiant — + — =1 ,alors :
P g

1
¥(a,b) € RL, Ve > 0,ab < —a? + — b, (1.23)
p qer

En particulier, si p = q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy :
a? b
\V/(CL, b) c Ri, ab < E + 5 (124)

En pratique, pour deux réels positifs a et b et pour tout € > 0 .

1
¥(a,b) € RY e > 0,ab < —a? + —1". (1.25)
p qe”

Lemme 1.5.1. (Gronwall) [3]
Soient ¢ € L>=(0,T) et f € LY(0,T) positives et g une constante positive, telles

que :
T / fé(dr  (a),

Pour presque tout t € [0,T]
alors, on a pour presque tout t € [0, T

o(t) < g(t) exp / f(r (a).
Théoréme 1.5.5. (Inégalité de Holder) [20]
1
Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP et dans LY avec —+—- =1 .
p g

Alors, le produit f g est dans L}(Q) et on a :
1fgllcr@)y < Iflzellglzo-

Dans le cas particulier ou p = q = 2, on obtient ’égalité de Cauchy-schwartz
£l < Iflle2llgll e
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Théoréme 1.5.6. (convergence dominée de Lebesgue) [6]
Soit (fn)n une suite de fonction de L' . On suppose que :

a) fo(x) = f(x) p.p. sur .
b) Il existe une fonction g € L' tel que pour chaque n,
| fu(2)] < g(2) p.p.sur Q.

Alors
feLet|f,— fllo — 0.

Définition 1.5.6. (Ezposant conjugué de Sobolev)
Soit Q un ouvert de R? (qui peut étre R? tout entier), soit I’espace de Sobolev

WmP(Q).

On appelle conjugué de Sobolev du nombre p, le nombre p* défini par la relation :
1 1 m
- 1.26
T (1.26)

Théoreme 1.5.7. (Injections continues de Sobolev) [20]

Soit Q un ouvert de R? .Si Q est borné et a une frontiére Lipschitz-continue,
alors pour tout entier m > 0 et pour tout p € [1,+00| on dispose des inclusions
avec injections continues suitvantes :

( . d
WmP(Q) — LV sim < —
p

) d
S WmP(Q) — LPVq € [1,+o0[, sim=— (1.27)
p

Wmr(Q) — C(Q) si d <m
\ p

Théoreme 1.5.8. (Inégalité de Poincaré)[20]
Soit Q un ouvert de R? borné ,connexe de frontiére régquliére ,alors il existe une
constante ¢ > 0 (dépendante de Q0 ) telle que :

lullr20) < || Vul|r2), Yu € Hy(Q).

Théoréme 1.5.9. (Fubini)[10]
Soit f une fonction sommable de E = E1 x E5 C R" x R™ | alors

f(x,.) € L(Es) pour tout x € Ey et f(.,y) € L(Ey) pour tout x € E; (a)

: f(,y)dy € L(Ey) et : f(x,.)dx € L(E,) (b)

/ f(x,y)dedy = / de [ fla,y)dy = / dr [ flay)dy. (©)
E Ey Es FEs £y
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Théoréme 1.5.10. ( Dunford-pettis) [9]
Soit Q@ C R"™ un ouvert borné, § C L' (Q) un sous-ensemble borné.Alors § est
relativement compact pour la topologie o(L', L) si et seulement si l'on a :

Ve > 0,40 > 0 tel que :

/|f|<8,Vf€S’etVACQavec |A| < 0.
A

1.5.5 Trace

Définition 1.5.7. .
Soit Q un ouvert de R¢ borné ;L ’application trace ~, est l'application linéaire

définie de H'(Q) N C(Q) dans L*(02) N C(9Q) par yov = vjgq -

1.6 Espace des fonctions a valeurs vectorielles

Pour étudier les équations aux dérivées partielles (E.D.P) d’évolutions, nous
avons besoin d’espaces particuliers faisant. intervenir a la fois l'espace et le
temps ,d’ou I'importance de la partie qui va suivre.

1.6.1 Intégration dépendant du temps

Le cadre naturel d’étude pour les problemes d’évolution(probléeme de type
parabolique et elliptique) requiert la prise en compte d’espace dépendant du
temps.

Etant donnée une fonction u = (x,t),, il est toujours commode de séparer les
roles des espace et temps de la maniére suivante.
Supposons t € [0,T] et pour tout ¢ € [0,7] la fonction u(., t) appartient a un
espace de Hilbert V(par exemple L*(Q2) ou H(Q).).
Alors, on peut considérer u comme une fonction de variable réelle t a, valeur
dans V :

u:[0,7] = V.

Avec la convention ci-dessus, ou écritu(t) et u'(t)au lieu de u(x,t)et w(x,t)
respectivement.
Ainsi, nous introduisons les notions suivantes nécessaires pour la suite.

Définition 1.6.1.

On dit que f : [0,7] — V est sommable dans [0,7] ,s’il existe une suite
Sy 0 [0,T] — V fonctions telle que

T
/ |Sn(t) — f(t)|lvdt — 0 quand n — oo. (1.28)
0
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If f est sommable dans [0,7] , on définit l'intégrale de f comme suit :

/ f(t)dt = lim TS (t) quand n — oo. (1.29)

n—oo

Théoréme 1.6.1. (Bochner)[18]
Une fonction mesurable f : [0,T] — V est sommable dans [0,T] , si et seulement
si la fonction réelle t — || f(t)||vdt est sommable dans [0,T] .De plus ,

‘ /OTf(t)dt

(u, /O F()dt)y = /O (u, f(£))ydt,Yu € V. (1.31)

L’inégalité (1.30) est bien connue pour les fonctions complexes ou réelles .
Par le théoréme de représentation de Riesch, (1.31) montre que [’action de
chaque élément de V* commute avec les intégrales.

= / 1F(0) v, (1.30)

et

1.6.2 Espaces de Sobolev dépendant du temps

Une étape importante pour la résolution d'une équation aux dérivées par-
tielles (E.D.P) est de choisir le bon espace dans lequel les éventuelles solutions
vont étre cherchées.

Une fois la définition des intégrales donnée, nous pourrons introduire les espaces
C([0, T]; V) et LP([0,T];V),1 < p < 0.

On note par C([0,T]; V) 'ensemble des fonctions continues u : [0,7] — V.
Muni de la norme

HUHLoc([O,T];V) = Ofgg; |u(t)]v-

C([0,T]; V) est un espace de Banach.

On définit LP([0,7T]; V') comme I'ensemble des fonctions mesurables
u:[0,T] = V telles que :

sil<p<oo

1
T _
[ullzeqozyv) = (/0 [u(t)][v)P < oo. (1.32)
Si p = 2, la norme est induite par le produit scalaire
T
(U;U)LQ([O,T];V) = / (u(t),v(t))vdt, (1.33)
0

faisant de L*([0,7]; V) un espace de Hilbert.
Pour définir 1’espace de Sobolev, nous avons besoin de donner la notion de
dérivée an sens des distributions pour une fonction v € L}, ([0,T]; V).
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Définition 1.6.2. .
On dit qu’une fonction v’ € L
(ou au sens faible) de u si

1

e ([0, T]; V) est dérivée au sens des distributions

| oot =~ [ o

pour tout ¢ € D(0,T) ou de maniére équivalente, si

/ o(t)(u'(t),v)ydt = —/ o' (t)(u(t),v)ydt Yo € V. (1.34)
0 0

Définition 1.6.3. (Dérivée par transposition)

Soit V un espace de Banach,1 < p < 400 et u € L{,(]0,T[). On note D l’espace
C>*(]0,T[,R) et D' I’ensemble des applications linéaires de D dans V.

On définit u; € D' par

T
(ut, ) prp = / u(t)' (t)dt pour tout p € C°(]0,T[,R).
0

Introduisons maintenant les espaces suivants :

a) Notons WP(0,T;V)’espace de Sobolev des fonctions u € LP([0,T];V)
ayant pour dérivée faible

u' € LP([0,T]; V),

avec pour norme

T T _
lullwisoray = (| Tu®lbde+ [ @02, si1<p<+oc
0 0

b) Sip = 2, ou peut écrire H'(0,T;V) au liew de W12(0,T;V) . Cest un
espace de Hilbert munt du produit scalaire

(o )mor) = [ (@@ o®)y + (@0, V0

Enoncons le théoreme suivant :

Théoreme 1.6.2. .[18]
Soit uw € HY(0,T;V), alors u € C([0,T]: V) et

Jullz= oy = mas @l < OOl

De plus, le théoréeme fondamental de calcul nous donne :
t
u(t) = u(s) +/ u'(r)ydr 0<s<t<T.
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Remarque 1.6.1. .
Le cadre idéal pour les applications des problemes aux conditions aux limites est
le Triplet de Hilbert (V, H, V') .

Ves Hes V/

avec V séparable. Il est nécessaire de travailler avec les fondionsu € L*([0,T]; V)
dont la dérivée v’ € L*([0,T); V') ...
Le résultat sutvant est fondamental.

Théoréme 1.6.3. ./18]
Soit w € L*([0,T]; V) avec u € L*([0,T]; V') , alors :

a)ueC(0,T]: H) et

Ofgfg% lu)||a < C{HUHLQ([O,T];V) + Hu/HLQ([O,T];V’)} : (1.35)

b) Si aussi v € L*([0,T];V) et v' € L*([0,T]; V') , la formule d’intégration
par parties suivante est vérifiée

/{<U'(T)av(7“)>*+(U(?‘),U'(T’)h}dr: (u(t),v(t))m — (u(s),v(s))u (1.36)

pour tout s,t € [0,T] .

Remarque 1.6.2. .
De (1.36) on peut déduire que :

 lt), o6 = (0 (0), 0 (1)) {ult) (1),

pour tout t € [0,T] et ( en prenant u = v)
'd 2 2 2
/ et = [lu(®)l = [luls)|5- (1.37)

1.7 Formules de Green

Définition 1.7.1. .

Un ouvert Q) de R",n > 1, est dit régulier de classe C' si son bord OS) est une
hypersurface (variété de dimension n - 1) réquliere et si Q) est situé d’un seul
coté de sa frontiere.

On définit la normale extérieure au bord OS2 comme étant le vecteur unité

v = (V;)1<i<n normal en tout point au plan tangent a Q et pointant vers [’exté-
rieur de ) .

Théoréme 1.7.1. Formule de Green [7]
Soit Q un ouvert de R™ régulier de classe C* . Soit w une fonction de C1(Q)"
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a support borné dans le fermé Q , alors elle vérifie la formule de Green

/Q div(w)(z)dz = / w(z)n(x)dos, (1.38)

o0

ot do, désigne la mesure surfacique sur 0S) (mesure de lebesque en dimension
n - 1), et le produit scalaire usuel sur R" et div(w) := Oy, w1 + ... + w, est la
divergence de w = (wy; ...;wy,).

Soit une formulation suivante de la formule de Green .

Corollaire 1.7.1. Formule d’intégrations par parties [7]
Soit Q0 un ouvert de R" régulier de classe Ct ;Soient u € CH(Q)" et v € C1(Q)
a support borné dans € , alors, on a :

/Vv.uda:: —/vdiv(u)dw—l—/ vu.ndo, (1.39)
0 0

29)

Remarque 1.7.1. .
En dimension n = 1,Q =la,b[, on a n(a) = —1,n(b) =. On retrouve la formule
d’intégration par parties classique. On a :

/ba vode = — /ba wv'dz + (u(b)v(b) — u(a)v(a)). (1.40)

On donne une troisieme formulation de la formule de Green.

Corollaire 1.7.2. ./3/
Soit Q un ouvert de R" régulier de classe Ct ;Soient u € C*(Q)" et v € C1(Q)
a support borné dans Q , alors, on a :

/ A wvdr = —/ Vu.Vudz + U%ddx (1.41)
Q ) o On

ou
ou — = Vu .n est la dérivée normale de u sur Of) .

on
1.8 Meéthode de Faedo Galarkin

Le principe de cette méthode est basé sur l'idée de remplacer 1’espace sé-
parable infinie V par un autre V,, finie,le probleme approchée est posé sur V,,
ou nous se ramene a la simple solution d’unsysteme d’équations differentielles
ordinaires non linéaire, par ailleur on peut chisir la mode de construction de
V., de maniere a ce que le sous-espace V,,, soit une bonne approximation de V
et que la solution u,, dans V,, du probleme est approchée a la solution exacte
u dans V .

Cette méthode n’a pas d’intérét numérique en général elle est tree utile d'un
point de vue théorique,notamment pour I’étude des problemes non linéaires .
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1.8.1 Présentaion de la méthode de Faedo-Galerkin

1. Présentation
La méthode de Faedo-Galerkin est une méthode approximative parmi
d’autres, utlisée pour résoudre( déterminer I'existence et 'unicité des
solutions) des Equations aux Dérivées partielles d’évolution.

2. Principe de la méthode
Décrivons ici la strategie (les étapes) de la méthode.
L’existence par la méthode de Faedo-Galerkin se fait en trois étapes :

(a) Approximation de Galerkin(Recherche de solutions approchées).
Dans cette partie, on choisit une famille de fonctions ((x)>1constituant

une base orthogonale dans V = H}(Q2) ,
et
une base orthonormale dans H = L?(2).

En particulier, on pourra écrire :

oo
> 9k
h=1

ou
gr = (ga Ck)O)

et les séries sont convergentes dans H.

(b) Estimation a priori
Puis, on construit une suite de sous-espaces de dimension finie,

Vin = vect(y, ..., G,

avec evidemeut

et
uv, = V.

Pour m fixé, on pose
m
um(t) = cx(t)Gr, G ngz(k‘a
k=1

et on résoud le probléme approximatif suivant : Déterminer u,, € Hg(0,7,V)
tel que pour s =1,...,m on a
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Un(0) =Gy,
Pour tout v € V,, puisque u/ € L?([0,T],V) ,on a

(1, (1), 0) = (i, (1), 0).

u,, est appelé approximation de (alerkin de la solution wu.

{(%(t), Cs)o + aluy, (1), Cs) = (f(1),Cs)o, pour tout t € [0,T]

(c) Passage a la limite(existence d’une solution faible )
Daru; cette partie nous montrerons que u,, et u, sont bornés dans
L*(J0,T[, H () et L*(|0,T[, H () respectivement (Estimation de
I'énergie).
Alors eu appliquant le théoréeme de compacité, ou pourra montrer que les
sous-suites u,,; convergent faiblement dans L2(]0,T[, H}(2)) pendant
que u/ , converge faiblement dans L*(]0,T[, H '(f2)) .
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Chapitre 2

Application 1

Nous appliquons la methode de Faedo-Galerkin pour prouver 1’éxistence
de propleme de la chaleur .
Dans ce chapitre, nous considérons 'aquation de la chaleur et la condition de
Dirichlet :

— Au = f(z,t) dans¥ = Qx]0, T
(P) R u(z,0)=g(x) dans (2.1)
u(o,x) =0 sur I' = 0Qx]0,T|

Soit €2 un ensemble borné ouvert dans R", [0, 7] est un intervalle de temps fini,
f(z,t) fonctions réelles .

Nous voulons trouver une formulation faible. Avangons formellement. Comme
nous l'avons fait plusieurs fois, nous multiplions I’équation de diffusion par une
fonction lisse v = v(z), disparaissant a la limite de 2, et intégrons plus de (2.
Nous trouvons

/Qut(a:,t)v(a:)da:—/Au(xt dx—/fa:t

En intégrant par parties le second terme [13], on obtient

/Qut(:ct dstr/Vua:th da:—/f:z:t x)dz. (2.2)

Tout d’abord, étant donné qu’il s’agit d’équations d’évolution, il est commode
de Adopter le point des espaces impliquant le temps, et considérer.

2.1 Existence de la solution du probléme (P)

Nous voulons montrer que le probléme (2.1) a exactement une solution faible,
qui dépend Continuellement sur les données dans une norme appropriée. Bien
qu’il existe des variantes du théoréme de Lax-Milgram parfaitement adapté a
Résoudre les problemes d’évolution, nous utiliserons la méthode dite de Faedo-
Galerkin [19] , aussi Plus commode pour les approximations numériques.
Décrivons la stratégie principale. Nous divisons en trois étapes.
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Dans Etape 1 solutions approchées du probleme . A I’étape 2, des estimations a
priori pour u,, sont dérivées. A I’étape 3 passage aux limites, dériver la régularité
de u et justifier la condition initiale .

Etape 1: Solutions approchées

Nous sélectionnons une suite de fonctions lisses {wk}%_, constituant

un base orthogonal dans V = Hy(S2),

et
un base orthogonal dans L*(€2).
o0
En particulier, nous pouvons écrire Z JrWi,
k=1

ot gr = (g, wy)o et la série converge en L*().
Nous construisons la suite des sous-espaces de dimension finie

V,, = spam{wy, wa, ..., w, }.

Clairement
Vo, C Vi et uv, =V.

Pour n fixe, on a

k=1 k=1

Nous résolvons le probléme approximatif suivant Déterminer u,, dansH (0, T, V),
satisfaisant. Pour tout s = 1,.... n,

{ (T (1), ws)o + a(uy(t), ws) = (f(t),ws)o a.et e [0,T]
un(0) = G,

Notons que I'équation différentielle dans (2.4) est vraie pour chaque élément de
la base Wy, s = 1,...,n, si et seulement si elle est vraie pour chaque v € V,,. De
plus, puisque u, € L*(0,T;V), nous avons

(i (1), 0)o = (tin(t), V)

Nous allons le lemme suivant :

(2.4)

Lemme 2.1.1. .
Pour tout n, il existe une solution unique u,, de probléme (2.4). En Particulier,
puisque u, € H*(0,T;V,,), nous avons u, € C([0,T];V,,).

Démonstration. Puiusque wy, ..., w,. Sont mutuellement orthonormées dans L?(w),
nous avons

() o= (L et} =)

k=1
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aussi wi, ..., w, est un systeme orthogonal dans V,,, Par conséquent

a(Z cr(t)wy, w> = (Vws, Vwy)ocs(t) = || Vws||2es (1),
k=1

on pose
F5<t) = (f(t)7w5)7 Fn(t) - (Fl(t)v Fn(t))7
et
C.(t) = (CL(t),...CL(t), gn =191, gn)-

Si 'on introduit la matrice diagonale
w— dzag{nwlua, Vsl .. vanl\ﬁ}-

De l'ordre n, le probleme (2.4) est équivalent au systeme suivant de n désac-
couplé Equations différentielles ordinaires linéaires, a coefficients constants :

C,(t) = —=WC,(t) + F,(t) a.e.tec|0,T]. (2.5)

Avec condition initiale
Cn(o) = On-

Depuis F € L?(0,T;R"). I existe une solution unique C € H(0,T;R"),de la

forme
n

un(t) =Y cr(t)wy.
k=1
Nous en déduisons u, € H'(0,T;V},) . O

Remarque 2.1.1. .

Nous avons choisi une base {wy} orthonormale dans L* et orthogonale dans
H;y parce que, par rapport a cette base, l'opérateur de Laplace devient diagonal
opérateur, comme il est reflété par le probléme approximatif (2.5). Cependant, la
méthode Fonctionne en utilisant n’importe quelle base comptable pour les deux
espaces. Le probléme (2.4) devient

C.(t) = —M'WC,(t)+ M 'F,(t) a.e.te|0,T)
ou depuis wy, ..., w, est un base dans V,,, La matrice M est positive, donc non

singuliere.

M = (M), Mg, = (ws, wi)o, W = Wsk), W, = (Vws, Vwg)o.

Ceci est particulierement important dans la mise en oeuvre numérique du pro-
cédé, ou, en général, les éléments de la base en V, me sont pas mutuellement
orthogonau.
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Etape 2: Estimations a priori de u,

Notre but est de montrer que nous pouvons extraire de la suite des approxi-
mations de Galerkin {U,} une sous-suite convergeant en un certain sens a une
solution de probleme (2.1). C’est un probléme typique de compacité dans les
espaces de Hilbert. L’outil clé est le théoreme (2.1.2) :

ol < lim inflz)). (2.6)
k—o00

Donc, ce dont nous avons besoin est de montrer que les normes Sobolev appro-
priées de um peuvent étre Estimées par des normes appropriées des données,
et les estimations sont indépendantes . De n. En outre, ces estimations doivent
étre suffisamment puissantes pour Limite comme n — —4oo dans l'équation
d’approximation
(U, 0)o + (Vug, Vo)o = (f,v)o.

Dans notre cas, nous serons en mesure de controler les normes de u,, dans
L>([0,T); H) et L*([0,T]; V), et la norme de 1, dans L*([0,T];V*), Soit les

normes
mmmnnmjww Wﬁd/Wm\V

Ainsi, on a u,(t) = Z ck(t)wy etre la solution du probléme (2.4).
k=1

Théoreme 2.1.1. (Estimation de u,,).

Pour chaque t € [0,T], l’estimation suivante tient :

t t
Hw@%+AHw@ﬁﬁsw%+&A

17 (s)ll5ds (2.7)
Une autre estimation est donnée dans le Probleme (2.1).

Démonstration. En multipliant I’équation (2.4) par ci(t) et en fait la somme
pour k =1,...,n, on obtient

(1 (t), un(t))o + alun(t), un(t)) = (f (1), un(t))o. (2.8)

Pour t € [0,7]. Maintenant, notez que

(n(t), un(t)o = 5= Nun(®)]5, a.e t € (0,7),

2dt
et

a(un(t), un(t)) = V()] = llua ()3

A partir des inégalités de Schwarz et de Poincaré et de I'inégalité élémentaire

(f@);un(t))o < [LFO)lollun(®)llo < CILFE)llollun )l

1

1 jabl < & + 2
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c? o, 1 2
< IR+ 5l
Ainsi, a partir de (2.6), nous obtenons

d
@1 + a1 < 13

Nous intégrons maintenant entre (0,t), puisque u,(0) = G,, et en observant que
1Gall5 < llgll3

d
[ tuato)izds + [ lunolids < [ 5)as

a2 — [a(O)]? + / a5 2ds < / 1(s)2ds.

Par I'orthogonalité de wy, ..., w, dans L?(Q2), Nous pouvons écrire :

t t
Jun(B)IZ + / lun(s) |25 < | G2 + / 1£(s)2ds (2.9)

t
<llalli+<* | 153

lequel est(2.7). O

Nous donnons maintenant une estimation de la norme de @ dans L*(0,T; V*).

Théoreme 2.1.2. (Estimation de )
L’estimation suivante tient :

T T
/O i (6) 12t < 2]1g]% + 4 / 1 (0)]12dt. (2.10)

Démonstration. on a v € V on pose v =w + z alors w € V,, et z € V- .
nous avons ||wl[; < ||v|[1 on pose v = w dans le probleme (2.4) ; ce rendement

(i (t), )0 = (in(t), w)0 = —a(un(t), w) + (f(£), w)o.
Depuis

|a(un(t), w)] < [Jun(t)|1]w]]s.

Nous inférons, en utilisant les inégalités de Schwarz et de Poincaré,
|(in (2), w)o| < [Jun(E)[[1]lwlly + I[F (E)lollwl]]y

< {llun@llx + el F () llo ]l
< @l + €l f @ llo3 vl

Alors, par la définition de la norme en V*, on peut écrire

lan ()1 < Nun(®) =+ €[ £(E)llo-
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Equiper les deux cotés et intégrer plus de (0,¢) nous obtenons
t t t
/ i (s)ldls < 2 / ln(s) s + 262 / 1£(5) lods.
0 0 0

t

En utilisant (2.7) pour estimer 2 / ||un(s)|[1ds, nous obtenons facilement (2.8).
0

[l

Etape 3: Passage a la limite

Nous appelons u, une approximation de Galerkin de la solution wu.
Nous montrons que {u,} et {1,} sont bornés dans L?([0,T]; V) et L*([0,T]; V*)
respectivement .
Alors, le théoreme (2.1.2) de compacité faible implique une sous-suite {u,,, }
converge faiblement dans L*([0,7];V) vers un élément wu, alors que {t,, }
converge faiblement dans L*([0,T]; V*) & 4.

Théoremes 2.1.1 et 2.1.2 montrent que la suite des approximations de Galerkin
{u,} est borné dans L>*([0,T]; V'), donc dans L?([0,T]; V), tandis que {,} est
borné dans L?([0,T]; V*). Nous utilisons maintenant le théoréme de compacité
(2.1.2) et déduisons qu’il existe un sous suite, pour simplifier, désignons toujours
par {u,}, tel que comme n — oo,

u, = u faiblement dans L*([0,T]; V),

et
U, — 0 faiblement dans L*([0,T]; V*).

Cette u est la solution unique du probleme (2.1). Précisément :

Théoreme 2.1.3. .
Soit f € L*([0,T]; L*(Q2)) et g € L*(Q), alors, u est la solution unique du
probléme (2.1), de plus

T T
HU(t)H3+/0 lu(t)[[fdt < Hg|\3+262/0 LF @)t (2.11)

pour tout t € [0,T], et

T T
/OI\u(t)l\?dt§2l\g||3+402/0 1 @) lloett. (2.12)

Démonstration. (L’existence)
Dire que u,, — u, faiblement dans L?([0,T]; V) comme n — +o00, signifie que

/0 T(Vun(t), Vo(t))odt — /0 T(Vu(t), Vo (t))odt,

29



pour tout v € L*([0,T]; V). De méme, 1, — u ,faiblement dans L?([0,T]; V*),
signifie que

/0 (i (), 0(£)Jodt = / (i (1), 0(1)). — / (i), v(t)).d.

pour tout v € L*([0,T]; V).
[]

Nous voulons utiliser ces propriétés pour passer a la limite comme n — 400
dans le probléme (2.4), en gardant a l'esprit que les fonctions de test doivent
étre choisies dans V,.

Fix V € L*([0,T];V); Nous pouvons écrire .
o0

v(t) = Zbk(t)wk aveclalasrie convergent dans 'V, fora.e.t € [0,T], on a

k=1
N

un(t) = Zbk(t)wk Et conservez N fixe, pour le moment. Si n > N, alors

k=1
oy € L*([0,T); V,,).
Multiplication Equation (2.4) par by (t) et fait la somme pour k =1,..., N, on a

(i (), v ()0 + (Vun(t), Von(t))o = (f(£), vn(t))o.
on integrer entre (0,7") qui donne
/0 {(tn, v)o + (Vu,, Vun)o bdt :/o (f,vn)odt. (2.13)

Grace a la convergence faible des u,, et u, dans leurs espaces respectifs, nous
pouvons n — +00. Depuis

T T T
/ (iLn,UN)Odt = / <Tln,fUN>*dt — / <1'L,UN>*dt.
0 0 0

/ {{t,vn) + (Vu, Voy)otdt = /OT(f, v )odt.

Maintenant, laisser N — +o00 en observantt vy — v in L?*([0,T];V) et en
particulier faiblement aussi dans cet espace . On obtient

On obtient

T
/ {{u,v), + (Vu, Vou)o}dt = / (f,v)odt. (2.14)
0
Alors, (2.14) est valide pour tout v € L*([0,T]; V). Cela implique
(@(t),v)« + (Vu(t), Vu)o = (f(1),v)o,
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pour tout v € V et t € [0,7]. Donc u satisfait
<u(t)7 U>* + CL(”U,(t), ”U) - (f(t)a U)O a.et € [Ov T] (215)

D’apres le théoreme (1.1.1) , nous sache que v € C([0,T]; H).

Il reste a vérifier que u(t) satisfait la condition initiale u(0) = g.

pose que v € C1([0,T]; V) avec v(T) = 0. L’intégration par parties (voir Théo-
reme 1.2, b)), nous obtenir

/OT(un,vN)odt = (G, vn(0))o — /OT(un,i}N)odt.

De sorte que, de (2.13) nous trouvons

— [ 4w+ (T, Do lobit = =GO+ [ (oot
0 0

Laissez d’abord n — 400 et alors N — 400 on a

_ /O {(,9)o + (Y, Vo)o}dt = —(g,0(0))o + /0 (Giodt.  (2.16)

D’autre part, 'intégration par parties dans la formule (2.12) (voir le théoreme
1.2,b) nous trouvons

_ /0 {(u, )0 + (Vu, Vo) rdt = —(u(0),v(0))o + /0 (f,0)odt.  (2.17)

En soustrayant (2.16) de (2.17), on en déduit

(u(0),0(0))o = (g,v(0))o.

Et 'arbitraire de v(0) forces u(0) = g.

2.2 L’unicité de la solution

Soit uy et us des solutions faibles du méme probleme. Alors, w = u; — usy est
une solution faible de

(w(t),v)« + (Vw(t), Vv)y = 0,

pour tout v € V et t € [0,7], avec les données initiales w(0) = 0. Choisissant
v = w(t) on avoir

(w(t), w(t))« + (Vw(t), Vu(t))o =0,

5 llw®I5 = —lw®)f,
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d’ot, depuis||w(0)||2 = 0

T
|W@%=—Almwﬁﬁ§&

qui implique w(t) = 0 pour tout ¢ € [0,T]. Cela donne I'unicité de la solution
faible.
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Chapitre 3

Application 2

Nous appliquons la methode de Faedo-Galerkin pour prouver I’éxistence de
propleme non linéaire de mécanique quantique oscillant avec le facteur d’amor-
tissement .
dans ce chapitre nous consédérons la probleme

atz Au+5 Yt |u)u = f
(P2) € u(x,0) = ug, 5 (:l: 0) =uj,z € (condition initialle)

u = Osury (condition aux limite)

3.1 Position du probleme

Soit €2 un ouvert borné de R" de frontiere I' assez régulier.
Soit le cylindre ) de R” x R; telle que :

Q = Ox]0, TetS = I'x]0, T,

ou Y est la frontiere latérale de @ .
On cherche une fonction u = u(x,t) solution du probléme suivant :

Tu — Au+edh 4 |uffu=f
u(z,0) = uy, a“(x 0) =u,x €0 (condition initialle) (3.1)
u = Osury (condition auz limite)

tel que € est nombre strictement positif.
Ce probleme aux dérivée partielle hyporbolique non linéaire qui intervient en
mécanique quantique relativisté.

5%? représente le terme d’amortissement.

3.1.1 Introduire I’espace

On définit 'espace V comme suit :V = H} N LP(Q) tel que p = p + 2 ,il est
un espace de Banach muni de la norme :

[ully = llull gy + lullze
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V est un espace séparable puisque 1’espace s’identifie par 'application

v — (v, g—fl, s 597“”) a un sous-espace vectoriel fermé de 'espace

LP(Q)x L2(Q)x...L*(Q)et LP(2) est un espace séparable pour 1 < p < oo et [] LP
séparable et uniformement convexe donc on peut projecter un ensemble denom-
brable dense sur les sous-espaces.

D () est dense dans V , et on définit 'espace dual de V par :

V= (HYQ) + (I(Q) = HH(Q) + I (%),

SiveVv=>", gz + g tel que w; € L*(Q),etg € LV (Q) .
Si p > 0 alors p > 2 d’apres le théoréme de prolongement de Sobolev
H}(Q) C L) ou%:%—%:”z—fetHZ?).

Si p < qalors LU(Q) C LP(Q) donc p+ 2 < 2i(iep < —15) .

Dans ce cas V et Hj () sont identique. En remarquant que :
H}(Q)NLP(Q) C HY(Q) c LA(Q) c HY(Q) c HYQ) + L (Q)

ol 1% - %etLOO([O,TLH&(Q) N LP(Q)) est le dual de LY([0,T], H}(Q) +
L7 (Q)).

Remarque 3.1.1. .
Pour € < 0 le probléme (3.1) devient un probléme de forcement qui intervient
aussi en physique ot on le peut étudier dans le méme espace V.= Hy(Q)NLP (),

dans ce cas un terme 5% représente le terme de forcement.

3.2 Existence de la solution du probléme ()

Théoreme 3.2.1. .
Soient 0 un ouvert borné de R"et f,ug,uy; des fonctions données telles que :

f e LX(Q). (3.2)
wy € Hy(QNLP(Q)p=p+2,p>0. (3.3)
uy € L*(9). (3.4)
Alors il existe une fonction u vérifiant :

w € L>([0,T], Hy(Q) N L*(Q)). (3.5)
% c L>=([0,T], Hy(Q) N LF(Q)). (3.6)
@—Au-l-e——l-\u\pu:fdansQ (3.7)

ot? ot
u(z,0) = up(z) x € 2 (3.8)
%(JJ,O) =u(z) x € Q) (3.9)
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u=0 sur X. (3.10)
Q = Qx]0,T[ete > 0.

Remarque 3.2.1. .

On va vérifie que les conditions initiales et les conditions aux limite ont un
sens.

On a
u € L([0,T), Hy(Q) N L*(2))
g—? € L>([0,T7, Hy(Q2) N LP(Q2)).

D’apres le lemme (1.1.1) on prend :
X = L*(Q) et p > 2 on obtient :

LP(Q) € L*(Q)alors u € L>([0,T], L*()),

et

ou o 1 p
€L (10,77, Hy(2) N LP(€2)),

et u continue de [0, 7] — L*(Q) de sorte que (3.5) a un sens.
Par contre :
ou

o7 € L2([0,T], Hy() N LF(9)),

et
HY(Q)NLP(Q) C HY(Q) c L) C (HH Q) N LP(Q)) = H Q) + L7 (Q).

L’équation (3.4) équivalent au :

0%*u ou
W:Au—ga‘i‘ ‘ Ulpu+f,
et comme
A€ L(Hy, H™Y),
alors

Au € L*((0,T], H'(2)),
L(H}(Q), H1(Q)) : désigne l'espace des applications linéaires continues de
H;i(Q)dans H~1(Q).
Ainsi :
f | f P f applique LP(Q) — LY (Q) alors :
[ ul” e ([0, T], L¥(%))
O*u

S € LA(0.7), LX) + L([0, 7], H™'(Q) + L7 ().
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En particulier :
0*u c
ot?
D’aprés le lemme (1.1.1) ,on prend X = H~Y(Q)+ L” (Q)il vient :%est continue
de

L2([0,T], H Q) + L¥(Q)).

0,T] — H Q) + L¥ (),
de sorte que (3.6) a un sens.

Démonstration. (du théoreme) La preuve du théoreme est donnée en trois étapes :
tout d’abord on va construire des solutions approchées en utilisant la méthode
de Faedo-Galerkin, ensuite on etablit une estimation a priori sur ces solutions
approchées u,enfin on va passer a la limite dans le probleme approché afin d’ob-
tenir une solution de notre probleme et ceci par la propriété de la compacité
pour le terme non linéaire. ]

Etape 1: Solutions approchées

On construit d’abord une suite de fonctions ,solutions du probleme posé en
dimension finie.
Soit I'espace vectoriel V = H{(Q)NLP(£2), on considere les sous-espaces vectoriel
de dimension finieV,, C V .
Soit wy, wo, ..., w,,...une suite deV’, tel que pour tout m, wy, ws, ..., w,,.sont
linieairement indépendants, et queV,, designant ’espace finie engendré par
Wi, W, ..., Wy, W; Vi Vi, est un sous-espace vectoriel de Vde dimension
m(V,, C V),on peut choisir une base (wy, ws, ..., Wy, )deV,
Vest séparable donc admet une base(wy, wa, ..., wy,)
Les combinaisons liniéaires finies de w; sont denses dans Ve : V,, dense dans
V' (le suite V,, dense dans V' ) et V,,, C Vm+1,m =V
On cherche u,, = u,,(t)solution approchée u,, € V,, tel que :

U (1) = Z Gim ()i

Les ¢g;, sont donc les coordonnées de u,,dans cette base.

. . 2
Pour s’implefier 'ecriture on pose v’ = %, v = %, ...etc .

On cherche une foncion w,, : Q2x]0,T,,[— Ret 0 < T;,, < Tou :

U () = ) gim(H)w; € Vi
1=1

Les g;» sont des fonctions par rapport a la variable t définies sur l'intervalle
10, t,,[étant a déterminer par les conditions :
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)
(um> wj) + alum(t), w;) + &(us,, wj) + (Julum, wj) = (f(t), w;)
m 0) = m
{7 (0)=a (3.11)
gzm(o) - Bz'm
1<j<m
ou
ou (%
. 3.12
Z 0x; 0:@ ( )
Les o, Bimétant choisir de maniere que :
Uum(0) = upy = Z Qimw; — Uy dans Hy(Q) N LP(Q) (3.13)
i=1
u (0) = uyy, = Z Bimw; — uy dans L*(€2). (3.14)

i=1
Et ceci quand m tend vers Uinfinie.c;, = (1, - Q) Brm = (Bims -5 Bimm)-
Le systeme (3.11) d’équation différentielle ordinaire non linéaire et compléter
par les conditions unitiales (3.13) (3.14).
Pour tout m wy, ..., w; sont linéairement indépendants donc det(w;,w;) # 0
,ce qui implique que le systeme composé admet une solution locale pour tout
t €0,tn) €10,7]

Etape 2: Estimation a priori

Dans cette etape on va montrer que t, =1 .
En multipliant (3.11) d’indice j par ¢,,,(t)et 'on somme en j il vient :

(Ui ) + @t (£), 13 (£)) A+ (U U () + () 0, 205, (1))

= (), 4 1) (3.15)
() = 5 ) = Sl (1)

(U ) = [, (8)] 72

it ) = 3 (@t 02)) = (1)

[ ety 2

/|um ot ik ) (1)

’um

t)|Pd
pdt/lum )I"dx
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| (1) Ptn(1) € L (90).

D’aprés I'inégalité de Cauchy-schwartz on obtient :

”’um(t)‘pum(t)wzp' w) ‘um(t”pplﬂ)/dx = | |um(z,1) ZZ (w)
(w) Q QO

ol 11
T
p v
p=pp'—p = pp +p" =(p—2)p +p" =pp —p donc pp’ +p' = p)
posons ||u|| = /a(u,u) =(norme surHy(Q)équivalente)||u|| 1 o)
Ld, , o P
5 77 (U (O Hlum (D)%) + e ‘LT+___ \umitt [Pd
= (f(t), (1)), (3.16)
on intégre entre 0 et t on obtient :
1, 1
5 OF + lun (1) + EHum pte |u o)|do =
1, 1
5[, O)F + um(0)) + gﬂum |f 0)|do.
D’aprés (3.13) (3.14) on obtient :
1 1
§U¢A®V+HWM)H)——WMA)H = U%mF+H%mH) ?memﬂ
Alors :
1

5%%WW%(N)—MMH@SQ.

On applique ! on trouve :
t , 1 t 1 t ,
Jur@nlar <5 [1r@rd+5 [ Wofds @17
/t]f(0)|2d0 < Cy car f € L*(Q)
0
1
SO + i 1) + (01 + < [ i)

< C5+ 5/ lu! (o0)|*do, (3.18)
0

ou

1
C3=Ch + 502,

1 jabl < & + 2
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donc

S OF + lun 1F) + S Ol < Co+ 5= [ Juin(o)Pdo 319)

On peut écrire :

[ (OF < Co+ (1=22) [l (o) P (3.20)

Sid<e< % .On applique le lemme de Gronwall il vient :
! (H)]? < CuelF < Cs, e[0T,

et sie > , alors :

DN |—=

lul (¢ \2<C’4+/|u )*do.

Autre fois on applique le lemme de Gronwall, on obtient :
lul (D))? < Cue! <Cs  t€[0,T,].
On déduit que :

lu, ()] < C ou C > 0 est un constant independant de m
pour tout t € [0,t,,), (3.21)
d’aprés (3.15) (3.16) que :

[t ()| + [ ()| < C, (3.22)

ou C' > 0 est un constant indépendant de m pour tout ¢ € [0, ¢,,,] Enfin on arrive
au résultat désiré que t,, =T

lorsque m — 400 et u,, demeure dans un borné deL>([0, T, Hj (2) N L*(Q))
et u/, demeure dans un borné de L>([0,T], L*(Q))

Etape 3: Passage a la limite

1- La convergence faible
on a :u,, bornée dans L>([0,T], H}(Q) N LP(2)) donc elle est bornée dans
L=([0, T], Hy(2)),
mais
L([0, 7], Hy () N LA(Q)) ~ (LN([0, T], H' + L¥(2))),
et comme L'([0,7], H1(Q) + L7 (Q)) et d’aprés le théoreme (1.5.10) on
trouve :
alors il existe une sous-suite extraite u, tel que :

u, — u dans L>([0, T, Hy(2) N LF(12)),
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c’est a dire :
T T /
/ (uy, (1), p)dt — / (u, p)dt¥p € L*([0,T), H ' + L” (2)),
0 0

les injections :
Hy(Q) N LP(Q) — Hy (),

et
L>®(Q) — L*(Q),

sont continués, alors :

u, — u dans L®([0,T), Hy () N LP(Y)) faiblex
u, — u dans L*([0,T), Hy(Y)) faible

donc u, bornée dans L>([0,T7], L*(2)) ,
et
L([0, 7], L*(€2)) ~ (L*([0, T}, L*(%2)))’

L*(Q) est réflexif et séparable, L1([0,T], L*()) est séparable,et d’aprés le
théoreme (1.3.3) ,

il existe une sous-suite u, de uy, tel que :
u, < u' dans D'(0,T, Hy(Q) N LP(Q)),
c’est a dire :
T T
[ tterede— [ aloders e Lo, 71, 220))
0 0

Alors :

w, — ' dans L>([0,T7, Hy N L*(Q)) faiblex
w, — u' dans L*([0,T), Hy N L*(Q)) faible,

par l'injection continue.
u, — u dans L([0,T), Hy () N LP(Y)) faiblex (3.23)
w, — v’ dans L*([0,T], L*(R)) faible. (3.24)

2- La convergence forte
Uy, borné dans L>([0,T], Hj (2) N LP(€2)) on va démontré que
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Uy, est borné dans L*([0,T], Hi(Q)) .
V = Hy () N L(Q)

[l L 0.71.v) = supl|ully < oo
0.7]

V= Hy = ||lup|lgy < Kl[um|lv, K >0
T T
[ kit < &2 [l
0 0

T
< K2/ M?*dt = (KM)*T < oo.
0

Alors u,, est borné dans L%([0, T, H}(Q)), et u/, est borné dans L>°([0, T, L*(Q))

T
WMW@ﬁ:KAH%M%n

Donc u/, est borné dans L?([0,T], L*(2))

T T
/ ||umHL2(Q)dt:/ [/|u|2da:]dt (Fubing)
0 0 Jo
T T
:/ /|u|2dxdt:/ /\u|2dxdt
0o Jo 0o Jo
:/\u|2dmdt
Q

Hum\QHLQ(Q)

car
Q = 0x]0,T]
Uy, et v/, demeurent borné dans L*(Q) .
Aussi u,, demeure borné dans H'(Q) et on sait que l'injection :H(Q) —
L*(Q) est compacte.
Donc la convergence faible de la suite u, extraite de u,, dans H'(Q) est

forte dans L*(Q) presque par tout.
Alors

u, — u dans L*([0,T], Hy(Q) N LP(Q)) fort p.p (3.25)
w, — ' dans L*([0,T], L*()) faible p.p (3.26)

3- Le terme non liniéaire
On va étudier la convergence de :|wy,| uy,.

On a:

H|um\pum]|§/p,(m = /|um]pp/+p/d:c = /\um(x,tﬂpdx < Cp,
Q Q
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ou :

1 1
—+—=letp=p+2,
p P

alors :

|t |Pt,, demeure dans un borné de L>([0, T, L¥ (Q)),

ce qui implique qu'il existe une sous-suite |u,|’u, de |uy| u,, tel que :
lu,|Pu,, — w dans L=([0,T), LP (Q)) faible . (3.27)
On va maintenant montrer que :
w = |uy,| u,. (3.28)
En effet, on applique le lemme (1.1.2) avec :
O =Q,g, = luu| u, et =17,
et d’aprés (3.25) ,(3.26) on obtient :

u, — u dans L*(Q) p.p,

et :
|t |ty — w dans L=(]0, T, L (Q)) faiblex,
donc
9u = ‘uu‘puu — ‘U‘pu = g p.p dans LpI(Q),
et comme :

lw,|u, — w dans LOO([O,T],LP/(Q)),
et la limite est unique, alors :
9= lwl'uy = w.
Ce qui implique :
|y |Pu, — |ulPu = g dans L=([0,T], L¥ (Q)) faible.

On va démontrer maintenant que la solution approchée u, verifie (3.7) ,
on a :

(tg w5) + Al (8), w05) + £(tyy, w5) + (ulwm, wy) = (F(£), w)).
Soit j fixé u > j et m = u alors la derniére expression sera :
(uyy, wj) + alu,(t), w)) + (uy, wy) + (Jul’w,, wy) = (f(t),w;),  (3.29)

mais :

u, — u dans L*([0,T), Hy N L?(Q)) faiblex
L>(0,T) = (LY0,T)) et L'(0,T) est séparable alors :

a(uy,,w;) — a(u, w;j) dans L>(0,T) faiblex
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(u,, wj) — (u',w;) dans L>(0,T) faiblex

et donc :
d?u, d  du, du
Cap ) = g ) — (G
et d’aprés (3.27),(3.28) on trouve :

w;) dans D'(0,T),

(luplPuy, w;) — (JulPu, w;) dans L=(0,T) faible * .

On déduit alors que :

d2

dt?
et cela pour j fixé, mais comme la base {w;} est dense dans l'espace sépa-
rable H} N L?(Q)alors on a :

d2

ar

D’ou résulte que la solution u satisfait (3.5), (3.6)
Il reste a montrer les conditions unitialles (3.8) et

d
gz (W wy) + alu, wy) + e (u, i) + (lugl"uy, w5) = (f,w)),

v) + a(u,v) + (Ju,| u, v) = (f,v) Yo € Hy N LA(Q).

(3.7) -

(3.9) , en effet on a :
u, — u dans L®([0,T), Hy N LP(Q)) faiblex

w, — v’ dans L*([0,T], L*(2))
uL — o dans L=([0,T], L*(Q)) faiblex

D’apres le lemme (1.1.1) alors u, est continue sur [0,7] donc continue en
0et:
u,(0) — u(0) dans L*(Q) faible

et d’apres (3.13) alors :

u,(0) — u(0) = ug dans Hy N LP(R)

3.3 L’unicité de la solution

Théoreme 3.3.1. .

On se place les hypothéses du théoreme (3.2.1) avec p <

alors la solution

n— 2

est unique.

Démonstration. Supposons que le probleme admet deux solutions u etv alors

u(0) = up, v’ (0) = uy

u'— Au+eu + |ulfu=f V'— Av+ev + ulfv=f
v(0) = vy, 0" (0) = 1y
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si on pose : w = u—v alors wvérifie :

(W'— A w+ew + (Ju|Pu — |v]Pv) =0
w(0) =0,w'(0) =0

we L0, T), Hy 1 L7(5)

| w' € L2([0,T], L*(2))

on va démontrer que w = 0 sur [0,T] .
Pour v € H}(Q) on a :(w”,v) + a(w,v) + e(w',v) = (|v|v — |u|’u) ,
mais w' € L*() dans ce cas on considére 0 < s < T" et une fonction Z(t)définie

par :
ﬂw_{ﬁw@wgmt<s
0 s, t>s

et wi(t) = fotw(ﬁ)df Vit > s

wi(t) - wi(5) (/ €)de - /‘ (/ w(E)de = Z(1)

donc Z(t) = wy(t) —wi(s) out < s

(Z(t) = w1 (t) — wi(s) = —wi(s)
) Z(0) = wy(s)

Z(s)=0
| Z'(t) = w(t)

(
w e L2([0,T], HY N LY (Q)),w € L>=([0,T], L*(Q2))
(W", Z) + a(w, Z) + e(w', Z) + (Ju|’u — |v|fv, Z) = 0,

On intégre entre 0 et s :

/(w",Z)dt+/ a(w,Z)dt+€/ (w',Z)dt+/ (|ulfu — |v|’v, Z)dt = 0
0 0 0 0

/Os(w"a Z)dt = —ll’w(S)IQ : /Osa(w, Z)dt = —ll\wl(S)HQa /Os(w’, Z)dt = — /08 w(t)[2dt,

car Z(0) = = —wi(s)

— wy (s
——\w —5/ lw(t) th——le s)||* = / (|ulfu — |v|Pv, Z)dt.  (3.30)



Le terme non linéaire :| [,,(|ul’u — |v|fv) Zdz| < [ |ulfu — |v|Pv|Z|dx
0 ou ou ou

On a: —(lulPu) = plulP— p — D |ulP—
wa s () = plul 5 + P o = (o Dlal o

n
Alors d’aprés la formule de I'acroissement finie généralisé on obtient :

/ (lulPu — [oPo)u'de < (p+ 1) / sup(lul?, [v]?) [u — vlju'|dz =
Q Q

o+ 1) [ sup(lup ol wlde < K [ ful -+ ol o] do
Q Q

/(\u\pu — [v|Pv)w'dr < K/ [ul? + |v|?|w||wy (t) — w1 (s)|dt (3.31)
Q

ey = )% = (Cf 1lle)20> = Nl
Done [l iy = 1l 200

L’inégalité de Holder nous donne :
Kl ool () = was)lde < K[ Jll?+ oy i [ o)
< KU (o + [ oty [ uic [ b
wt

< K[l [l 2oy + 1ol o] Hlw @Ol o] 1w ()] 2 (0)]

1 1 1 2
tel que : —+—-+— =1, ona: p< : alors : pn < q
q 2 n n—2
[ul?, [v]” € L*(2)
11 1
Hy(Q)CcLY(Q):-==—=-,n>3
) C L)L = 5=

u,v € L0, T, Hy(Q))
Jullrey < Cllullaye
Alors : ||]u|'°||Ln < C||u]|H1
Done: (Ul + I1oFlm) + 1@l + 1
< K(Hunzém) ¥ nvnH&m)) Flw®lme + 10/ Oll
u,v € L¥([0,T], Hy()), Hy(Q) C LI(),
alors : /05(|u|pu — |v|Pv, Z)dt < K, /05 lw(t)|(||wi(t) — wi(s)|)dt. (3.32)

D’aprés (3.30) on trouve :

e + = [t + 5luE < K [ o - o)

45

Et comme :



L’inégalité de Young nous donne :

K{Anmﬁmwwﬂﬂ+wﬂﬁmﬁ

S KQ s 1 S
<8 [+ AAHm@wﬁ+»4/Wmm%@5Anm@ww

< [P+ o5 [ el Sl
Alors :

,w Hg/ w(t \dt+ [t ||2<)\K1/| |+2A/ lwi ()17 dt+ Tl (s)]°

1 2 2 2 i 8 2 2
Donc: gfu(s)P+(e=M) [ o@PdeG-3pla @I < of [ olPa

on choisit A de facon tel que :

£ £
AP == A= ——
TTANIT Y 2K
L opour0<s<
5~ o pour s < s
1 S0 o 1 — . )\
2 x4
1 2K
On deduit que : §|w(s)]2+|\w(t)|\2 —1—— / lw(t) dt+||w(s)])?

d'apres (3.2.1) on obtient : |w(s)|*4|jwy(t)]|* < C/ w(t)[2dt+||w(s)]||*dt,
0
D'apres le lemme de Gronwall on a - |lwi(s)]] =0 = —wy(s) =0.

Done 2(0) :/ lw(€)|2de = 0.
0
D’aprés le théoreme d’anulation :
w(é) =0= w(s) =0.

Pour s € [0, so]

Si sg > T. Alors w(t) = 0 sur [0, 7.

Si sp < T. Alors w(t) # 0 sur [0, 7.

On recommence sur [sg, 2sg] et ainsi de suite, donc :w(t) = 0 sur [0, 7]

w(t) =u(t) —v(t) = 0= u(t) = v(t).

Enfin on arrive au résultat desiré, et la solution est unique.
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conclusion

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver
I’existence et 'unicité de certains probléemes d’équations aux dérivées partielles.
Cette méthode est basée sur les étapes suivantes :

1. On construit des solutions approchées par réduction a la dimension finie
par la méthode de Faedo-Galarkin. Cette solution approchée dans I’espace
finie muni d’'une base des fonctions, en générale elle est une solution d’un
systeme d’équations ordinaires non linéaire ou on peut utiliser le théoréme
d’existence locale des équations différentielles ordinaires. Solution appro-
chée est donnée par une suite pour le probleme approché.

2. On établi une estimation a priori pour la solution approchée qui nous
I’existence global.

3. Enfin, on passe a la limite sur la dimension grace au lemme de compacité.

Ot nous avons appliqué cette méthode pour deux problémes : le premier inclut
I’équation de la chaleur et le second est un probleme hyperbolique non linéaire
de mécanique quantique oscillant avec le facteur d’amortissement.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver
I’existence et 'unicité de certains probléemes d’équations aux dérivées partielles.
Ot nous avons appliqué cette méthode pour deux problémes : le premier inclut
I’équation de la chaleur et le second est un probléeme hyperbolique non linéaire
de mécanique quantique oscillant avec le facteur d’amortissement.

Cette méthode s’est avérée efficace pour résoudre des problemes d’équations
aux dérivées partielles.
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Summary

In this work, we used the Faedo-Galrkin method to prove the existence and
uniqueness of certain partial differential equation problems.

Where we applied this method for two problems : the first includes the heat
equation and the second is a nonlinear hyperbolic problem of quantum mecha-
nics oscillating with the damping factor.

This method has proven effective in solving partial differential equation pro-
blems.
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