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الإهداء

. ومنهّ الله من بفضل بثبات اتخطاها أن حاولت ذلك ومع ، العوائق من بكثير البحث قاطرة مرت
معي برؤيته عيني أكحل أن أردت طالما الذي الإرادة وقوة ياضيات الر حب فيّ زرع من وقلب روح إلى

. الله رحمه ( جابالله ) جدي المرحلة هذه إلى بوصولي فرحا
العزيزة. أجلنا،أمي من عمرها أفنت من قدميها تحت الجنة من بها، الرحمان أوصاني من إلى

لحظاتي. كل في معي تكون أن وحرصت ، بجانبي وقفت قلبي أعماق من لك شكري أكرر العزيز أبي إلى
عمرهما. في الله أطال ( وجدتي (جدي صلاتهما في لي للدعاء ايديهما يرفعا من ، العائلة قوة إلى
.( (آمنة ضعفي عند وقوتي دربي ورفيقة الحياة هذه في نعيمي إلى ، الثاني ونصفي صديقتي إلى

، معي مزاجي وتقلبات دراستي ضغوطات وتحملن معي سهرن من الغاليات )اخواتي ومايا ،خولة (سارة إلى
الليل. ظلام في لي أيديهم مدو من

دنياي. أنارت التي الجميلة والضحكة ية القو العزوة أخي إلى
لي تمنوا )من وصلاح ،محمد ،جمال (بالقاسم وأعمامي ( وسعيدة خيرة ، ،نجيبة ،سامية (فضيلة عماتي إلى

دائما. الفرحة وشاركوني والنجاح الخـير

والشكر. المحبة كل وأخوالي خالاتي الى
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Les notations Principales utilises

N : corps des naturels.

R : corps des réels.

Ω : est un ouvert de Rn.

[0, T ] : l’intervalle fermé 0 ≤ t ≤ T

Γ : est la frontière topologique de Ω

Q = (0, T )× Ω;T est fini∑
: est la frontière latéral de Q

x = (x1, ..., xn) : point générique de Rn

dx = dx1dx2...dxn : mesure de Lebesgue sur Ω

D(Ω) : l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact

D′(Ω) : l’espace des distributions sur Ω

L2(Ω) : l’espace des classes de fonctions de carré intégrable pour la mesure
de Lebésgue dx

Lp(Ω) : l’espace des classes de fonctions de puissance p - ième intégrable pour
la mesure de Lebésgue dx

L∞(Ω) : = {u : Ω→ R messurable ; sup ess t∈Ω|u(t)| <∞}

‖u‖2L2(Ω) =
∫
Ω |u|

2dx.

‖u‖L∞ := sup esst∈I |u(t)|
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H1(Ω) : l’espace de Sobolev d’ordre 1 .

H1
0(Ω) : l’adhérence de D(Ω) dans H1(Ω)

Hm
0 (Ω) : l’adhérence de D(Ω) dans Hm(Ω)

Hm(Ω) : l’espace de Sobolev d’ordre m , pour m ∈ N et on a H0(Ω) = L2(Ω)

Hm(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω)/Dαu ∈ L2(Ω) ; |α| ≤ m

}

On munit l’espace Hm du produit scalaire :

〈u , v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu ,Dαv〉L2(Ω) ∀u, v ∈ Hm(Ω)

‖x‖ : la norme de x.

E ′ : le dual topologique de E.

≺,�E′×E : le crochet de dualité entre l’espace E et son dual topologique

∇u(x) = ( ∂u
∂x1

(x), ..., ∂u
∂xn

(x)),le gradient de la fonction u en x ∈ Rn (les déri-
vées sont prises au sens des distributions).

4 : l’opérateur de Laplace 4 =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i

W 1,p : l’espace de Sobolev, 1 ≤ p <∞ .

W 1,p
0 : la fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p, 1 ≤ p <∞ .

⇀ : la convergence faible dans W 1,p, 1 ≤ p <∞ .

H1(Ω) = W 1,2(Ω) : espace de Sobolev

p.p. : presque partout.
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|.| la norme associée aux produits scalaires

σ(E,E ′) : la topologie faile définie sur E.

σ(E ′, E) : la topologiefaile∗ définie sur E ′

Lp(0, T,X) = {f : (0, T ) −→ X ; mesurable :
∫ T

0 ‖f‖
p
X <∞}

L∞(0, T,X) = {f : (0, T ) −→ X ; mesurable :ess supt∈(0,T ) ‖f‖X <∞}

ess supt∈(0,T ) ‖f‖X = inft∈(0,T ){C > 0, ‖f‖X <∞ p.p. }

C([0, T ], X) = {f −→ X; continue}

D′(0, T,X) : l’espace de distributions vectorieles à valeurs dans X.
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Introduction

* Aperçu historique
Boris Grigoryevich Galerkin mieux connu sous le nom Galerkin est
né le 20 février 1871 à Polotsk ( Biélorussie ) et mort à 12 juillet 1945 a
moscou ( rousia ).
Est un mathématicien et un ingénieur russe réputé pour ses contributions
à l’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques. Son nom reste lié
à une méthode de résolution approchée des structures élastiques, qui est
l’une des bases de la méthode des éléments finis .
Son premier ouvrage scientifique est publié par les instituts ”Transactions”.
L’article s’intitulait ”Une théorie de la courbure longitudinale et une expé-
rience d’application de la théorie de la courbure longitudinale aux cadres à
plusieurs étages, aux cadres à jonctions rigides et aux systèmes de cadres”
.
Il a été distinction par l’Académie russe des sciences avec le prix Staline
1942 .[11]
Alessandro Faedo, mieux connu sons le nom de sandro est né. à Chiampo
(près de Vicenza, au Nord-Est de l’Italie) le 18 Novembre 1913 et est mort
à Pisa le 16 Juin 2001.
L’activité scientifique de Faedo était essentiellement dans le domaine de
l’analyse générale et l’analyse numérique. Ses principales contributions
concernent cependant le calcul de variation, la théorie des équations diffé-
rentielles ordinaires linéaires et la thêorie des équations aux dérivées par-
tielles.
Les contributions mathématiques les plus importantes de Faedo destinées
à avoir un impact durable sont dans le domaine des équations aux déri-
vées partielles. Ses écrits dans ce domaine se concentrent sur ce qu’il a
appelé ”l’analyse existencielle et quantitative des Equations aux Dérivées
Partielles (E.D.P)”. , en particulier pour les c elliptique ; et hyperboliques.

L’écrit le plus important de Faedo, publié en 1949 dans l’ ” Annali della
Scuola Normale Superiore di pisa”, contient l’analyse et la description
d’une méthode pour résoudre les équations aux dérivées partielles dépen-
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dantes du temps (voir [4]et [12]).Plus tard, cette méthode que Faedo a
appelé ”Méthode des moments” ,allait devenir universellement connu
comme la ”Méthode de Faedo-Galerkin ”,ce qui fait l’objet de notre
travail.

* Plusieurs méthodes peuvent étre employées pour résoudre ce genre de pro-
blème .
Dans ce mémoire, nous présentons l’une d’elle, la méthode de Faedo-
Galerkin dont les bases ont été poseés plus haut et par la suite nous
donnons quelques applications de celle-ci.
Le travail que nous effectuons s’organise en trois chapitres, répartis comme
suit :
Le première chapitre intitulé ”Préliminaires”, contient un ensemble de
définitions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.
Dans le deuxième chapitre : Nous avons appliqué la méthode de Faedo-
Galerkin, pour un problème de l’équation de la chaleur et la condition de
Dirichlet :


∂u
∂t −∆u = f(x, t) dansΣ = Ω×]0, T [
u(x, 0) = g(x) dans Ω
u(σ, x) = 0 sur Γ = ∂Ω×]0, T [

Dans Le troisième chapitre : Nous avons appliqué la méthode de Faedo-
Galerkin, pour un problème non linéaire de mécanique quantique oscillant
avec le facteur d’amortissement.

∂2u
∂t2 −∆u+ ε∂u∂t + |u|

ρ u = f

u(x, 0) = u0,
∂u
∂t (x.0) = u1, x ∈ Ω (condition initialle)

u = 0surΣ (condition aux limite)

Finalement, on donne une conclusion du travail effectué. On termine ce
mémoire par une bibliographie riche.
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Chapitre 1

Préliminaires

L’étude des équations aux dérivées partielles nécessite la connaissance d’un
certain nombre de notions.
Le but de ce chapitre est de rappeler certaines notions indispensables pour la
suite de notre travail. Ainsi, nous définissons quelques notions de topologie,
d’analyse fonctionnelle, d’analyse générale et quelques espaces de sobolev.
Dans cette section, les notions sont tirées des livres H.Brezis [10],J.L.Lions-
Magenes [13] .

1.1 norme et espace de Banach

siot E un k-espace vectoriel, k = R ou R.

1.1.1 Normes, espace de Banach

Définition 1.1.1. .
Une norme sur E est une fonction réelle ‖.‖ : E → R+,vérifiant les trois axiomes
suivants :
(i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0(positivité)
(ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, ∀λ ∈ k, ∀x ∈ E(Homogénéité)
(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x, y ∈ E (Inégalité triangulare)
Définition 1.1.2. .
Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme ,
Soit E un espace vectoriel normé .
Définition 1.1.3. (Suites convergentes)
Soit u = (un)n∈N une suit et a ∈ E .
On dit que la suit u a pour limite a,ou converge vers a si la suite réele
n 7→ ‖un − a‖ a pour limite 0.
On écrit alors :

lim
n→+∞

un = a⇔ lim
n→+∞

‖un − a‖E = 0⇔ ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N

4



tel que n > n0 ⇒ ‖un − a‖E < ε

Définition 1.1.4. (Suites de Cauchy)
Une suite de Cauchy dans E est une suit u = (un)n∈N d’éléments de E satisfai-
sant la propriété suivante :

∀ε > 0, ∃N ∈ N tel que ∀p ≥ N, ∀q ≥ N, ‖up − uq‖E < ε (1.1)

Définition 1.1.5. .
Un espace métrique E est dit complet, si dans cet espace toute suite de Cauchy
converge .
Définition 1.1.6. .
Une espace e Banach est un espace vectoriel normé complet .
Proposition 1.1.1. .[15]
Soit E un espace vectoriel normé de dimensio finie.
Chaque norme dans E est continue dans E .
Théorème 1.1.1. (Hille-Yosida) [10]
Soit E un espace de Banach , A un operateur m-accretif et u0 ∈ D(A).Alors il
existe un unique u : R+ −→ E tel que

u ∈ C1([0,+∞[, E), (1, 2a)

u(t) ∈ D(A), ∀t ≤ 0, (1, 2b)

u′(t) + Au = 0 sur R∗+, (1, 2c)

u(0) = 0, (1, 2d)

(1.2)

1.1.2 Dualité

Soit E un espace vectoriel normé ;L’espace L(E;R) est appelé l’espace dual
de E et est noté E’.
Les éléments de E’ sont des formes linéaires.
L’action d’une formes linéaire f ∈ E ′ sur un vecteur x ∈ E est notée
〈x ∈ E〉E′,E.Soit f ∈ E ′,on a :

‖f‖E′ = sup
x∈E‖x‖≤1

(〈f, x〉). (1.3)

On a R étant un espace de dimension finie donc complet , E’ est toujours un
espace de banach.

1.1.3 Fonction à valeurs dans un espace de Banach

Lemme 1.1.1. .[12]
Si f ∈ Lp(o, T,X) et

∂f

∂t
∈ Lp(o, T,X) telque 1 ≤ p ≤ ∞ ,alors : f et après
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modification eventielle sur un ensemble de mesure nulle de ]o, T [ continue de
]o, T [→ X .

Lemme 1.1.2. .[12]
Soit O un ouvert borné de Rn

x × Rt ,les foctions gµ et g de Lq(O), 1 < q < ∞
telles que :

‖g‖Lq(O) ≤ C gµ → g p.p dans O.

Alors
gµ → g dans Lq(O) faible .

1.2 Espace de Hilbert

1.2.1 Produit scalaire

Définition 1.2.1. .
Soit E un R espace vectoriel.
Un produit scalaire sur E est une application 〈., .〉 : E × E → R vérifiant :

(x, x) ≥ 0, ∀x ∈ E (On dit que(., .)est positive )

(x, x) = 0⇔ x = 0 ((., .) est dfinie)

(x, x) = (y, x)∀x, y ∈ E (symtrie)

(λx+ µy, z) = λ(x, z) + µ(y, z)∀x, y, z ∈ E et λ, µ ∈ R (bilinarit).

Dans toute la suite le produit scalaire sur E sera noté (., .)E
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertient
.

Lemme 1.2.1. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)[17]
Soit E un espace préhilbertient, on a :

|(x, y)E|2 ≤ (x, x)E(y, y)E. (1.4)

Corollaire 1.2.1. .[17]
Soit E un espace préhilbertient :

L’application E → R+

x 7→
√

(x, x)E
est une norme sue E.

C’est-à-dire ‖x‖ =
√

(x, x)Eest une norme sue E.

1.2.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.2. .(Espace de Hilbert)
Espace de Hilbert est un espace préhilbertient(espace vectoriel muni d’un
produit scalaire) complet pour la norme associée au produit scalaire.
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Définition 1.2.3. (Orthogonalité)
Soit E un espace Hilbert :
On dit que x, y ∈ E sont orthogonaux si (x, y)E = 0 .
On a x ∈ E est orthogonal à une partie F ⊂ E si :

∀y ∈ F, (x, y)E = 0. (1.5)

On appelle Orthogonale de F l’ensemble :

{x ∈ E/(x, y)E = 0∀y ∈ F} = F⊥. (1.6)

Proposition 1.2.1. (Représentation de Riesz)[2]
Soit E un espace Hilbert ,Pour tout f ∈ E ′ il existe un et un seul vecteur xf ∈ E

tel que :
〈f, y〉E′,E = 〈y, xf〉E, ∀y ∈ E. (1.7)

Définition 1.2.4. (Convergence faible)
Soit E un espace Hilbert.
Une suite (xn)n∈N de converge faible vers x ∈ E si

∀y ∈ E, lim
n→+∞

〈xn, y〉 = 〈x, y〉.

Théorème 1.2.1. .[2]
De toute suite bornée dans un espace de Hilbert E , on peut extraire sous-suite
faiblement convergente .

1.2.3 Bases Hilbertiennes

Définition 1.2.5. (Bases Hilbertiennes)
Une Bases Hilbertiennes dans un espace Hilbert E est une (en)n∈N d’éléments
de E telle que :

i)‖en‖ = 1, ∀n; 〈em, en〉 = 0 si m 6= n,

et
ii)vect(en, n ∈ N) = E.

Théorème 1.2.2. .[10]
Tout espace de Hilbert Séparable admet une base hilbertienne .

1.3 Généralités et notions de bases

1.3.1 Topologie faible

Définition 1.3.1. .
Soit E un espace normé ,E’ est son dual topologique.
On appelle topologie faible sur E notée σ(E,E ′),la topologie la moins fine
rendant continue toutes les formes linéaires f ∈ E ′ .
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Définition 1.3.2. .
Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de E ,
on dit (xn)n∈N converge faiblement vers x dans E ,si xn → x dans σ(E,E ′) ,
On notera xn → x .
Proposition 1.3.1. .[8]
Soit E un espace de Banach et (xn)n∈N une suite d’élément de E, alors :

xn → x⇔ f(xn)→ f(x), ∀f ∈ E ′.

Proposition 1.3.2. .[8]
Soit (xn) une suite de E, On a .
xn −→ x et seulement si f(xn) −→ f(x) pour tout f ∈ E ′ .

i) Si xn −→ x fortement , alors xn −→ x pour σ(E,E ′) .
ii) xn −→ x pour σ(E,E ′) ,alors ‖xn‖ est bornée et ‖x‖ ≤ limn→+∞ inf ‖xn‖ .
iii) Si xn −→ x pour σ(E,E ′) et si fn −→ f fortement dans E’

(i.e.‖fn − f‖E′ −→ 0) , alors ≺ fn, xn �−→≺ f, x � .

Théorème 1.3.1. .[8]
Soit E un espace de Banach réflexif et soit {xn} une suite bornée dans E. Alors
il existe une sous-suite extraite {xnk} qui converge pour la topologie σ(E,E ′) .

1.3.2 Topologie * faible

Soit E un espace de Banach ,soit E’ son dual topologique (muni de la norme
dual .

‖f‖ = sup
x∈E,‖x‖≤1

(|〈f, x〉|)

), et soit E”son bidual , c’est-à-dire le dual de E’ muni de la norme :

‖ξ‖ = sup
f∈E′‖f‖≤1

|〈ξ, f〉|. (1.8)

On a une injection canonique J : E → E ′′ définie comme suit : x ∈ E.
L’application f 7→ 〈f, x〉 de E’ dans R constitue une forme linéaire continue sur
E’ ,i.e un élément de E” note Jx() . On a donc :

〈Jx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′.

Il est clair que J est linéaire et isométrique i.e ‖Jx‖E′′ = ‖x‖E pour tout x ∈ E
.
En effet

‖Jx‖ = sup
‖f‖≤1

|〈Jx, f〉| = sup
‖f‖≤1

|〈f, x〉| = ‖x‖.

On a J(E) ⊂ E ′′ Ce qui nous permet de définir une nouvelle topologie sur E’.
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Définition 1.3.3. .
On appelle topologie *-faible , la topologie la moins fine rendant les formes
linéaires f → f(x) continues . Pour tout x ∈ E ,on la note *-σ(E,E ′).
Pour tout f0 ∈ E ′ , la base de voisinage pour la topologie *-faible est :
pour ε > 0

W = f ∈ E ′, |〈f − f0, xi〉| < ε, i = 1, ..., n, xi ∈ E, n ∈ N.

Proposition 1.3.3. .[8]
Soit E un espace de Banach , si (fn)n est une suite de E’, alors fn converge vers
f pour la topologie *-faible ,si et seulement si fn(x)→ f(x),pour tout x ∈ E .
Proposition 1.3.4. .[8]
Soit fn une suite de E ′ , On a :

i) [fn ⇀∗ f pour σ(E,E ′)] ⇐⇒ [≺ fn, x �−→≺ f, x � ∀x ∈ E] .
ii) si fn ⇀ f fortement , alors fn ⇀∗ f pour σ(E,E ′) .
iii) fn ⇀∗ f pour σ(E,E ′) alors ‖fn‖ est bornée et ‖f‖ ≤ lim inf ‖fn‖ .
vi) fn ⇀∗ f pour σ(E,E ′) et si xn −→ x fortement dant E

(i.e .‖xn − x‖ −→ 0),alors ≺ fn, xn �−→≺ f, x � .

1.3.3 Espaces réflexifs, espaces séparables

Soit E un espace de banach et J : E → E ′′ l’injection canonique de E dans
E” définie par :

Jx(f) = f(x)∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′.

Définition 1.3.4. .
l’espace E est dit réflexif ,siJ(E) = E ′′.
Ce qui nous donne le résultat suivant ;
Théorème 1.3.2. .[10]
Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans E admet au
moins une sous suite faiblement convergente .
Théorème 1.3.3. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) [16]
L’ensemble BE′ = f ∈ E ′ : ‖f‖ ≤ 1 ,
est compact pour la topologie faible * σ(E ′, E),
de plus si E est séparable alors : la boule unité BE sequentiellement compacte
pour la topologie faible *.i.e :pour toute suite (un)n∈N∗ bornée de E’ on peut
extraire une sous suite (unk)k∈N∗ qui converge pour la topologie faible * σ(E ′, E)
.
Ce théorème permet à deduire la caractrisation des espaces normés réflexifs
( égaux a leurs biduales) un tel espace est necessairement un espace de Banach.
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Définition 1.3.5. .
Un espace métrique est dit séparable , s’il contient un sous-ensemble dénombrable
et deuse .
D’où le résultat suivant .
Théorème 1.3.4. .[5]
Soit E un espace de Banach séparable , Alors toute suite bornée (fn)n dans E’
admet au moins une sous suite *-faiblement convegent .
Théorème 1.3.5. .[5]
Soit E un espace de Banach,si E ′ est séparable alors E l’est aussi .
La réciproque est en général fausse.
Corollaire 1.3.1. .[5]
soit E un espace de Banach alors :
E est réflexif et séparable si et seulement si E ′ est réflexif et séparable .
Proposition 1.3.5. .[5]
Soient E et F des espaces normés séparables et G un sous-espace de E,alors :

i) L’espaceE × F est séparable .
ii) L’espace G est séparable .

1.3.4 Espaces de Lebesgue

Les espaces que nous allons introduire maintenant sont indispensables à la
définition d’espace de Sobolev que nous nous verrons par la suite.
Définition 1.3.6. .
Soit Ω un ouvert de R, L2(Ω) est l’espace des fonctions de carré intégrable au
sens de Lebesgue , c’est-à-dire :

L2(Ω) = {u : Ω→ R, mesurabe, et telle que

∫
Ω

|u|2 <∞} (1.9)

Théorème 1.3.6. .[1]

- Muni du produit scalaire

(f, g)L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx (1.10)

l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert.
- Muni de la norme

‖f‖Lp = (

∫
Ω

|f(x)|pdx)
1

p (1.11)

l’espace L2(Ω) est un espace de Banach
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- Muni de la norme

‖f‖L∞ = inf(c > 0, |f(x)|) < c p.p.x, dans Ω (1.12)

l’espace L∞(Ω) est un espace de Banach .

Théorème 1.3.7. .[1]
Pour 1 ≤ p <∞ l’espace Lp(Ω) est séparable.

1.4 Les Distributions

Les distributions sont une généralisation de la notion de fonction .

1.4.1 Définitions et prémières propriétés

Soit Ω un ouvert de Rn dont la frontière Γ est régulière.

Définition 1.4.1. (Support d’une fonction)
Le support d’une fonction f(x) noté Supp(f) est le plus petit ensemble fermé de
valeurs de x en dehors duquel la fonction f(x) est identiquement nulle. C’est
donc la fermeture de l’ensemble des points x tel que f(x) 6= 0 .

Supp(f) = {x ∈ Ω|f(x) 6= 0}. (1.13)

Définition 1.4.2. (Sous-ensemble compact)
Un sous-ensemble de Ω ⊂ Rn est dit compact, s’il est fermé borné .

Définition 1.4.3. (Espace D(Ω))
On appelle D(Ω) (ou encore C∞c (Ω)) l’espace des fonctions infiniment différen-
tiables sur Ω et dont le support est compact et inclus dans Ω .

Théorème 1.4.1. .[5]
Soit un réel p ∈ [1,+∞[,alors D(Ω) est dense dans Lp(Ω) .

1.4.2 Notion de distribution

Définition 1.4.4. (Distribution)
On appelle distribution sur Ω,toute forme linéaire et continue sur D(Ω).
L’ensemble des distributions est le dual topologique de D(Ω) noté D′(Ω) .

Remarque 1.4.1. .
Soit Ω un ouvert de Rd, on muni D′(Ω) de la topologie faible* induite par D(Ω).
Alors :

- D′(Ω) est un espace topologique complet .
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- Le dual de D′(Ω) s’identifie à D(Ω),qui est donc réflexif .
La convergence dans le dual de n’importe quel espace de Sobolev implique
la convergence au sens des distributions.

Remarque 1.4.2. .
La définition des distributions et la notationD′(Ω) sont dues à Laurent Schwartz.
La notation D′(Ω) vient du fait que schwartz note D(Ω) l’ensemble C∞c (Ω) et
que , pour un espace vectoriel E , l’espace dual (espace vectoriel des formes
linéaires continues sur E) est noté E’.
Définition 1.4.5. (Fonction localememt intégrable)
Une fonction f(x) est dite localement intégrable , si elle est intégrable sur tout
compact inclus dans Ω ou encore si∫

A

|f(x)|dx <∞∀compactA ⊂ Ω.

L’ensemble des fonctions localement intégrables forme un espace noté L1
loc.

Remarque 1.4.3. .

- Notons qu’une fonction peut ne pas étre intégrable sur tout le domaine Ω.
mais étre localement intégrable. On peut associer à une fonction localement
intégrable f(x) ∈ L1

loc,une distribution Tf définie par :

〈Tf , φ〉 =
∫
Ω

f(x)φ(x)dx∀φ ∈ D(Ω). (1.14)

- Pour toute fonction f ∈ L1
loc(Ω),on définit une distribution associée Tf

par :
∀φ ∈ D(Ω) 〈Tf ,Ω〉 :=

∫
Ω

f(x)φ(x)dx. (1.15)

En général ,on écrit f au lieu de Tf tant qu’il n’y a pas de confusion possible
entre la distribution et la fonction.

Définition 1.4.6. (Dérivées d’une distribution)

1. Un multi-indice α est un k-uplet (α1, ..., αk) avec k ≤ n, Sa longueur
est |α| = α1 + ... + αk et on note Dα l’opérateur différentiel défini par
Dα = ∂α1∂α2...∂αk.

2. Soit Ω un ouvert de Rn et T ∈ D′(Ω).Pour tout multi-indice α,DαT désigne
la distribution définie par :

∀φ ∈ D(Ω) 〈Dα, T 〉 := (−1)|α|〈T,Dα〉. (1.16)

On dit que DαT est la dérivée d’exposant α de T .
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1.4.3 Opérateurs différentiels

Soit n un entier , on note x = (x1, ..., xn) un point (ou vecteur)de Rn .

Définition 1.4.7. .
On appelle champ de vecteurs, une application v : Rn → Rn,qui à
x = (x1, ..., xn) associe v(x) = (v(x1), ..., v(xn).
Pour une fonction u : Rn → R, sou gradient est le champ de vecteurs défini par
▽u(x) = (

∂u

∂x1
(x), ...,

∂u

∂xn
(x)).

Pour un champ de vecteurs v : Rn → Rn,on appelle divergence la fonction
div v(x) = (

∂v1
∂x1

(x) + ...+
∂v1
∂xn

(x)).
On appelle laplacien d’une fonction u : Rn → R la fonction
4u(x) = div(▽u) = ∂2u

∂x21
(x), ...,

∂2u

∂x2n
(x) .

1.5 Espaces de Sobolev et Trace

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels. Plus précisement, un
espace de Sobolev est mi espace vectoriel de fonctions muni de la norme obtenue
par la combinaison de la norme Lp de la fonction elle-même ,ainsi que de ses
dérivées jusqu’à un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un sens
faible, au sens des distributions afin de rendre l’espace complet .

1.5.1 Espace de Sobolev
Définition et premières proriétés

Définition 1.5.1. (Espace Wm,p(Ω))
Soit Ω un ouvert de Rn,m, p ∈ N∗, on définit l’Espace Sobolev Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω)}, (1.17)

où α un multi-indice tel que 0 ≤ |α| ≤ m,Dαu est une dérivée partielle de u au
sens faible (i.e au sens des disributions) et Lp(Ω) est un espace de Lebesgue .

Définition 1.5.2. (Espace Hm(Ω))
Dans le cas p = 2, on note Hm(Ω) l’espace Wm,2(Ω) défini par (1.17) .

Proposition 1.5.1. .[18]
L’espace de Sobolev Hm(Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(., .) défini par :

(u, v) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαvdx. (1.18)
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1.5.2 Espace de Sobolev particuliers

Définition 1.5.3. .
Soit Ω un ouvert de Rd .
L’espace de Sobolev d’ordre 1 est défini par :

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω),
∂v

∂xi
∈ L2(Ω), ∀ = 1, ..., d},

où les dérivées sont prises au sens faible .
Proposition 1.5.2. .[7]
L’application suivante définit un produit scalaire sur H1(Ω) :

(u, v)1 =

∫
Ω

uvdx+

∫
Ω

∇u.∇vdx∀u, vH1(Ω). (1.19)

Pour la norme définie par

‖u‖1 = (

∫
Ω

|u|2 + |∇u|2dx)
1
2 . (1.20)

Théorème 1.5.1. .[7]
L’espace H1(Ω) muni de la norme ‖.‖1 est un espace de Hilbert.
Théorème 1.5.2. (Théorème de densité][7]
Si Ω est un ouvert borné régulier de classe C1 , ou si Ω = Rd

+, ou encore si
Ω = Rd, alors C∞c (Ω) est dense dans H1(Ω) .
Définition 1.5.4. (L’espace H1

0(Ω))
On définit H1

0(Ω) comme étant l’adhérence dans H1(Ω) de D(Ω).
Par définition, l’espace H1

0(Ω) est un sous-espace fermé de H1(Ω) On en déduit
le résultat suivant .
Proposition 1.5.3. .[7]
L’espace H1

0(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H1(Ω) .
Définition 1.5.5. (L’espace H−m(Ω))
Il est possible de caratériser le dual topologique de Hm

0 (Ω) de la façon suivante.
Pour tout m ≥ 1, on définit l’espace des distributions suivant :

H−m(Ω) =

f ∈ D′(Ω), f =
∑
|α|≤m

∂αfα avec fα ∈ L2(Ω)

 , (1.21)

muni de la. norme :
‖f‖H−m = inf(

∑
|α|≤m

‖fα‖2L2). (1.22)

On arrive maintenant à l’une des parties principales de cette partie, qui est
relative aux résultats de compacités, qui nous seront très utiles dans la démons-
tration de l’existence des solutions des différents problèmes.
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1.5.3 Résultat de compacité

On commence par le théorème de Rellich-Kondrachov.
Théorème 1.5.3. .[7]
Soit Ω un ouvert de Rd de Γ sa frontière supposée régulière .
Alors l’injection :

Id : H1(Ω)→ L2(Ω),

est compacte. On dit que H1(Ω) s’injecte de façon compacte dans L2(Ω).

1.5.4 Quelques inégalités

Théorème 1.5.4. (Inégalité de Young)[14]
Soient p et q deux réels vérifiant 1

p
+

1

q
= 1 ,alors :

∀(a, b) ∈ Rd
+, ∀ε > 0, ab ≤ ε

p
ap +

1

qε
q
p

bq. (1.23)

En particulier, si p = q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy :

∀(a, b) ∈ Rd
+, ab ≤

a2

2
+

b2

2
. (1.24)

En pratique, pour deux réels positifs a et b et pour tout ε > 0 .

∀(a, b) ∈ Rd
+, ∀ε > 0, ab ≤ ε

p
ap +

1

qε
q
p

bq. (1.25)

Lemme 1.5.1. (Gronwall) [3]
Soient φ ∈ L∞(0, T ) et f ∈ L1(0, T ) positives et g une constante positive, telles
que :
Pour presque tout t ∈ [0, T ]

φ(t) ≤ g(t) +

∫ t

0

f(τ)φ(τ)dτ (a),

alors, on a pour presque tout t ∈ [0, T ]

φ(t) ≤ g(t) exp(
∫ t

0

f(τ)) (a).

Théorème 1.5.5. (Inégalité de Holder) [20]
Soient f et g deux fonctions respectivement dans Lp et dans Lq avec 1

p
+
1

q
= 1 .

Alors, le produit f g est dans L1(Ω) et on a :
‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Dans le cas particulier où p = q = 2, on obtient l’égalité de Cauchy-schwartz
‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2‖g‖L2.
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Théorème 1.5.6. (convergence dominée de Lebesgue) [6]
Soit (fn)n une suite de fonction de L1 . On suppose que :
a) fn(x)→ f(x) p.p. sur Ω .
b) Il existe une fonction g ∈ L1 tel que pour chaque n,

|fn(x)| ≤ g(x) p.p.sur Ω.

Alors
f ∈ L1 et ‖fn − f‖L1 → 0.

Définition 1.5.6. (Exposant conjugué de Sobolev)
Soit Ω un ouvert de Rd (qui peut être Rd tout entier), soit l’espace de Sobolev
Wm,p(Ω).
On appelle conjugué de Sobolev du nombre p, le nombre p∗ dêfini par la relation :

1

p∗
=

1

p
− m

d
. (1.26)

Théorème 1.5.7. (Injections continues de Sobolev) [20]
Soit Ω un ouvert de Rd .Si Ω est borné et à une frontière Lipschitz-continue,
alors pour tout entier m ≥ 0 et pour tout p ∈ [1,+∞[ on dispose des inclusions
avec injections continues suivantes :

Wm,p(Ω) ↪→ Lp∗ si m <
d

p

Wm,p(Ω) ↪→ Lp∗∀q ∈ [1,+∞[, si m =
d

p

Wm,p(Ω) ↪→ C(Ω) si
d

p
< m

(1.27)

Théorème 1.5.8. (Inégalité de Poincaré)[20]
Soit Ω un ouvert de Rd borné ,connexe de frontière régulière ,alors il existe une
constante c > 0 (dépendante de Ω ) telle que :

‖u‖L2(Ω) ≤ c‖∇u‖L2(Ω), ∀u ∈ H1
0(Ω).

Théorème 1.5.9. (Fubini)[10]
Soit f une fonction sommable de E = E1 × E2 ⊂ Rn × Rm , alors

f(x, .) ∈ L(E2) pour tout x ∈ E2 et f(., y) ∈ L(E1) pour tout x ∈ E1 (a)∫
E2

f(., y)dy ∈ L(E1) et

∫
E2

f(x, .)dx ∈ L(E2) (b)∫
E

f(x, y)dxdy =

∫
E1

dx

∫
E2

f(x, y)dy =

∫
E2

dx

∫
E1

f(x, y)dy. (c)
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Théorème 1.5.10. ( Dunford-pettis) [9]
Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné, F ⊂ L1(Ω) un sous-ensemble borné.Alors F est
relativement compact pour la topologie σ(L1, L∞) si et seulement si l’on a :

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que :∫
A

|f | < ε, ∀f ∈ F et ∀A ⊂ Ω avec |A| < δ.

1.5.5 Trace

Définition 1.5.7. .
Soit Ω un ouvert de Rd borné ;L’application trace γ0 est l’application linéaire
définie de H1(Ω) ∩ C(Ω) dans L2(∂Ω) ∩ C(∂Ω) par γ0v = v|∂Ω .

1.6 Espace des fonctions à valeurs vectorielles

Pour étudier les équations aux dérivées partielles (E.D.P) d’évolutions, nous
avons besoin d’espaces particuliers faisant. intervenir à la fois l’espace et le
temps ,d’où l’importance de la partie qui va suivre.

1.6.1 Intégration dépendant du temps

Le cadre naturel d’étude pour les problèmes d’évolution(problème de type
parabolique et elliptique) requiert la prise en compte d’espace dépendant du
temps.
Etant donnée une fonction u = (x, t)„ il est toujours commode de séparer les
rôles des espace et temps de la manière suivante.
Supposons t ∈ [0, T ] et pour tout t ∈ [0, T ] la fonction u(., t) appartient à un
espace de Hilbert V(par exemple L2(Ω) ou H1(Ω).).
Alors, on peut considérer u comme une fonction de variable réelle t à, valeur
dans V :

u : [0, T ]→ V.

Avec la convention ci-dessus, ou écritu(t) et u′(t)au lieu de u(x, t)et ut(x, t)
respectivement.
Ainsi, nous introduisons les notions suivantes nécessaires pour la suite.
Définition 1.6.1.

.
On dit que f : [0, T ] → V est sommable dans [0, T ] ,s’il existe une suite
Sn : [0, T ]→ V fonctions telle que∫ T

0

‖Sn(t)− f(t)‖V dt→ 0 quand n→∞. (1.28)
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If f est sommable dans [0, T ] , on définit l’intégrale de f comme suit :∫ T

0

f(t)dt = lim
n→∞

∫ T

0

Sn(t) quand n→∞. (1.29)

Théorème 1.6.1. (Bochner)[18]
Une fonction mesurable f : [0, T ]→ V est sommable dans [0, T ] , si et seulement
si la fonction réelle t→ ‖f(t)‖V dt est sommable dans [0, T ] .De plus ,∣∣∣∣∣∣∣∣∫ T

0

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
V

≤
∫ T

0

‖f(t)‖V dt, (1.30)

et
(u,

∫ T

0

f(t)dt)V =

∫ T

0

(u, f(t))V dt, ∀u ∈ V. (1.31)

L’inégalité (1.30) est bien connue pour les fonctions complexes ou réelles .
Par le théorème de représentation de Riesch, (1.31) montre que l’action de
chaque élément de V ∗ commute avec les intégrales.

1.6.2 Espaces de Sobolev dépendant du temps

Une étape importante pour la résolution d’une équation aux dérivées par-
tielles (E.D.P) est de choisir le bon espace dans lequel les éventuelles solutions
vont être cherchées.
Une fois la définition des intégrales donnée, nous pourrons introduire les espaces
C([0, T ];V ) et Lp([0, T ];V ), 1 ≤ p <∞.
On note par C([0, T ];V ) l’ensemble des fonctions continues u : [0, T ]→ V .
Muni de la norme

‖u‖L∞([0,T ];V ) = max
0≤t≤T

‖u(t)‖V .

C([0, T ];V ) est un espace de Banach.
On définit Lp([0, T ];V ) comme l’ensemble des fonctions mesurables
u : [0, T ]→ V telles que :
si 1 ≤ p <∞

‖u‖Lp([0,T ];V ) = (

∫ T

0

‖u(t)‖V )
1

p <∞. (1.32)

Si p = 2, la norme est induite par le produit scalaire

(u, v)L2([0,T ];V ) =

∫ T

0

(u(t), v(t))V dt, (1.33)

faisant de L2([0, T ];V ) un espace de Hilbert.
Pour définir l’espace de Sobolev, nous avons besoin de donner la notion de
dérivée an sens des distributions pour une fonction u ∈ L1

loc([0, T ];V ).
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Définition 1.6.2. .
On dit qu’une fonction u′ ∈ L1

loc([0, T ];V ) est dérivée au sens des distributions
(ou au sens faible) de u si∫ T

0

ϕ(t)u′(t)dt = −
∫ T

0

ϕ′(t)u(t)dt,

pour tout ϕ ∈ D(0, T ) ou de manière équivalente, si∫ T

0

ϕ(t)(u′(t), v)V dt = −
∫ T

0

ϕ′(t)(u(t), v)V dt ∀v ∈ V. (1.34)

Définition 1.6.3. (Dérivée par transposition)
Soit V un espace de Banach,1 ≤ p < +∞ et u ∈ Lp

V (]0, T [). On note D l’espace
C∞c (]0, T [,R) et D′ l’ensemble des applications linéaires de D dans V.
On définit ut ∈ D′ par

〈ut, ϕ〉D′,D =

∫ T

0

u(t)ϕ′(t)dt pour tout ϕ ∈ C∞c (]0, T [,R).

Introduisons maintenant les espaces suivants :
a) Notons W 1,p(0, T ;V )l’espace de Sobolev des fonctions u ∈ Lp([0, T ];V )

ayant pour dérivée faible

u′ ∈ Lp([0, T ];V ),

avec pour norme

‖u‖W 1,p(0,T ;V ) = (

∫ T

0

‖u(t)‖pV dt+
∫ T

0

‖u′(t)‖pV dt)
1

2 , si 1 ≤ p < +∞.

b) Si p = 2, ou peut écrire H1(0, T ;V ) au lieu de W 1,2(0, T ;V ) . C’est un
espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u, v)H1(0,T ;V ) =

∫ T

0

((u(t), v(t))V + ((u′(t), v′(t))V )dt.

Enonçons le théorème suivant :

Théorème 1.6.2. .[18]
Soit u ∈ H1(0, T ;V ), alors u ∈ C([0, T ] : V ) et

‖u‖L∞([0,T ];V ) = max
0≤t≤T

‖u(t)‖V ≤ C(T )‖u‖H1(0,T ;V ).

De plus, le théorème fondamental de calcul nous donne :

u(t) = u(s) +

∫ t

s

u′(r)dr 0 ≤ s ≤ t ≤ T.
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Remarque 1.6.1. .
Le cadre idéal pour les applications des problèmes aux conditions aux limites est
le Triplet de Hilbert (V, H, V ′) .

V ↪→ H ↪→ V ′

avec V séparable. Il est nécessaire de travailler avec les fondions u ∈ L2([0, T ];V )
dont la dérivée u′ ∈ L2([0, T ];V ′) ...
Le résultat suivant est fondamental.

Théorème 1.6.3. .[18]
Soit u ∈ L2([0, T ];V ) avec u ∈ L2([0, T ];V ′) , alors :
a) u ∈ C([0, T ] : H) et

max
0≤t≤T

‖u(t)‖H ≤ C
{
‖u‖L2([0,T ];V ) + ‖u′‖L2([0,T ];V ′)

}
. (1.35)

b) Si aussi v ∈ L2([0, T ];V ) et v′ ∈ L2([0, T ];V ′) , la formule d’intégration
par parties suivante est vérifiée∫ t

s

{〈u′(r), v(r)〉∗+ 〈u(r), v′(r)〉∗}dr = (u(t), v(t))H − (u(s), v(s))H (1.36)

pour tout s, t ∈ [0, T ] .

Remarque 1.6.2. .
De (1.36) on peut déduire que :

d

dt
(u(t), v(t))H = 〈u′(t), v(t)〉∗ + 〈u(t), v′(t)〉∗,

pour tout t ∈ [0, T ] et ( en prenant u = v)∫ t

s

d

dt
‖u(r)‖2Hdt = ‖u(t)‖2H − ‖u(s)‖2H . (1.37)

1.7 Formules de Green

Définition 1.7.1. .
Un ouvert Ω de Rn, n > 1 , est dit régulier de classe C1 si son bord ∂Ω est une
hypersurface (variété de dimension n - l) régulière et si Ω est situé d’un seul
côté de sa frontière.
On définit la normale extérieure au bord ∂Ω comme étant le vecteur unité
ν = (νi)1≤i≤n normal en tout point au plan tangent à Ω et pointant vers l’exté-
rieur de Ω .

Théorème 1.7.1. Formule de Green [7]
Soit Ω un ouvert de Rn régulier de classe C1 . Soit w une fonction de C1(Ω)n
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à support borné dans le fermé Ω , alors elle vérifie la formule de Green∫
Ω

div(w)(x)dx =

∫
∂Ω

w(x).n(x)dσx, (1.38)

où dσx désigne la mesure surfacique sur ∂Ω (mesure de lebesque en dimension
n - 1), et le produit scalaire usuel sur Rn et div(w) := ∂x1

w1 + ... + wn est la
divergence de w := (w1; ...;wn).
Soit une formulation suivante de la formule de Green .

Corollaire 1.7.1. Formule d’intégrations par parties [7]
Soit Ω un ouvert de Rn régulier de classe C1 ;Soient u ∈ C1(Ω)n et v ∈ C1(Ω)
à support borné dans Ω , alors, on a :∫

Ω

∇v.udx = −
∫
Ω

vdiv(u)dx+

∫
∂Ω

vu.ndσx (1.39)

Remarque 1.7.1. .
En dimension n = 1,Ω =]a, b[, on a n(a) = −1, n(b) =. On retrouve la formule
d’intégration par parties classique. On a :∫ a

b

u′vdx = −
∫ a

b

uv′dx+ (u(b)v(b)− u(a)v(a)). (1.40)

On donne une troisième formulation de la formule de Green.

Corollaire 1.7.2. .[3]
Soit Ω un ouvert de Rn régulier de classe C1 ;Soient u ∈ C2(Ω)n et v ∈ C1(Ω)
à support borné dans Ω , alors, on a :∫

Ω

△ uvdx = −
∫
Ω

∇u.∇vdx+

∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dσx (1.41)

ou ∂u

∂n
:= ∇u .n est la dérivée normale de u sur ∂Ω .

1.8 Méthode de Faedo Galarkin

Le principe de cette méthode est basé sur l’idée de remplacer l’espace sé-
parable infinie V par un autre Vm finie,le problème approchée est posé sur Vm

ou nous se ramene a la simple solution d’unsystème d’équations differentielles
ordinaires non linéaire, par ailleur on peut chisir la mode de construction de
Vm de manière à ce que le sous-espace Vm soit une bonne approximation de V
et que la solution um dans Vm du problème est approchée à la solution exacte
u dans V .
Cette méthode n’a pas d’intérét numérique en général elle est trèe utile d’un
point de vue théorique,notamment pour l’étude des problèmes non linéaires .
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1.8.1 Présentaion de la méthode de Faedo-Galerkin

1. Présentation
La méthode de Faedo-Galerkin est une méthode approximative parmi
d’autres, utlisée pour résoudre( déterminer l’existence et l’unicité des
solutions) des Equations aux Dérivées partielles d’évolution.

2. Principe de la méthode
Décrivons ici la strategie (les étapes) de la méthode.
L’existence par la méthode de Faedo-Galerkin se fait en trois étapes :

(a) Approximation de Galerkin(Recherche de solutions approchées).
Dans cette partie, on choisit une famille de fonctions (ζk)k≥1constituant

une base orthogonale dans V = H1
0(Ω) ,

et
une base orthonormale dans H = L2(Ω).

En particulier, on pourra écrire :
∞∑
k=1

gkζk,

ou
gk = (g, ζk)0,

et les séries sont convergentes dans H.

(b) Estimation à priori
Puis, on construit une suite de sous-espaces de dimension finie,

Vm = vectζ1, ..., ζm,

avec evidemeut
Vm ⊂ Vm+1,

et
∪Vm = V.

Pour m fixé, on pose

um(t) =
m∑
k=1

ck(t)ζk, Gm =
m∑
k=1

gkζk,

et on rêsoud le problème approximatif suivant : Déterminer um ∈ H1
0(0, T, V )

tel que pour s = 1, ...,m on a
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{
(u′m(t), ζs)0 + a(u′m(t), ζs) = (f(t), ζs)0, pour tout t ∈ [0, T ]

Um(0) = Gm

.

Pour tout v ∈ Vm puisque u′m ∈ L2([0, T ], V ) ,on a

(u′m(t), v) = 〈u′m(t), v〉.

um est appelé approximation de Galerkin de la solution u.
(c) Passage à la limite(existence d’une solution faible )

Daru ; cette partie nous montrerons que um et u′m sont bornés dans
L2(]0, T [, H1

0(Ω)) et L2(]0, T [, H−1(Ω)) respectivement (Estimation de
l’énergie).
Alors eu appliquant le théorème de compacité, ou pourra montrer que les
sous-suites umk convergent faiblement dans L2(]0, T [, H1

0(Ω)) pendant
que u′mk converge faiblement dans L2(]0, T [, H−1(Ω)) .
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Chapitre 2

Application 1

Nous appliquons la methode de Faedo-Galerkin pour prouver l’éxistence
de proplème de la chaleur .
Dans ce chapitre, nous considérons l’aquation de la chaleur et la condition de
Dirichlet :

(P1)


∂u
∂t −∆u = f(x, t) dansΣ = Ω×]0, T [
u(x, 0) = g(x) dans Ω
u(σ, x) = 0 sur Γ = ∂Ω×]0, T [

(2.1)

Soit Ω un ensemble borné ouvert dans Rn, [0, T ] est un intervalle de temps fini,
f(x, t) fonctions réelles .

Nous voulons trouver une formulation faible. Avançons formellement. Comme
nous l’avons fait plusieurs fois, nous multiplions l’équation de diffusion par une
fonction lisse v = v(x), disparaissant à la limite de Ω, et intégrons plus de Ω.
Nous trouvons∫

Ω

ut(x, t)v(x)dx−
∫
Ω

∆u(x, t)v(x)dx =

∫
Ω

f(x, t)v(x)dx.

En intégrant par parties le second terme [13], on obtient∫
Ω

ut(x, t)v(x)dx+

∫
Ω

∇u(x, t)∇v(x)dx =

∫
Ω

f(x, t)v(x)dx. (2.2)

Tout d’abord, étant donné qu’il s’agit d’équations d’évolution, il est commode
de Adopter le point des espaces impliquant le temps, et considérer.

2.1 Existence de la solution du problème (P1)

Nous voulons montrer que le problème (2.1) a exactement une solution faible,
qui dépend Continuellement sur les données dans une norme appropriée. Bien
qu’il existe des variantes du théorème de Lax-Milgram parfaitement adapté à
Résoudre les problèmes d’évolution, nous utiliserons la méthode dite de Faedo-
Galerkin [19] , aussi Plus commode pour les approximations numériques.
Décrivons la stratégie principale. Nous divisons en trois étapes.
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Dans Etape 1 solutions approchées du problème . A l’étape 2, des estimations a
priori pour un sont dérivées. A l’étape 3 passage aux limites, dériver la régularité
de u̇ et justifier la condition initiale .

Etape 1: Solutions approchées

Nous sélectionnons une suite de fonctions lisses {wk}∞K=1 constituant
un base orthogonal dans V = H1

0(Ω),

et
un base orthogonal dans L2(Ω).

En particulier, nous pouvons écrire
∞∑
k=1

gkwk,

où gk = (g, wk)0 et la série converge en L2(Ω).
Nous construisons la suite des sous-espaces de dimension finie

Vn = spam{w1, w2, ..., wn}.

Clairement
Vn ⊂ Vn+1 et ∪Vn = V.

Pour n fixe, on a

un(t) =
∞∑
k=1

ck(t)wk, Gn =
n∑

k=1

gkwk. (2.3)

Nous résolvons le problème approximatif suivant Déterminer un dansH1(0, T, V ),
satisfaisant. Pour tout s = 1, ..., n,{

(u̇n(t), ws)0 + a(un(t), ws) = (f(t), ws)0 a.e t ∈ [0, T ]
un(0) = Gn

(2.4)

Notons que l’équation différentielle dans (2.4) est vraie pour chaque élément de
la base Ws, s = 1, ..., n, si et seulement si elle est vraie pour chaque v ∈ Vn. De
plus, puisque u̇n ∈ L2(0, T ;V ), nous avons

(u̇n(t), v)0 = 〈u̇n(t), v〉∗.

Nous allons le lemme suivant :
Lemme 2.1.1. .
Pour tout n, il existe une solution unique un de problème (2.4). En Particulier,
puisque un ∈ H1(0, T ;Vn), nous avons un ∈ C([0, T ];Vn).
Démonstration. Puiusque w1, ..., wn. Sont mutuellement orthonormées dans L2(ω),
nous avons

(u̇n(t), ws)0 =

( n∑
k=1

ċk(t)wk, ws

)
0

= ċs(t),
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aussi w1, ..., wn est un système orthogonal dans Vn, Par conséquent

a

( n∑
k=1

ck(t)wk, ws

)
= (∇ws,∇ws)0cs(t) = ‖∇ws‖20cs(t),

on pose
Fs(t) = (f(t), ws), Fn(t) = (F1(t), ...Fn(t)),

et
Cn(t) = (C1(t), ...Cn(t), gn = (g1, ..., gn).

Si l’on introduit la matrice diagonale

W = diag

{
‖∇w1‖20, ‖∇w2‖20, ..., ‖∇wn‖20

}
.

De l’ordre n, le problème (2.4) est équivalent au système suivant de n désac-
couplé Equations différentielles ordinaires linéaires, à coefficients constants :

Ċn(t) = −WCn(t) + Fn(t) a.e. t ∈ [0, T ]. (2.5)

Avec condition initiale
Cn(0) = gn.

Depuis F ∈ L2(0, T ;Rn). Il existe une solution unique C ∈ H1(0, T ;Rn),de la
forme

un(t) =
n∑

k=1

ck(t)wk.

Nous en déduisons un ∈ H1(0, T ;Vn) .

Remarque 2.1.1. .
Nous avons choisi une base {wk} orthonormale dans L2 et orthogonale dans
H1

0 parce que, par rapport à cette base, l’opérateur de Laplace devient diagonal
opérateur, comme il est reflété par le problème approximatif (2.5). Cependant, la
méthode Fonctionne en utilisant n’importe quelle base comptable pour les deux
espaces. Le problème (2.4) devient

Ċn(t) = −M−1WCn(t) + M−1Fn(t) a.e. t ∈ [0, T ],

où depuis w1, ..., wn est un base dans Vm, La matrice M est positive, donc non
singulière.

M = (Msk),Msk = (ws, wk)0, W = (Wsk),Wsk = (∇ws,∇wk)0.

Ceci est particulièrement important dans la mise en oeuvre numérique du pro-
cédé, où, en général, les éléments de la base en Vn ne sont pas mutuellement
orthogonaux.
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Etape 2: Estimations à priori de un

Notre but est de montrer que nous pouvons extraire de la suite des approxi-
mations de Galerkin {Un} une sous-suite convergeant en un certain sens à une
solution de problème (2.1). C’est un problème typique de compacité dans les
espaces de Hilbert. L’outil clé est le théorème (2.1.2) :

‖x‖ ≤ lim
k→∞

inf‖xk‖. (2.6)

Donc, ce dont nous avons besoin est de montrer que les normes Sobolev appro-
priées de um peuvent être Estimées par des normes appropriées des données,
et les estimations sont indépendantes . De n. En outre, ces estimations doivent
être suffisamment puissantes pour Limite comme n → +∞ dans l’équation
d’approximation

(u̇n, v)0 + (∇un,∇v)0 = (f, v)0.

Dans notre cas, nous serons en mesure de contrôler les normes de un dans
L∞([0, T ];H) et L2([0, T ];V ), et la norme de u̇n dans L2([0, T ];V ∗), Soit les
normes

max
t∈[0,T ]

‖un(t)‖0,
∫
Ω

‖un(t)‖21dt et
∫
Ω

‖u̇n(t)‖2∗.

Ainsi, on a un(t) =
n∑

k=1

ck(t)wk etre la solution du problème (2.4).

Théorème 2.1.1. (Estimation de un).
Pour chaque t ∈ [0, T ], l’estimation suivante tient :

‖un(t)‖20 +
∫ t

0

‖un(s)‖21ds ≤ ‖g‖20 + c2
∫ t

0

‖f(s)‖20ds (2.7)

Une autre estimation est donnée dans le Problème (2.1).

Démonstration. En multipliant l’équation (2.4) par ck(t) et en fait la somme
pour k = 1, ..., n, on obtient

(u̇n(t), un(t))0 + a(un(t), un(t)) = (f(t), un(t))0. (2.8)

Pour t ∈ [0, T ]. Maintenant, notez que

(u̇n(t), un(t))0 =
1

2

d

dt
‖un(t)‖20, a.e t ∈ (0, T ),

et
a(un(t), un(t)) = ‖∇un(t)‖20 = ‖un(t)‖21.

A partir des inégalités de Schwarz et de Poincaré et de l’inégalité élémentaire 1

(f(t), un(t))0 ≤ ‖f(t)‖0‖un(t)‖0 ≤ C‖f(t)‖0‖un(t)‖1
1. |ab| ≤ a2

2
+ b2

2
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≤ c2

2
‖f(t)‖20 +

1

2
‖un(t)‖21.

Ainsi, à partir de (2.6), nous obtenons
d

dt
‖un(t)‖20 + ‖un(t)‖21 ≤ c2‖f(t)‖20.

Nous intégrons maintenant entre (0, t), puisque un(0) = Gn et en observant que
‖Gn‖20 ≤ ‖g‖20∫ t

0

d

dt
‖un(s)‖20ds+

∫ t

0

‖un(s)‖21ds ≤ c2
∫ t

0

‖f(s)‖20ds.

‖un(t)‖20 − ‖un(0)‖2 +
∫ t

0

‖un(s)‖21ds ≤ c2
∫ t

0

‖f(s)‖20ds.

Par l’orthogonalité de w1, ..., wn dans L2(Ω), Nous pouvons écrire :

‖un(t)‖20 +
∫ t

0

‖un(s)‖21ds ≤ ‖Gn‖20 + c2
∫ t

0

‖f(s)‖20ds (2.9)

≤ ‖g‖20 + c2
∫ t

0

‖f(s)‖20ds

lequel est(2.7).

Nous donnons maintenant une estimation de la norme de u̇ dans L2(0, T ;V ∗).
Théorème 2.1.2. (Estimation de u̇n)
L’estimation suivante tient :∫ T

0

‖u̇n(t)‖2∗dt ≤ 2‖g‖20 + 4c2
∫ T

0

‖f(t)‖20dt. (2.10)

Démonstration. on a v ∈ V on pose v = w + z alors w ∈ Vn et z ∈ V ⊥n .
nous avons ‖w‖1 ≤ ‖v‖1 on pose v = w dans le problème (2.4) ; ce rendement

(u̇n(t), v)0 = (u̇n(t), w)0 = −a(un(t), w) + (f(t), w)0.

Depuis
|a(un(t), w)| ≤ ‖un(t)‖1‖w‖1.

Nous inférons, en utilisant les inégalités de Schwarz et de Poincaré,

|(u̇n(t), w)0| ≤ ‖un(t)‖1‖w‖1 + ‖f(t)‖0‖w‖1

≤ {‖un(t)‖1 + c‖f(t)‖0}‖w‖1
≤ {‖un(t)‖1 + c‖f(t)‖0}‖v‖1

Alors, par la définition de la norme en V ∗, on peut écrire

‖u̇n(t)‖∗ ≤ ‖un(t)‖1 + c‖f(t)‖0.

28



Equiper les deux côtés et intégrer plus de (0, t) nous obtenons∫ t

0

‖u̇n(s)‖∗ds ≤ 2

∫ t

0

‖un(s)‖1ds+ 2c2
∫ t

0

‖f(s)‖0ds.

En utilisant (2.7) pour estimer 2
∫ t

0

‖un(s)‖1ds, nous obtenons facilement (2.8).

Etape 3: Passage à la limite

Nous appelons un une approximation de Galerkin de la solution u.
Nous montrons que {un} et {u̇n} sont bornés dans L2([0, T ];V ) et L2([0, T ];V ∗)
respectivement .
Alors, le théorème (2.1.2) de compacité faible implique une sous-suite {umk

}
converge faiblement dans L2([0, T ];V ) vers un élément u, alors que {u̇mk

}
converge faiblement dans L2([0, T ];V ∗) à u̇.

Théorèmes 2.1.1 et 2.1.2 montrent que la suite des approximations de Galerkin
{un} est borné dans L∞([0, T ];V ), donc dans L2([0, T ];V ), tandis que {u̇n} est
borné dans L2([0, T ];V ∗). Nous utilisons maintenant le théorème de compacité
(2.1.2) et déduisons qu’il existe un sous suite, pour simplifier, désignons toujours
par {un}, tel que comme n→∞,

un → u faiblement dans L2([0, T ];V ),

et
u̇n → u̇ faiblement dans L2([0, T ];V ∗).

Cette u est la solution unique du problème (2.1). Précisément :
Théorème 2.1.3. .
Soit f ∈ L2([0, T ];L2(Ω)) et g ∈ L2(Ω), alors, u est la solution unique du
problème (2.1), de plus

‖u(t)‖20 +
∫ T

0

‖u(t)‖21dt ≤ ‖g‖20 + 2c2
∫ T

0

‖f(t)‖20dt, (2.11)

pour tout t ∈ [0, T ], et∫ T

0

‖u̇(t)‖21dt ≤ 2‖g‖20 + 4c2
∫ T

0

‖f(t)‖20dt. (2.12)

Démonstration. (L’existence)
Dire que un ⇀ u, faiblement dans L2([0, T ];V ) comme n→ +∞, signifie que∫ T

0

(∇un(t),∇v(t))0dt→
∫ T

0

(∇u(t),∇v(t))0dt,
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pour tout v ∈ L2([0, T ];V ). De même, u̇n → u̇ ,faiblement dans L2([0, T ];V ∗),
signifie que∫ T

0

(u̇n(t), v(t))0dt =

∫ T

0

〈u̇n(t), v(t)〉∗ →
∫ T

0

〈u̇(t), v(t)〉∗dt,

pour tout v ∈ L2([0, T ];V ).

Nous voulons utiliser ces propriétés pour passer à la limite comme n→ +∞
dans le problème (2.4), en gardant à l’esprit que les fonctions de test doivent
être choisies dans Vn.
Fix V ∈ L2([0, T ];V ) ; Nous pouvons écrire .

v(t) =
∞∑
k=1

bk(t)wk avec la lasrie convergent dans V, for a.e. t ∈ [0, T ], on a

vN(t) =
N∑
k=1

bk(t)wk Et conservez N fixe, pour le moment. Si n ≥ N , alors

vN ∈ L2([0, T ];Vn).
Multiplication Equation (2.4) par bk(t) et fait la somme pour k = 1, ..., N , on a

(u̇n(t), vN(t))0 + (∇un(t),∇vN(t))0 = (f(t), vN(t))0.

on integrer entre (0, T ) qui donne∫ T

0

{(u̇n, vN)0 + (∇un,∇vN)0}dt =
∫ T

0

(f, vN)0dt. (2.13)

Grâce à la convergence faible des un et u̇n dans leurs espaces respectifs, nous
pouvons n→ +∞. Depuis∫ T

0

(u̇n, vN)0dt =

∫ T

0

〈u̇n, vN〉∗dt→
∫ T

0

〈u̇, vN〉∗dt.

On obtient ∫ T

0

{〈u̇, vN〉∗ + (∇u,∇vN)0}dt =
∫ T

0

(f, vN)0dt.

Maintenant, laisser N → +∞ en observantt vN → v in L2([0, T ];V ) et en
particulier faiblement aussi dans cet espace . On obtient∫ T

0

{〈u̇, v〉∗ + (∇u,∇v)0}dt =
∫ T

0

(f, v)0dt. (2.14)

Alors, (2.14) est valide pour tout v ∈ L2([0, T ];V ). Cela implique

〈u̇(t), v〉∗ + (∇u(t),∇v)0 = (f(t), v)0,
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pour tout v ∈ V et t ∈ [0, T ]. Donc u satisfait

〈u̇(t), v〉∗ + a(u(t), v) = (f(t), v)0 a.e.t ∈ [0, T ] (2.15)

D’après le théorème (1.1.1) , nous sache que u ∈ C([0, T ];H).
Il reste à vérifier que u(t) satisfait la condition initiale u(0) = g.
pose que v ∈ C1([0, T ];V ) avec v(T ) = 0. L’intégration par parties (voir Théo-
rème 1.2, b)), nous obtenir∫ T

0

(u̇n, vN)0dt = (Gn, vN(0))0 −
∫ T

0

(un, v̇N)0dt.

De sorte que, de (2.13) nous trouvons

−
∫ T

0

{(un, v̇N)0 + (∇un,∇vN)0}dt = −(Gn, vN(0))0 +

∫ T

0

(f, vN)0dt.

Laissez d’abord n→ +∞ et alors N → +∞ on a

−
∫ T

0

{(u, v̇)0 + (∇u,∇v)0}dt = −(g, v(0))0 +
∫ T

0

(f, v)0dt. (2.16)

D’autre part, l’intégration par parties dans la formule (2.12) (voir le théorème
1.2,b) nous trouvons

−
∫ T

0

{(u, v̇)0 + (∇u,∇v)0}dt = −(u(0), v(0))0 +
∫ T

0

(f, v)0dt. (2.17)

En soustrayant (2.16) de (2.17), on en déduit

(u(0), v(0))0 = (g, v(0))0.

Et l’arbitraire de v(0) forces u(0) = g.

2.2 L’unicité de la solution

Soit u1 et u2 des solutions faibles du même problème. Alors, w = u1− u2 est
une solution faible de

〈ẇ(t), v〉∗ + (∇w(t),∇v)0 = 0,

pour tout v ∈ V et t ∈ [0, T ], avec les données initiales w(0) = 0. Choisissant
v = w(t) on avoir

〈ẇ(t), w(t)〉∗ + (∇w(t),∇w(t))0 = 0,

ou
1

2

d

dt
‖w(t)‖20 = −‖w(t)‖21,
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d’où, depuis‖w(0)‖20 = 0

‖w(t)‖20 = −
∫ T

0

‖w(t)‖21dt ≤ 0,

qui implique w(t) = 0 pour tout t ∈ [0, T ]. Cela donne l’unicité de la solution
faible.
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Chapitre 3

Application 2

Nous appliquons la methode de Faedo-Galerkin pour prouver l’éxistence de
proplème non linéaire de mécanique quantique oscillant avec le facteur d’amor-
tissement .
dans ce chapitre nous consédérons la problème

(P2)


∂2u
∂t2 −∆u+ ε∂u∂t + |u|

ρ u = f

u(x, 0) = u0,
∂u
∂t (x.0) = u1, x ∈ Ω (condition initialle)

u = 0surΣ (condition aux limite)

3.1 Position du problème

Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière Γ assez régulier.
Soit le cylindre Q de Rn

x × Rt telle que :
Q = Ω×]0, T [etΣ = Γ×]0, T [,

ou
∑

est la frontière latérale de Q .
On cherche une fonction u = u(x, t) solution du problème suivant :

∂2u
∂t2 −∆u+ ε∂u∂t + |u|

ρ u = f

u(x, 0) = u0,
∂u
∂t (x.0) = u1, x ∈ Ω (condition initialle)

u = 0surΣ (condition aux limite)

(3.1)

tel que ε est nombre strictement positif.
Ce problème aux dérivée partielle hyporbolique non linéaire qui intervient en
mécanique quantique relativisté.
ε∂u∂t représente le terme d’amortissement.

3.1.1 Introduire l’espace

On définit l’espace V comme suit :V = H1
0 ∩ Lp(Ω) tel que p = ρ + 2 ,il est

un espace de Banach muni de la norme :
‖u‖V = ‖u‖H1

0
+ ‖u‖Lp
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V est un espace séparable puisque l’espace s’identifie par l’application
v −→ (v, ∂v

∂x1
, ..., ∂v

∂xn
) à un sous-espace vectoriel fermé de l’espace

Lp(Ω)×L2(Ω)×...L2(Ω)etLp(Ω) est un espace séparable pour 1 ≤ p <∞ et
∏

Lpi

séparable et uniformement convexe donc on peut projecter un ensemble denom-
brable dense sur les sous-espaces.
D(Ω) est dense dans V , et on définit l’espace dual de V par :

V ′ = (H1
0(Ω))

′ + (Lp(Ω))′ = H−1(Ω) + Lp′(Ω).

Si v ∈ V ′ v =
∑n

i=1
∂vi
∂xi

+ g tel que :vi ∈ L2(Ω), etg ∈ Lp′(Ω) .
Si ρ > 0 alors p > 2 d’après le théorème de prolongement de Sobolev
H1

0(Ω) ⊂ Lq(Ω) ou 1
q =

1
2 −

1
n = n−2

2n et n ≥ 3 .
Si p < q alors Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω) donc ρ+ 2 < 2n

n−2(i.ep < 4
n−2) .

Dans ce cas V et H1
0(Ω) sont identique. En remarquant que :

H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω) ⊂ H1

0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) ⊂ H−1(Ω) + Lp′(Ω)

où 1
p′ = 1 − 1

petL
∞([0, T ], H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)) est le dual de L1([0, T ], H−1(Ω) +

Lp′(Ω)).

Remarque 3.1.1. .
Pour ε < 0 le problème (3.1) devient un problème de forcement qui intervient
aussi en physique où on le peut étudier dans le même espace V = H1

0(Ω)∩Lp(Ω),
dans ce cas un terme ε∂u∂t représente le terme de forcement.

3.2 Existence de la solution du problème (P2)

Théorème 3.2.1. .
Soient Ω un ouvert borné de Rnetf, u0, u1 des fonctions données telles que :

f ∈ L2(Q). (3.2)

u0 ∈ H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω)p = ρ+ 2, ρ > 0. (3.3)

u1 ∈ L2(Ω). (3.4)
Alors il existe une fonction u vérifiant :

u ∈ L∞([0, T ], H1
0(Ω) ∩ L2(Ω)). (3.5)

∂u

∂t
∈ L∞([0, T ], H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)). (3.6)

∂2u

∂t2
−∆u+ ε

∂u

∂t
+ | u |ρ u = f dans Q. (3.7)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω. (3.8)
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω. (3.9)
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u = 0 sur Σ. (3.10)
Q = Ω×]0, T [etε > 0.

Remarque 3.2.1. .
On va vérifie que les conditions initiales et les conditions aux limite ont un
sens.
On a

u ∈ L∞([0, T ], H1
0(Ω) ∩ L2(Ω))

∂u

∂t
∈ L∞([0, T ], H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)).

D’après le lemme (1.1.1) on prend :

X = L2(Ω) et p > 2 on obtient :

Lp(Ω) ⊂ L2(Ω)alors u ∈ L∞([0, T ], L2(Ω)),

et
∂u

∂t
∈ L∞([0, T ], H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)),

et u continue de [0, T ] −→ L2(Ω) de sorte que (3.5) a un sens.
Par contre :

∂u

∂t
∈ L∞([0, T ], H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)),

et

H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω) ⊂ H1

0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ (H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω))′ = H−1(Ω) + Lp′(Ω).

L’équation (3.4) équivalent au :

∂2u

∂t2
= ∆u− ε

∂u

∂t
+ | u |ρ u+ f,

et comme
∆ ∈ L(H1

0 , H
−1),

alors
∆u ∈ L∞([0, T ], H−1(Ω)),

L(H1
0(Ω), H

−1(Ω)) : désigne l’espace des applications linéaires continues de
H1

0(Ω)dans H−1(Ω).
Ainsi :

f 7→| f |ρ f applique Lp(Ω) −→ Lp′(Ω) alors :

| u |ρ u ∈ L∞([0, T ], Lp′(Ω))

∂2u

∂t2
∈ L2([0, T ], L2(Ω)) + L∞([0, T ], H−1(Ω) + Lp′(Ω)).
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En particulier :
∂2u

∂t2
∈ L2([0, T ], H−1(Ω) + Lp′(Ω)).

D’après le lemme (1.1.1) ,on prend X = H−1(Ω)+Lp′(Ω)il vient :∂u∂t est continue
de

[0, T ] −→ H−1(Ω) + Lp′(Ω),

de sorte que (3.6) a un sens.

Démonstration. (du théorème) La preuve du théorème est donnée en trois étapes :
tout d’abord on va construire des solutions approchées en utilisant la méthode
de Faedo-Galerkin, ensuite on etablit une estimation à priori sur ces solutions
approchées uµenfin on va passer à la limite dans le problème approché afin d’ob-
tenir une solution de notre problème et ceci par la propriété de la compacité
pour le terme non linéaire.

Etape 1: Solutions approchées

On construit d’abord une suite de fonctions ,solutions du problème posé en
dimension finie.
Soit l’espace vectoriel V = H1

0(Ω)∩Lp(Ω), on considère les sous-espaces vectoriel
de dimension finieVm ⊂ V .
Soit w1, w2, ..., wm...une suite deV , tel que pour tout m,w1, w2, ..., wm.sont
linieairement indépendants, et queVm designant l’espace finie engendré par
w1, w2, ..., wm, wi ∀i Vm est un sous-espace vectoriel de V de dimension
m(Vm ⊂ V ),on peut choisir une base (w1, w2, ..., wm)deVm

V est séparable donc admet une base(w1, w2, ..., wm) .
Les combinaisons liniéaires finies de wi sont denses dans V, ie : Vm dense dans
V (le suite Vm dense dans V ) et Vm ⊂ Vm+1,

⋃
Vm = V

On cherche um = um(t)solution approchée um ∈ Vm tel que :

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi.

Les gim sont donc les coordonnées de umdans cette base.
Pour s’implefier l’ecriture on pose :v′ = ∂v

∂t , v
′′ = ∂2v

∂t2 , ...etc .

On cherche une foncion um : Ω×]0, Tm[−→ Ret 0 ≤ Tm ≤ Toù :

um(t) =
m∑
i=1

gim(t)wi ∈ Vm.

Les gim sont des fonctions par rapport à la variable t définies sur l’intervalle
]0, tm[étant à déterminer par les conditions :
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
(u′′m, wj) + a(um(t), wj) + ε(u′m, wj) + (|u|ρum, wj) = (f(t), wj)

gim(0) = αim

g′im(0) = βim

1 ≤ j ≤ m

(3.11)

où
a(u, v) =

m∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx. (3.12)

Les αim, βimétant choisir de manière que :

um(0) = u0m =
m∑
i=1

αimwi −→ u0 dans H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω) (3.13)

u′m(0) = u1m =
m∑
i=1

βimwi −→ u1 dans L2(Ω). (3.14)

Et ceci quand m tend vers l’infinie.αim = (α1m, ..., αmm), β1m = (β1m, ..., βmm).
Le système (3.11) d’équation différentielle ordinaire non linéaire et compléter
par les conditions unitiales (3.13) (3.14).
Pour tout m w1, ..., w1 sont linéairement indépendants donc det(wi, wj) 6= 0
,ce qui implique que le système composé admet une solution locale pour tout
t ∈ [0, tm] ⊆ [0, T ]

Etape 2: Estimation à priori

Dans cette etape on va montrer que tn = T .
En multipliant (3.11) d’indice j par g′im(t)et l’on somme en j il vient :

(u′′m, u
′
m) + a(um(t), u

′
m(t)) + ε(u′m, u

′
m(t)) + (|u|ρum, u′m(t))

= (f(t), u′m(t)) (3.15)

(u′′m, u
′
m) =

1

2

d

dt
(u′m, u

′
m) =

1

2
|u′m(t)|2

(u′m, u
′
m) = ‖u′m(t)‖2L2

a(um, u
′
m) =

1

2

d

dt
(a(u′m, um)) =

1

2
‖um(t)‖2∫

Ω

|um(t)|ρum(t)u′m(t)dx

=

∫
Ω

|um(t)|ρ−1
um(t)

|um(t)|
u′m(t)dx

=
1

p

d

dt

∫
Ω

|um(t)|pdx
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on a :
|um(t)|ρum(t) ∈ Lp′(Ω).

D’aprés l’inégalité de Cauchy-schwartz on obtient :

‖|um(t)|ρum(t)‖p
′

Lp′(ω)
=

∫
Ω

|um(t)|ρp
′+p′dx =

∫
Ω

|um(x, t)|pLp(ω),

où
1

p
+

1

p′
= 1,

(p = pp′ − p′ =⇒ ρp′ + p′ = (p− 2)p′ + p′ = pp′ − p′ donc ρp′ + p′ = p)
posons ‖u‖ =

√
a(u, u) =(norme surH1

0(Ω)équivalente)‖u‖H1
0 (Ω)

1

2

d

dt
(|u′m(t)|2+‖um(t)‖2) + ε|u′m(t)|2L2+

1

p

d

dt

∫
Ω

|um(x, t)|pdx

= (f(t), u′m(t)), (3.16)
on intégre entre 0 et t on obtient :

1

2
(|u′m(t)|2 + ‖um(t)‖2) +

1

p
‖um(t)‖pLp + ε

∫ t

0

|u′m(σ)|2dσ =

1

2
(|u′m(0)|2 + ‖um(0)‖2) +

1

p
‖um(0)‖pLp +

∫ t

0

|f(σ)u′m(σ)|dσ.

D’aprés (3.13) (3.14) on obtient :
1

2
(|u′m(0)|2 + ‖um(0)‖2)−

1

p
‖um(0)‖pLp =

1

2
(|u′1m|2 + ‖u0m‖2) +

1

p
‖um(0)‖pLp.

Alors :
1

2
(|u′1m|2 + ‖um(0)‖2) +

1

p
‖um(0)‖pLp ≤ C1.

On applique 1 on trouve :∫ t

0

|f(σ)||u′m(σ)|dσ ≤
1

2

∫ t

0

|f(σ)|2dσ +
1

2

∫ t

0

|u′m(σ)|2dσ (3.17)∫ t

0

|f(σ)|2dσ ≤ C2 car f ∈ L2(Q)

1

2
(|u′m(t)|2 + ‖um(t)‖2) +

1

p
‖um(t)‖pLp + ε

∫ t

0

|u′m(σ)|2dσ

≤ C3 +
1

2

∫ t

0

|u′m(σ)|2dσ, (3.18)

où
C3 = C1 +

1

2
C2,

1. |ab| ≤ a2

2
+ b2

2
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donc
1

2
(|u′m(t)|2 + ‖um(t)‖2) +

1

p
‖um(t)‖pLp ≤ C3 +

1− 2ε

2

∫ t

0

|u′m(σ)|2dσ. (3.19)

On peut écrire :

|u′m(t)|2 ≤ C4 + (1− 2ε)

∫ t

0

|u′m(σ)|2dσ. (3.20)

Si 0 < ε < 1
2 .On applique le lemme de Gronwall il vient :

|u′m(t)|2 ≤ C4e
(1−2ε)t ≤ C5, t ∈ [0, Tn],

et si ε ≥ 1
2 , alors :

|u′m(t)|2 ≤ C4 +

∫ t

0

|u′m(σ)|2dσ.

Autre fois on applique le lemme de Gronwall, on obtient :

|u′m(t)|2 ≤ C4e
t ≤ C6 t ∈ [0, Tn].

On déduit que :

|u′m(t)| ≤ C ou C > 0 est un constant independant de m

pour tout t ∈ [0, tm], (3.21)
d’aprés (3.15) (3.16) que :

‖um(t)‖+ ‖um(t)‖ ≤ C, (3.22)

où C > 0 est un constant indépendant de m pour tout t ∈ [0, tm] Enfin on arrive
au résultat désiré que tm = T
lorsque m −→ +∞ et um demeure dans un borné deL∞([0, T ], H1

0(Ω) ∩ L2(Ω))
et u′m demeure dans un borné de L∞([0, T ], L2(Ω))

Etape 3: Passage à la limite

1- La convergence faible
on a :um bornée dans L∞([0, T ], H1

0(Ω)∩Lρ(Ω)) donc elle est bornée dans
L∞([0, T ], H1

0(Ω)),
mais

L∞([0, T ], H1
0(Ω) ∩ Lρ(Ω)) ∼ (L1([0, T ], H−1 + Lp′(Ω)))′,

et comme L1([0, T ], H−1(Ω) + Lρ′(Ω)) et d’aprés le théorème (1.5.10) on
trouve :
alors il existe une sous-suite extraite uµ tel que :

uµ −→ u dans L∞([0, T ], H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω)),
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c’est à dire :∫ T

0

〈uµ(t), ϕ〉dt −→
∫ T

0

〈u, ϕ〉dt∀ϕ ∈ L1([0, T ], H−1 + Lp′(Ω)),

les injections :
H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω) ↪→ H1
0(Ω),

et
L∞(Ω) ↪→ L2(Ω),

sont continués, alors :

uµ −→ u dans L∞([0, T ], H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω)) faible∗

uµ −→ u dans L2([0, T ], H1
0(Ω)) faible

donc uµ bornée dans L∞([0, T ], L2(Ω)) ,
et

L∞([0, T ], L2(Ω)) ∼ (L1([0, T ], L2(Ω)))′

L2(Ω) est réflexif et séparable,L1([0, T ], L2(Ω)) est séparable,et d’aprés le
théorème (1.3.3) ,
il existe une sous-suite u′µ de u′m tel que :

u′µ ←→ u′ dans D′(0, T,H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω)),

c’est à dire :∫ T

0

〈u′µ(t), ϕ〉dt −→
∫ T

0

〈u′, ϕ〉dt∀ϕ ∈ L1([0, T ], L2(Ω)).

Alors :

u′µ −→ u′ dans L∞([0, T ], H1
0 ∩ L2(Ω)) faible∗

u′µ −→ u′ dans L2([0, T ], H1
0 ∩ L2(Ω)) faible,

par l’injection continue.

uµ −→ u dans L∞([0, T ], H1
0(Ω) ∩ Lρ(Ω)) faible∗ (3.23)

u′µ −→ u′ dans L2([0, T ], L2(Ω)) faible. (3.24)

2- La convergence forte
um borné dans L∞([0, T ], H1

0(Ω) ∩ Lp(Ω)) on va démontré que
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um est borné dans L2([0, T ], H1
0(Ω)) .

V = H1
0(Ω) ∩ Lρ(Ω)

‖um‖L∞([0,T ],V ) = sup
[0,T ]

‖u‖V <∞

V ↪→ H1
0 =⇒ ‖um‖H1

0
≤ K‖um‖V , K > 0∫ T

0

‖um‖2H1
0
dt ≤ K2

∫ T

0

‖um‖2V dt

≤ K2

∫ T

0

M 2dt = (KM)2T <∞.

Alors um est borné dans L2([0, T ], H1
0(Ω)), et u′m est borné dans L∞([0, T ], L2(Ω))

‖u′m‖L2(Ω)dt = K ′
∫ T

0

‖um‖L∞(Ω).

Donc u′m est borné dans L2([0, T ], L2(Ω))∫ T

0

‖um‖L2(Ω)dt =

∫ T

0

[

∫
Ω

|u|2dx]dt (Fubini)

=

∫ T

0

∫
Ω

|u|2dxdt =
∫ T

0

∫
Ω

|u|2dxdt

=

∫
Q

|u|2dxdt

‖um|2‖L2(Q)

car
Q = Ω×]0, T [

um et u′m demeurent borné dans L2(Q) .
Aussi um demeure borné dans H1(Q) et on sait que l’injection :H1(Q) ↪→
L2(Q) est compacte.
Donc la convergence faible de la suite uµ extraite de um dans H1(Q) est
forte dans L2(Q) presque par tout.
Alors

uµ −→ u dans L2([0, T ], H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω)) fort p.p (3.25)

u′µ −→ u′ dans L2([0, T ], L2(Ω)) faible p.p (3.26)

3- Le terme non liniéaire
On va étudier la convergence de :|um|ρum.
On a :

‖|um|ρum‖p
′

Lp′(Ω)
=

∫
Ω

|um|ρp
′+p′dx =

∫
Ω

|um(x, t)|pdx ≤ Cp,
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ou :
1

p
+

1

p′
= 1 et p = ρ+ 2,

alors :
|um|ρum demeure dans un borné de L∞([0, T ], Lp′(Ω)),
ce qui implique qu’il existe une sous-suite |uµ|ρuµ de |um|ρum tel que :

|uµ|ρuµ −→ ω dans L∞([0, T ], Lp′(Ω))faible ∗ . (3.27)

On va maintenant montrer que :

w = |uµ|ρuµ. (3.28)

En effet, on applique le lemme (1.1.2) avec :

O = Q, gµ = |uµ|ρuµ et q = p′,

et d’aprés (3.25) ,(3.26) on obtient :

uµ −→ u dans L2(Q) p.p,

et :
|um|ρum −→ ω dans L∞([0, T ], Lp′(Ω))faible∗,

donc
gµ = |uµ|ρuµ −→ |u|ρu = g p.p dans Lp′(Ω),

et comme :
|uµ|ρuµ −→ ω dans L∞([0, T ], Lp′(Ω)),

et la limite est unique, alors :

g = |uµ|ρuµ = ω.

Ce qui implique :

|uµ|ρuµ −→ |u|ρu = g dans L∞([0, T ], Lp′(Ω))faible.

On va démontrer maintenant que la solution approchée uµ verifie (3.7) ,
on a :

(u′′m, wj) + a(um(t), wj) + ε(u′m, wj) + (|u|ρum, wj) = (f(t), wj).

Soit j fixé µ > j et m = µ alors la dernière expression sera :

(u′′µ, wj) + a(uµ(t), wj) + ε(u′µ, wj) + (|u|ρuµ, wj) = (f(t), wj), (3.29)

mais :
uµ −→ u dans L2([0, T ], H1

0 ∩ Lρ(Ω)) faible∗
L∞(0, T ) = (L1(0, T ))′ et L1(0, T ) est séparable alors :

a(uµ, wj) −→ a(u,wj) dans L∞(0, T ) faible∗
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(u′µ, wj) −→ (u′, wj) dans L∞(0, T ) faible∗
et donc :

(
d2uµ
dt2

, wj) =
d

dt
(
duµ
dt

, wj) −→ (
du

dt
, wj) dans D′(0, T ),

et d’aprés (3.27),(3.28) on trouve :

(|uµ|ρuµ, wj) −→ (|u|ρu,wj) dans L∞(0, T ) faible ∗ .

On déduit alors que :

d2

dt2
(u,wj) + a(u,wj) + ε

d

dt
(u,wj) + (|uµ|ρuµ, wj) = (f, wj),

et cela pour j fixé, mais comme la base {wj} est dense dans l’espace sépa-
rable H1

0 ∩ Lρ(Ω)alors on a :

d2

dt2
(u, v) + a(u, v) + (|uµ|ρuµ, v) = (f, v) ∀v ∈ H1

0 ∩ Lρ(Ω).

D’où résulte que la solution u satisfait (3.5), (3.6) , (3.7) .
Il reste à montrer les conditions unitialles (3.8) et (3.9) , en effet on a :

uµ −→ u dans L∞([0, T ], H1
0 ∩ Lp(Ω)) faible∗

u′µ −→ u′ dans L2([0, T ], L2(Ω))

u′µ −→ u′ dans L∞([0, T ], L2(Ω)) faible∗
D’après le lemme (1.1.1) alors uµ est continue sur [0, T ] donc continue en
0 et :

uµ(0) −→ u(0) dans L2(Ω) faible

et d’après (3.13) alors :

uµ(0) −→ u(0) = u0 dans H1
0 ∩ Lp(Ω)

3.3 L’unicité de la solution

Théorème 3.3.1. .
On se place les hypothèses du théorème (3.2.1) avec ρ ≤ 2

n− 2
alors la solution

est unique.

Démonstration. Supposons que le problème admet deux solutions u etv alors
on a :{
u′′− △ u+ εu′ + |u|ρu = f

u(0) = u0, u
′(0) = u1

{
v′′− △ v + εv′ + |v|ρv = f

v(0) = v0, v
′(0) = v1
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si on pose : w = u−v alors wvérifie :
w′′− △ w + εw′ + (|u|ρu− |v|ρv) = 0

w(0) = 0, w′(0) = 0

w ∈ L∞([0, T ], H1
0 ∩ LP (Ω))

w′ ∈ L∞([0, T ], L2(Ω))

on va démontrer que w = 0 sur [0,T] .
Pour v ∈ H1

0(Ω) on a :(w′′, v) + a(w, v) + ε(w′, v) = (|v|ρv − |u|ρu) ,
mais w′ ∈ L2(Ω) dans ce cas on considère 0 < s < T et une fonction Z(t)définie
par :

Z(t) =

{
−
∫ s

t w(ξ)dξ si t ≤ s

0 si t ≥ s

et w1(t) =
∫ t

0 w(ξ)dξ ∀t > s

w1(t)− w1(s) =

∫ t

0

w(ξ)dξ −
∫ s

0

w(ξ)dξ = −
∫ s

t

w(ξ)dξ = Z(t)

donc Z(t) = w1(t)− w1(s) ou t ≤ s

Z(s) = w1(s)− w1(s) = 0 =⇒ Z(s) = 0

Z ′(t) = w′1(t) = w(t)− w(0),

on a : w(0) = 0 =⇒ Z ′(t) = w(t) , Z(0) = w1(0)− w1(s) = −w1(s) alors :
Z(t) = w1(t)− w1(s) = −w1(s)

Z(0) = w1(s)

Z(s) = 0

Z ′(t) = w(t)

w ∈ L∞([0, T ], H1
0 ∩ LP (Ω)), w′ ∈ L∞([0, T ], L2(Ω))

(w′′, Z) + a(w,Z) + ε(w′, Z) + (|u|ρu− |v|ρv, Z) = 0,

On intégre entre 0 et s :∫ s

0

(w′′, Z)dt+

∫ s

0

a(w,Z)dt+ ε

∫ s

0

(w′, Z)dt+

∫ s

0

(|u|ρu− |v|ρv, Z)dt = 0∫ s

0

(w′′, Z)dt = −1
2
|w(s)|2 ,

∫ s

0

a(w,Z)dt = −1
2
‖w1(s)‖2,

∫ s

0

(w′, Z)dt = −
∫ s

0

|w(t)|2dt,

car Z(0) = w1(t)− w1(s) = −w1(s)

−1
2
|w(s)|2 − ε

∫ s

0

|w(t)|2dt− 1

2
‖w1(s)‖2 = −

∫ s

0

(|u|ρu− |v|ρv, Z)dt. (3.30)
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Le terme non linéaire :|
∫
Ω(|u|

ρu− |v|ρv)Zdx| ≤
∫
Ω |u|

ρu− |v|ρv|Z|dx

On a : ∂

∂xn
(|u|ρu) = ρ|u|ρ ∂u

∂xn
+ |u|ρ ∂u

∂xn
= (ρ+ 1)|u|ρ ∂u

∂xn
.

Alors d’aprés la formule de l’acroissement finie généralisé on obtient :∫
Ω

(|u|ρu− |v|ρv)w′dx ≤ (ρ+ 1)

∫
Ω

sup(|u|ρ, |v|ρ)|u− v||w′|dx =

(ρ+ 1)

∫
Ω

sup(|u|ρ, |v|ρ)|w||w′|dx ≤ K

∫
Ω

|u|ρ + |v|ρ)|w||w′|dx

∫
Ω

(|u|ρu− |v|ρv)w′dx ≤ K

∫
Ω

|u|ρ + |v|ρ|w||w1(t)− w1(s)|dt (3.31)

‖u‖Lnρ(Ω) = (

∫
Ω

|u|nρ)
1
nρ = (((

∫
Ω

‖u‖ρ)n)
1
n )

1
ρ = ‖|u|ρ‖

1
ρ

Ln(Ω)

Donc ‖u‖ρLnρ(Ω) = ‖|u|
ρ‖Ln(Ω)

L’inégalité de Hôlder nous donne :

K

∫
Ω

|u|ρ + |v|ρ|w||w1(t)− w1(s)|dt ≤ K(

∫
Ω

||u|ρ + |v|ρ|n)
1
n (

∫
Ω

|w|q)
1
q (

∫
Ω

|w′|2)
1
2

≤ K[(

∫
Ω

(|u|ρ)n)
1
n + (

∫
Ω

(|v|ρ)n)
1
n ](

∫
Ω

|w|q)
1
q (

∫
Ω

|w′|2)
1
2

≤ K[‖|u|ρ‖Ln(Ω) + ‖|v|ρ‖Ln(Ω)].[‖w(t)‖Lq(Ω)][‖w′(t)‖L2(Ω)]

tel que :
1

q
+
1

2
+
1

n
= 1, on a : ρ ≤ 2

n− 2
, alors : ρn ≤ q

|u|ρ, |v|ρ ∈ Ln(Ω)

H1
0(Ω) ⊂ Lq(Ω) :

1

q
=

1

2
− 1

n
, n ≥ 3

u, v ∈ L∞(0, T,H1
0(Ω))

‖u‖Ln(Ω) ≤ C‖u‖H1
0 (Ω)

Alors : ‖|u|ρ‖Ln(Ω) ≤ C‖u‖H1
0 (Ω)

.

Donc : K(‖|u|ρ‖Ln(Ω) + ‖|v|ρ‖Ln(Ω)) + ‖w(t)‖Lq(Ω) + ‖w′(t)‖L2(Ω)

≤ K(‖u‖ρ
H1

0 (Ω)
+ ‖v‖ρ

H1
0 (Ω)

) + ‖w(t)‖Lq(Ω) + ‖w′(t)‖L2(Ω).

Et comme : u, v ∈ L∞([0, T ], H1
0(Ω)), H

1
0(Ω) ⊂ Lq(Ω),

alors :

∫ s

0

(|u|ρu− |v|ρv, Z)dt ≤ K1

∫ s

0

|w(t)|(‖w1(t)− w1(s)‖)dt. (3.32)

D’aprés (3.30) on trouve :
1

2
|w(s)|2 + ε

∫ s

0

|w(t)|2dt+ 1

2
‖w(s)‖2 ≤ K1

∫ s

0

|w(t)|(‖w1(t)− w1(s)‖)dt
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L’inégalité de Young nous donne :

K1

∫ s

0

‖w(t)‖(‖w1(t) + w1(s)‖)dt

≤ λ
K2

1

2

∫ s

0

|w(t)|2 + 1

2λ

∫ s

0

‖w1(t)‖2dt+ λ
K2

1

2

∫ s

0

|w(t)|2 + 1

2λ

∫ s

0

‖w1(s)‖2dt

≤ λK2
1

∫ s

0

|w(t)|2 + 1

2λ

∫ s

0

‖w1(t)‖2dt+
s

2λ
‖w1(s)‖2.

Alors :
1

2
|w(s)|2+ε

∫ s

0

|w(t)|2dt+1

2
‖w(t)‖2 ≤ λK2

1

∫ s

0

|w(t)|2+ 1

2λ

∫ s

0

‖w1(t)‖2dt+
s

2λ
‖w1(s)‖2

Donc :
1

2
|w(s)|2+(ε−λK2

1)

∫ s

0

‖w(t)‖2dt+(
1

2
− s

2λ
)‖w1(s)‖2 ≤

1

2λ

∫ s

0

‖w(t)‖2dt ,

on choisit λ de façon tel que :

ε− λK2
1 =

ε

2
=⇒ λ =

ε

2K2
1

1

2
− s

2λ
> 0 pour 0 ≤ s ≤ s0

1

2
− s0

2λ
=

1

4
=⇒ s0 =

λ

2

On deduit que :
1

2
|w(s)|2+‖w(t)‖2 ≤ (

2K1

ε
−ε

2
)

∫ s

0

|w(t)|2dt+‖w(s)‖2

d′apres (3.2.1) on obtient : |w(s)|2+‖w1(t)‖2 ≤ C

∫ s

0

|w(t)|2dt+‖w(s)‖2dt,

D′apres le lemme de Gronwall on a : ‖w1(s)‖ = 0 =⇒ −w1(s) = 0.

Donc : Z(0) =

∫ s

0

‖w(ξ)‖2dξ = 0.

D’aprés le théorème d’anulation :

w(ξ) = 0 =⇒ w(s) = 0.

Pour s ∈ [0, s0]
Si s0 ≥ T . Alors w(t) = 0 sur [0, T ].
Si s0 < T . Alors w(t) 6= 0 sur [0, T ].
On recommence sur [s0, 2s0] et ainsi de suite, donc :w(t) = 0 sur [0, T ]

w(t) = u(t)− v(t) = 0 =⇒ u(t) = v(t).

Enfin on arrive au résultat desiré, et la solution est unique.
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conclusion

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver
l’existence et l’unicité de certains problèmes d’équations aux dérivées partielles.
Cette méthode est basée sur les étapes suivantes :
1. On construit des solutions approchées par réduction à la dimension finie

par la méthode de Faedo-Galarkin. Cette solution approchée dans l’espace
finie muni d’une base des fonctions, en générale elle est une solution d’un
système d’équations ordinaires non linéaire où on peut utiliser le théorème
d’existence locale des équations différentielles ordinaires. Solution appro-
chée est donnée par une suite pour le problème approché.

2. On établi une estimation à priori pour la solution approchée qui nous
l’existence global.

3. Enfin, on passe à la limite sur la dimension grâce au lemme de compacité.
Où nous avons appliqué cette méthode pour deux problèmes : le premier inclut
l’équation de la chaleur et le second est un problème hyperbolique non linéaire
de mécanique quantique oscillant avec le facteur d’amortissement.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode de Faedo-Galerkin pour prouver
l’existence et l’unicité de certains problèmes d’équations aux dérivées partielles.
Où nous avons appliqué cette méthode pour deux problèmes : le premier inclut
l’équation de la chaleur et le second est un problème hyperbolique non linéaire
de mécanique quantique oscillant avec le facteur d’amortissement.
Cette méthode s’est avérée efficace pour résoudre des problèmes d’équations
aux dérivées partielles.

ملخص
التفاضلية للمعادلات المسائل لبعض الوحدانية و الوجود لإثبات فايدوقالركين يقة طر إستعملنا العمل هذا في

. الجزئية
للميكانيك خطية غير زائدية مسألة الثانية و الحرارة معادلة تشمل الأولى : لمسألتين يقة الطر هذه طبقنا حيث

التخامد. بعامل مذبذبة الـكوانتي
الجزئية. التفاضلية المعادلات المسائل حل في نجاعتها يقة الطر هذه أثبتت قد و

Summary

In this work, we used the Faedo-Galrkin method to prove the existence and
uniqueness of certain partial differential equation problems.
Where we applied this method for two problems : the first includes the heat
equation and the second is a nonlinear hyperbolic problem of quantum mecha-
nics oscillating with the damping factor.
This method has proven effective in solving partial differential equation pro-
blems.
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