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Notations

Corps des réels R ou des complexes C.
Espace de Hilbert.
Domaine de T
Noyau de I'opérateur T
Image de 'opérateur T.
Espace des opérateurs linéaires bornés sur H.
Inverse de 'opérateur T.
Adjoint de 'opérateur T.
Espace des opérateurs compacts de H
Ensemble résolvant.
Spectre d’opérateur T.

Spectre ponctuel d’opérateur T.

Spectre résiduel d’opérateur T.

Spectre continu d’opérateur T.

Spectre approché d’opérateur T.

Rayon spectral de T.

Image numérique de T.

Rayon numérique de T.
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Introduction

En mathématiques, la théorie des opérateurs étudie les opérateurs linéaires sur ’espace des fonctions,
en commencant par les opérateurs différentiels ou intégraux, le concept d’opérateur peut étre abstraitement
défini par ses propriétés, telles que 'opérateur linéaire borné. En général, la théorie spectrale tourne autour
de la représentation des opérateurs linéaires ou des matrices sous forme diagonale.

Considérons H comme ’espace de Hilbert complexe et B(H) comme ’espace de tous les opérateurs linéaires
bornés définis sur ’espace de Hilbert H.

Soit T un opérateur dans linéaires bornés. On dit que 'opérateur T est normal s’il satisfait la condition
suivante : TT* = T*T. En analyse fonctionnelle et dans de nombreuses applications mathématiques et
physiques, les opérateurs normaux jouent un role essentiel. Ils sont indispensables pour résoudre des pro-
bléemes complexes, tant théoriques que pratiques, en raison de leur capacité a étre diagonalisés et de leurs
caractéristiques spectrales claires. Pour cela les chercheur en mathématiques ont des classe des opérateurs
dérivés de ce classe tres important.

On dit que l'opérateur T est n-normal s’il : T"T* = T*T™ pour n € N. Et (n,m)-normal si : T"(T™)* =
(T™)*T™ pour n,m € N. Cette notion est apparu pour la premiére fois dans [1], ot, les auteurs a donné
la définitions et quelques propriétés générales. Les études ont continué pour examiner les caractéristiques
spectrales ainsi que d’autres propriétés, pour plus des détails voir [3, 4, 6].

L’objectif de ce travail est d’appliquer les résultats sur les opérateurs n-normaux . Nous les étudierons en

trois chapitres :



Le premier chapitre : nous commencerons par définir les espaces de Hilbert et les opérateurs linéaires bornés
sur cet espace, puis nous aborderons l'inverse et I’adjoint de l'opérateur, et ensuite nous mentionnerons
les types d’opérateurs (adjoint, auto-adjoints, positifs, nilpotent, unitaire, compacts et isométriques) et le
spectre (ponctuel, résiduel, approché, continu). Enfin, dans cette section, nous parlerons des opérateurs
normaux, commencant par leur définition et leurs propriétés, puis la théorie classique et trés importante

dans la théorie des opérateurs limités, Fulglede-Putnam, et le spectre.

Le deuxieme chapitre : Au cur de ce travail, nous commencerons par définir et caractériser les opé-
rateurs n-normaux, puis les comparerons aux opérateurs normaux. Ensuite, nous aborderons la théorie du

spectre, et enfin, nous examinerons les opérateurs (n,m) normaux.

Le Dernier Chapitre : Consiste en des applications. Dans la premiere partie, nous examinerons

comment prouver qu’un opérateur est normal dans un espace de dimension finie et infinie. Dans la deuxiéme
a b

partie, nous montrerons comment extraire les conditions sur la matrice T = pour qu’elle soit 2-
c

normal, puis nous prendrons des exemples de matrices pour montrer qu’elles sont n-normaux et calculerons

leur spectre en utilisant le logiciel Matlab.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre a été consacré de certains concepts fondamentaux que nous avons utilisés dans ce mé-

moire, tels que les opérateurs linéaires bornés et ses propriétés.

1.1) Opérateurs linéaires bornés sur les espaces de Hilbert

1.1.1 )  Espaces de Hilbert

Définition 1.1.1. (Espace vectoriel normé)
Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C. Une application ||.|| : E — Ry est une norme si elle

vérifie les trois propriétés suivantes
(i) Ve € E, ||z|| =0 <=z =0.
(i) Vo € E, VA €K, ||Az] = |\|||z]| (homogénéité).

(iit) Yx,y € E, ||z +y|| < |lz|| + ||yl (inégalité triangulaire).

On dit alors que, (E,|.||) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2. (Produit scalaire)
Soit E un espace vectoriel sur K. On applle produit scalaire sur E toute application

() Ex E— K qui vérifie les conditions suivantes
(i) {x,x) >0, Yz € E.
(ii) (x,z2) =0 x=0.

(iii) (x,y) = (3, 2), Va,y € E.



Définition 1.1.3. (Espace pré-hilbertiens)

Un espace pré-hilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
e Si H est un espace vectoriel réel de dimension finie, alors (H,{.,.)) s’appelle espace euclidien.

e Si H est un espace vectoriel complex de dimension finie, alors (H,(.,.)) s’appelle espace hermitien.

Proposition 1.1.1. [17]

Dans un espace pré-hilbertien H, lapplication ||.|| : H — K donnée par

el = vz, ), Vo e H

est une norme sur H.

Définition 1.1.4. (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet.

Proposition 1.1.2. [25/(L’négalité de Cauchy-Schwarz)
Soit H espace pré-hilbertien complexe de dimension finie ou inifinie muni d’un produit scalaire {.,.). z,y € H

on a

(@, )] < [l ][yl

L’égalité est vraie si, et seulement si, x ety sont linéairement dépendant.

Théoréme 1.1.1. [17]( Identité de parallélogramme)

On a H est un espace pré-hilbertien,
Iz +ylI* + Iz = ylI* = 2( =) + ly*)
pour tout x,y dans H, ot ||z|| = (z,z)z.

Remarque 1.1.1.
Un espace vectoriel normé est un espace pré-hilbertien si, et seulement si, sa norme vérifie U’dentité du

parallélogramme .

Théoréme 1.1.2. [17](Identité de polarisation)

Soit H est un espace pré-hilbertien muni du produit scalaire, on a
1 2 2, . SN2 2
{@,y) = 7(lz +ylI° = llz = yllI” + dflz +ayl]” — illz —ay]%)

pour tout x,y dans H.



1.1.2) Projections orthogonales

Définition 1.1.5. (Orthogonalité)
Soient H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et x,y € H. On dit que x et y sont orthongonauz
(et on note xly) si
(z,y) = 0.
Définition 1.1.6. (Orthogonal d’un ensemble)
Soient H un espace de Hilbert et A est un partie non vide de H. Le complément orthogonal de A (noté par
A'L) est défini par
At ={x € H;(x,y) =0,Vy € A}.
Théoréme 1.1.3. [5/(Projection orthogonale)
Soit A un sous ensemble convexe fermé (et non vide) de H. Alors pour tout x € H, il existe un élément
unique y € A tel que
inf [l — al| = o — .
Autremet dit, il existe un point unique y € A qui est d une distance de x la plus petite possible. Ce point y

s’appelle la projection de x sur A.
Corollaire 1.1.1.
Soit F' sous espace vectoriel fermé de H, et soit x € H.

1. Soit y € F tell que ||z — y|| = inf e ||x — z||. Alors, x — z est orthogonal d F. (c-d-d orthogonal &
tous les vecteurs z € F ).

2. Réciproquement siy € F est tel que (x—y)LF alors |x —y|| = inf,ep |z — 2| c-d-d y est la projection
de x sur F .

3. La projection orthogonale Pp : H — F est une contraction linéaire. ( c-a-d une application linéaire

telle que pour tout x € H, ||Pp(x)| < ||z ).

Notation 1.1.1.

On notera y = Pr(x) et on dira que y est la projection orthogonale de x sur F.

Définition 1.1.7. (Base orthonormée )

Une collection {z, : n € N} dans l’espace Hilbert est dite orthonormée si

1 m=n
<$m,$n> = 5mn = Vm,n € N.

0 m#n

1.1.83 )  Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.8. (Opérateur linéaire)
Soient H et H' deux espace vectoriels. On dit opérateur linéaire de H dans H' est une application T :

D(T)Cc H— H' (D(T) est le domaine de T) qui vérifie



1. T(x+y) =T(x)+T(y), Vz,y € H.

2. T(ax) = aoT(z), Va e K,Vz € H.
Définition 1.1.9. (Noyau et image d’opérateur )
Soit T un opérateur linéaire. On definit

e Le noyau de lopérateur T par

ker(T) ={x € D(T),Tx = 0}
et aussi noté parfois N(T).
e Ft le image de opérateur H par
Im(T) ={Tz,z € D(T)}

et aussi noté parfois Ran(T).

Définition 1.1.10. (Commute d’opérateur)
Soient Tet S deux opérateurs. On dit que T et S commutent si TS = ST i.e,

(TS)x = (ST)x, Vx € H.

Définition 1.1.11. ( La somme directe et le produit tensoriel)

Sotent T et S deux opérateurs. On définit la somme direct de T et S dénoté par T ® S dans l'espace H
(T+8S)(zdy)=Tx® Sy, Yo,y € H
et on définit le produit tensoriel de T et S dénoté par T ® S
ST(x®y)=8z)T(y), Ve,y € H.

Définition 1.1.12. (Opérateur continu)

Soit T : H — H' un opérateur linéaire. Alors, T est continu pour chaque point x dans H, si
Ve>0,30 >0:Vy € H |z —y|lg <d=||[Tx —Ty|lg <e.

Définition 1.1.13. (Vecteur hypercyclique)

T un opérateur continu sur H. T est dit hypercyclique s’il existe x € H tel que {T"(x),n > 0} dense dans
H.

Définition 1.1.14. (Opérateur borné)
Un opérateur linéaire T est dit borné, s’il transforme tout ensemble borné de H a un ensemble borné de H,
c’est a dire que

de > 0; ||Tz|| < ||z, Vx € H.

Théoréme 1.1.4. [26]

Un opérateur linéaire T est continu sti, et seulement si, il est borné.



Définition 1.1.15. (Norme d’un opérateur )

T est un opérateur borné, la norme de T est définie par
IT|| = inf{c > 0,Va € H,||Tx| < c|lz||}.

Notation 1.1.2.

B(H) désigne des opérateurs linéaires et bornés.

Proposition 1.1.3. [§/
Pour tout opérateur borné T € B(H) on a

Tz H
|IT|| = sup I : I = sup ||Tz|lg = sup ||Tz| g
z#£0 ||| & lz||=1 ”“”2501
xT

1.1.4 ) Inverse d’un opérateur

Définition 1.1.16. (Inversibilité)
Soient E,F deux espace normé, et T € B(H). L’opérateur T est dit inversible si pour tout y € F ’équation

Tx =y admet une seule solution pour tout x,y € H.

Définition 1.1.17. (Opérateur inverse)
Soit T € B(H), on dit que T est inversible s’il existe un opérateur S € B(H), tel que

TS =ST=1y.
On note a Uinverse de T par T—".

Théoréme 1.1.5. [18]

L’opérateur inverse T~ d’un opérateur linéaire T est aussi linéaire.

1.1.5 ) Adjoint d’un opérateur

Définition 1.1.18. (opérateur adjoint )

Soit T opérateur dans B(H). L’unique application linéaire T* tel que
(Tx,y) = (x,T*y),Ya,y € H.
L’opérateur T* s’appelle ’adjoint de T.

Exemple 1.1.1.
On munit R? de la base canonique {e1,es} = {(1,0),(0,1)} et Soit T € B(R?) définit par

x1 ail a2 Z1

Z2 a1  a22 Z2



Supposons que T* ladjoint de T est donné par la matrice B = (b;;).

(Ta,y) = (x,T"y)

c’est a dire

a1121 + a12x2 Y1 T1 bi11y1 + bi2y2

G211 + a2 Y2 T2 ba1y1 + baoyo

a1121Y1 + G12T2Y1 + a21T1Y2 + 22%2Y2 = bi1T1Y1 + bi2x1y2 + b1 X2y + baaxoys.

Donc,
b1 = a11,b12 = az1,b21 = a12,baz = as2,
c’est a dire
*
a1l a2 _[e1nn az
a1 Aa22 a2 a2

Proposition 1.1.4. [11]

Soit T € B(H). Alors, on a
1. ker(T) = (Im(T*))*.

2. Im(T) = ker(T*)*.

Preuve.

1. On a
ker(T)={x€ H:Tr=0}={zxe€ H,Vy € H,(Tz,y) =0}

={x € HVy € H,{(x, T"y) =0}
— (Im(T)*,

2. D’apres l'assertion 1, on a

ker(T*)* = (Im(T)*)* = Im(T).

Théoréme 1.1.6. [12]
Soit T € B(H), alors

1) (T =T.
2) | T =Tl

3) 17T = |TT*|| = |-

Preuve.



1) Ona

(x, (T*)y) = (T"x,y) = (y, T*z) = (T'y,x) = (2, Ty),Vz,y € H,

dott (T*)* =T.
2) On a
(Tz,Tx) = ||Tx|* = (x,T*Tx)
= || T|” < [l T[T [l]
<\ TN
| T ||
<77
[l
= |7 < 1T
Et

(T*x, T*z) = |T*z|* = (x, TT*z)
= [T < [l TIIT* [l
< ||l

|7 ||
[l

= T < IT1]-

< 7Tl

Par conséquent, on trouve

17l = 1T=]-

3) D’une part on a

1Tl < |7 7] = 171>

D’autre part

|IT||* = (Tx, Taw) = (T*Ta,x) < ||T*Tx|| || < |77 |l

Donc,

2
IT||* = (Sup IITﬂf) = sup | T2|? < sup |T*T|l|«]|* = | T*T.

|z <1 llz]I<
Ce qui donne

17T = ||T)>.

Proposition 1.1.5. [7]
Soient T et S deux opérateurs de B(H). Alors,

10



(i). (AT + pS)* = XT* + uS*, pour A\, € C.
(it). (T S)* = S*T*.
(iii). Si T est inversible d’inverse T*, alors T* est inversible et (T*)~% = (T~1)*.
Définition 1.1.19.
On dit que
o M est invariant pour T, si Tx € M pour tout x € M.
o M est réduit pour T, si M est invariant pour T et T™*.

Proposition 1.1.6. [15]
Soit T € B(H). Si M est invariant pour T, alors M+ est invariant pour T*.

Preuve.

Soit z € M et y € M+, on a

(Tx,y) =0 ( car M est invariant pour T'), et on a d’autre part
0 = (Tx,y) = (x,T*y) et par conséquent T*y € M~.

Alors, M~ est invariant pour 7*.

Exemple 1.1.2.

i) M est invariant pour T si, et seulement si, T s’écrit sous la forme

T, Ty
0 T3

dans H=M @ M+.

it) M est réduisant pour T si, et seulement si, T s’écrit sous la forme

T, 0
0 Ty
dans H=M ® M+*.
1.2) Quelques classes d’opérateurs

Définition 1.2.1.
Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur linéaire borné.

T s’appelle

e Auto-adjoint ou hermitien, si T* =T.

11



e Positif, si (Tx,z) > 0 pour tout x € H.

e Compact, si (T, x,)g — 0 pour toute suite orthonormée x,, de H . c-d-d, (x,x,)g — 0 alors

[rapr—y

e Normal, st TT* =T*T.

e Hyponormal, si TT* < T*T.

e Quasinormal, si T(T*T) = (T*T)T.

e Paranormal, si | Tz|? < ||T%x||.||z].

e Isométrique, si T*T = 1.

o Isométrique partielle , si ||Tz|| = ||z|| pour tout x € (kerT)*.

o Unitaire, si TT* =T*T =1.

Projection , si T?> =T.

Projection orthogonale, si T> =T, T = T*.

Nilpotent, si T™ = 0, pour un certain entier naturel n.

Contraction , si |T| < 1.

Exemple 1.2.1.

1. L’opérateur Shift S sur (?(N) est isométrique.
2. L’opérateur Shift S sur (*(Z) est unitaire.

3. Soit lopérateur T,, définit sur Uespace L*[0.1]
T, : L*[0.1] — L?[0.1]

f—Tof(x) = p(x)f(2)

12



avec ¢ continue sur [0, 1] & valeur compleze.

On sait que (T f)(x) = o(x)f(x) qui nous donne :
T, est auto-adjoint <= ¢ = .

T, est positif <= ¢ est positif.

T, est toujours normal.

T, est unitaire <= |p| = 1.

Remarque 1.2.1.
On a la série des inclusions des classes d’opérateurs suivantes :

normaux C quasinormaur C hyponormaur C paranormaus .

Remarque 1.2.2.

1. T auto-adjoint => T normal.
2. T unitaire => T isométrie, normal et inversible.

3. T positif => T auto-adjoint .

Exemple 1.2.2.
Soit lopérateur S : 12 — €% "Le shift droit"

S(xz1,x2,...) = (0.2, 22, 23, ...).

On sait que :

S*(.’Ehl'z, ) = ($2,$3, )

S n’est pas auto-adjoint car :Se; = S*ey, ot ey = (1,0,0,...).
S nlest pas positif car : (Sz,x) = —1, otz = (—1,1,0,...).

S n’est pas normal car :

* *
S*Sx = 8"(0,21, 22, ..y Tny o) = (L1, ceey Ty oo

SS*x = S(x1,22, ..y Ty ---) = (0,22, ..., Ty -..)-

Done, S n’est pas unitaire, mais il est une isométrie .

1.2.1 )  Décomposition polaire

Définition 1.2.2.
Soit T € B(H), On appelle valeur absolue de T 'opérateur |T| tel que

T| = (I*T)*

13



Lemme 1.2.1.

Soit U € B(H), alors U est unitaire si, et seulement si, U est isométrie et surjectif.

Preuve.

Si U est unitaire, il est inversible d’inverse U™, donc surjectif. De plus, pour tout z de H alors
|Uz|| = (Uz,Uz) = (U"Uz,z) = (z,z) = |||

et U est isométrique.

Inversement, si U est isométrique et surjectif, il est inversible et

(U Uz — @, 2) = |Ua|® - 2| =0,

alors
UtU=1U"'=U"
donc
vu*=U0"U=1.
O
Lemme 1.2.2.
Soit T, S € B(H) et auto-adjoints et U un opérateur untaire alors
S>T=USU* >UTU".
Preuve.
Soit x € H. Alors,
(USU*x,x) = (SU*x,U*x)
> (TU z,U"x).
=({UTU"zx,x)
Donc,
S>T=USU* >UTU".
O

Théoréme 1.2.1. [19]
pour tout T € B(H), il existe une isométrie partielle U tel que T = U|T|. En outre, U est unique si on

impose la condition ker(U) = ker(T).

Preuve.

Remarquons qu’on a

| T||* = [[|T|«|?, vz € H. (1.1)

14



En particulier, on en déduit que ker(|T|) = ker(T) et que

|T|x =Ty = Tz =Ty.

On définit alors I’application

V : Ran(|T|) — Ran(T)

Tz — Tx|.

V est isométrique grace a (1.1). Elle s’étend donc par continuité & un isométrie de Ran(|T'|) vers Ran(T),
qu’on note encore par V.

1

En posant U = V P avec P la projection orthogonale sur ker(T)=, on obtient une isométrie partielle sur H

vérifiant la propriété énoncée.

Unicité : si Uy et Uz sont deux isométries partielles vérifiant Uy |T'| = U|T| alors

Uy = Uy sur Ran(|T)).

De plus comme Ran(|T|)* = ker(T), la condition ker(U;) = ker(Us) = ker(T), implique que Uy = Uy sur
H. O

Théoréme 1.2.2. [14]

Si T € B(H) est inversible, alors T admet une décomposition polaire

T=UP
tel que U est unitaire et P positif.
Exemple 1.2.3.
) N . L(2-i 21
Trouvons la décomposition polaire T = 7
241 —1—2
Il est clair que T € B(C) et inversible, alors :
5 —4
TT =
—4 5
Donc,
2 1
9 1 3 3
P:|T|:VTT*: 7P_1:
-1 2
12
3 3
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Par suite,

L
U=Tp'=|Vv2 2
A 1y
V3 V2
Et finalement,

1 1.

1 1.

B )\ L2

1.2.2) Spectre d’un opérateur

Définition 1.2.3. (Spectre)
Soient H un espace de Hilbert complexe et T € B(H). On dit spectre de T est l’ensemble complémentaire
de p(T), et noté o(T), c-d-d.

o(T)={A € C:T — M non inversible}.

Définition 1.2.4. (Ensemble résolvante)

Soit T € B(H). On appelle ensemble résolvant de T, et noté p(T'), c-d-d.
p(T)={Ae€ C:T — A inversible}.

Remarque 1.2.3.

Exemple 1.2.4.
Soient p € C et T = pl.
On a
T—M=(p—MNI.

Alors,
T — M\ inversible <= \ # p.

Par conséquent, p(T) = C — {u}, o(T) = {u}.

Définition 1.2.5. (L’enveloppe convexre du spectre)

Soit T € B(H), lenveloppe convexe du spectre de T est le plus petit conveze contenant o(T), notée coo(T).

Lemme 1.2.3.

Soit T € B(T), alors
p(T") ={A e C:Xep(T)},

o(T*)={ eC:xea(T)}.
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Théoréme 1.2.3. [29]
Soit T € B(H). Si T est inversible, alors

o(T™H ={\"1 X ea(T)}.

Preuve.

T inversible <= (T — 0I) est inversible <= 0 ¢ o(T).

Soit
A Lep(T™) < (T7! — A7) est inversible
= (M = T)A"'T7! est inversible
<= (Al —T) est inversible
= X ep(T)
alors
ANl o(T™) <= \¢o(T)
d’on

A leo(T™) <= Neco(T).

Donc, o(T71) = {\"45 X € o(T)}.

1.2.3 )  Classification de spectre

Définition 1.2.6.
Soit T € B(H). Alors, on appelle
Spectre ponctuel de T, l’ensemble
0,(T) ={A € C: T — X nlest pas injectif }.

Spectre résiduel de T, l’ensemble

o.(T) = {\ € C: T — X injectif et Im(A[ —T) # H} .
Spectre continu de T, I’ensemble

0e(T) = {\ € C: T — X injectif et Im(\I —T) = H}.
Spectre approché de T, ’ensemble

0o (T)={NeC;T - \,3H{x,} C H: |z, = 1,n1Lr{:O(T — M)z, =0}.

Remarque 1.2.4.
Soit T € B(H). Alors,
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Définition 1.2.7. (Rayon spectrale)
Soit T € B(H), on appelle le rayon spectrale de T la valeur

r(T) = sup{|]AL,A € o(T)} = lim [l

Exemple 1.2.5.
Soit H = L*([0,1]), et T € B(H) tel que :

On a ||T| =1 donc
o(T)={NeC, |\ <1}

Alors, o(T) =10.1] = r(T) = 1.
Remarque 1.2.5.
Soit T € B(H), alors

1. r(T) =r(T™).

2. r(T™) =r(T)".

Théoréme 1.2.4. [27]
Soit T € B(H), alors on a

1
n,

- La limite lim,—, o ||T" % existe et elle est égale a inf,>q | T

- (1) =l oo | T7]|7 = infz |77

Corollaire 1.2.1.
Ona (1)< |T].

Théoréme 1.2.5. (Le théoréme de la Correspondance Spectrale)
Soit T un opérateur sur un espace vectoriel V' de dimension n, réel ou compleze, et soit q(x) un polyndme

quelcongque. Alors, le spectre de 'opérateur polynomial q(T') est limage du spectre de T sous q, c’est-a-dire,

Comme une épigramme, ld ot va lopérateur, va aussi son spectre.

1.2.4 ) Image numérique d’un opérateur

Définition 1.2.8.
Soient H espace de Hilbert et T € (H).

L’image numérique de T est l'ensemble W (T') définie par

W(T) ={(Tz,z);x € H, ||| = 1}.
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Le rayon numérique de T est le réel défini par
w(T) =sup{(Tz,x);x € H, ||z|| = 1}.
Proposition 1.2.1. [22]
Pour tout opérateurs T et S dans B(H), «, 8 € C. On a les propriétés suivantes
1. W(al + BT) = a+ pW(T).
2. W(T+S)cW(T)+W(S).
3. W(T*) = {\ e W(T)}.

Preuve.

1. Soit T' € B(H) pour tout «, 8 € C

W(al +8T) = {{(al + fT)a,x) s a € H, o] = 1)

= {(alz + fTw,z) : x € H, ||z|| = 1}

= {(alz,x) + (8Tz,z) : x € H,||z|| = 1}

= {(od2,2) :2 € H, |lz] = 1} + {{BT,2) : 2 € H, o] = 1}

W(I) + BW(T).

2. Soit Tet S e B(H) pour tout z € T,y € S. On a
W({T+S)={z+y,zeT,ye S}
W (T) normal donc W (T + S) normal.

peW(T+58)= ¢ {{(T+8)x,x),|z| =1}
= ¢ € {(Tx + Sz, ), ||z|| = 1}
(

= ¢ € {(Tz,z) + (Sz,z), |z| = 1}

—p€ <{ (T, ) Hﬂﬁll =1} + {(Sz, ), ||z]| = 1})

U

alors, p e W(T+8) = o € W(I +U), donc, W(T +S) CI+U=W(T)+ W(9).

W(T*) = {(T*z,z) : = € H, |[z| = 1}
= {(z,Tx) 1z € H, |[z]| = 1}
= {(Tw,2) 1w € H, || =1}
={X e wW(T)}.
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Exemple 1.2.6.

On définit Uopérateur T : £2 — (2 par

On a W(T) = (0,1].

Théoréme 1.2.6. [21]

Lopérateur T' est un auto-adjoint si, et seulement si, W(T) C R.

Preuve.

Si T est auto-adjoint, alors pour tout = € H,

(Tz,z) = (x,Tx) = (Tz,x).

Théoréme 1.2.7. [22]

Si W(T) est un segment de droite, alors T est un opérateur normal.

Preuve.
Soit a un point sur le segment de droite ayant une inclinaison 0, d’ott W (e=%[T — al]) est inclu dans l'axe
des réels. Ainsi, le théoréme précédent implique que e~*[T — o] est un opérateur auto-adjoint.

On déduit donc, par un calcul simple que T' est un opérateur normal. O

Théoréme 1.2.8.

Si T est un opérateur normal. Alors,

w(T) = [IT].

Théoréme 1.2.9. [6]
Pour tout opérateur unitaire U € B(H)

w(U*TU) = W(T).
En particulier, l'image numérique est invariante par équivalence unitaire.

Preuve.

Soit T € B(H) et U est un opérateur unitaire

WU TU) = {(U*TUz,2) : & € H, |la]) = 1}
— {(TU2,Uz) 2 € H, o] =1}
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On pose Uz =y tel que |jy|| =1
W(U*TU) = {(TUx,Ux) :x € H, ||z|| = 1}

={(T'y,y) :y € H,|ly| = 1}
= W(T).

Théoréme 1.2.10. [22]

On a toujours o(T) C W(T), ou W(T) la fermeteure de l’image numérique de l'opérateur T .

Preuve.
Soit A € 04(T) (le spectre approché de T') et soit (x,) une suite de vecteurs unitaires

telles que

(T — Az, || — 0.

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(T = M)y, x0)| < [[(T — M), || — 0.

Donc, (Txy, ,) — A et par suite, A € W(T'), on a alors

0.(T) CW(T).

Ainsi, d’apres la proposition, on a do(T') C 0,(T) C W(T'), (ot 9o(T") dénoté la frontiere de o(T) ). De la

convexité de W(T), il s’en suit que o(T) C W(T). O

1.3) Opérateurs normaux

1.3.1) Définition et propriétés

Définition 1.3.1.

On dit que T € B(H) est un opérateur normal, si T commute avec son adjoint, c-a-d. T*T = TT*.

Exemple 1.3.1.

1 1
Soit T = ,douTF =
on a

2 0
T = =TT*

alors T est normal .
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Remarque 1.3.1.

Tous les classes des opérateurs que nous étudians précédent sont opérateurs normaux seuf l’opérateur iso-

métrique
Proposition 1.3.1. [13]
Soit T € B(H), les assertions suivantes sont équivalentes
1. T est normal.
2. |Tz|| = || T*z||, V= € H.
3. Dans le cas complexes, les parties réelles et imaginaires de T commutent.

Preuve.

-Pour x € H, on a :
|Tx||* — | T*z||* = (Tx, Tx) — (T*x, T*z)

= ((T*T = TT*)z,z).

Donc, I’équivalence de 1 et 2.

- On pose : T = A+ iB, tel que :A = Re(T), et B =Im(T) auto-adjoint.
On a:
T* = A—iB,T*T — TT* = 2i(AB — BA).

D’ou : T*T = TT™ si, et seulement si, AB = BA. O

Lemme 1.3.1.

Soit H un espace de Hilbert complexe et T € B(H), alors

1. TT* et T*T sont normaux.

2. Il existe R, S auto-adjoint tels que T'= R +iS.

Preuve.

1. (TT*)* = (T*)*T* =TT* et (T*T)* =T*(T*)* =T*T.
2. On pose
_T+T" T-T*

i 2 21

alors T = R+ 1S et

. (T+T\" T*+T
wo (T T,
T-T*\" T*-T
S*: = =
< 2 ) —2i
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Lemme 1.3.2.
Soit T € B(H) et A € C. Alors, T est normal si, et seulement si, (T — A\I) est normal.

Preuve.

Si T est normal, alors

(T — XD)*(T — \I) = (T* = XI)(T — \)

=TT — AT* — AT + A\[

=TT* = NI — AT* + X\

= T(T* — XI) — AXI(T* — \I)

= (T — \X)(T* — XI)

= (T = AI)(T — AI)*.
Reciproquement, si (T'— AI) et normal, alors T'= (T — A\I) — (—A)I est normal.
Corollaire 1.3.1.

SiT € B(H) est normal, alors
ker(T) = ker(T™).
Proposition 1.3.2. [21]
Soit T € B(H) est normal, on a
1. L’opératetr oT est aussi normal pour tout o € C.

2. L’opérateur T™ est normal pour tout n € N*.

Preuve.

1. Nous avons : (aT)(aT)* = aaTT, et (aT)*(aT) = aaT*T.

Puisque, T est normal, d’oti il sont égaux.

2. T est normal, d’ou
T =1T*T
= (TT*)" =(T*T)"
=TT = (T")"T"
=TT = (T™)*T".

C’est-a-dire T™ est normal, pour tout n € N*.

Corollaire 1.3.2.

Soit P une polynome et T est un opérateur normal. Alors, P(T') est aussi normal.
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Remarque 1.3.2.

T™ normal & T normal.
Exemple 1.3.2.

i 2

0 —i

Soit T =

-1 0

onaT?= est normal, mais T n’est pas normal.
0 -1

Proposition 1.3.3. [18]

Soit T € B(H) un opérateur normal, on a

H = ker(T) ® Im(T).

Preuve.
On sait que :  ker(T*) = (ImT)+

d’ou

(ker(T*))* = ((ImT)1)* = Im(T).

Donc,

H = ker(T*) @ (ker(T*))* = ker(T) @ Im(T).

Proposition 1.3.4. [21](Inverse d’un opérateur normal)

Soit T € B(H) un opérateur normal et inversible d’inverse T~1. Alors, T~ est aussi normal.

Preuve.

Ona:
(Tfl)*Tfl — (T*>71T71

=(TT*)™' = (T*T)~" (car T normal)
— T—l(T*)—l — T_l(T_l)*.
Donc, T~! est un opérateur normal.

Proposition 1.3.5. [25]

Pour tout U est unitaire. L’opérateur U*TU est normal si, et seulement si, T' est normal.

Preuve.
Ona:

(T (U*TU) =U*"T*TU
et

(UrTU(U*TU)* =U*TT*U.

On remarque que T%T = TT* si, et seulement si, U*TU est normal.
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Proposition 1.3.6. [20/

Soit T € B(H), les assertions suivantes sont équivalentes
a) T est normal,
b) T=YT* (ou T*T~1) est unitaire,
¢) il existe un opérateur unitaire U tel que, T* = UT.
Preuve.
Motrons que :
a) = b)Ona:
(T—lT*)*(T—lT*) — T(T—l)*T—lT*
=TT YT Y)V'T=1TT')* =1
b) = ¢) clair.
c) =>a)Pourx € H,ona:
IT*2|* = |UT=|?

= (UTx,UTz) = (Tx,U*UTz) = | Tz|?.

Donc, T est normal.

1.3.2 )  Théoréme (Fuglede-Putnam)

Théoréme 1.3.1. [16] (Fuglede - 1950)
Soient T' et N deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H, tels que TN = NT ou N est normal.
Alors,

TN* = N*T.

Puis en 1951 Putnam a fait la généralisation au cas de deux opérateurs normauz.

Théoréme 1.3.2. [28] (Fuglede- Putnam-Rosenblum)
Supposons que M, N et T € B(H), et M, N sont normaux et MT = TN. Alors,

M*T =TN*.

1.3.3) Spectre dun opérateur normal

Proposition 1.3.7. [/]
Soit T € B(H) est normal, alors si Tx = Mz, tel que A\ € C et x € H. Donc, T*x = A\x .
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Preuve.
Il est clair que (T — \)* =T* — A1
Supposons que si T est normal, alors T'— A\I est aussi normal, on a donc
ker(T — XI) = ker(T — \I)* = ker(T* — \I).
On a
Tr =Mz < (T —Nx =0,
alors

x € ker(T — X)) <=z € ker(T* — X)) <= T*z = \x.

Proposition 1.3.8. [/

Soit T € B(H) est normal. Alors, deux espaces propres de T associé a des valeurs propres distincts sont

orthogonaux.

. ’ .7
Preuve. Soit A autre valeur propre de T' et y vecteur propre associé, on a

(Tz,y) = (x, T"y)
= (Az,y) = (2,\y)
= Ma,y) = X (z,y)
— (A= X)(z,y) =0
A#£ N dot
(1,9) =0 =z ly.

O
Proposition 1.3.9. [21]
Le rayon spectral d’un opérateur normal T € B(H) vérifie

r(T) = |T].
Preuve.
On suppose d’abord que T est auto-adjoint on a ||T?|| = ||T||? et par récurrence sur n lon obtient pour tout
n € N la relation
1|1 = 171>,

il vient

=)

L on
r(T) = nlLrI;O IT
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On revient au cas normal, I’élément TT* est auto-adjoint et il s’ensuit que l'on a :

r(T) = lim |17~

n— oo

1
n

= lim /|| T (T™)*

n—oo
~ oyn ||
= lim /|[(TT*)
= /r(TT*) = V| TT*|
= |7

Corollaire 1.3.3.

Soit T € B(H) est un opérateur normal. Alors,

Proposition 1.3.10. [18]

Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Théoréme 1.3.3. [2]
Soit T € B(H) un opérateur normal et A € C. On a

1. p(T)y={AeC:Im(Ty) = H}.
2. 0p(T)={X e C:Im(Ty) # H}.

3. 0.(T)={NeC:Im(T\) =Het Im(T)) # H}.
4. 0.(T) = ¢.

1.3.4 ) Opérateurs convexoides

Définition 1.3.2.
Soit T € B(H) est dit converoide si

Exemple 1.3.3.
Soit

M =
10

Soit N un opérateur normal, donc le spectre est le disque fermé D de centre 0 et de rayon %
Si

M 0

0 N

Puisque, o(T) = {0} UD,W(T) = co(W(M)UW (N)) = D, alors T est convexoide.
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Remarque 1.3.3.

On peut conclure les inclusions suivantes
Auto-adjoint C Normal C Hyponormal C Convexoide.

Proposition 1.3.11. [17] Soit T € B(H), alors T est convezoide si, et seulement si,
1T = X)7H < [dist(X, coo (T)] 7,
pour tout A ¢ coo(T).

Preuve.
(=) Soit A ¢ coo(T). Par la transformation T — oT+ 3, a € C*, 5 € C on peut supposer que les conjoint
(A, T') satisfait

[A < 0,0 € coo(T) et coo(T) C {z € C: Re(z) > 0}],

alors,

(T = Nz ||* = Tzl = A[(Tw,2) + (2, T2)] + X*|lz|* > N||2[|*, Yz € H.

Comme, (T'— A) est inversible, alors

l]l* = A (T =\~ |2,

d’ou

[dist(\ coo(T)] ™" = A7 > (T = 27|

(<) On a coo(T) C W(T), on montre que si A ¢ coo(T) alors A ¢ W(T'). Par application de la transfor-

mation T'— o7 + 8, on peut supposer que

si [A < 0,0 € coo(T) et coo(T) C {z € C: Re(z) > 0}],
alors
A ¢ coo(T) et dist(\, coo(T)) = |A|,

c.a.d.

1T =27 < A
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D’ou, pour tout x € H

Nll|* < (T = N)a]|*.

Par passage au limite quand X tend vers (—oo), on obtient que pour tout € H

(Tx,z) + (x,Tz) = 2Re(Tx,x) > 0,

dou,
W(T) C {z € C: Re(z) > 0},
donc,
X W(T).
O
Corollaire 1.3.4.
Soit m et n deux nombres complexes. St W(T') = [m,n], alors {m,n} C o(T).
Preuve.
Si W(T) = [m,n], alors le théoréme 1.2.7 implique que T est un opérateur normal. (c-a-d convexoides).
Ainsi, 'ensemble W (T') est ’enveloppe convexe de ¢(T), ou encore
[m,n] =W(T) = coo(T)
Il suit donc que
{m.n} C o(T).
O

29



Chapitre 2

Les Opérateurs n-normaux

Dans ce chapitre, nous presentons la définition des opérateurs n-normaux. Ainsi, des propriétés

et des exemples. De plus, nous examinons la comparaison entre les opérateurs normaux et les opérateurs

n-normaux. Enfin, nous discutons également des opérateurs (n,m)-normaux.

2.1) Définitions et propriétés

Définition 2.1.1.
Soit T € B(H), on dit que T est un opérateur n-normal si
T"T* =T*T™ V¥neN.

Proposition 2.1.1. [10]

Soit T € B(H). Alors, T est n-normal si, et seulement si, T" est normal .

Preuve.
Soit T opérateur n-normal, alors T"T™* = T*T™.

Donc,

Tn(T*)n _ T*Tn(T*)n71 = T* (TnT*)(T*)n72 _ (T*)2Tn(T*)n72 _ (T*)nTn

D’ou, T™ est normal.

Maintenant, supposons que 7" est normal. On prend T"T = TT"™, par le théoréeme de Fuglede, on a

T*T™ = T™T*. Par conséquent T is n-normal.
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Remarque 2.1.1.

1. L’opérateur borné normal est n-normal pour tout n. Mais l’inverse n’est pas vrai.

2. Tous les opérateurs nilpotents non nuls sont des opérateurs n-normauzx, pour n > k ou k est l’indice

de nilpotence, mais ils ne sont pas normauz.

Exemple 2.1.1.

T 2 -1 0
1. Soit T = et T? = .Ona
0 —1 0 -1
-1 0 1 0 -t 0
T°T* = = =T*T".
0 -1 2 —i -2 1

Alors, T est 2-normal mais n’est pas normal.

0

2. Soit T = . Alors, T? = c’est un opérateur nilpotente d’indice k = 2, et 2-normal

0 0 0 0
car (T*T* =T*T? = 0). Mais n’est pas normal.

Proposition 2.1.2. [3]
Soit T € B(H) est n-normal. Alors,

1. T* est n-normal.
2. Si T~ existe, alors (T~') est n-normal.

3. Si S € B(H) est unitairement équivalent a T, alors S est n-normal.

Preuve.

1. Puisque, T est n-normal, T™ est normal.

Donc,
(T™)* = (T*)™ est normal, T* est un n-normal operator.

2. Puisque, T est n-normal, on a 7™ normal.

Depuis,
(T™)=! = (T~1)™ est normal, T~! est un opérateur n-normal.

3. Soit T un opérateur n-normal et S étre équivalent unitaire de 7.
Alors, il existe un opérateur unitaire U tel que S = UTU™ .
Donc, S" =UT"U*.

Depuis, T™ est normal, S™ est normal. Donc, S est n-normal.
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Proposition 2.1.3.

Soit T € B(H) est n-normal et « est scalaire, alors oT est n-normal

Preuve.

Soit T" est n-normal et « est scalaire, alors
()" (aT) =@ (T*T") = a™a(T"T™)
et
@T™)(a™T™) = ()" (aT)™.
Donc, aT' est n-normal. O

Théoréme 2.1.1. /3]

1. L’ensemble de tous les opérateurs n-normal sur H est un sous-ensemble fermé de B(H) qui est fermé

sous le produit scalaire .

2. Si M est un sous-espace fermé de H tel que M réduit T, alors S =T /M est un opérateur n-normal.

Preuve.

1. supposons que (T}) soit une suite d’opérateurs n-normaux convergeant vers 7' dans B(H). Mainte-
nant,
\T"T* —T*T™| <|| T"T* =TT || + (| T} — T*T™|| — 0 lorsque k — oc.

Ainsi, T est n-normal.

2. Puisque T est n-normal, 7™ est normal.

Alors, T™/M est normal.
Et puisque M est invariant sous T, T" /M = (T/M)™. Aiusi, (T/M)™ est normal.

Donc, T'//M est n-normal.

Théoréme 2.1.2. [3]

S1.S, T sont des opérateurs n-normauz qui commutent, alors ST est un opérateur n-normal.

Preuve.
ST est un opérateur n-normal si, et seulement si, (ST)*(ST)" = (ST)"(ST)*.
On a

(ST)" =T*S*
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(ST)" = S"T™

donc

(ST)*(ST)" = (T*S*)(S™T™). (2.1)
Puisque, S et T' commutent, alors (2.1) devient
(ST)*(ST)" = (T*)(S*S™)(T"). (2.2)
Puisque, S est n-normal, alors (2.2) devient
(ST)*(ST)™ = (T*)(S™S*)(T™). (2.3)
Puisque, S et T' commutent et 7" est n-normal, alors (2.3) devient
(ST)"(ST)" = S™(T"T")(57)
= 5"(1"T)(57)
= ("T")(1°S")
= (ST)"(TS)".
Par conséquent, (ST) est un opérateur n-normal. O

Remarque 2.1.2.

Le théoréme 2.1.2, n’est pas nécessairement vrai si S et T non commutent.

Exemple 2.1.2.

1 0 )
Soit S = etT = deux opérateurs sur espace de Hilbert C2. Alors, S et T sont 2-normal.
0 -1 0 —i
On remarque que
i 2 v —2
ST = #* =TS
0 1 0 1
-1 4
Mais comme (ST)? = n’est pas normal, donc ST n’est pas 2-normal.
0 —i

Corollaire 2.1.1.

Si T est n-normal, alors T™ est n-normal pour tout entier positive m.

Lemme 2.1.1.

Si S, T e B(H) sont deuz opérateurs 2-normauz et ST +TS =0, alors T + S et ST sont 2-normauz.

Preuve.

Puisque, ST +TS = 0, S?T? = T?52. Donc, (S+T)? = S? +T? est normal. Ainsi, (S +7T) est un opérateur
2-normal.

Maintenant, puisque ST + T'S = 0, (ST)? = —S?T? = —T252. Donc, d’aprés le théoréme 2.1.2, ST est un

opérateur 2-normal. O
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Théoréme 2.1.3. [3]
Soit T1,...,T'm sont opérateurs n-normaux sur B(H). Alors, (T1®...®T,,) et (11 ®...QT,,) sont opérateurs

n-normaux.

Preuve.

Comme,

M®.oT)" (T1®..0T,) =1I"®... 0TI ®...eT)
=TT @ ... 0 TR T,
=TT e ..o T, T
=ITe.oT,))I'®..0T))

=TN1®.oT) N1 ®...TH)".

Alors, (T1 @ ... ® T,,) est un opérateur n-normal.

Maintenant, pour z1,...x,, € H

(M @.0T)"(T1®.0T,) (1@ .0 xy) =(I7' @ . QT )Ty @ ... @ T ) (1 @ ... @ Xy,
=T'TT21® .. T Th
=TT ®. Ty Trrm,
= ®.0T)IT®. 0T (1 ®..® Tm)

=NR®.T,)"(T1 R .. T,)" (£1 ® ... ® Tp,).

Alors, (T @ ... Tp)"(T1 @ ... @T)* = (11 ® ... @ Tp)* (Th ® ... @ Tyy)™.

Donc, (T} ® ... ® Tp,,) est n-normal. O

Théoréme 2.1.4. [3]
Soit T € B(H), F=T"+T*, et G=T" —T*. Alors,

T est un opérateur n-normal < G commute avec F.

Preuve.

FG=GF

s (Tr+TH)NT—T*)= (T =T (T"+T*)

& T2 —TnT* 4 T*T™ — T*2 = T2 4 TT* — T*T" — T*2
STrT* -=T*T" =0

< T est une n-normal. O
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Théoréme 2.1.5. [3]
Soit T € B(H), B=T"T*, F =T" +T*, et G = T" — T*. Alors,

T est un opérateur n-normal = B commute avec G et F.

Preuve.

Comme, T est un n-normal,
BE =T"T*(T" +T%)
=TT+ TrrrTr
=TT+ T*T"T*
=T +T"1T"T*
=FB

et

BG =T"T*(T" — T*)
= T"T*T" — T"T*T*
= T"T"T* — T*T"T*
= (T" = T*)T"T*

=GB.

Proposition 2.1.4. [3]
Soit T € B(H) un opérateur n-normal et inversible. Alors, T et T—1 ont un sous-espace invariant fermé

non trivial commun.

Preuve.
Comme T est n-normal et inversible, T" et (T~1)" sont normaux.

Ainsi par [29, Corollaire 4.5]
T™ et (T~1)™ les deux n’ont pas de vecteur hypercyclique.
Ainsi, par
T et T~! les deux n’ont pas de vecteur hypercyclique.
Donc,

T et T~ ont un sous-espace invariant fermé non trivial commun .
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Proposition 2.1.5. [3/
Soit T € B(H) avec la décomposition cartésienne T = A+iB ot A et B sont des opérateurs auto-adjoints.

Alors, T est 2-normal opérateur si, et seulement si, B> commute avec A, et A2 commute avec B.

Preuve.
Supposons que B2A = AB? et A2B = BA?.
Alors,
T?°T* = (A+iB)*(A—iB) = (A> +iAB +iBA — B*)(A - iB)
— A3 —iA2B — B®A+iB® +iABA+ AB® + iBA? + BAB
et

T*T? = A — AB* +iA’B +iABA — iBA? +iB* + BAB + B*A
puisque B2A = AB? et A’B = BA?, T?>T* = T*T?.
Donc, T est 2-normal.

Maintenant, soit 7' 2-normal. Donc, T2T* = T*T2. D’ou,

—B?A+iBA? —iA’B + AB? = —AB? +iA’B — iBA? + B?A,
(AB? — B?A) +i(BA%? — A’B) = 0.
Soit T, = AB — B2A, T, = BA% — A?B.
Alors,
TF =T,
Ty =Ty
( c’est-a-dire Ty, Ty sont des hermitions asymétriques) et T} + T, = 0.
Donc, —T7 4+ i1y = 0.
Cela donnez T} = AB? — B?A = 0. De méme, B?A = AB?. O

Remarque 2.1.3.

L’opérateur 2-normal est un opérateur 2k-normal, et l'opérateur 3-normal est un opérateur 3k-normal.

Exemple 2.1.3.

4 0
1. Soit T = . Alors, T? = est un opérateur normal.
0 -2 0 4
8 4
Mais T® = n’est pas normal.
0 -8

Donce, T est 2-normal mais n’est pas 3-normal.
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2. Soit T = . Alors, T? = - est un opérateur normal.

0 4
Mais T? = n’est pas normal.

-4 -4

Donc, T est 3-normal mais n’est pas 2-normal.

Proposition 2.1.6. [3]

a b
Pourn 2 2. OnaT = est n-normal si, et seulement si, b(a"~ ' + a"2c+ ...+ ") =0, ou
0 c
a,b,c e C.
Preuve.
. a b . .
Soit T' = . Alors, T est n-normal si, et seulement si,
0 c
a® bla" ' +a"%c+ ...t
" = ( ) , T =TmT™*,
0 c"”

T est normal si, et seulement si,
|b(a™ '+ a"2e4 ...+ |=0.

Donc,

bla" '+ a" e+ .+ =0.

Exemple 2.1.4.
Considérons n = 3 dans la derniére proposition, alors T est un opérateur 3-normal si, et seulement si,
b(a® 4+ ac+c?) = 0. Prendre a = 2,b=1, et c = —1 ++/3i. Alors,

2 1

T = est 3-normal.

0 —1++3i

Noter que T3 = est normal. Ainsi, T est 3-normal.
0 8

2.2 ) Comparaison entre les opérateurs normaux et les opéra-

teurs n-normaux

Proposition 2.2.1. [1]
Supposons que T est un opérateur normal, S est un opérateur linéaire. Si T et S commutent, alors T et

S* commutant ainsi.
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Preuve.
On a T et S commutent

TS =S5T
= (T'S)" = (ST)*
= S*"T* =T*5"
donc T et S* commutent. O

Proposition 2.2.2. [3]
Soit T', S deux opérateurs n-normal commutent, tel que (S +T)* commute avec 22;11 (R)Sm=kT*. Alors,

(S+T) est un opérateur n-normal.

Preuve.
n

Depuis, (S + T)"(S +T)* Z( )sn FTRY(S* +T7) ,
k=0

(S+T)"(S+T)" S"S*+Z( )S" FTR(S + T)* +T"S* + S"T* + T"T*.

n—1
Ensuite, (S + T)* est commute avec Z (Z) sn=kpk

k=1
n—1 n
(S+T)(S+T)" =8"S"+(S+T)* > <k> SnRTR 4 ST 4+ T*S™ + T*T".
k=1
Ainsi,
n—1
(S+T)(S+T) =(S+T)*(S"+T")+ (S+T)* ( ( )5”%’@’“) :
k=1
Donc,

(S+T)"(S+T) = (S+T)* (i()sn kTR = (S—i—T)*(S—I—T)”).

k=0

Proposition 2.2.3. [3]
Supposons que T est k-normal et (k + 1)-normal pour un entier positif k. Alors, T est (k + 2)-normal. Et

donc T est n-normal pour tout n = k.

Preuve.

Puisque, T est k-normal, TFT* = T*T*.

Alors, TT*T*T = TT*T*T.

D'ow, THIT*T = TT*TH+1,

Puisque, T est (k + 1)-normal, T*T*+2 = Tk+2T*_ Ainsi, T est (k + 2)-normal. O
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Corollaire 2.2.1.

Si T est 2-normal et 3-normal, alors T est n-normal pour tous n > 2.
L’exemple suivant montre qu’un opérateur 2-normal et 3-normal peut ne pas étre normal.

Exemple 2.2.1.

Soit T = est un opérateur sur espace de Hilbert complex .
a 0

Alors, T est 2-normal, 3-normal, et donc c’est n-normal pour tout n > 2 est non normal.

Proposition 2.2.4. [3]
Supposons que T est un opérateur isométrie partielle et k-normal pour un entier positif k. Donc, si T est

un opérateur (k+1)-normal, alors T est n-normal pour tout n > k.

Preuve.
Puisque, T est isométrie partielle, TT*T =T .
Alors,

TT*T* = 7% TFT*T = T*,
Puisque, T est k-normal,

Tk+1T* — Tk T*Tk+1 — Tk.
D’ou,

Tk+1T* — T*Tk+1.
Donc, T est (k + 1)-normal. Donc, d’apreés la proposition 2.2.3, T est n-normal pour tout n > k. O

Corollaire 2.2.2.

Si T € B(H) est 2-normal et isométrie partielle, alors T est n-normal (¥n = 2).

Lemme 2.2.1.
Soit T € B(H) est k-normal et (k + 1)-normal. SiT ou T* est injectif, alors T est normal.

Preuve.
- Comme, T est (k + 1)-normal, alors

Tk+1T* — T*Tk+1.

- Et comme, T est k-normal, alors

Tkl — Th*T

Donc,

THTT* —T*T) = 0.

- Comme, T est injectif, alors

Tr* —T*T =0.
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Donc, T est normal.

- Dans le cas T™ est injectif, comme T™* est k-normal et (k + 1)-normal, T* est normal.

Donc, T est normal. O

2.3) Théorie spectrale des opérteurs n-normaux

Théoréme 2.3.1. [1]

Soit T € B(H) un opérateur 2-normal et satisfaisant la condition
o(T)n(e(=T)) c {0}.

Alors
o(T) = 04(T).

Preuve.
Puisque, o(T') = 0,(T) U o, (T), il suffit de montrer que o,.(T") C 0,(T).
Soit z € o,.(T). Alors, il existe un vecteur non nul € H tel que T*z = Zz.
Depuis, T*%z = Z%z et T? est normal, on a T2z = 22z.
1. Si z#0, alors (T + 2)(T — z)z = 0.
Puisque, —z ¢ o(T), il est vrai (T' — z)z = 0 et donc z € 0,(T).
2. Siz=0,alors T?z=0et on a0 € o,(7T).

Par consequent, o(T") = 0,(T).

Théoréme 2.3.2. [9]
Soit T € B(H) 2-normal et satisfait o(T) N (o(=T)) C {0}. Alors,
1. 57z et w sont des valeurs propres distinctes de T et x,y € H sont respectivement des vecteurs propres

correspondants, alors < x,y >= 0.

2. Siz etw sont des valeurs distinctes de 0,(T) et {xn}, {yn} sont les suités de vecteurs unitaires dans
H telles que
(T —2)zn = 0,(T — w)yn, = 0(n — 00)

alors

lim < z,,y, >=0.

n—oo
Preuve.
Comme (T? — 2%)z,, — 0 et (T? — w?)y, — 0 et T? est normal, alors (T, — @?)y,, — 0.

Donc,

lim 2% < T, Yn >= lim < zan,yn >= lim < T2xn7yn >= lim < xn,T*2yn >= lim w? < Ty Yn > -
T—00 T—00 r—00 T—00 r—00

40



Si 22 = w?, alors (2 + w)(z — w) = 0. Comme z # w, on a z = —w.
D’apres o(T) N (o(—T)) C {0}, ce la implique z = w = 0, ce qui est impossible pour des valeurs distinctes.
Par conséquent,

lim < Xp,Yn > .

Tr—r00

Corollaire 2.3.1.
Soit T € B(H) est 2-normal et o(T) N (o(=T)) C {0}.

e Siz et w sont des valeurs propres distinctes de T, alors
ker(T — z) Lker(T — w).
Soit M est un sous-espace de H. Alors, M est dit un sous-espace réducteur pour T'.
o SiT(M)C M etT*(M)C M. ( M c’est un sous-espace invariant pour T et T* ).

Théoréme 2.3.3. [9]
Soit T € H est 2-normal et o(T) N (o(=T)) C {0}.

Si z est une valeur propre non nulle de T, alors
ker(T — z) = ker(T? — 2%) = ker(T*? — 7%) = ker(T* — %).
Done, ker(T — z) est un sous-espace réducteur pour T.

Preuve.
Montrons d’abord ker(T — z) = ker(T? — 22).
Puisqu’il est évident que

ker(T — 2) C ker(T? — 2?).

Et pour z € ker(T? — 2?), c’est-a-dire
ker(T? — 2%)x = 0.

Alors,
ker(T + 2)(T — z)x = 0.
Puisque, z # 0 et o(T) N (o(=T)) € {0} . On a

—z ¢ o(T).
Il s’ensuit

(T—2)=0etxe(T—=2)=0.
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Donc,

ker(T? — 22) C ker(T — z).

par conésquent

ker(T — z) = ker(T? — 2%),

Depuis, T? c’est normal, alors

ker(T? — 22) = ker(T*? — 7%).

Puisque,
—z ¢ o(T).
Donc,
ker(T? — 22) = ker(T*? — 2%).
Finalement, d’apres les résultats ker(T — z) est un réducteur sous-espace pour 7T O

Remarque 2.3.1.

Si T est un opérateur 2-normal, alors le ker(T) n’est pas son sous-espace réducteur .
Exemple 2.3.1.
Soit

0 1
S = EMQ(C).
0 0

Alors, S2 =0 et o(S) = {0}, T est 2-normal et satisfait o(T) N (o(=T)) C {0}.

1
Soit z = . Alors, © € ker(S) et SS*z =x # 0.

0
Donc, ker(S) ne réduire S et ker(S) & ker(S?) = C2.
On a
1
0(8) = {0} # {a+bi € C: Jab| < 5} = W(S)
o

W(S) = {< Sz,x >,||z| =1} (VVimage numérique de S).

Donc, S n’est pas convexoide, c’est-a- dire coo(T) & W(T), ot coo(T') est l’enveloppe conveze de o(T') et

W(T) est la fermeture de W(T).

Théoréme 2.3.4. [9]
Soit woo(T') ensemble tous valeurs propres isolées de multiplicité finie de T, et le spectre de Weyl w(T) =

ﬂ o(T+ K), ou K(H) est l’ensemble de tous les opérateurs compacts sur H.
KeK(H)

Si T est un opérateur 2-normal satisfait o(T) N (o(=T)) C {0} = o(T) — moo(T) C w(T).
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Théoréme 2.3.5. [9]

Si T est un opérateur 2-normal alors
o(T)N(o(-T)) c {0} = w(T) C o(T) — (7T00<T) — {O})

Preuve.

Soit z € moo(T") — {0}. D’aprés le théoréme 2.3.3, ker(T — z) est un sous-espace réducteur de T'. On a donc

0 0
le décomposition T — z = sur ker(T — 2) @ ker(T — 2)*.
0 S

Puisque,

z 0
T= et Tiger(7—2)+ €st 2-normal.

0 S+=
Alors,

S + 2 est un opérateur 2-normal satisfaisant condition sur ker(T — z)+.

Siz e o(S+z),alors z € 0,(5 + 2) car z est un point isolé de o(S + z). C’est une contradiction.

Donc,
z ¢ (S + z) et donc S est inversible.
I 0 I 0
Soit K = Alors, Ke K(H)et T+ K —z= est un opérateur inversible.
0 0 0 S
Par conséquent, z ¢ w(T). O

Théoréme 2.3.6. [9]

Si T est un opérateur 2-normal avec la propriété que

o(T) N (o(=T)) = {0}

alors

w(T) = o(T) — 00 (T)

c’est-a-dire que le théoréeme de Weyl est valable pour T

Théoréme 2.3.7. [9]
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. T —t est n-normal pour tout t > 0.

2. T est normal.
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3. T — z est n-normal pour tout z € C.

Preuve.

11 suffit de prouver (1) = (2). Puisque, T et T' — ¢ sont n-normaux, cela est vrai

n—1 n
(T—t)"(T = )" = (T = t)"(T —t)* =Y (=1 #(T*T"7 —T"IT*)
j=1 J
n=2 [n) . ,
= (=)t TN T - TTH) + Y (-1 || 2T T - T T)
j=1 J
=0.
Nous avons donc
2 [n\ ¢ ) )
(T - 1)+ (- ) S e <o,
j=1
Je prends t — oo, il tient T*T — TT* = 0 et donc T est normal. O

Définition 2.3.1. [9]

En générale, pour T un opérateur n-normal dans B(H), nous définissons la propriété suivante

n—1

o(T) N Ue%am c {0} (2.4)

Lemme 2.3.1.
Soit T € B(H) satisfaisant (2.4). Si z est un point isolé de (T), alors z™ est un point isolé de (T™) .

Preuve.
Supposons que z est un point isolé de o(T') et que 2™ n’est pas un point isolé de o(T™). 1l existe alors un

séquence zi € o(T) telle que 2} — 2" (k — oo) par le théoreme 1.2.5

1. Siz = 0, alors il est clair que z;, — 0(k — 00). Donc, 0 nest pas un point isolé. Cest une contradiction.

2. Soit z # 0. Puisque,

(zke%iz)(zke%iz)(zkeg(nzl)wiz)(zk — z) = 0(n — 00), nous pouvons supposer ce qui suit :

(a) zx — z(k — o0) ou

(b) il existe j(j =1,...,n—1) tel que 2z, — e%iz(k — 00). Puisque, z est un point isolé de o(T), (1)
nest pas vrai. Si zj — ezf%iz(k — 00), alors z, — iz,
2w

Depuis, 2 € o(T) et o(T) est compact, e vz € o(T). Puisque, z # 0 et z € o(T)N (e 7 *z0(T)),

cest une contradiction et prouve le lemme.
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Théoréme 2.3.8. [9]
Soit T € B(H) n-normal et vérifiant (2.4). Alors, T est isoloide.

Lemme 2.3.2.
Soit T € B(H) satisfait (2.4). Si z € 0,(T) , alors 2" € o,(T").

Preuve.

Suppose que z € 0,(T), et 2™ € o,(T™). Alors,

il existe un séquence z;, € o(T') tel que 2} — 2™ (k — 00).
1) Si z =0, alors il est clair eue z; — 0(k — 00).

Donc, 0 ¢ 0,(T), (c’est une contradiction).
2) Soit z # 0. Comme

2—2x . 2(n—1)7 .

(zh— €™ D) (zp—e v ' Z)lzm—e 7 Z)(z — 2) = 0(n — ).

On peut supposer :
i) zx — 2(k — 0).
i) il existe j(j = 1,...,n — 1), tel que (2 — e’ Z)(k —> 00).
Comme z € 0,(T),i) ne pas vrai. Mais si z;, — e%iZ(k: — 00), alors 2z, — e 5 7.
Comme z;, € 0(T) et o(T) est compact, iz e o(T).
Comme z # 0 et z € o(T) N (e%io(T)), c’est une contradiction.

Théoréme 2.3.9. [9]
Soit T € B(H) et n-normal satisfait (2.4). Alors, o(T) = o4(T).

Théoréme 2.3.10. [9]
Soit T € B(H) et n-normal satisfait (2.4). Alors,

1 - Siz etw sont des valeurs propres distinctes de T et x,y € H sont les vecteurs propres correspondants,

respectivement, alors (x,y) = 0.

2 - Siz,w sont des valeurs distinctes de o4(T) et Tn,yn sont les suites des vecteurs unitaires dans H tel

que (T — 2)zp, — 0 et (T — w)y, — 0(n — 00), alors

lim (x,,yn) = 0.

n—roo

Corollaire 2.3.2.

Soit T € B(H) n-normal et satisfait (2.4). Si z et w sont des valeurs propres distinctes de T', alors ker(T —

z) L ker(T —w).
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Théoréme 2.3.11. [9]
Soit T € B(H) n-normal et satisfait (2.4). Si z est une valeur propre non nulle de T, alors ker(T — z) =

ker(T™ — z") = ker(T*™ —z") = ker(T* — Z) et donc ker(T — z) est un sous-espace réducteur pour T'.

Théoréme 2.3.12. [9]

Si T € B(H) est un opérateur n-normal satisfaisant (2.4), alors
o(T) = moo(T) Cw(T) C o(T) = (moo(T) — {0}).

De plus, T est inversible, et o(T) —moo(T) = w(T), ¢’est-a-dire, que le théoréme de Weyl est valable pour T.

2.4 ) Les opérateurs (n,m)-normaux

Définition 2.4.1.
Soit T € B(H), on dit que T est (n,m)-normal si

ou n, m entiers non négatifs.

Remarque 2.4.1.
Tout opérateur normal borné est (n,m)-normal, (ot n=m = 1). Et tous les opérateur n-normal est (n,m)-

normal (ot m = 1). Mais Uinverse n’est pas toujour vrai.

Exemple 2.4.1.

2 1
Soit T = .
0 -2
Alors,
2 0 4 0 8 4
T* — 77ﬂ2 _ ,TS _ et (TQ)* —
1 -2 4 0 -8 0 4
Alors,
32 16
T3(T2)* _ _ (TQ)*TS
0 -32

Done, T est (3,2)-normal. Mais est non 3-normal.

Comme,

R # 16 8|
8 —16 8 20 '

Corollaire 2.4.1.

Nous donnons la condition suffisante et nécessaire pour que la matrice 2 X 2 soit opérateur (2,2)-normal .
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Exemple 2.4.2.
a b

Soit T = . Alors, T'(2,2)-normal si b= c.
c d

Preuve.

T est (2,2)-normal si, et seulement si, T?(T?%)* = (T?)*T2.

a b a c
OnaT = T =
c d b d
Noter que,
T a?+bc bla+d) alors (T%)* = a’?+bc cla+d)
cla+d) d®+be) bla+d) d*+be
Donc,
(T2)T? — (a® + bc)? + 2(a + d)? (a+ d)(b(a® + be) + c(d? + be))
(a + d)(b(a® + be) + c(d? + be)) b%(a+ d)? + (d* + be)?
et
T2 (1% — (a? +bc)? + b (a + d)? (a+d)(c(a® + be) + ¢(d? + be))
(a+d)(c(a® + be) + b(d? + be)) A(a+d)? + (d* + be)?
ce qui implique T est (2,2)-normal si, et seulement si, b = c. O

Proposition 2.4.1. [1]

a b
Soit T = , ot a,b,c sont des nombres complexes, et n,m > 2. Alors, T est (n,m)-normal si, et

0 d
seulement st,

V" ' a" 2ct .+ D@ a2t ™) =0,

c"=a™m et c" =a".
Preuve.
On a
n
am b(z an—tct—l) a™ 0
T = t=1 et (Tm)* = S m—t t—1 m
. . b(Za 7 e
C t=1
Donc,
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n

[a™a™ + b2(2 a"_tct_l)(z a™ et )] [bcm(z a" "t )]

Tn(Tm)* = t=1 t=1 t=1

be™ (@™ +am2c+ ...+ ™) ™
n
aa™ bam(z a"teth
(T™)'1" = m n 1 m

[ba"(z a™ et e + b2(Z a" "ttt (Z a™ et )]

t=1 t=1 t=1

Par conséquent, T est (n,m)-normal si, et seulement si,

n m
b2 § :an—tct—l)(E :am—tct—l) =0 cm = am7cn =a".
t=1 t=1

Proposition 2.4.2. [1]

T est un opérateur (n,m)-normal si, et seulement si, T est (m,n)-normal.

Preuve.
Soit T' est (n,m)-normal, alors T™(T™)* = (T™)*T™.
Donc,
T(T")" = ((T™(T")7)7)" = (T (T)7)" = (T™)"T")" = (T")"T™.
Alors, T est (m,n)-normal.
Proposition 2.4.3. [1]

Soit T € B(H). Si T est (n,m)-normal, alors T"™ est un opérateur normal.

Preuve.

Supposons que T" est (n,m)-normal, alors

et (T*)* = (T*)* pour chaque k entier non négatif. Donc,

n-fois m-fois

=TT T(T™)*..(T™)* = T"T"..(T™)*T"(T™)*...(T™)*

— (T”L)*<T”L>*...(Tm)* (TnT"...Tn) — (TmT”L...T”L)* (TnTnTn>

m-fois n-fois m-fois n-fois
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Donc, T™ est normal.

Lemme 2.4.1.
Soit T € B(H) est un opérateur (n,m)-normal. Alors,

1. T* est (m,n)-normal.

2. 8i T~ ewsiste, alors T~ est (n,m)-normal .

3. Si S € B(H) est équivalent unitaire a T, alors S est (n,m)-normal.

4. Si M est un sous-espace fermé de H qui réduit T , alors A|,, est (n,m)-normal sur M.

5. SiT est (n,m)-normal, alors T* est normal ot k est le multiple le moins commun de n et m.

D

. 81T est quasi-nilpotent, alors T est nilpotent.

Preuve.

Puisque T est (n,m)-normal, alors T™(T™)* = (T™)*T™.

1. Par proposition 2.4.2,

Alors, T* est (m,n)-normal.

2. On a

(T=H™ (1) = (T 71T ™) = (T)™(T")' = (T")T™)) ™ = (T(T™)") !

= (")) T = (@) )T

Alors, T~ est (n,m)-normal.

3. Comme S et T sont unitairement équivalents, alors S = UTU*. Donc,

(UTU*)" = UT"U*.
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Alors,

sU(s™) = (UTU)"((UTU")™)*

= UT"U*(UT™U*)*

= UT"U*U(T™)*U*

= UT™(T™)*U*

= U(T™)* T"U*

= U(T™)* U*UT"U*
= (U UuTtUt
= (U(T™U*))*UT"U*
= ((UTU*)™*(UTU*)"
= (§™)"S

Donc, S est (n,m)-normal.

. On a T est (n,m)-normal, alors par la proposition 2.4.3, T™™ est normal, M réduit T', alors Tl’;;” est

normal.

De plus

Tﬁ/,m = (T\M)nmv

donc (1},,)"™ est normal.

. Pour pour k =n.j et k = m.£. Puis T est (n,m)-normal, il ’ensuit que

4 J
sxkpk __ mxm *MM n m __ mn m km *sm __ mkmxk
Tt = L Lt =T LT =TT

que signifie que 7% est normal.

. Si T est quasi-nilpotent, tq o(T) = {0}, alors o(T*) = {0}, Vk € N .
Soit ko le multiple le moins commun de n et m. Alors, T* est normal d’aprés le lemme 2.4.1 (5).

Puisque, T% = 0.
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Corollaire 2.4.2.
Soit T € B(H) alors (n,m)-normal, donc T est isoloid est paraloid. En outre, que A soit un point isolé du

spectre de , alors A est un pole du résolveur et les instructions suivantes.
1. SiA=0, alors Hy(T) = Er({0})H = ker(T™™) = ker(T*™™), Er({0}) est auto-adjoit et l'ordre de
0 n’est pas supérieur da n.
2. SiA#0, alors Hy(T — X\) = Ex({\})H = ker(T — \) et lordre de X est 1.

Théoréme 2.4.1. [1]

Suppose que S commute avec T. Si S et T deuz opérateurs (n,m)-normauz, alors (ST) est (n,m)-normal.

Preuve.
Comme, S commute avec T, alors (ST)" = S™T".
De plus, S commute avec T™* et T' commute avec S*.

Ona:
(ST)"((ST)™)* = SrTm(S™T™)* = SPT™(T™)* (S™)*

= ST (T™)*(S™)* = S™(T™)*T"(S™)* (T est (n,m)-normal)
= (T™)*S™(S™)*T™ = (T™)*(S™)*S™ (S est (n,m)-normal)
= ((ST)™)*(ST)".

Alors, ST est (n, m)-normal. O

Théoréme 2.4.2. [1]
Soit Th, T, ..., T, sont des opérateurs (n, m)-normauz sur B(H), alors (I1 ®T> & ... ®T),) est un opérateur

(n, m)-normal.

Preuve.

Puisque T1, T, ..., T}, sont (n,m)-normaux, alors T;*(T;™)* = (IT;")*T* Vi=1,2,...,p, alors

M eT®. . 0T) (eThe..eT,)" ) =17 el ®..o TP Ty & .. 0 T
(T T @ .. © T((T) @ (T3 @ o ® (T)Y)
= TP @ T3(TY) @ o ® TP (I
= (") T] @ (T3")" T3 & (T)' Ty
= (1) ()eé@GWMW®W®m@%
=Mehyo. o) (ITeolye..0T))
=(ThoThoe.0T,)" )V (NeThd...0T)"
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Donc, (I1 @T> & ... & T}) est (n,m)-normal. O

Théoréme 2.4.3. [1]
Soit Th, Ty, ..., T, sont des opérateurs (n, m)-normauz sur B(H), alors (T1 T2 ® ... QT),) est un opérateur

(n,m)-normal.

Preuve.

Puisque T, T, ..., Tp sont (n,m)-normaux, alors T;*(T/")* = (T;")*T*  Vi=1,2,...,p.

K2

Et soit x1,z2,...,zp € H, alors

MR ..T,)"(ThRTe® .0 T,) ") (21 @22 ® ... ® Tp)
=(I70T3®.. 0TI QT @ .. @ TP") (21 @ 12 ® ... ® Tp)
=TPA7) 2 QT3 (T ) 22 @ ... ® T;(Tg")*xp

= (T")* Ty ® (T3") T ws @ (T) Ty

=T (TM* ®...Q (T:;")*)(Tln RTPR.Q T;)(xl QT2 Q... xp)
=TT Q.. T (I7 Ty ®@ ... T ) (21 @ 22 @ ... @ xp)
=(Mh®.00)" ) (T QT ®..0T))" (21 T2 ® ... ® Tp).

Donc, (T1 ® To ® ... ® T},) est (n,m)-normal. O

Théoréme 2.4.4. [1]
PourT € B(H), soit F=T"+T*" et G=T" —T*™.

Alors, T est (n,m)-normal si, et seulement si, F' commute avec G.

Preuve.

Par FG = T?" — T"T*™ £ T*mT" — T*2™ ot GF = T?" 4 TnT*™ — T*mTn — T*2m,
Alors,

FG=GF

& Tt =TT,

< T est (n,m)-normal O

Théoréme 2.4.5. [9]
Pour T € B(H), soit A=T"T*", F =T"+T*" ¢t G =T"—-T*". Si T est (n,m)-normal, alors A

commute avec F et G.
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Preuve.

Puisque T est (n, m)-normal, nous avons

Théoréme 2.4.6. [9]
Soit T un opérateur (n, m)-normal inversible. Alors, T et T—1 ont un sous-espace invariant fermeé commun

non trivial.

Preuve.

Soit k le moins commun multiple de n,m. Puis d’aprés le lemme 2.4.1(5)
T* normale. D’ott T~* : egalement normal.

Tk et T~F n’ont vecteur hypercyclique.

T et T~! n’ont vecteur hypercyclique.

T et T~! ont un sous-espace invariant fermeé non trivial commun. L]

Proposition 2.4.4. [1]
Soit T est (k,m)-normal et (k + 1,m)-normal, ot k, m sont entiers non négatifs, alors T est (k+ 2, m)-

normal. Done, T est opérateur (n, m)-normal pour tout n, m.

Preuve.

Depuis T est (k, m)-normal, et (k + 1, m)-normal.

Alors,
Tk(Tm)* _ (Tm)*Tk,Tk+1(TnL)* _ (Tm)*Tk+1,
alors
Tk+2(Tm)* _ TTk+1(Tm)* — T(Tm)*Tk+1 — T(Tm)*TkT
— TTk(Tm)*T _ Tlc+1 (Tm)*T
_ (Tm)*Tk+1T — (Tm)*Tk+2.
Done, T est (k + 2, m)-normal, alors T est (n, m)-normal . O

Proposition 2.4.5. [1]
Soient T un opérateur (n,k)-normal et (n,k+1)-normal, ot n, k sont entiers non négatifs, alors T est

(n, k + 2)-normal. Donc, T est (n,m)-normal.
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Chapitre 3

Applications des opérateurs

N-1norinaux

Dans ce chapitre, on va voir quelques applications des opérateurs n-normal, ot dans la premiere parties
on va calculer la racine de l'opérateur normal qui est un opérateur 2-normal, apres on va vu un programme

logiciel Matlab pour tester les matrices si elle est n-normal ou non.

3.1) Racine d’un opérateur normal

Dans ce parties, on va calculer la racine de 'opérateur de multiplication qui est normal et on va montrer
qu’il est un opérateur 2-normal.
On définit 'opérateur de multiplication comme suit :
Soit ¢ : X — R une fonction mesurable bornée sur un espace mesurable (X, M). La multiplication par ¢,

notée M ¢, est un opérateur définie sur I’espace des fonctions mesurables f : X — R de la maniére suivante :

(Mo)(x) = ¢(x) - f(x)

— D’abord, 1l s’agit prouver que M¢ est un opérateur normal. En suite, (M¢@)* 1'adjoint de M¢ est

défini comme suit :
(My) f=0-f
pour tout f € L?(X), ol ¢ est la fonction conjuguée de ¢.
Donc, pour vérifier si M¢ est normal, nous devons calculer Mp(Mp)*, (M@)*M¢ et voir s'ils sont
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égaux. On a

M(Me)" = M(of) = oo f

(Mo) Mo = (6f)¢ = ¢of
puisque
Mo(Me¢)" = (M¢)*M¢
on trouve que M ¢ est un opérateur normal.
Pour trouver la racine carrée de 'opérateur M ¢, nous devons trouver un opérateur R tel que

R? = M¢.

En général, il n’est pas toujours possible de définir une racine carrée pour tous les opérateurs. Ce-
pendant, dans certains cas spécifiques, il est possible de le faire.

Dans ce cas, nous voulons trouver un opérateur R tel que
R?> = Mo,
c’est-a-dire :
R? = (M)
Puisque, nous savons que M¢ = ¢-, ou - est la multiplication par la fonction f, nous pouvons

essayer de trouver un opérateur R tel que R? = ¢-.

Une approche possible est de considérer 'opérateur R défini par :

Rf=+/¢-f
ou /¢ est la racine carrée de la fonction ¢, qui est bien définie puisque ¢ est bornée. Alors,

calculons R? :

Rf = R(Rf) =R - f)=o (Vo )= (Vo) f=o f=Mo
Donc, dans ce cas particulier, Popérateur R défini comme Rf = /¢ - f est la racine carrée de

lopérateur M ¢.

— Finalement, R est un opérateur 2-normal car M ¢ est un opérateur normal.

3.1.1 ) Cas Matricielle

Dans ce partie, on va chercher la racine carré d’un matrice normal.

On considere, la matrice normale suivante :
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Cette matrice est hermitienne, car elle est égale & sa propre transposée conjuguée :

*

s 2 1 2 1
1 2 1 2
Par conséquent, la matrice T' est une matrice normale.
Pour trouver la racine carrée d’une matrice, une approche consiste a utiliser la décomposition spectrale si
la matrice est diagonalisable.

Pour une matrice hermitienne comme 7', la décomposition spectrale peut étre utilisée. Etant donnée la

matrice T :

T =
1 2

Tout d’abord, nous trouvons les valeurs propres et les vecteurs propres de 7. Ensuite, nous pouvons
exprimer T sous la forme T = PDP~! ou P est la matrice contenant les vecteurs propres en tant que
colonnes et D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres. Ensuite, la racine carrée de T est
donnée par Pv/DP~', oti v/D est obtenue en prenant la racine carrée de chaque valeur propre. Calculons

cela :

1. Valeurs propres de T :

det(T'—AI) =0
2—-A 1 0
det =2-N)2-N—-1=X—-4\+3=0
1 2— A
AM=1 A=3
2. Vecteurs propres correspondant a Ay =1 :
11
T—\1=
1 1
-1
Noyau(T — A1) = généré par
1
lisé : 1 -1
Vecteur propre normalisé : vy = 7 .
3. Vecteurs propres correspondant a Ao = 3 :
— 1
T— X1 =
1 -1
1

Noyau(T — AoI) = généré par
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1
Vecteur propre normalisé : vy, = %
1

Maintenant, nous construisons P et D :

p { } 1 |-1 1
=lv; vo| =—=
1 V2 511 1
A O 10
D: =
0 X 0 3
Ensuite, nous calculons v/D :
1 0 1 0
\/5: \/> =
0 V3 0 V3

Enfin, nous calculons Pv/DP~! pour trouver la racine carrée de T :

1 |-1 1)y |1 O [ 1

P@P7:511 0o V3| \ V2

-2v3 3

—V3 V3
0 2

Par conséquent, la racine carrée de la matrice T est :

V3 V3

VT =
0 2
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3.2 )  Opérateur n-nilpotent

Nous avons vu dans le deuxieme chapitre que tous opérateurs nilpotents sont des opérateurs n -Normal,
donc, nous découvrirons quelques exemples des matrices nilpotentes.

On définit la matrice T' comme suit :

01 00
00 10
00 01
00 0O

Pour trouver le plus petit n tel que 7" = 0, calculons T2, T2 et T* :

01 0 0 01 0 0 0 01 0
9 00 1 0 00 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 O

0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0O

01 0 O 0 0 1 0 00 0 1
, , oo 10 000 1 0000
T°=TxT" = X =

0 0 0 1 00 0 O 0 0 0 O

0 0 0O 00 0 O 0 0 0 O

01 00 0 0 0 1 0 0 0 O
; . oo 1o 0000 0000
T° =T x1T° = X =

0 0 0 1 00 0 O 0 0 0 O

0 0 0 O 00 0 O 00 0 O

Comme vous pouvez le voir, T* = 0, ce qui fait de T' une matrice 4-nilpotente.
L’utilisateur T est de taille (n x n) et 5-nilpotent.

Compris! Construisons une matrice 5-nilpotente de taille 6 x 6. Considérez la suivante

o o o o o
o O o o =
o O O = O
S O = O O
S = O O O

Pour trouver le plus petit n tel que 7" = 0, calculons T2, T3, T* et T° :
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o o - o o
o - o o o
—- o o o o
o o o o o
o o o o o
I
o o o - ©
o o - o o
o - o o o
—- o o o o
o o o o o
X
o — o

01 0 0O
0 01 0O
=10 0 0 1
0 0
0 0

T2=TxT

S [aw] (aw] o — o O o o o o o O o
— (e o (an) (a=) (am) (a=) (e (an) (am) (an) (e} (a=) (a=) (e}
(an) (e () (@) (an) (@) (an) (e () (@) (@) (@) (an) (@) (@)
o O O (a] o o o O O (aw] (a] (a] o O ja]
o O O o o o o O o o o o o O o
I I I
o O — (aw] o (@) — o O (aw] — (ew] o O ja]
S [ew] (aw] o — o O o o o o o O o
— (e (=) (a=) (an) (an) (a=) (e (an) (a=) (@) (e} (e (=) (@)
(an) (an) [en) (@) (an) (@) (an) (e () (@) (@) (@) (an) () (@)
o O O (an] o o o O O (aw] (an] o o O a]
X X X
o O O — o o o O — o o o o — o
(a=) (e — (@] (a=) (am) o — (@n) (an) (a=) (@] — (e} (@)
(an) — (e} (@) (an) (@] — (e} () S (@) — o () (@)
— o O (aw] o — o O O (aw] — (@] o O jan]
o O O (aw] o o o O (an] o o o o O o
I I I
N [xel <t
~ ~ ~
X X X
&~ &~ &~
I I I
[ael <t inl
& & &

Comme vous pouvez le voir, T° = 0, ce qui fait de T une matrice 5-nilpotente.

Cas T est un opérateur 2-normal

3.3)

0 et

tre 2-normal si, et seulement si, (a + d)

é

), ou a,b,c,d € C est dit

b
d

§

Un opérateur T

[b] = |¢]-

Preuve.

Soit T'

On a

ab + bd
be + d?

a® + be
ac + dec
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Alors,
a®>+bc ab+bd a c

T2T* =
ac+dc be+d? b d
B a® + abc + ab® + bd®>  a%c+ bc? + abd + bd?
a®c+ acd + b*c+bd?  ac® +dc? + bPe+ d°
ey c a®+bc ab+bd

b d ac+dc be+ d?

a® 4 abc + ac® + dc®  a®b+ abd + bc? + cd?
ba? + b%c + acd + d?c  ab® + b2d + bed + d°

Ensuite, T2T* = T*T? implique que a

a® + abe + ab? + bd? = a® + abe + ac? + dc?

= ab® + b?’d = ac® + dc?

=b?(a+d)=c3(a+d)

= b a+d)—c2a+d) =0

= (02— A)(atd) =0

=0 -c2=0Va+d=0

= bl=|¢JVa+d=0.

Code MATLAB pour vérifier les cas n-normaux et calculer le spectre

% Demande de saisir la matrice carrée A

A = input (’Entrez la matrice carrée A : 7);
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% Liste pour stocker les cas qui satisfont la condition
cas_n_normaux = [];

% Résolution du probléme pour chaque valeur de 1 da 12
for n = 1:12

% Calcul de la condition

condition = (A"n * transpose(A)) — (transpose(A) % A™n);
% Vérification de la satisfaction de la condition

if condition==

% Ajout du cas a la liste des cas n—normal

cas_ n_normaux = [cas_n_normaux, n]j;

end

end

% Vérification de |’ existence de cas satisfaisant la condition
if isempty(cas_n_normaux)

disp (’non n—normal’);

else

% Affichage des cas n—mormal sans répétition

b

disp ([ 'n—normal dans les cas suivants , num2str (unique (cas_n_normaux))]) ;
% Calcul du spectre uniquement pour les cas n—normal

valeurs_propres = eig(A);

disp(’Le spectre :7);

disp (valeurs_propres ')

end
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Exemples

1. Cas de la matrice 3 x 3 :
>>» matla

Entrez la matrice carrée A& @ [1+2i,0,0:0,243i,0:0,0,3+41i]

a =
1.0000 + 2.00001 0.0000 + 0.00001 0.0000 + 0.00001
0.0000 + 0.00004 2.0000 + 3.00004 0.0000 + 0.00004
0.0000 + 0.00001 0.0000 + 0.00001 3.0000 + 4.00001

n-normal dans les cas suivants @ 1 2 3 4q 5 ] 7 8 9 10 11 12
Le spectre
1.0000 — 2.000041 2.0000 — 3.000041 3.0000 — 4.000041

2. Cas de la matrice 4 x 4 :
>> matla

Entrez la matrice carrée A : [1,0,2,3:0,2,3,0;2,1,0,0;0,0,3,2]

A=

[ T S R I B
[ T E N S s
[T R WL T (%
[ T R R ¥

non n-normal

3. Cas de la matrice 6 x 6 :
>> matla

Entrez la matrice carrée & : [1,2,0,0,0,0;0,1,2,0,0,0;0,0,1,2,0,0;0,0,0,1,2,0;0,0,0,0,1,2;2,0,0,0,0,1]

o=

Moo oo
(=R =R =
(=T == T B R = ]
(=T =R = B = |
(=T U= = B = |
[l =T = T = R =}

n—normal dans les cas suivants : 1 2 3 4 -] & T 8 9 10 11 12
Le =pectre :
-1.0000 + 0.00001i 0.0000 — 1.7321i 0.0000 + 1.73211 2.0000 — 1.7321i 2.0000 + 1.73211 3.0000 + 0.00001
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié les opérateurs de type n-normal. Parmi les résultats obtenus dans

cette recherche

- Pour tout T' € B(H) , les opérateurs n-normaux sont définis de telle maniére que 7" commute avec

son adjoint : T"T™* = T*T™.

- T est un opérateur n-normal si et selement si T est normal.

- Tout opérateur normal est un opérateur n-normal, mais I’inverse n’est pas vrai.

- Les opérateurs nilpotents non nuls sont des opérateurs n-normaux pour n > k, ou k représente 1'indice

de la nilpotence, mais ils ne sont pas normaux.

- Tous les opérateurs de puissance n sont normaux, alors leur somme et leur produit seront également

normaux avec la méme puissance n.

- T est un opérateur (n,m)-normal si et seulement si T™(T™)* = (T™)*T".
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En conclusion, nous avons constaté qu’il y a eu peu de recherches menées sur ses propriétés spectrales
et numériques, suscitant un vif intérét pour ’étude et la découverte de résultats sur ces aspects a l'avenir,
qui font partie des perspectives résultant de ce travail.

De plus, peut-on trouver des conditions suffisantes plus pratiques sur les opérateurs n-normaux pour les

rendre normaux ?.
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/ Résumé \

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéresses en particulier aux opérateurs des
n-normaux et a leurs applications. Nous avons commencé par quelques
préliminaires sur les opérateurs linéaires bornés et leurs propriétés, notions
initiales et théoremes fondamentaux. Ensuite, nous avons étudié les opérateurs n-
normaux en les définissant et mentionnant leurs caractéristiques principales, puis
nous les comparons aux opérateurs normaux. Nous donnons ensuite un apergu
des opérateurs (n, m) normaux. Enfin, nous avons vu quelques exemples et
applications.

Mots clé: Opérateur normal, opeérateur n-normal, opérateur (n, m)-normal,
spectre.

/ Abstract \

In this memory, we are interested in the power normal operators and its
applications. We begin with a few preliminaries on bounded linear operators and
their properties, initial notions and fundamental theories. Then, we study n-
normal operators by defining them and mentioning their main characteristics, and
then we compare them to linear operators. Next, we provide an overview of (n,
m)-normal operators. Finally, we explain how to apply spectral theory to these
operators.

Keywords:

K Normal Operator, n-normal operator, (n, m)-normal operator, spectrum. /
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