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إ٢׿اء

اܳأ݄ܭ. ۱ڍا ஓ஄৕৑؇م มฃوڣگ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
ޗިال وّݯۜ٭؇تٍ ٍܾ د؜ ݆݁ ሒᇿ ڢڎّ݁؇ه ؇ৎ৊ ّگڎߌߵاً ،ඔ൹ஓ୷ ୍ଲاܳـ واᄴᄟيّ ሌᇿإ ۱ڍا ۏ۳ڎي ஓஇݠة أ۱ڎي

اࠍ੊ݞاء. ଫଃ༠ ؇݄ዛኗݞ෠ຬو ොຬڰޙ۳݄؇ أن Մ៰Ղا ఈًఃݿ؇ف اᄴᄟراݿ٭۰، ሒᇆଫଃ݁ފ
لݑ. اܳޚݠ ᄭᄥ݁ިاݬ আॻ༟ ሒᇃިأ෠ஙو ሒᇿ ݿٷڎاً Ⴄ၍َިا દઊᄳᄟا ،มฆܹف؇༟ وأڣݠاد ሒᇆިإۊ ሌᇿإ

ሒᇭ ًأ٭ڎ أو ೞಱڢݠ ݆݁ ݿ؇۱ܾ ݆݁ ႟၍ ሌᇿᎂو واৎ৊أݠڣ۰، ً؇ܳأ޺޾ ሒᇀدر أَ؇روا દઊᄳᄟا اܳـଲ୍ام ሒᇆࣕأݿ؇ࣁ ሌᇿإ
اৎ৊ڍாணة. ۱ڍه إ෠ຶ؇ز

اᄴᄟراݿ۰. ݿٷިات ఈః༠ل ሒᇃިراڣگ દઊᄳᄟا ሒᆶ؇وأݬڎڢ ሒᆶఈః݁ز ᆇᅹ٭ؕ ሌᇿᎂو
َ؇ڣؕ. و༟޺޾ٍ أڣݯܭ ݁ފٺگٴܭٍ ިොຶ ۊޚިةً لܝިن أن راۏ٭ً؇ اৎ৊ٺިاݪؕ اܳأ݄ܭ ۱ڍا أ۱ڎي
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֍ոؔদن و ાણ۳

واܳފఈఃم واܳݱఈఃة اܳݱ؇ࠍ੆؇ت، ّࡤࡲ ਍ಸأ݄ٺ۬ اᄳᄟي ،ඔ൹ৎ৊؇اܳأ رب Մ៰Ղ وا৵৥ৠڎ اෂීۋࡗࡲ، ݆ᆇᅵීෂا Մ៰Ղا ྾๎ื
وݿ޺޾. ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ ᆇ୚୘ڎ ݿ٭ڎَ؇ আॻ༟

୒ୖڍا Ⴄ၍ن ؇݁ ৖৑ިܳه واᄳᄟي ،ଫଊوݬ و؜ިن ّިڣ٭ݑ ݆݁ ّঌॻ༟ ً۬ أَأܾ ؇݁ আॻ༟ ሌᇿ؇وّأ َ۬؇༲ݿٴ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
اܳٷިر. ߌߵى أن اܳأ݄ܭ

؇݁ আॻ༟ أᆇᅵࡗࡲ، رނ٭ڎ ا๤དྷৎ৊ف ا৙৑ݿٺ؇ذ ሌᇿإ وا৖৑݁ٺٷ؇ن واܳٺگڎߌߵ ୍ଲاܳލ ؜ٴ؇رات ްᆙᆊ؊ً ۬༥ިّأ პაႰ
إ෠ຶ؇ز ਵਦا༡ܭ ޗިال وݬଫଊه اৎ৊ފٺ݄ݠة ݁ٺ؇ًأٺ۬ আॻ༟و ݿڎࢴࣖة، ༃຀؇وَݱ ڢ٭۰݄ గఒ༟٭۰ ّިۏዛዀ؇ت ݆݁ ڢڎ݁۬

اৎ৊ڍாணة. ۱ڍه
اৎ৊ٷ؇ڢލ۰و ࠍ੊ٷ۰ ر྘ཬݴ ،ଫଃًزو ๤๎ื ا৙৑ݿٺ؇ذ اৎ৊ިڢݠة: اৎ৊ٷ؇ڢލ۰ ࠍ੊ٷ۰ أ؜ݯ؇ء ሌᇿإ ୍ଲاܳލ لܭ ෠ຳݞ وأّگڎم

اৎ৊ٷ؇ڢލ۰. ࠍ੊ٷ۰ ؜ݯި ،દઊଫଃނ ሒᇃݿިدا ا৙৑ݿٺ؇ذة
اܳگ٭۰݄. ؇݄ዛኤ؇ۋޙఈఃஓ୾ وᎂߜߵاف۬ وّگ٭٭݄۬ اܳأ݄ܭ ۱ڍا ًگݠاءة ّڰݯ۳ܹ݄؇ আॻ༟

ّިۏዛዀ؇ت ݆݁ ڢڎ݁۬ ؇ৎ৊ اዛዊৎ৊۠٭۰، أݿٺ؇ذ رۋ۰݁ި، ڣݠ༡؇ت ا৙৑ݿٺ؇ذ ሌᇿإ ا৖৑݁ٺٷ؇ن ෛຳ؇ܳݧ ۬༥ިّأ პაႰ
اܳأగఒ٭۰. ሒᇆଫଃ݁ފ وᎂߜߵاء اܳأ݄ܭ ۱ڍا ّޚިߌߵ ሒᇭ ݿ؇ᆇᆅب وᎂرނ؇دات

݁ٷ؇ل ঌॻ٭ᆇᅹ اܳޚ؇ܳٴ۰ و દઊᄴᄟا َިر ۊٷިڣ۰ اܳލ٭ڹ ل: ሒᇃ؇وا݁ٺٷ ނଲ୍ي ᆇᅦ٭ݑ ؜݆ ଫଊ༟أ أن ॷख़ळިلڰ ৖৑و
اܳٴۜت. أޗިار ᄭᄥޗ٭ ؇݄ዛኤࣖو݁ފ؇ࢾ ؇݄۳ᆇᅦد আॻ༟

ሒᇃࣖݿ؇ࢾ ݆݁ ႟၍و اᄴᄟراݿ۰، ورڣگ؇ء وا৙৑ݬڎڢ؇ء ا৙৑ۋٴ؇ب ሌᇿᎂو ،۰ஓ୷ ୍ଲاܳـ มฆܹف؇༟ ሌᇿإ ୍ଲܳލ؇ً وأّگڎم
اᄴᄟراݿ۰. ݿٷިات ఈః༠ل اܳأިن ࢴࣖ ሒᇿ وڢڎم มฃأ෠ஙو

۰గၵၽً وܳި ًأ٭ڎ، أو ೞಱڢݠ ݆݁ اܳأ݄ܭ ۱ڍا إ෠ຶ؇ز ሒᇭ ݿ؇۱ܾ ݆݁ ႟၍ ሌᇿإ ୍ଲܳލ؇ً ۬༥ިّأ اࠍ੅ٺ؇م، ሒᇭو
اࠍ੊ݞاء. ଫଃ༠ ا৵৩ৠ٭ؕ ෠ຬݞي أن ሌᇿ؇ّأ Մ៰Ղا ݆݁ راۏ٭ً؇ ݬ؇دڢ۰، د؜ިة أو ޗ٭ٴ۰
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ا৙৑ނႤၽل ۰ஓ୴؇لڢႤၽނ৙৑ا ۰ஓ୴؇ڢ

اڤஈஃ֔מ١ اिऻۢ܋ڪոຣت ١଄૥ոؓ
Simple sampling ૭૖٭ޚ۰ ۰਍ಱ؇݁أ
Importance sampling اৎ৊ިۏ۰۳ ۰਍ಱ؇أৎ৊ا
Path integral اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ
Propagator ๤དྷྥٷৎ৊ا
Feynman kernel ڣ؇റഠ೭؇ن َިاة
Minkowski time ௧ௌ݁٭ٷܝިڣފ ز݆݁
Euclidean time ا৕৑ڢܹ٭ڎي ݆݁ෑෂا
Discretization اܳٺگފࡗࡲ
Path اৎ৊ފ؇ر
Hot start اܳފ؇ۊٷ۰ ا৖৑َޚఈఃڢ۰
Acceptance rate اܳگٴިل ݁أڎل
Monte Carlo time Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ز݆݁
Metropolis algorithm ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊިارز݁٭۰
Markov chains ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ
Auto-correlation ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط
Leapfrog algorithm ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا
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اڤո֔ڲ١ اिऻؠ׿ڲ١
ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ޖ۳ިر ሌᇿإ أدى ؇ً࿌ڍر༥ ّޚިراً દઊ๤དྷاܳأ اܳگݠن ఈః༠ل ۰਒ಱڎ੆اࠍ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ዝཇڎت
،؇۱ଫଃّڰފ ؜݆ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ࿾ேݞت มฆܳا اܳޙިا۱ݠ ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ۰੊أ؇ࠍৎ৊ ༥ڎࢴࣖاً ؇ً࿌َޙݠ إޗ؇راً ًިݬڰ۬
اܳٺޚިر ۱ڍا ݁ټܭّ وڢڎ ᄳፁዧرات. اܳޚ٭ڰ٭۰ واܳٴྡྷ٭۰ ሒᆶިاܳـ۳᠌ݠوݪ ଫଃٔ؊واܳٺ ا৙৑ݿިد ྾ཏ੊اࠍ إނأ؇ع ݁ټܭ
ً؇ܳިݬژ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ اࠍ੆ٺ݄٭۰ اݿྥٴُڎܳب ۋ٭ت ا௯௫௵۳ݠي، اৎ৊ފٺިى আॻ༟ اܳޚٴ٭أ۰ ڣ۳ܾ ሒᇭ ᆇᅦ٭گً؇ ৖ً৑ިොູ

اᆇᅀܳި݁٭۰. ل۰ ይዧٷޙݠ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ Ⴄ၍ී߉߳ ෂا أ༡ڎ اܳٺ༲ڎࢴࣖ ༟ڎم ݁ٴڎأ وأݬٴں ،ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا
۰༚؇وݬ٭ ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ۰༚؇ݬ٭ ؇ᆇᆅ ඔ൹ٺ྘أݿ؇ݿ ඔ൹ݬ٭؇ؗٺ ఈః༠ل ݆݁ ༟؇دةً ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ س ࢴُࣖرّ֟
ل؇ݪ٭۰ ر ݁ڰ؇۱ࡗࡲ আॻ༟ وّأٺ݄ڎان ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ۹ਃ಻Ⴄၽ٭గጻዧ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اܳٴྡྷ٭۰ ݆݁ ਍ಾޚܹگ؇ن اይዧٺ؇ن ۱؇ߌଫଊَ߳غ،
،݆݁ෑෂا ؕ݁ اৎ৊ިۏ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا ّޚިر ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ۰༚؇ݬ٭ ّݱژ ඔ൹༡ ڣࠕࠫ .ঌ႓ၽاܳލ اۊٺఈఃڣ۳݄؇ رܾؗ ݁ٺႤၽڣ۰٪
ا৙৑ݿ؇س اܳݱ٭؇ؗٺ؇ن ۱؇ّ؇ن ނၯၽب وڢڎ .؇ዝཏَڰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ޝߜߵات ّޚިر আॻ༟ ۱؇ߌଫଊَ߳غ ۰༚؇ݬ٭ ஼ߵணߙ

[2 ,1] ا௰௯௫ٺܹڰ۰. اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ᄴᄟراݿ۰ اܳٺگܹ٭ڎي
ݿأ۰ أن ݁ڰ؇د۱؇ ،༇ຍاਵؗ৖৑ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ༥ڎࢴࣖة ݁گ؇ر۰ً دߌߵاك اڢଫଐح 1933 ݿٷ۰ ሒᇭ
ڣ؇റഠ೭؇ن ޗިرّ وڢڎ .௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اܳڰأܭ S ஓ୷ټܭ ۋ٭ت exp(iS/h̄) ً؇ܳިزن ߙߵਊಾޔ اᆇᅀܳި݁٭۰ اਐ಻৖৑گ؇ل
اਐ಻گ؇ل أن আॻ༟ ਍ಾݧ มฆܳوا اৎ৊ފ؇ر، আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ًݱ٭ ৖৑ۋگً؇ ؜ਵُف ڣ٭݄؇ 1948 ݿٷ۰ اܳڰଲ୍ة ۱ڍه
اۋٺ݄؇ܳ٭۰ ૭૖أ۰ ݁ފ؇ر ႟၍ ܾ۱؇૭૏ ොຳ٭ت ،؇݄ዛዊ྘ྲྀ اৎ৊݄ܝٷ۰ اৎ৊ފ؇رات ᆇᅹ٭ؕ ଫଊ༟ لࡤࡲ ඔ൹ܳٺ؇༡ ඔ൹ً اࠍ੊ފࡗࡲ
ࢻࣖل اৎ৊ފ؇رات ߙߵا܋ص আॻ༟ ؇ًஓ୴؇ڢ اᆇᅀܳި݁٭۰ ይዧޙިا۱ݠ ༥ڎࢴࣖاً ّݱިراً ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه ڢڎ݁ب وڢڎ ݁أ٭ٷ۰.

[5--3] اܳިۋ٭ڎ. ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊ފ؇ر
؇ዛኡިܳـܝ ڣگޔ ྘ܳݴ ،ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ أᆇᆅ٭۰ اܳݱ٭؇༚؇ت ଫ଒أ܋ ݆݁ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ّأُڎ
۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊وا اᆇᅀܳި݁٭۰ اࠍ੆گިل ل۰ َޙݠ ሒᇭ اܳިاݿأ۰ ؇ዛኤ؇ّޚٴ٭گ ૭૖ྟص ألݯً؇ ًܭ اܳٺگܹ٭ڎل۰، ይዧݱ٭؇༚؇ت Ⴄၽ݁ڣ۰٪
௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اࠍ੆ڎ اݿ༥ଫଐ؇ع ܋٭ڰ٭۰ ޗٴ٭أ٭۰ ًݱިرة ༃ّިࡵ ؇ዛኡأ პაႰ .۰ਃಮاܳأލިا وا৙৑َޙ۰݄ ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا
ሒᇬ؇ً আॻ༟ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اৎ৊ފ؇ر ۰ᆇᆅ؇݁ފ ዛኤ٭݄݆ ۋ٭ت ݬ؞ଫଃة، h̄ اৎ৊ݱ؞ݠ ۹َఈఃً ೑ಸ؇ٔ ڢ٭۰݄ ّݱٴں ؜ٷڎ݁؇

[3] اৎ৊ފ؇رات.
اܳٺިاڣࠔࠫ وا୒ୖݞاز اࠍ੆ݠ Ⴄ၍ࠍ੊ފࡗࡲ اܳྟފ٭ޚ۰ ا৙৑َޙ۰݄ ًأݥ وݬژ ሒᇭ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اࠍ੆ߺࠊل ෠ຶ؇ح ورܾؗ
෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ ّأگ٭ڎاً، ଫ଒أ܋ ّܝިن اܳިاڢأ٭۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ݁أޙܾ ڣ؆ن ،ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا وذرة ሒᇧިᆇᅀܳا
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۱ڍه ᄴᄟراݿ۰ أݿ؇ݿ٭۰ أداة اܳأڎدل۰ اܳޚݠق أݬٴۜب ዻዧᄳᄟ .ᄭᄥ݁ފٺۜ٭ أو ݬأٴ۰ اᄴᄟڢ٭گ۰ اࠍ੆ߺࠊل
.۰਒ಱڎ੆اࠍ اࠍ੆ިݿٴ۰ ڢڎرات ሒᇭ ଫଃاܳـܝٴ اܳٺޚިر ؕ݁ ༠؇ݬ۰ ا৙৑َޙ۰݄،

أ༥ܭ ݆݁ ይዧأ٭ٷ؇ت ሒᆶاܳأލިا اܳٺިܳ٭ڎ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ มฆܳا Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ ޗݠق اܳޚݠق ۱ڍه أ۱ܾ ඔ൹ً و݆݁
ًأڎ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ؕ݁ ؇۳෠੼د ؜ٷڎ ؇ዛውڣأ؇ܳ٭ ازدادت وڢڎ .۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ٺިݿޚ؇ت ۋފ؇ب
ሌᇿإ exp(iS/h̄) ሒᇀࣕاܳٺڍࢻ اܳأ؇݁ܭ ౫౜దިل ۋ٭ت ا৕৑ڢܹ٭ڎي، ݆݁ෑෂا ሌᇿإ واਐ಻৖৑گ؇ل ل۹ و لܭ ިොູ إරජاء
۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ৎ৊ފ؇فܭ ۰ዛኞ؇݁ލ اᆇᅀܳި݁٭۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ ا৕৑ڢܹ٭ڎي، اܳڰأܭ আॻ༟ لأٺ݄ڎ ݁ٺٷ؇ڢݧ ๴ངأ ༟؇݁ܭ

[7 ,6] ًܝڰ؇ءة. اܳأڎدل۰ ۰੊أ؇ࠍగጻዧ ᄭᄥً؇وڢ ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا
اৎ৊ފ؇رات ᆇᅹ٭ؕ আॻ༟ اৎ৊ފٺ݄ݠ اܳٺႤၽ݁ܭ اݿྥٴڎال আॻ༟ Ⴄ၍رܳި ೑಻ިஓ୾ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ أݿߺࠊب لگިم
݆݁ اܳأڎࢴࣖ ොຳފ؇ب ૭૏݄ں اᄳᄟي ਵਦ৙৑ا ݁ٺگޚأ۰، ز݁ٷ٭۰ ᄎჼނٴ আॻ༟ ݁أݠڣ۰ ༟ڎدل۰ ᄭᄟ؊ފஓ୾ اৎ৊݄ܝٷ۰
೑಻ި݁ لگ۰ ޗݠ أن ଫଃ༚ ا৖৑رਊಾ؇ط. دوال و اৎ৊ڎرႤ၍ت ݁ٺިݿޚ؇ت ݁ټܭ ۰݄۳ৎ৊ا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اᆇᅀܳ٭؇ت
ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰، اܳྥލఈః൑ശت ඔ൹ً ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ᄭႍၽ݁ލ ݆݁ ༚؇ܳٴً؇ ሒᇃ؇ّأ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި

دڢ٭گ۰. ༇຀؇ਐ಻ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل اৎ৊ޚߺࠊب اႤ၍؇௱௯௫ة ز݆݁ ل؇دة وز ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا اܳـܝڰ؇ءة اෛຶڰ؇ض
(Hybrid Monte Carlo) ا୒ୖ۠٭ٷ۰ Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ لگ۰ ޗݠ ޖ۳ݠت اܳݱأ۰ًި ۱ڍه আॻ༟ وይዧٺ؞ܹص
اڢଫଐاح আॻ༟ ؇ዛኤًگڎر اࠍ੅ިارز݁٭۰ ۱ڍه ଩ଃറണ೺و ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ. وۊިارز݁٭۰ اࠍ੊ݞ཯ྕ٭۰ Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟا ඔ൹ً ؕᆇ໶໢ มฆܳا
ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳݱۜ٭ں، ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا لؕ اܳٺިز আॻ༟ ا௱௯௫؇ڣޙ۰ ؕ݁ اܳྥލఈః൑ശت ڣݯ؇ء ሒᇭ ًأ٭ڎة اਐ಻گ؇৖৑ت
ا৙৑ًأ؇د ذات ا৙৑َޙ۰݄ ሒᇭ ༠؇ݬ۰ ،ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا ا৖৑ݿٺܝލ؇ف ܋ڰ؇ءة ඔ൹ފොູو ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ّگܹ٭ܭ

[8] .۰ਃಸިݿ؇੆واࠍ ل۰ اܳٷޙݠ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ّޚٴ٭گ؇ت ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ሒᇭ ؇ዛውڣأ؇ܳ٭ أཿྟٺب وڢڎ اৎ৊ݠّڰأ۰.
اܳٺႤၽ݁ܭ إޗ؇ر ሒᇭ Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ ۊިارز݁٭؇ت وّޚިߌߵ ّޚٴ٭ݑ اᄴᄟراݿ؇ت ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ਍ಾ؇وܳب وڢڎ
আॻ༟ اܳٺఈః݁Ⴄၽت Ⴄ၍؇௱௯௫ة ᆇᅦܹ٭ً؇ ؜ਵݪً؇ ܾୖ୒؇݁گ ሒᇭ وآරඝون Westbroek ڢڎم ڣگڎ اৎ৊ފ؇ر. আॻ༟
ا৙৑ۊޚ؇ء وّگڎߌߵ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ۰੊݁أ؇ࠍ আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐܳا ؕ݁ ،ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ا୒ୖݞاز ً؇ݿٺ༱ڎام اৎ৊ފ؇ر
݁؇ر܋ިف- ܳޚݠق واܳأڎدل۰ ل۰ اܳٷޙݠ ا৙৑ݿݴ ᄩᄥᆇᅦ ሒᇭ Joseph اݿٺأݠض პაႰ .[9] ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا
Ostmeyer اڢଫଐح أරඝى، ۏ۰۳ و݆݁ .[8] اᆇᅀܳި݁٭۰ اࠍ੆گިل ل؇ت َޙݠ ሒᇭ ؇ዛኤ؇وّޚٴ٭گ Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁
أ༠ڍ ܋ڰ؇ءة ඔ൹ފොູو HMC Ⴄ၍؇ො੼ة ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ܳٺگܹ٭ܭ لگ۰ ޗݠ ܾୖ୒؇݁گ ሒᇭ Buividovichو

.[10] اᄴᄟڢ٭ݑ لଫଃي اܳڰިر ا๤ཏྥܳلؕ ఈః༠ل ݆݁ اܳأ٭ٷ؇ت
HMC لگ۰ ޗݠ أداء ඔ൹ً ዛዊ݁۠٭۰ ًݱިرة ّگ؇رن มฆܳا اᄴᄟراݿ؇ت ڣ؆ن اৎ৊ݞال؇، ۱ڍه ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟
৙৑َޙ۰݄ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ปฆۋ ො੼ڎودة، ਊಾࠔࠥ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ إޗ؇ر ሒᇭ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ لگ۰ وޗݠ
اܳأ݄ܭ ۱ڍا أᆇᆅ٭۰ ོྡྷٴؕ ۱ٷ؇ و݆݁ .ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ا୒ୖݞاز ݁ټܭ دڢ٭گ۰ ොູܹ٭ܹ٭۰ ৖ً৑ߺࠊ༡ ጥ጑ٺஓ஄ ૭૖٭ޚ۰
اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ႟ၽً ؇ዛውᚶو݁گ؇ر HMC Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد لگ۰ ޗݠ و܋ڰ؇ءة دڢ۰ ّگ٭ࡗࡲ ሌᇿإ ዛኗڎف اᄳᄟي

اܳٺگܹ٭ڎل۰. Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ لگ۰ ܳޚݠ واܳأڎدل۰ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰
اܳأڎدل۰ واࠍ੅ިارز݁٭؇ت اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ڣأ؇ܳ٭۰ ݁ڎى دراݿ۰ ሒᇭ اܳٴۜت إނႤၽܳ٭۰ റണ೺ټܭ
؇ًਃಸ؇ۋފ ᄭᄟ؇ڣأ ༇຀؇ਐ಻ আॻ༟ واࠍ੆ݱިل اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ وݬژ ሒᇭ HMC لگ۰ ޗݠ و༠؇ݬ۰ ؇ዛኞ اৎ৊ݠਊಾޚ۰
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واৎ৊گ؇ر۰َ. ᄴፁዧراݿ۰ ؇ً༥ިذஓ஁ ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ا୒ୖݞاز اෛູ؇ذ ؕ݁
ل۰ اܳٷޙݠ ا৙৑ݿݴ ا৙৑ول اܳڰݱܭ ཯ྥٷ؇ول ڣݱިل. ۰ٔఈఃٔ ሌᇿإ اৎ৊ڍாணة ّگފࡗࡲ ቕቆ ا୒ୖڎف، ۱ڍا وܳٺۜگ٭ݑ
ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ أ݁؇ .ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ا୒ୖݞاز আॻ༟ وّޚٴ٭گ۳؇ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇وݬ٭ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊
اܳټ؇ܳت اܳڰݱܭ ปฃُلأ ඔ൹༡ ሒᇭ . اܳأڎدل۰ ؇ዛኤ؇وّޚٴ٭گ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ ࠍ੅ިارز݁٭؇ت ڣ٭ُۛݱݧ
೑಻ި݁ ༇຀؇وྲྀྡྷٺ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ً؇ࠍ੆ߺࠊل ؇۳෠ຩ؇ਐ಻ ݁گ؇ر۰َ ቕ቉ َڰފ۬، اܳٷޙ؇م আॻ༟ وّޚٴ٭گ۳؇ HMC لگ۰ ޗݠ ࢻࣖراݿ۰
اܳأ݄ܭ ۱ڍا ّޚިߌߵ وآڣ؇ق ؇ዛዀܳإ اৎ৊ٺިݬܭ ༇຀؇اܳٷٺ أ۱ܾ ਐಾݯ݄݆ ۰݁؇༟ ۰ஓ஄؇ෛຳ اৎ৊ڍாணة ෛٺࡤࡲ ُູ و اܳٺگܹ٭ڎل۰. Ⴄ၍رܳި

.ًఈః݁ފٺگٴ
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1 اڤءۢڞ
اڤ༓ۻץܙي જੴ຋ ਲਤاڤـ ٪ॴబပ࿮ڲמ

٤଄૵מ׿ 1 .1
اܳިݬژ لިڣݠّ إذ ،۰਒ಱڎ੆اࠍ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ل۰ اܳٷޙݠ ا৙৑ݿݴ أ۱ܾ أ༡ڎ ม฀اܳྡྷފ ଫଃ༚ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ لأُڎّ
ဪلأ؇ࠍ و اᆇᅀܳި݁٭۰. وا଩ଐ۱৖৑ازات ا৙৑وܳ٭۰ واࠍ੊ފ٭݄؇ت اᄳᄟرات ݁ټܭ ل۰ ا௯௫௵۳ݠ ا৙৑َޙ۰݄ ܳފߺࠊك اᄴᄟڢ٭ݑ
اܳިݬژ ۱ڍا لأٺ݄ڎ .؇۱ଫଃّڰފ ؜݆ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ࿾ேݞت มฆܳا اܳޙިا۱ݠ ሒᆶ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৕৑ޗ؇ر ۱ڍا
إ༟؇دة ሌᇿإ أدى ؇ᆙᆘ اܳگ٭؇س، اᆇᅀܳި݁٭۰واۋٺ݄؇৖৑ت اৎ৊ޝߜߵات ،۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ሒᇭ റണ೺ټܭ ༥ڎࢴࣖة ݁ڰ؇۱ࡗࡲ আॻ༟

[11] .௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا اࠍ੆ٺ݄޶ اܳިݬژ ݆݁ ৖ً৑ࣖࢻ اۋٺ݄؇ܳ٭۰ ًݱިرة ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ඔ൹َاܳگިا ۰༚؇ݬ٭
ᄭᄟ݁أ؇د ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ ม฀اܳྡྷފ ଫଃ༚ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ٴ؇دئ ݿٷأݠض اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ
ඔ൹ݬ٭؞ٺ ؇ᆇᆅ؜ٺٴ؇ر؇ً و۱؇ߌଫଊَ߳غ ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ঌॻټ٭ஓ஄ ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ ཹྥٷ؇ول ቕ቉ اᆇᅀܳި݁٭۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ وّޚިر ๤ཇود਍ಱ؞ݠ
لࡤࡲ ۋ٭ت ܳڰ؇റഠ೭؇ن، اৎ৊ފ؇ر Ⴄၽّ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ሌᇿإ ཹྡྷٺگܭ ዻዧذ ًأڎ اᆇᅀܳި݁٭۰. ا৙৑َޙ۰݄ ܳިݬژ ඔ൹ڣ٪ٺႤၽ݁ٺ
اਐ಻৖৑گ؇ل ݿྡྷފٺأݠض პაႰ اৎ৊݄ܝٷ۰. اৎ৊ފ؇رات ᆇᅹ٭ؕ আॻ༟ ؇ً༟ިᆇ୞୘ ً؇؜ٺٴ؇ر۱؇ اᆇᅀܳި݁٭۰ اܳފأ؇ت ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ
ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ۳ይዧݞاز ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا اܳٺگފࡗࡲ ᄭᄟدا ۰ً؇঺঒ ሌᇿإ ৖ً৑ިوݬ ل۹، و لܭ ިොູو ا৕৑ڢܹ٭ڎي ݆݁ෑෂا ሌᇿإ

واႤ၍؇௱௯௫ة. اܳأڎدل۰ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ሒᇭ ৖৑ۋگً؇ ૭ُ૜ٺ༱ڎم มฆܳا اܳݱ٭؞۰ ሒሃو ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰، اܳݱ٭؞۰ ሒᇭ

෕ຸودॾఢ֏ۑ ႞႐دո֔ڲ 2 .1
ܳٺޚިر ๴ཚ؇ل ීෂا اܳިݬژ ّިڣݠّ اܳـળુ،إذ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ ا৙৑ݿ؇س ࿭੗ݠ ๤ཇودَ؞ݠ ඔ൹إرڣ ᄭᄟ݁أ؇د ّأُڎّ
আॻ༟ لأٺ݄ڎ اᄳᄟي ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ఈః༠ف আॻڣأ .݆݁ෑෂا ؕ݁ ሒᆶ؇ل ଩ଃاܳڰ ይዧٷޙ؇م اᆇᅀܳި݁٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ
اৎ৊أߺࠊ݁؇ت ᆇᅹ٭ؕ আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا আॻ༟ ሒᇧިᆇᅀܳا اܳިݬژ لگިم ࢻࣖڢ۰، اࠍ੊ފࡗࡲ ݁ފ؇ر ොູڎࢴࣖ
ا୒ୖ؇݁٭ܹٺਃ಻ި؇ن، ݁ޝߜߵ ଫଃٔ؊ّ ොູب ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ଫّଃّ؞ ܋٭ڰ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه وොູڎد اܳٷޙ؇م. ۋިل اৎ৊݄ܝٷ۰
ا௰௯௫ٺܹڰ۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃواܳڰ ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ اࠍ੅ިاص ً؇ݿٺఈః༱ص ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ ይዧٷޙ؇م، اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ஓ୷ټܭ اᄳᄟي
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๤ཇودَ؞ݠ ᄭᄟ݁أ؇د ႟ၽّ૰૜ ዻዧᄳᄟ .۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ గጻዧޝߜߵات اৎ৊ٺިڢأ۰ اܳگࡗࡲ وّޚިر اܳگ٭؇س اۋٺ݄؇৖৑ت ݁ټܭ
[11] .ม฀اܳྡྷފ ଫଃ༚ ا৕৑ޗ؇ر ሒᇭ اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ Ⴄၽ݁٭؇਍ಱد ܳڰ۳ܾ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا৖৑َޚఈఃق َگޚ۰

:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ఈః༠ل ݆݁ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ๤ཇود਍ಱ؞ݠ لݱژ

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ|ψ(t)⟩ (1 .1)

රජ؆࿓اء ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ ،݆݁ෑෂا আॻ༟ ۰༡ا๤ཛྷ لأٺ݄ڎ ৖৑ ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒ا ݁ޝߜߵ أن َڰଫଐض ،؇ୖ୒ اܳأ؇م اࠍ੆ܭ و෠ຬ৕৑؇د
:۰ਃಮ؇ዛዊܳا ᄭᄟ؇੆اࠍ ሌᇿإ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ᄭᄟ؇੆اࠍ ݆݁ ๤ཇ؇ٴৎ৊ا واܳٺႤၽ݁ܭ గጻዧٺ؞ଫଃات ڣݱܭ

d|ψ(t)⟩
|ψ(t)⟩

= − i

h̄
Ĥ dt

∫ |ψ(t)⟩

|ψ(t0)⟩

d|ψ(t)⟩
|ψ(t)⟩

= − i

h̄

∫ t

t0

Ĥ dt

|ψ(t)⟩ = e−
i
h̄
Ĥ(t−t0)|ψ(t0)⟩ (2 .1)

ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ݆݁ෑෂا ݆݁ ይዧٷޙ؇م اᆇᅀܳި݁٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ّޚިر لݱژ اᄳᄟي اৎ৊ޝߜߵ U(t, t0) มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ݁ޝߜߵ ஓ୷ټܭ
.t ݆݁ෑෂا ሌᇿإ t0

U(t, t0) = e−
i
h̄
Ĥ(t−t0) (3 .1)
:႟ၽܳލ؇ً اᆇᅀܳި݁٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ّޚިر لݱٴں ዻዧࣕوࢻ

|ψ(t)⟩ = U(t, t0)|ψ(t0)⟩ (4 .1)
: আॻ༟ ොຶݱܭ ᄭᄟ؇੆اࠍ ނأ؇ع আॻ༟ ا৖৑َ؞ఈఃق ఈః༟ڢ۰ ࿓؆د༠؇ل و اৎ৊ިݪؕ ஓ஄ټ٭ܭ ሌᇿإ وਐ಻ఈዳዧگ؇ل

|ψ(t)⟩ = Î|ψ(t)⟩ (5 .1)
ۋ٭ت

Î =

∫
|x⟩⟨x| dx

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
|ψ(t)⟩ =

∫
dx |x⟩⟨x|ψ(t)⟩ (6 .1)

أي
ψ(x, t) = ⟨x|ψ(t)⟩ (7 .1)
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෕ຸودॾఢ֏ۑ ଄૵׭מڞ و ո٢ܽݤજ੻ֿغ ଄૵׭מڞ അ೪ּ ١ؓ୹୴֔اڤ 3 .1
ෛຬٺܹڰ؇ن ۋ٭ت ،ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ ඔ൹٪ڣႤၽ݁ ඔ൹وݬڰ ஓ஄ټఈఃن ؇݄ዛኡިًܝ و۱؇ߌଫଊَ߳غ ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ݬ٭؇ؗٺ؇ ߙߵਊಾޔ
ނأ؇ع আॻ༟ ৖ً৑ިᆇ୚୘ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر لܝިن ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ۰༚؇ݬ٭ ڣࠕࠫ .มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ஓ஄ټ٭ܭ لگ۰ ޗݠ ሒᇭ ڣگޔ
،݆݁ෑෂا ؕ݁ ۰ਐಸ؇ٔ ᄭᄟ؇੆اࠍ ਊಾࠔࠥ ۱؇ߌଫଊَ߳غ ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ اৎ৊گ؇ًܭ، ሒᇭ .۰ਐಸ؇ٔ اৎ৊ޝߜߵات ਊಾࠔࠥ ྘ྲྀٷ݄؇ ،ᄭᄟ؇੆اࠍ
[3] .ඔ൹اܳݱ٭؞ٺ ఈ႙၍ ሒᇭ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ༇຀؇اܳٷٺ َڰݴ আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ؕ݁ اৎ৊ޝߜߵات، ሌᇿإ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر و཯ྡྷٺگܭ

๤ཇود਍ಱ؞ݠ: ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟاᄕც (7 .1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ਊ಻ڎأ اܳأఈఃڢ۰، ۱ڍه ܳٺިݪ٭ں
ψ(x, t) = ⟨x|ψ(t)⟩S (8 .1)

|ψ(t)⟩ = U(t, t0) |ψ(t0)⟩ (9 .1)
:ሒᇆ৖৑Ⴄ၍ ۱؇ߌଫଊَ߳غ ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ ؇ዝཏَڰ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ ل۬ ૭૏؇و ؇ஓ୾ ᄭᄟ؇੆اࠍ ނأ؇ع ّأިلݥ ًأڎ

ψ(x, t) = ⟨x, t|ψ(t0)⟩H (10 .1)
َܝٺص: ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ۰༚؇ݬ٭ ڣࠕࠫ اৎ৊ިݪؕ، ৎ৊ޝߜߵ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ٍأ݁؇

X̂S |x⟩ = X |x⟩ (11 .1)
:มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ݁ޝߜߵ ࿓؆د༠؇ل َگިم ቕ቉

X̂Se
− iĤt

h̄ e
iĤt
h̄ |x⟩ = X e−

iĤt
h̄ e

iĤt
h̄ |x⟩ (12 .1)

X̂Se
− iĤt

h̄ |x, t⟩ = X e−
iĤt
h̄ |x, t⟩ (13 .1)

:আॻ༟ ොຶݱܭ e
iĤt
h̄ ًـ ا྘ܳފ؇ر ݆݁ ඔ൹اܳޚݠڣ ๤ཟًب

e
iĤt
h̄ X̂Se

− iĤt
h̄ |x, t⟩ = e

iĤt
h̄ X e−

iĤt
h̄ |x, t⟩ (14 .1)

۱؇ߌଫଊَ߳غ: ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ اৎ৊ިݪؕ ݁ޝߜߵ ሌᇿإ َݱܭ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
X̂H |x, t⟩ = X |x, t⟩ (15 .1)

ۋ٭ت:
X̂H = e

iĤt
h̄ X̂Se

− iĤt
h̄ (16 .1)

|x, t⟩ = e
iĤt
h̄ |x⟩ (17 .1)
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ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ੯੩ޚ਍಻و ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ َܝٺص وا৚৑ن،
⟨x′|ψ(t′)⟩ = ⟨x′|e−

iĤ(t′−t)
h̄ Î|ψ(t)⟩ (18 .1)

ا৕৑َ؞ఈఃق: ఈః༟ڢ۰ ً؇ݿٺ༱ڎام
⟨x′|ψ(t′)⟩ =

∫
dx ⟨x′|e−

iĤ(t′−t)
h̄ |x⟩⟨x|ψ(t)⟩ (19 .1)

ۋ٭ت
K(x′, t′; x, t) = ⟨x′|e−

iĤ(t′−t)
h̄ |x⟩ (20 .1)
:۰ً؇঺঒ ڣ٭݄ܝٷٷ؇ ۱؇ߌଫଊَ߳غ، ۰༚؇ݬ٭ ݆݁ أ݁؇

⟨x′|ψ(t′)⟩ = ⟨x′, t′|ψ⟩H (21 .1)

⟨x′, t′|ψ(t)⟩ =
∫
dx ⟨x′, t′|x, t⟩ ⟨x, t|ψ⟩H (22 .1)

⟨x′, t′|x, t⟩ = ⟨x′|e−
iĤ(t′−t)

h̄ |x⟩ = K(x′, t′; x, t) (23 .1)
ۋފ؇ً۬ ݆݁ اܳ؞؇ل۰ (feynman kernal ڣ؇റഠ೭؇ن (َިاة اਐ಻৖৑گ؇ل ݿأ۰ أ ๤དྷྥٷৎ৊؇ً K(x′, t′; x, t) ް݄૭૏

๤ཇود਍ಱ؞ݠ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ި۱
ψ(x′, t′) =

∫
dxK(x′, t′; x, t)ψ(x, t) (24 .1)

ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ أරඝى ًأٴ؇رة ،۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل لޝدي ๤དྷྥٷৎ৊ا আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ أن ا৖৑ن ؇ොෘوا ً؇ت
ሒᇼ؇اܳލأ ۱٭ଫଊܹت ڣݯ؇ء أو اৎ৊ޝߜߵات ሌᇿا اෂීۏިع دون ๤ཇود਍ಱ؞ݠ

ඒ൱ۻ༓اڤ જੴ຋ ਲਤاڤـ ٪ॴబပ࿮מिऻ ոಢ಑౞ոؔن ပ࿮ׂڲڞ 4 .1
ل۰ ݁ྥފ؇و ݬ؞ଫଃة أඹජاء ሌᇿا ݆݁ෑෂا ො੼ިر ྾ཏلگ ڣ٭۬ و ๤དྷྥٷৎ৊ا ۋފ؇ب ڣ؇റഠ೭؇ن ݬ٭؞۰ ሌᇿا اܳިݬިل ਐಱޚܹص

:[12 ,3] ሌᇿأو ੅ျޚިة
t′ = t+N ∆t ⇒ ∆t =

t′ − t

N

݆݁ اࠍ੊ފࡗࡲ اਐ಻گ؇ل ஓ஄ټܭ มฆܳا اܳފأ۰ أي ،ඔ൹݁ٺٺ؇ܳ٭ ඔ൹݁ިݪأ ඔ൹ً ࠯࠵࠾ފࡗࡲ اਐ಻৖৑گ؇ل ݿأ۰ ොຶފص ዻዧذ ًأڎ
۱ڍه ஓ୾ݯ؇؜ڰ۰ َگިم اৎ৊ިاܳ٭۰ اࠍ੅ޚިة ሒᇭ .ti+1 ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ xi+1 اৎ৊ިݪؕ ሌᇿإ ti ا࠯࠵࠺ޙ۰ ؜ٷڎ xi اৎ৊ިݪؕ
t ݆݁ෑෂا ؜ٷڎ x اৎ৊ިݪؕ ݆݁ اࠍ੊ފࡗࡲ اਐ಻گ؇ل ݿأ۰ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل اܳݱ؞ଫଃة اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰଫଐات ৵৩ৠ٭ؕ اܳފأ؇ت

اܳިݿ٭ޚ۰ ً؇ܳٷگ؇ط ஓ୷ݠ ො੼ڎد ݁ފ؇ر ଫଊ༟ t′ ݆݁ෑෂا ؜ٷڎ x′ اৎ৊ިݪؕ ሌᇿإ
8
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[12] .x1, x2, . . . , xN−1

اৎ৊݄ܝٷ۰ اৎ৊ފ؇رات ᆇᅹ٭ؕ ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت ؕᆇᅹ ఈః༠ل ݆݁ ਐ಻ఈዳዧگ؇ل اၯၽܳ٭۰ اܳފأ۰ আॻ༟ ොຶݱܭ وأଫଃ༠اً،
.x′ و x ඔ൹اܳٷگޚٺ ඔ൹ً ߙߵًޔ มฆܳا

x',t' و x,t ඔ൹اܳٷگޚٺ ඔ൹ً ߌߵًޔ ݁ފ؇ر :1 .1 ႟ၽނ
ا৖৑ۋٺ݄؇ل: ܳފأ؇ت اܳٺ݄۠٭ؕ ༠؇ݬ٭۰ ૭૙ٺ༱ڎم ل؇ݪ٭ً؇، ر ዻዧذ ۰༚؇ܳݱ٭

⟨xN , tN |x0, t0⟩ =
∫
dx1 ⟨xN , tN |x1, t1⟩⟨x1, t1|x0, t0⟩ (25 .1)

=

∫
dx1dx2 ⟨xN , tN |x2, t2⟩⟨x2, t2|x1, t1⟩⟨x1, t1|x0, t0⟩ (26 .1)

=

∫
dx1dx2 . . . dxN−1 ⟨xN , tN |xN−1, tN−1⟩ · · · ⟨x1, t1|x0, t0⟩ (27 .1)

اܳٺޚިر: ݁ޝߜߵ ًިاݿޚ۰ ඔ൹݁ٺٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ٺ྘ز݁ٷ ඔ൹ّިۊޚ ඔ൹ً اܳފأ۰ ؜݆ ଫଊَأ ۱ٷ؇، ݆݁
⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ = ⟨xi+1|e−

iĤ(ti+1−ti)

h̄ |xi⟩

= ⟨xi+1|e−
iĤ ∆t

h̄ |xi⟩
(28 .1)

اᄴᄟڣؕ: ڣݯ؇ء ሒᇭ ا৕৑َ؞ఈఃق ఈః༟ڢ؇ت ࿓؆د༠؇ل َگިم ቕ቉∫
dp

2πh̄
|p⟩⟨p| = I (29 .1)
9
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๤ཇط ොຬگݑ ؇ஓ୾ اᄴᄟڣؕ ڣݯ؇ء ሒᇭ ۰ਃಾاᄳᄟا ࠯࠵࠺؇৖৑ت ෛ੼ٺܹژ لژ ّأݠ اۊٺ٭؇ر ۰༶ཹྥ٭ اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه ّޙ۳ݠ
[3] اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ۰ ّݱٴں ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ڣࠕࠫ اܳٺٷޙࡗࡲ.

⟨p|p′⟩ = 2πh̄ δ(p− p′) (30 .1)
.I ا༡ިܳڎة ݁ޝߜߵ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ܳݯ݄؇ن 1

2πh̄
اܳأ؇݁ܭ لޙ۳ݠ ዻዧᄳᄟ

⟨xN , tN |x0, t0⟩ =
∫
dx1dx2 . . . dxN−1

∫
dp0
2πh̄

dp1
2πh̄

. . .
dpN−1

2πh̄

× ⟨xN , tN |pN−1⟩⟨pN−1|xN−1, tN−1⟩ · · · ⟨x1, t1|p0⟩⟨p0|x0, t0⟩
(31 .1)

:۰ً؇঺঒ ألݯ؇ ஓ୷ܝ݆ و
⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ =

∫
dpi
2πh̄

⟨xi+1, ti+1|pi⟩⟨pi|xi, ti⟩

=

∫
dpi
2πh̄

⟨xi+1|pi⟩⟨pi|e−
iĤ ∆t

h̄ |xi⟩
(32 .1)

ّ؇لߺࠊر ๤๑ฺ اݿٺأ݄؇ل اذن ஓ୷ܝ݆ اܳـܝڰ؇ل۰ ڣ٭۬ ؇ஓ୾ ଫଃݬ؞ ∆t أن ؇ஓ୾
e−

iĤ ∆t
h̄ ≈ 1− iĤ∆t

h̄
+O(∆t2) (33 .1)

:আॻ༟ ොຶݱܭ وً؇ܳٺأިلݥ
⟨pi|e−

iĤ ∆t
h̄ |xi⟩ = ⟨pi|1−

iĤ∆t

h̄
+O(∆t2)|xi⟩

= ⟨pi|1|xi⟩ − ⟨pi|
iĤ∆t

h̄
|xi⟩+O(∆t2)

= ⟨pi|xi⟩ −
i∆t

h̄
⟨pi|Ĥ|xi⟩+O(∆t2)

(34 .1)

اܳފأ۰: ّݱٴں ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ =

∫
dpi
2πh̄

⟨xi+1|pi⟩
[
⟨pi|xi⟩ −

i∆t

h̄
⟨pi|Ĥ|xi⟩

] (35 .1)
⟨x | p⟩ = 1√

2πh̄
e

i
h̄
px ً؇ܳأఈఃڢ۰ ا৖৑ن َأިض

⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ =
∫

dpi
2πh̄

1

2πh̄
e

i
h̄
pixi+1

[
e−

i
h̄
pixi − i∆t

h̄
⟨pi|Ĥ|xi⟩

] (36 .1)
اܳأިا݁ܭ: وਐಸྟފ٭ޔ

⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ =
∫

dpi
2πh̄

e
i
h̄
pi(xi+1−xi)

[
1− i∆t

h̄

⟨pi|Ĥ|xi⟩
⟨pi|xi⟩

]
(37 .1)

واৎ৊ިݪؕ: اࠍ੅ޚ޶ اᄴᄟڣؕ ڣݯ؇ء ሒᇭ ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒ا ࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੅؇ݬ٭۰ ૭૙ٺ༱ڎم ۱ٷ؇
⟨p | Ĥ(p̂, x̂) | x⟩ = H(p, x) ⟨p | x⟩ (38 .1)
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:ሌᇿإ ๤ཏاܳـܝ ๤ཡٺෛຬ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
⟨p | Ĥ | x⟩
⟨p | x⟩

=
H(p, x) ⟨p | x⟩

⟨p | x⟩
= H(p, x)

(39 .1)

اܳگިس أن ఈఃَۋޓ ]ا৚৑ن،
1− i∆t

h̄
H(pi, xi)

]
ا৙৑ݿ٭۰ ᄭᄟاᄴፁዧ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ๤དྷྡྷܳا ݿިى ྘ܳݴ

exp
(
− i

h̄
H(pi, xi)∆t

)
.

أ૭૖ޔ. ႟ၽ૰૖ اܳފأ۰ ۰ً؇঺঒ إ༟؇دة ஓ୷ܝٷٷ؇ ዻዧᄳᄟ
⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ =

∫
dpi
2πh̄

exp
[
i

h̄
pi(xi+1 − xi)−

i

h̄
H(pi, xi)∆t

] (40 .1)
وَأިض (31 .1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ۰ਃಮ؇ዛዊܳوا ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ඔ൹اܳٷگޚٺ ඔ൹ً ይዧފأ۰ اႤၽܳ݁ܭ ଫଃاܳٺأٴ ሌᇿإ ܳٷأڎ وا৚৑ن

:۰༶اܳٷྥ٭ ዛኞ(41 .1)ڍه
⟨xN , tN |x0, t0⟩ =

∫
dx1 . . . dxN−1

N−1∏
i=0

[∫
dpi
2πh̄

exp
(
i

h̄
pi(xi+1 − xi)−

i

h̄
H(pi, xi)∆t

)]

وا༡ڎ: أس ሒᇭ ا৙৑ݿ٭۰ اܳأިا݁ܭ ౯౜భ݄٭ؕ َگިم
⟨xN , tN |x0, t0⟩ =

∫ (N−1∏
i=1

dxi

)(
N−1∏
i=0

dpi
2πh̄

)
exp

[
i

h̄

N−1∑
i=0

(pi(xi+1 − xi)−H(pi, xi)∆t)

]
(42 .1)

ا௯௫௵݄ިع: ݆݁ ∆t ༟؇݁ܭ ෛຶݠج ،؇ً༡ިوݪ ଫ଒أ܋ اܳݱ٭؞۰ ࠍ੊أܭ
⟨xN , tN |x0, t0⟩ =

∫ (N−1∏
i=1

dxi

)(
N−1∏
i=0

dpi
2πh̄

)
exp

[
i

h̄

N−1∑
i=0

∆t

(
pi
xi+1 − xi

∆t
−H(pi, xi)

)]
(43 .1)

اܳٺႤၽ݁ܭ ݁گ؇྘཯ݴ َأݠف ۋ٭ت ዛኡ؇ل۰، ৖৑ ؇݁ ሌᇿإ N لޝول ؜ٷڎ݁؇ ᄭᄥٺݱৎ৊ا اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ا৚৑ن ཹྡྷٺگܭ
اৎ৊ފٺ݄ݠة:

Dx = lim
N→∞

N−1∏
i=1

dxi (44 .1)

Dp = lim
N→∞

N−1∏
i=0

dpi
2πh̄

(45 .1)
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:႟ၽܳލ؇ً لڰ۳݄؇ ّأݠ لࡤࡲ มฃ݁ෑෂا واܳٺႤၽ݁ܭ ا࠯࠵࠺ޙ٭۰ ۰༟๤ཏܳا أن َأݠف პაႰ
xi+1 − xi

∆t
→ ẋ(ti) ( N → ∞ )

N−1∑
i=0

∆t f(xi, pi) →
∫ tN

t0

dt f(x(t), p(t)) (∆t→ 0 )

⇒
N−1∑
i=0

∆t

[
pi
xi+1 − xi

∆t
−H(pi, xi)

]
→
∫ tN

t0

dt [pẋ−H(p, x)]

:௧ௌ݁٭ٷܝިڣފ ز݆݁ ሒᇭ اৎ৊ފ؇ر ܳٺႤၽ݁ܭ ۰ਃಮ؇ዛዊܳا اܳݱ٭؞۰ আॻ༟ ොຶݱܭ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
⟨x′, t′|x, t⟩ =

∫
DxDp exp

[
i

h̄

∫ tN

t0

dt (pẋ−H)

] (46 .1)

:٪ֵ و ֵڞ وส്ܙ اूॆؓڪמ׿ي اളൂڲڷ ᅽᅰإ اబेूঁؠոل 1 .4 .1
اܳأڎدل۰ اࠍ੆ފ؇ً؇ت ৙৑ن اරජ৕৑اء ۱ڍا ሌᇿإ ؊༶َܹ ا৕৑ڢܹ٭ڎي ݆݁ෑෂا ሌᇿإ ௧ௌ݁٭ٷܝިڣފ ز݆݁ ݆݁ ይዧٺۜިل
اܳٺႤၽ݁ܭ ሒᇭ ا৙৑ݿ٭۰ ᄭᄟاᄴፁዧ لأ۰ ๤ཏܳا اܳٺڍࢻًࣕ؇ت أن ۋ٭ت ا৕৑ڢܹ٭ڎي، اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ڣگޔ ᆇᅦܹ٭ً؇ ᆙᆘܝٷ۰ ّܝިن
اܳݱأ۰ًި، ۱ڍه وܳٺ༶؇وز .[13 ,12 ,3] ݁ފٺگݠ ଫଃ༚ اܳأڎدي اܳٺگ٭ࡗࡲ ෠ູأܭ ௧ௌ݁٭ٷܝިڣފ ز݆݁ ݆ᆙᆕ
݆݁ إڢܹ٭ڎي ڣأܭ ሌᇿإ اܳڰأܭ ࣁࣖوߌߵ لࡤࡲ و .t→ −iτ ا৖৑ݿྥٴڎال ଫଊ༟ ا৙৑س ሒᇭ ঌॻ٭ෛູ ز݆݁ إد༠؇ل لࡤࡲ

:ሒᇿ؇اܳٺ ଫଃاܳٺ؞٭ ఈః༠ل
t = −iτ ⇒ dt = −i dτ

اৎ৊ފ؇ر: ݬ٭؞۰ ሒᇭ اܳڰأܭ لژ ਐಸأݠ ਊ಻ڎأ
S =

∫ tN

t0

dt (pẋ−H) (47 .1)
݁ٺڍࢻࣕب: ๴ངأ ႟ၽނ আॻ༟ اᆇᅀܳި݁٭۰ اܳފأ۰ ّޙ۳ݠ ۋ٭ت
exp

(
i

h̄
S

)
ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰: اܳݱ٭؞۰ ሌᇿإ اܳڰأܭ ཯ྡྷٺگܭ ل۹ و لܭ ިොູ إරජاء ًأڎ

S → −iSE

݁ٺٷ؇ڢݧ: ๴ངأ وزن ሌᇿإ ݁ٺڍࢻࣕب ޗިر ݆݁ اܳފأ۰ ౫౜ళިل ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

12
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exp
(
i

h̄
S

)
→ exp

(
−1

h̄
SE

)
ا৕৑ڢܹ٭ڎي: ݆݁ෑෂا ሒᇭ اৎ৊ފ؇رات আॻ༟ ܋ٺႤၽ݁ܭ ᄭᄥټᆙᆘ اਐ಻৖৑گ؇ل ᄭᄟدا ّݱٴں ቕ቉ و݆݁

⟨x′, t′ | x, t⟩ =
∫

Dx exp
(
−1

h̄
SE(x)

) (48 .1)

:١ॴటոۢاूॆؼ اڤ׫ؠۻ߈ߣ ႞႐دا ᅽᅰإ اబेूঁؠոل ١֔۰ ڲڷ 2 .4 .1
x′ = x أي واዛዊܳ؇ل۰، اܳٴڎال۰ ਐಾޚ؇ًݑ ۋ٭ت اࠍ੅؇ݬ۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ َ؊༠ڍ

݆݁ ا৕৑ڢܹ٭ڎي. ݆݁ෑෂا ሒᇭ ݁؞ܹگ۰ دورة ًܭ ৖ً৑؇گਐ಻ا ࢾࣖرس ৖৑ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اৎ৊ފ؇ر ੯੩َ؞ ؇਍಻أ มฃلأ أዛኗڍا
:আॻ༟ ොຶݱܭ ،[9] اৎ৊ިݪأ٭۰ اࠍ৖৑؇੆ت আॻ༟ (Trace) ا৙৑ߜߵ أ༠ڍ ఈః༠ل

Z =

∫
dx ⟨x|e−βH |x⟩ (49 .1)

ᄭႍၽލৎ৊ا ොຶިل ؇਍಻أ أي اܳٷگޚ۰، َڰݴ ؜ٷڎ มᘟውྡྷོو ਊಾڎأ มฆܳا اৎ৊ފ؇رات ᆇᅹ٭ؕ ؕᆇ໶ໟ ؇਍಻أ มฃلأ ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا
ل۰: دور اৎ৊ފ؇رات ّݱٴں اఈః༚৕৑ق، ๤ཇط و૭૖ྟص ا৕৑ڢܹ٭ڎي. ݆݁ෑෂا ሒᇭ ل۰ دور ݁ފ؇رات ሌᇿإ

x(τ + β) = x(τ)

ل۰: اᄴᄟور اৎ৊ފ؇رات ᆇᅹ٭ؕ আॻ༟ Ⴄၽّ݁ܭ ሌᇿإ اࠍ৖৑؇੆ت আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ౫౜దިل وᄔჼ۱ا
Z =

∫
periodic Dx exp

(
−1

h̄
SE[x]

) (50 .1)

اႤၽܳ݁ܭ ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا اܳިݬژ أي ،(PartitionFunction) اܳٺگފࡗࡲ ᄭᄟدا اܳݱ٭؞۰ ۱ڍه ஓ஄ټܭ ۋ٭ت
.ঌॻاܳٺۛ٭ ݆݁ෑෂا ሒᇭ ይዧٷޙ؇م

لأُޚް ۋ٭ت Oscillator)، (Anharmonic اఈዳዧۊޚ޶ ሒᇧިᆇᅀܳا ا୒ୖݞاز ࢾࣖرس اܳأ݄ܭ ۱ڍا ሒᇭ
:႟ၽܳލ؇ً ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒ا

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 + λm2ω3x4

႟ၽاܳލ ؜݆ اࠍ۳੊ڎ اොຶݠاف ሌᇿإ لޝدي اܳٺިاڣࠔࠫ، ۳ይዧݞاز ৖৑ۊޚ٭ً؇ ؇ً༲ّݱۜ٭ x4 ଫଃ༠৙৑ا اࠍ੆ڎ وஓ୷ټܭ
ا৕৑ڢܹ٭ڎي ݆݁ෑෂا ሒᇭ اܳٺگފࡗࡲ ᄭᄟدا ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ ݁ٴ؇๤ཇة ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒ا ۱ڍا وݿྡྷފٺ༱ڎم اܳྟފ٭ޔ. ௧ਤਃಸ ଫଐܳا
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اܳݱ٭؞۰ ሌᇿإ اৎ৊ޝدل۰ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳأఈఃڢ؇ت ாணࣕ ࢻ ا৖৑܋ٺڰ؇ء ؕ݁ ،ঌॻاܳٺڰݱ٭ ا۱ଫଊܳ؇ن ሌᇿإ اܳٺޚݠق دون
.۰ਃಮ؇ዛዊܳا

Z = Tr
(
e−βH

)
=

∫
periodic DxDp exp

[
−1

h̄

∫ β

0

dτ

(
p2

2m
+

1

2
mω2x2 + λm2ω3x4 − ipẋ

)]

اৎ৊ݠًؕ: وპაႰᎂل ا৙৑س دا༠ܭ p اෑෂۊܾ আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎ اࠍ੊ݞء ߙߵ྘ོص ༟؆࿓؇دة ৖ً৑أو َگިم
p2

2m
− ipẋ =

1

2m
(p− imẋ)2 +

1

2
mẋ2

؜݆ ༇ຐ؇َ ೑ಸ؇ٔ ༟؇݁ܭ ݆ᆙᆕ ༇ံُࣖوࢴ ،x আॻ༟ لأٺ݄ڎ ৖৑ ༚؇وݿ٭ً؇ ఈًః݁Ⴄၽّ p আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ لݱٴں ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
:๴ངاܳ؞؇و اܳٺႤၽ݁ܭ

∫
Dp exp(· · ·) −→ ೑ಸ؇ٔ

:۰ਃಮ؇ዛዊܳا ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳݱ٭؞۰ আॻ༟ ොຶݱܭ إذا

Z =

∫
periodic Dx exp

[
−1

h̄

∫ β

0

dτ

(
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2x2 + λm2ω3x4

)] (51 .1)
:႟ၽܳލ؇ً ا৕৑ڢܹ٭ڎي اܳڰأܭ لأُޚް ۋ٭ت

SE =

∫ β

0

dτ

(
1

2
mẋ2 +

1

2
mω2x2 + λm2ω3x4

) (52 .1)

ሒᇭ პაႰ وۋ٭ڎ ஓ୾ފ؇ر لُިݬژ ৖৑ ࠯࠵࠾ފࡗࡲ ሒᇧިᆇᅀܳا اܳފߺࠊك أن ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه ఈః༠ل ݆݁ ਐಱݯں
اܳڰأܭ ොຬڎد ۋ٭ت اৎ৊݄ܝٷ۰، اৎ৊ފ؇رات ᆇᅹ٭ؕ ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت ߙߵا܋ص ؜݆ ཯ྡྷٺھ ًܭ ،௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا
اܳٺఈః݁Ⴄၽت ۏأܭ ሌᇿإ x4 اఈዳዧۊޚ޶ اࠍ੆ڎ لޝدي პაႰ اܳٺگފࡗࡲ. ᄭᄟدا ሒᇭ ݁ފ؇ر ႟၍ وزن ا৕৑ڢܹ٭ڎي
اܳޚݠق ሌᇿإ ا࠯࠵࠾ިء لଫଊر ؇݁ و۱ި اࠍ৖৑؇੆ت، أ༚ܹص ሒᇭ دڢ٭ݑ ႟ၽ૰૖ ঌॻܹ٭༲اܳٺ ࠯࠵࠺ܭ ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ ل۰ اৎ৊ފ؇ر

.[9] اܳٷޙ؇م ୒ୖڍا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اࠍ੅ިاص ᄴᄟراݿ۰ Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭؇ت ݁ټܭ اܳأڎدل۰،

١଄૵ոশاݾ 5 .1
มฆܳا ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ᄭᄟ݁أ؇د ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ ม฀اܳྡྷފ ଫଃ༚ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ ل۰ اܳٷޙݠ ا৙৑ݿݴ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ਍ಾ؇وܳٷ؇
َگܭ ఈః༠ل ݆݁ و۱؇ߌଫଊَ߳غ ๤ཇود਍ಱ؞ݠ ঌॻټ٭ஓ஄ ඔ൹ً اܳٺႤၽڣޝ ྘ྲྀٷّ؇ ቕ቉ اᆇᅀܳި݁٭۰، ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ّݱژ
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1 اڤ༓ۻץܙياܳڰݱܭ જੴ຋ ਲਤاڤـ ٪ॴబပ࿮ڲמ

ඔ൹ً اਐ಻گ؇ل ݿأ۰ ً؇؜ٺٴ؇ره ሒᇧިᆇᅀܳا ๤དྷྥٷৎ৊ا ቕሹّگڎ ቕቆ პაႰ اৎ৊ޝߜߵات. ሌᇿإ اࠍ৖৑؇੆ت ݆݁ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر
ܳڰ؇റഠ೭؇ن. اৎ৊ފ؇ر Ⴄၽّ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ܳٴٷ؇ء ዛᔻڎّ اᄳᄟي ਵਦ৙৑ا ،ඔ൹ܳٺ؇༡

وᎂد༠؇ل ݬ؞ଫଃة ڣଫଐات ሌᇿإ ݆݁ෑෂا ّگފࡗࡲ ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ اৎ৊ފ؇ر Ⴄၽّ݁ܭ ݬ٭؞۰ ً؇ނٺگ؇ق ᆇᅪٷ؇ ዻዧذ ًأڎ
اৎ৊ފ؇ر ܳٺႤၽ݁ܭ اৎ৊ފٺ݄ݠ ଫଃاܳٺأٴ ሌᇿإ اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ ܳٷݱܭ واᄴᄟڣؕ، اৎ৊ިݪؕ ሒᆶ؇ڣݯ ሒᇭ ا৕৑َ؞ఈఃق ఈః༟ڢ؇ت
૭૏݄ں ๴ང؇أݿ لܭ ިොູ و۱ި ا৕৑ڢܹ٭ڎي، ݆݁ෑෂا ިොຶ ل۹ و لܭ ިොູ ؇਍ಱරජأ ቕ቉ .௧ௌ݁٭ٷܝިڣފ ز݆݁ ሒᇭ
ቕቆ وأଫଃ༠اً اܳأڎدل۰. ۰੊أ؇ࠍగጻዧ ᄭᄥً؇ڢ وۏأ۳ܹ؇ اᆇᅀܳި݁٭۰ ይዧٺఈః݁Ⴄၽت ۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ اܳޚٴ٭أ۰ ݆݁ ً؇ܳٺ༱ܹݧ
َگޚ۰ ႟ၽّ૰૜ มฆܳوا ،ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ً؇୒ୖݞاز اࠍ੅؇ݬ۰ اܳٺگފࡗࡲ ᄭᄟاᄴᄟ ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳݱ٭؞۰ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل
اܳڰݱިل ሒᇭ ّިޖ٭ڰ۳؇ ݿ٭ࡤࡲ มฆܳا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ޗݠق ً؇ݿٺأ݄؇ل واႤ၍؇௱௯௫ة اܳأڎدل۰ ᄴፁዧراݿ۰ ا৖৑َޚఈఃق

اఈዳዧۋگ۰.
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2 اڤءۢڞ
اڤჸႱמ١ اૃેۏازات ଄૲ܙذج ࣷ࣬ຐ ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ

٤଄૵מ׿ 1 .2
ᄭᄟاᄴᄟ ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳݱ٭؞۰ ሌᇿإ وّިݬّܹٷ؇ ܳڰ؇റഠ೭؇ن اৎ৊ފ؇ر Ⴄၽّ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ اܳފ؇ًݑ اܳڰݱܭ ሒᇭ ਍ಾ؇وܳٷ؇ أن ًأڎ
༠؇ݬ۰ اܳأڎدل۰، ᄴፁዧراݿ۰ ؇ً݄ዛᔻ أݿ؇ݿً؇ اܳݱ٭؞۰ ۱ڍه أݬٴۜب ،ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ً؇୒ୖݞاز اࠍ੅؇ݬ۰ اܳٺگފࡗࡲ
اܳފ٭؇ق، ۱ڍا ሒᇭو اࠍ৖৑؇੆ت. ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ሒᇭ ݬأٴ۰ ّݱٴں ොູܹ٭ܹ٭ً؇ ؇ዛዊ؜ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳٺఈః݁Ⴄၽت ۰੊݁أ؇ࠍ أن
༡ߺࠊل ෠ຬ؆࿓؇د ૭૜݄ں ۋ٭ت اৎ৊ފ؇فܭ، ۱ڍه ݁ټܭ ۰੊أ؇ࠍৎ৊ أݿ؇ݿ٭۰ أدوات ً؇؜ٺٴ؇ر۱؇ اܳأڎدل۰ اܳޚݠق ଫଊّز
لگ۰ ޗݠ ෠ຶڎ اܳޚݠق، ۱ڍه أ۱ܾ ඔ൹ً و݆݁ اܳٺگܹ٭ڎل۰. اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ً؇ܳޚݠق ؇۳ܹ༡ لݱأص ৙৑َޙ۰݄ ّگݠ཯ྟ٭۰
.۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ وႤ၍؇ො੼ة اܳٺఈః݁Ⴄၽت ۋފ؇ب ሒᇭ ሒᆶاܳأލިا اܳٺިܳ٭ڎ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ มฆܳا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁

اܳٺިܳ٭ڎ আॻ༟ ۰ஓ୴؇اܳگ ا৙৑ݿ؇ܳ٭ص أ۱ܾ ݆݁ ً؇؜ٺٴ؇ر۱؇ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ݿٷأݠض اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ
ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ا৙৑دوات ݆݁ ؇ᆇᆅ؜ٺٴ؇ر؇ً ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ وۊިارز݁٭۰ ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ ݿྡྷٺٷ؇ول პაႰ ،ሒᆶاܳأލިا
اܳأڎدل۰ اႤ၍؇௱௯௫ة ሒᇭ ৖৑ۋگً؇ ܳٺޚٴ٭گ۳؇ ۳ஓ஄٭ڎاً اৎ৊ޚߺࠊ۰ً، ا৖৑ۋٺ݄؇ܳ٭۰ لأ؇ت اܳٺިز وڣݑ اܳأ٭ٷ؇ت ّިܳ٭ڎ ሒᇭ

اৎ৊ڎروس. ይዧٷޙ؇م

ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ ֵؠ١ ܈ۑ ؉ֵ ׂ֔ۑ 2 .2
وڢڎ اৎ৊أگڎة، اৎ৊ފ؇فܭ ࠍ੆ܭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ ل۰ اܳگި ۰ਃಸ؇ފ੆اࠍ اܳٺگٷ٭؇ت ݆݁ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ّأُڎّ
؇ዛኡ؊ً وّأُݠفّ .۰ਃಮاܳأލިا আॻ༟ ৖৑؜ٺ݄؇د۱؇ َޙݠاً Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ި਍ಱزႤ၍ ሌᇿإ ً ૭૙ٴ۰ ྾ང৖৑ا ዛኞڍا ᆙُᆊ٭ّب
ل۰ َޙݠ আॻ༟ ً؇৖৑؜ٺ݄؇د ݁أ٭ٷ۰ ݁ފ؇فܭ ༡ߺࠊل ܳٺگڎߌߵ ۰ਃಮ؜ލިا ؜٭ٷ؇ت ّިܳ٭ڎ আॻ༟ ّگިم ۰ਃಮ؇إۋݱ لگ۰ ޗݠ

[6] ا৖৑ۋٺ݄؇৖৑ت.
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ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ ֵؠ١ ڤ܋ۑ اڤո֔ڲ١ اݾশ܋ܙات 3 .2
[15 ,14] .۰݄ዛᔻ ਵਦا༡ܭ ً؊رًأ۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊޚިات ஓ஄ݠ

اৎ৊ٺ؞ଫଃات ොູڎࢴࣖ ؕ݁ ࢻࣖڢ۰، ᄭႍၽލৎ৊ا ౫౜భڎࢴࣖ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ Ⴄ၍؇ො੼ة ਊಾڎأ واिऻ׫֏જੴات: ႞࿾࿮۾िऻا ส്׿ࠥࡇ .1
.ปฃ݁أ ذات ༇຀؇ਐ಻ ܳݯ݄؇ن لأ۳؇ وّިز وَޚ؇ڢ۳؇

݁أޚ٭؇ت আॻ༟ ً؇৖৑؜ٺ݄؇د ݁ٷ؇ݿٴ۰، لأ؇ت ّިز وڣݑ ۰ਃಮ؜ލިا ڢࡗࡲ ّިܳ٭ڎ لࡤࡲ :١ॴటاڤ֔۾ܙا اڤؠ߈ߣ ׂܙڤמ׿ .2
݁ڎروݿ۰. ڣݠݪ٭؇ت أو ۰༡؇݁ٺ

ً ఈః݄ٺො੼ لި ݿ྘ٷ؇ر ଲ୍ّار ႟၍ ஓ୷ټܭ ۋ٭ت ݁ٺଲ୍رة، ؜٭ٷ؇ت أ༠ڍ ଫଊ༟ اႤ၍؇௱௯௫ة ෠ݠى ُູ اပ྾ոୢୠଡ଼ة: ॾయءמ׾ .3
ይዧٷޙ؇م.

.ඔ൹اܳ٭گ ༟ڎم وّگڎߌߵ ۰݄۳ৎ৊ا اᆇᅀܳ٭؇ت واݿٺఈః༱ص لأ۳؇ ّިز ࢻࣖراݿ۰ ༇຀؇اܳٷٺ ጵ጑ො ُູ :๸෱ոاڤר׫ ส്ڪמڞ .4

ּ֔׿ ᆃᅞ اڤ׫ပ࿮ڲ୹୴ت ׂؠ׿ܽݦ ᆃᅞ ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ ֵؠ١ ܈ۑ إ۰׫ຢ׿ام 4 .2
واຒ׿

ఈః༠ل ݆݁ وا༡ڎ ًأڎ ሒᇭ اܳٺఈః݁Ⴄၽت ّگڎߌߵ ሒሃ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ إݿٺأ݄؇ل আॻ༟ ᄭᄥ݁ټ৙৑ا أ૭૖ޔ ݆݁
ڢࡗࡲ ݁ٺިݿޔ أ༠ڍ لࡤࡲ ቕ቉ ،ሒᆶ؜ލިا ႟ၽ૰૖ ݁؊ۊިذة xi َگޚ۰ N ؜ٷڎ f(x)ᄭᄟاᄴᄟ اܳྟފ٭ޚــ۰ اৎ৊أ؇਍ಱــــ۰

اᄴᄟިৎ৊ة ۰਍ಱ؇أৎ৊ا َگ؇ط ؜ٷڎ ᄭᄟاᄴᄟا
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٺႤၽ݁ܭ ؇਍ಱᄴᄟ اَ۬ ܳٷڰݠض

I =

∫ b

a

f(x) dx

۰ਃಮ؜ލިا َگޚ۰ N ّިܳ٭ڎ لࡤࡲ أَ۬ ۋ٭ت اܳྟފ٭ޚ۰، ۰਍ಱ؇أৎ৊ا ఈః༠ل ݆݁ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ًޚݠ ۋފ؇ً۬ ߖߵࢴࣖ
دا༠ܭ ೑಻Ⴄ၍ إذا ( wi=1 ) اܳٺႤၽ݁ܭ ሒᇭ ؇ዛውᆇᆅ؇݁ފ إۋٺ݄؇ل ڣ٭ܝިن ݁ٷٺޙܾ لؕ ਐಸިز xi اܳگ٭۰݄ ذات
ቕ቉ و݆݁ ا௯௫௵؇ل. ༠؇رج ೑಻Ⴄ၍ إذا ( wi=0 ) اܳٺႤၽ݁ܭ ሒᇭ ؇ዛውᆇᆅ؇݁ފ وᎂۋٺ݄؇ل ،[a,b] ᄭᄥ݁Ⴄၽৎ৊ا ෠੼؇ل
اܳگ٭۰݄ ڣٺܝިن [16 ,6] ሒᆶ؜ލިا ႟ၽ૰૖ ᄴᄟި݁ة َگޚ۰ ႟၍ ؜ٷڎ ᄭᄟاᄴᄟا ڢࡗࡲ আॻ༟ ؕ৵৩ৠ؇ً اܳٺႤၽ݁ܭ ૭૙ྥٴڎل

ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ܳٺႤၽ݁ܭ ل۰ اܳٺگڎߌߵ
I =

∫ b

a

f(x) dx =
b− a

N

N∑
i=1

wi f(xi)

I = (b− a)

[
1

N

N∑
i=1

wi f(xi)

]
= (b− a)⟨f⟩
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اܳٺႤၽ݁ܭ لܝިن و wi=1 ّܝިن ۋ٭ت [a,b] ا௯௫௵؇ل دا༠ܭ ݁ٴ؇๤ཇة xi ۰ਃಮ؜ލިا N۰َگޚ ّިܳ٭ڎ ஓ୷ܝ݆
:႟ၽاܳލ ݆݁ ݁ٴ؇๤ཇة

I =

∫ b

a

f(x) dx =
b− a

N

N∑
i=1

f(xi) = (b− a)

[
1

N

N∑
i=1

f(xi)

]
= (b− a)⟨f⟩

اܳأ٭ٷ۰. ݁ٺިݿޔ لگ۰ ًޚݠ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ް݄૭૜
:V اܳٺႤၽ݁ܭ ܾ࿭੗ আॻ༟ ؕ৵৩ৠا ଫଊ༟ ༟ڎࢴࣖة أًأ؇د ذات ይዧٺఈః݁Ⴄၽت ً؇ܳྡྷފٴ۰ ّأ݄٭۳݄؇ وஓ୷ܝ݆

I =

∫
dx1 dx2 · · · dxn f(x1, x2, · · · , xn)

=
V

N

N∑
i=1

f(x1i , x
2
i , · · · , xni )H(x1i , x

2
i , · · · , xni )

أن: ۋ٭ت
H(x1i , x

2
i , · · · , xni ) =

{
1 ⇐ (x1i , x

2
i , · · · , xni ) ∈ V

0 ⇐ (x1i , x
2
i , · · · , xni ) /∈ V

ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ ֵؠ١ ܈ۑ ᆃᅞ اոॾఢո֔िऻت أֿܙاع 5 .2
اܳٴ؇ۋت റണ೭ܝ݆ ොຳ٭ت ༥ڎاً، ଫଃ܋ٴ ሒᆶ؇إۋݱ ෠੼ٺ݄ؕ ݆݁ ؜٭ٷ۰ اۊٺ٭؇ر ሒᇭ റണ೺ټܭ ۰਍ಱ؇أగጻዧ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳڰଲ୍ة
۱ڍه ྾ཏگ਍ಾو .؇ዛዊ݁ اَޚఈఃڢً؇ ؇ዝང؇ڢ٭ اৎ৊ޚߺࠊب اࠍ੅ݱ؇فݧ أو اܳگࡗࡲ اݿྥٷٺ؇ج ቕ቉ وොູܹ٭۳ܹ؇، ؇ዛውدراݿ ݆݁
۰੊أ؇ࠍৎ৊ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ሒᇭ ؇ዛᔻڎا༱إݿٺ ܳـܝଫ଒ة ඔ൹أݿ؇ݿ٭ ඔ൹༟ި਍ಸ ዛኡࡤࡲ أَިاع،ܳـܝ݆ ༟ڎة ሌᇿإ ۰਍ಱ؇أৎ৊ا

:ሒሃو ا௰௯௫ٺܹڰ۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳޙިا۱ݠ
؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ اۊٺ٭؇ر لࡤࡲ ۋ٭ت اܳأ٭ٷ؇ت، أ༠ڍ أݿ؇ܳ٭ص أ૭૖ޔ ݆݁ ّأُڎ : اڤ༐ۻמ܋١ ١ॴటاڤ֔۾ܙا ١ॾఢո֔िऻا ✓
ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا ا௯௫௵ٺ݄ؕ لܝިن ؜ٷڎ݁؇ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ૭ُ૜ٺ༱ڎم ڢݱڎ. أو ّިۏ٭۬ أي دون ۰ਃಮ؜ލިا لگ۰ ًޚݠ
۰ਃಮ؜ލިا َگ؇ط ّިܳ٭ڎ ዻዧذ আॻ༟ ᄭᄥ݁ټ৙৑ا و݆݁ اᄴᄟراݿ۰. ො੼ܭ ا୒ୖڎف أو ࠯࠵࠹؇ݬ٭۰ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ؇ً૭૙؇༶݁ٺ
اܳٷگ؇ط ۱ڍه ᆇᅹ٭ؕ ّܝިن إذ ݿ؇ًگً؇، ாணُذ პაႰ وا༡ڎ ًأڎ ሒᇭ اܳྟފ٭ޚ۰ اܳٺఈః݁Ⴄၽت ۋފ؇ب ሒᇭ ૭ُ૜ٺأ݄ܭ
[15 ,14] أරඝى. دون ۰༟ި݄௵௯௫ ل۰ أوܳި إ؜ޚ؇ء دون اܳٺႤၽ݁ܭ ڢ٭۰݄ ّگڎߌߵ ሒᇭ ؇ዛውᆇᆅ؇݁ފ ሒᇭ ل۰ ݁ྥފ؇و

݁ٺأ݄ڎة ًݱިرة إۊٺ٭؇ر۱؇ لࡤࡲ มฆܳوا ۰ਃಮ؜ލިا اܳލٴ۬ اܳأ٭ٷ؇ت আॻ༟ ّأٺ݄ڎ : اिऻܙـ١٤ ١ॾఢո֔िऻا ✓

:ሌᇿإ ྾ཏگ਍ಾ و ොຳټ۬ إۋٺ٭؇༥؇ت ܳٺܹٴ٭۰ اܳٴ؇ۋت ڢٴܭ ݆݁ و݁گݱިدة
ۋ٭ت ،۰૭૙؇༶݁ٺ ෠੼ٺ݄أ؇ت ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ ؜ٷڎ اۊٺ٭؇ر۱؇ لࡤࡲ มฆܳا اܳأ٭ٷ۰ ሒሃ : اिऻؠۢܙدة اڤ֔מר١ .
[15,14] اᄴᄟراݿ۰. ۱ڎف ෛຬڎم ؇ৎ৊ وڣگً؇ ๤ཇ؇و݁ٴ ݁گݱިد ႟ၽ૰૖ اৎ৊ڰݠدات اਐ಻گ؇ء আॻ༟ اܳٴ؇ۋت لأٺ݄ڎ
ۋ٭ت ،۰ਃಮاܳأލިا اܳޚٴگ٭۰ ۰਍ಱ؇أৎ৊ا ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ ጥ጑ّ اܳأ٭ٷ۰ ۱ڍه ૰૜ٴ۬ : اݾষۢۢמ١ اڤ֔מר١ .
݆ᆇᅀل ا৖৑ۊٺఈఃف أن ଫଃ༚ ݁ٺأڎدة. ޗٴگ؇ت ݆݁ ਐಾܝިنّ ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚ ෠੼ٺ݄أ؇ت دراݿ۰ ؜ٷڎ ૭ُ૜ٺأ݄ܭ
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دا༠ܭ اܳأ٭ٷ۰ ݁ڰݠدات ً؇ۊٺ٭؇ر لگިم ޗٴگ؇ت، ሌᇿإ ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا ا௯௫௵ٺ݄ؕ ّگފࡗࡲ ًأڎ اܳٴ؇ۋت، أن ሒᇭ
[15 ,14] .۰ਃಮ؜ލިا و྘ܳފب ݁گݱިدة لگ۰ ًޚݠ ޗٴگ۰ ႟၍

ݿٷ༲؇ول Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ሒᇭ ؇ዛᔻڎا༱اݿٺ ݆݁ ا୒ୖڎف وਃಸ؇ن اܳگݱڎل۰ ۰਍ಱ؇أৎ৊ا আॻ༟ ᆇᅒټ؇ل
ᄭᄟاᄴᄟا أن ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ َڰଫଐض ܳـܝٷٷ؇ . ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ اܳިارد اܳފ؇ًݑ اܳٺႤၽ݁ܭ ّگڎߌߵ ا৙৑ݿߺࠊب ਍ಸڰݴ
ଫଊ܋৙৑ا ۰ᆇᆅ؇ފৎ৊ا ذات اܳٷگ؇ط أن أي [a,b] ا௯௫௵؇ل دا༠ܭ ݁أ٭ٷ۰ ڣଫଐات ؜ٷڎ ݪ٭گ۰ أو ஼ணਵਦة ّܝިن

اܳٺႤၽ݁ܭ ෠੼؇ل ا݁ٺڎاد আॻ༟ ݁ٷٺޙܾ ଫଃ༚ ႟ၽ૰૖ ۰༟݁ިز ّܝިن اܳٺႤၽ݁ܭ ڢ٭۰݄ ሒᇭ
إොຶݠاڣٷ؇ و݁ڎى اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ لگ۰ ይዧޚݠ ۰༶اܳٷྥ٭ دڢ۰ ݁ڎى ৎ৊أݠڣ۰ Var اොຶ৕৑ݠاف ܳگ٭۰݄ ؇਍ಸ؇ۋފ ڣأٷڎ

[17 ,16] أن ෠ຶڎ اࠍ੆گ٭گ٭۰ اܳگ٭۰݄ আॻ༟
Var = σ2 =

〈(
b− a

N

N∑
i=1

fi

)2〉
−

(〈
b− a

N

N∑
i=1

fi

〉)2

σ2 =
(b− a)2

N

〈( 1

N

N∑
i=1

fi

)2〉
−

(〈
1

N

N∑
i=1

fi

〉)2


σ2 =
(b− a)2

N

(
f 2 − f

2
)

أي: ۰ਃಮاܳأލިا اৎ৊أ؇ߌߵة ܳٷگ؇ط ঌ႓ၽܳا اܳأڎد ؕ݁ ༟ܝފ؇ ཯ྥٷ؇ݿص اොຶ৕৑ݠاف أن ఈఃَۋޓ
var ∝ 1

N

Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لݑ ޗݠ ؜݆ ܳٺႤၽ݁ܭ ل۰ اܳٺگڎߌߵ اܳگ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ ؇గၵ၍ اৎ৊أ؇ߌߵة َگ؇ط ሒᇭ زدَ؇ ؇గၵ၍ أَ۬ ۋ٭ت
ڢࡗࡲ أن ปฃأஓ୾) اܳٺႤၽ݁ܭ ڢ٭۰݄ ሒᇭ ྵฺ؇༶݁ٺ ႟ၽ૰૖ ܾ۱؇૭૜ اᄴᄟިৎ৊ة اܳٷگ؇ط ّ۬؇۱ أن ๤๑ืط دڢ۰ ଫ଒أ܋

[16 ,6] ݁ٷٺޙܾ) لؕ ّިز ذات ّܝިن اܳٷگ؇ط ᆇᅹ٭ؕ ؜ٷڎ ᄭᄟاᄴᄟا
۰ਃಮ؜ލިا ؜٭ٷ؇ت اݿٺ༱ڎام ڣ؆ن ،[a, b] ا௯௫௵؇ل ݆݁ ො੼ڎدة ݁ٷ؇ޗݑ ሒᇭ ஼ணਵਦة f ᄭᄟاᄴᄟا ّܝިن ؜ٷڎ݁؇
ߌ߳ࢴࣖ ؇ᆙᆘ اܳٺႤၽ݁ܭ، ڢ٭۰݄ ሒᇭ ݪأ٭ڰ۰ ۰ᆇᆅ؇݁ފ ذات اܳٷگ؇ط ݆݁ ଫଃ܋ٴ ༟ڎد ّިܳ٭ڎ ሌᇿإ لޝدي ݁ٷٺޙ۰݄
لࡤࡲ اࠍ੅ޚ؊ ۱ڍا وܳٺگܹ٭ܭ ا௯௫௵؇ل. Ⴄ၍݁ܭ আॻ༟ اܳگࡗࡲ ݁ٺިݿޔ আॻ༟ لگ۰ اܳޚݠ ا؜ٺ݄؇د ૭૖ྟص اࠍ੅ޚ؊ ૭૙ٴ۰ ݆݁
اܳأ٭ٷ؇ت ஼ணଫଐّ ොຳ٭ت ،f ᄭᄟاᄴᄟا ݿߺࠊك ૰ُ૏ٴ۬ ρ(x) ሒᇿ؇݄اۋٺ لؕ ّިز اۊٺ٭؇ر ଫଊ༟ ݁ިۏ۰۳ ۰਍ಱ؇݁أ ا؜ٺ݄؇د

[16] .દઊ؇اܳٺٴ ጵ጑لگ و اܳٺگڎߌߵ دڢ۰ ොຬފ݆ ؇ᆙᆘ ،ଫଊ܋৙৑ا ۰ᆇᆅ؇ފৎ৊ا ذات اৎ৊ٷ؇ޗݑ ሒᇭ
:[a, b] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أ؇ߌߵة ๤ཇط ً ৖৑أو∫ b

a

ρ(x) dx = 1, ρ(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]

ނٴ۬ f(x)
ρ(x)

اܳྡྷފٴ۰ ّܝިن ොຳ٭ت f(x) ᄭᄟاᄴፁዧ ؇݁ ༡ڎ ሌᇿإ ً ؇ዛኞ؇݁ލ ρ(x) لؕ اܳٺިز لܝިن أن ෠ຬص ً ؇ਃ಻؇ٔ
۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ؜ٷڎ۱؇ اܳٺႤၽ݁ܭ. ෠੼؇ل Ⴄ၍݁ܭ ଫଊ༟ (ًޚ٭٪؇ً) ً ؇૭૙؇༶݁ٺ ؇۱ଫଃّ؞ لܝިن أدق ปฃأஓ୾ أو ،۰ਐಸ؇ٔ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ∫اܳٺႤၽ݁ܭ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

ρ(x)
f(x)

ρ(x)
dx
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أن: ۋ٭ت
.[a, b] اܳٺႤၽ݁ܭ ෠੼؇ل Ⴄ၍݁ܭ আॻ༟ (ଫଃاܳٺ؞ (ًޚ٭۰٪ ۰૭૙؇༶݁ٺ ّܝިن f(x)

ρ(x)
اࠍ੊ڎࢴࣖة ᄭᄟاᄴᄟا .1

ّިܳ٭ڎ ஓ୷ܝ݆ රඝآ ปฃأஓ୾ ،ሒᆶ؜ލިا ႟ၽ૰૖ اᄴᄟިৎ৊ة ይዧٷگ؇ط ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا اܳިزن ρ(x) اܳگ٭۰݄ ஓ஄ټܭ .2
اܳٺႤၽ݁ܭ. ܳٺگ٭ࡗࡲ ρ(x) لؕ اܳٺިز وڣݑ ۰ਃಮ؜ލިا َگ؇ط

:ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽܳލ؇ً اܳٺႤၽ݁ܭ ّگڎߌߵ ஓ୷ܝ݆ ቕ቉ و݆݁
FN =

b− a

N

N∑
i=1

f(xi)

ρ(xi)

ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ ֵؠ١ ܈ۑ ׂ܋ץמؠոت 6 .2
اৎ৊؇ܳ٭۰ ሒᇭو اࠍ੊ފ٭݄٭۰، ا৙৑َޙ۰݄ Ⴄ၍؇௱௯௫ة ل؇ء ଩ଃاܳڰ ݁ټܭ ৖৑؇෠੼ت ༟ڎة ሒᇭ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ૭ُ૜ٺ༱ڎم
أداء ܳٺگ٭ࡗࡲ اࠍ੆؇ݿިب ༟ߺࠊم ሒᇭو اৎ৊أگڎة، ا৙৑َޙ۰݄ ᄴᄟراݿ۰ ا୒ୖٷڎݿ۰ ሒᇭو ا৙৑ݿިاق، ݿߺࠊك ܳٺگڎߌߵ

اࠍ੅ިارز݁٭؇ت.

ڲոرټܙف ۰୹୴۰ڞ 7 .2
ᄭᄟ؇੆اࠍ أن আॻ༟ ਍ಾݧ มฆܳوا ݁؇ر܋ިف"، "༠؇ݬ٭۰ ྾ང؇ً ّأُݠف ༠؇ݬ٭۰ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ل؇ݪ٭۰ ر ஓ஁؇ذج ሒሃ

ይዧأ݄ܹ٭۰. اႤၽܳ݁ܭ ༂຃اܳٺ؇ر আॻ༟ و྘ܳݴ اࠍ੆؇ܳ٭۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ আॻ༟ ڣگޔ ਐಾިڢژ ᆇᅦܹ٭۰ ৙৑ي اৎ৊ފٺگٴܹ٭۰
اᄳᄟي ،(1922–1856) ݁؇ر܋ިف ل۬ أࢾࣖر ๴ངීوෂا ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ቕረ؇༟ ሌᇿإ اܳފఈఃݿܭ ۱ڍه ّأިد
೑಻Ⴄ၍ اܳފఈఃݿܭ، ۱ڍه ޖ۳ިر ڣگٴܭ .؇ዛኞ واܳٺྡྷٴޝ اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳފఈఃݿܭ ۰༥ڍஓ஁ ོྟފ٭ޔ ዛኞڎف ޗިر۱؇
༥ڎاً، ݁أگڎة ۰ਃಸ؇ފ੆اࠍ اܳأ݄ܹ٭؇ت ෠ຬأܭ Ⴄ၍ن ؇ᆙᆘ ይዧޙ؇۱ݠة، اܳފ؇ًگ۰ اܳگࡗࡲ ᆇᅹ٭ؕ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ اܳٺިڢأ؇ت
ܳٺٺ༶؇وز ل۰ اࠍ۱ި੊ݠ ݁؇ر܋ިف ڣଲ୍ة ༥؇ءت وڢڎ اܳٴ٭؇َ؇ت. ݆݁ ᄭᄥل ޗި ݿఈఃݿܭ ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ ؜ٷڎ ༠؇ݬ۰
اܳٺ؇ܳ٭۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ اۋٺ݄؇৖৑ت ܳٺ༲ڎࢴࣖ ّܝࠕࠫ ڣگޔ اෂීا۱ٷ۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ݁أݠڣ۰ أن أཿྟب ۋ٭ت اܳٺأگ٭ڎ، ۱ڍا

.[18] ᄭᄥފܹފይዧ اႤၽܳ݁ܭ ༂຃اܳٺ؇ر ሌᇿإ اෂීۏިع ሌᇿإ ۰༥؇੆اࠍ دون
ଫଃاܳٺأٴ وஓ୷ܝ݆ ،xi ይዧٷޙ؇م اࠍ੆؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ আॻ༟ ৖৑إ ّأٺ݄ڎ ৖৑ xi+1 اৎ৊ٺިڢأ۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣ؆ن ݿ؇ًگً؇ ாணُذ პაႰ

:ঌॻل პაႰ ل؇ݪ٭ً؇ ر ዻዧذ ؜݆

Pjk = Pr

xi+1 = k | xi = j, xi−1 = j1, xi−2 = j2, xi−3 = j3, . . . , x0 = ji−1︸ ︷︷ ︸
݁؇ر܋ިڤ ݁ٷޚݑ ۋފص ዛኤ݄ܭ


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أي
Pjk = Pr {xi+1 = k | xi = j}

ஓ୷ټܭ ۋ٭ت
؜ٷڎ k ᄭᄟ؇੆اࠍ ሌᇿإ i اࠍ੅ޚިة ؜ٷڎ j ᄭᄟ؇੆اࠍ ݆݁ (اܳٺݱ؇دڣ٭۰) ۰ਃಮاܳأލިا اܳأ݄ܹ٭۰ اਐ಻گ؇ل اۋٺ݄؇ل Pjk
আॻ༟ لܝُٺص ۰ਃಮاܳأލިا ይዧأ݄ܹ٭۰ ݁ٺگޚؕ ৖৑؇༡ت ڣݯ؇ء ؇਍ಱᄴᄟ أن ًިݪިح มฃلأ و۱ڍا .i + 1 اࠍ੅ޚިة

:႟ၽاܳލ
Xi, n = 0, 1, 2, 3, 4, . . .

.i اࠍ੅ޚިة أو ݆݁ෑෂا ؜ٷڎ j اܳگ٭۰݄ أو ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ّܝިن ۰ਃಮاܳأލިا اܳأ݄ܹ٭۰ أن มฃّأ Xi = j

.i+ 1 اࠍ੅ޚިة ؜ٷڎ k اܳگ٭۰݄ أو ᄭᄟ؇੆اࠍ ሌᇿإ ོྡྷٺگܭ ؇ዛኡأ มฃّأ Xi+1 = k

ڲמજઁوּܙڤܙس ػܙارزڲמ١ 8 .2
݆݁ ᄭᄥݿܹފ ܳٺިܳ٭ڎ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ޗݠق ሒᇭ ૭ُ૜ٺأ݄ܭ ༟ڎدل۰ ۊިارز݁٭۰ ሒሃ ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊިارز݁٭۰
اෂීڣݥ أو اܳگٴިل ݁ٴڎأ আॻ༟ ً؇৖৑؜ٺ݄؇د ዻዧوذ ݁ޚߺࠊب، ሒᇿ؇݄اۋٺ لؕ ّިز وڣݑ ۰ਃಮاܳأލިا اࠍ৖৑؇੆ت

[18] اܳٷޙ؇م. ৖৑؇༡ت ඔ൹ً ਐ಻ఈዳዧگ؇ل
اܳྥލఈః൑ശت ᆇᅹ٭ؕ ۰਍ಱ؇݁أ ଫଊ༟ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ اܳިݬިل اܳݱأص ݆݁ لܝިن ا৙৑َޙ۰݄ ۱ڍه ڣࠕࠫ
ًأڎ ܳٷݱܭ ،؇ًਃಮ؜ލިا ݁؊ۊިذة ۰ਃಮڎاਐಸا ᄭᄟ؇༡ ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ اৎ৊ިۏ۰۳ ۰਍ಱ؇أৎ৊ا ૭૙ٺ༱ڎم ዻዧᄳᄟ اৎ৊݄ܝٷ۰،
ఈః༠ل ݆݁ اܳأ݄ܹ٭۰ ۱ڍه و౫౜ళگݑ اৎ৊ފዛውڎف. لؕ اܳٺިز أو اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ اࠍ੅ޚިات ݆݁ ଫଃ܋ٴ ༟ڎد
࠯࠵࠹ިارز݁٭۰ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ اৎ৊ިاܳ٭۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ ሌᇿإ اࠍ੆؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ݆݁ ਐ಻ఈዳዧگ؇ل اෂීڣݥ أو اܳگٴިل ๤ཇط ّޚٴ٭ݑ

اܳݱۜ٭ں. لؕ اܳٺިز ިොຶ ً؇ܳٺگ؇رب
ً؇ݿٺأ݄؇ل ڣگޔ ᆙᆘܝٷ۰ ؇ዛውدراݿ ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ اࠍ੊ފ٭݄؇ت، ݆݁ ۱؇فܭ ༟ڎد আॻ༟ ا৙৑َޙ۰݄ ۱ڍه ොູٺިي
ۋފ؇ب ஓ୷ܝ݆ ᄩᄟఈః༠ و݆݁ ይዧٷޙ؇م، ل۰ ا௯௫௵۳ݠ اࠍ৖৑؇੆ت لؕ ّިز ౫౜భڎࢴࣖ ૭૜݄ں มฆܳا ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا اܳޚݠق
۰༟ި݄௵௯௫ا ݆ᆙᆕ ዻዧذ لࡤࡲ و ل۰. اࠍ੆ݠار واܳފأ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ݁ټܭ ا௰௯௫ٺܹڰ۰ اଫଐܳ݁ިد਍ಱ؇݁٭ܝ٭۰ గጻዧٺ؞ଫଃات اৎ৊ٺިݿޚ؇ت
݆ᆙᆕ ا৙৑َޙ۰݄ ۱ڍه ݿٷڎرس اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ.[17] اܳٷޙ؇م، ޗٴ٭أ۰ ۋފص اৎ৊ٷ؇ݿٴ۰ ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا

଩ଐܳިً݁؇ن: لؕ ّިز আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة ۰ਃ಻ިَ؇اܳگ ۰༟ި݄௵௯௫ا
P (x) ∝ exp[−βH(x)], β =

1

kBT
(1 .2)

؜٭ٷ؇ت ّިܳ٭ڎ ஓ୷ܝ݆ 1953 ݿٷ۰ اৎ৊ޚިرة ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ وۊިارز݁٭۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ وً؇ݿٺ༱ڎام
۰਍ಱ؇أৎ৊ا أن ଫଃ༚ ଩ଐܳިً݁؇ن. لؕ ّިز وڣݑ ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا ؇ዛኡأوزا وۋފ؇ب اࠍ৖৑؇੆ت ڣݯ؇ء ݆݁ ۰ਃಮ؜ލިا
ዻዧᄳᄟ ᆇᅦܹ٭ً؇. ᄭᄟ؇ڣأ ଫଃ༚ لگ۰ اܳޚݠ ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ اৎ৊ݠڣިݪ۰، اܳأ٭ٷ؇ت ݆݁ ଫଃ܋ٴ ༟ڎد ّިܳ٭ڎ ሌᇿإ ّޝدي اܳྟފ٭ޚ۰
ᄭᄟ؇੆اࠍ আॻ༟ ا؜ٺ݄؇داً اৎ৊ިاܳ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ᄴᄟިُّ ۋ٭ت ݁؇ر܋ިف، ݿఈఃݿܭ ً؇ݿٺأ݄؇ل اৎ৊ިۏ۰۳ ۰਍ಱ؇أৎ৊ا ሌᇿإ ؊༶َܹ
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اܳأ٭ٷ؇ت ّިܳ٭ڎ لگ۰ ޗݠ أᆇᆅ٭۰ ّޙ۳ݠ ۱ٷ؇ و݆݁ ଩ଐܳިً݁؇ن. لؕ ّިز وڣݑ ߙߵُڣݥ أو ّگُٴܭ ቕ቉ ڣگޔ، اࠍ੆؇ܳ٭۰
وܳڰ۳ܾ اܳأ٭ٷ؇ت ّـــــިܳ٭ڎ ሒᇭ ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ ا؜ٺٴ؇ر ڢٴܭ ዻዧᄳᄟ,ٷޙ؇مይዧ اৎ৊݄ܝٷ۰ اࠍ৖৑؇੆ت ஓ஄ټ٭ܭ ሒᇭ
اۋٺ݄؇ل لأޚް ۋ٭ت ،[17] ۋگ٭گ٭۰ ؜ލިاਃಮـ۰ ؜٭ـٷ؇ت ّިܳ٭ڎ لگ۰ ޗݠ ༟؇م ႟ၽ૰૖ َــڎرس أ܋ٴـݠ

اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ܳأఈఃڢ۰ ڢ٭۰݄ N ݆݁ ଫଐ݁اًޚ۰ ଫଃ༚ ᄭᄥݿܹފ ّިܳ٭ڎ
P (x1, x2, x3, . . . , xN) = P1(x1)P1(x2)P1(x3) · · ·P1(xN) (2 .2)

ا؜ٺٴ؇ر ؜ٷڎ ܳـܝ݆ اܳٺިܳ٭ڎ، ᄭᄥݿܹފ ሒᇭ ሌᇿو৙৑ا اࠍ੅ޚިة ًأڎ xN اܳگ٭۰݄ ّިܳ٭ڎ اۋٺ݄؇ل ஓ஄P1(xN)ټܭ

আॻ༟ لأٺ݄ڎ اৎ৊ިاܳ٭۰ اܳگ٭۰݄ ّިܳ٭ڎ ৙৑ن ،ఈًఃڢܹ٭ ෛ੼ٺܹڰً؇ ਵਦ৙৑ا لݱٴں اܳگࡗࡲ ّިܳ٭ڎ ሒᇭ ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ
.x′ اܳگ٭۰݄ ሌᇿإ x اܳگ٭۰݄ ݆݁ T (x→ x′) اਐ಻৖৑گ؇ل ً؇ۋٺ݄؇ل ް݄૭૏ ؇݁ ࢾ༠ࣖܭ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اࠍ੆؇ܳ٭۰، اܳگ٭۰݄

[17] ڢ٭۰݄. N ݆݁ ݁ܝ۰َި ݁؇ر܋ިف ᄭᄥݿܹފ ّިܳ٭ڎ اۋٺ݄؇ل ّݱژ اܳފ؇ًگ۰ اܳأఈఃڢ۰ ّݱٴں و༟ܹ٭۬
PN(x1, x2, x3, . . . , xN) = P1(x1)T (x1 → x2)T (x2 → x3) · · ·T (xN−1 → xN) (3 .2)

اܳިا༡ڎ ሌᇿا ૭૏؇وي اၯၽܳ٭۰ اਐ಻৖৑گ؇৖৑ت اۋٺ݄؇ل ᆇ୞୘ިع ان ۋ٭ت
∑
x′

T (x→ x′) = 1 (4 .2)
ۊޚިة t ًأڎ اࠍ੆؇ݿިب ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰ اᄴᄟިৎ৊ة ᄭᄥاܳފܹފ ڢࡗࡲ ّިۏ٭۬ ܋٭ڰ٭۰ ި۱ ا৚৑ن ا୒ୖڎف
۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا اܳگ٭۰݄ ؜݆ اܳٷޙݠ ً؞ݥ ዻዧوذ ଩ଐܳިً݁؇ن، لؕ ّިز ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ و۱ި ݁ފዛውڎف، لؕ ّިز وڣݑ
๤ཇوط ොູب ؇ዛኡإ إذ ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ، ۊިارز݁٭۰ ً۬ ّگިم ؇݁ و۱ڍا .؇ዛዀڣ و݁ިݪأ۳؇ ᄭᄥاܳފܹފ ؇ዛዊ݁ ਊಾڎأ มฆܳا
ًأݥ ሌᇿإ ොູٺ؇ج ؇ዛኡ৙৑ ،ᄭᄥل ޗި ܳڰଫଐات ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ،؇ًਐಸ؇ٔ لأً؇ ّިز ོྥٴؕ ݁؇ر܋ިف ᄭᄥݿܹފ ོྡྷٺھ ݁أ٭ٷ۰

[17 ,6] :ঌॻل ڣ٭݄؇ ا๤དྷܳوط ۱ڍه وറണ೺ټܭ ا௰௯௫ٺ؇ر. ሒᇿو৙৑ا لؕ اܳٺިز ܳྡྷފ٭؇ن اܳިڢب
༟ڎد ًأڎ أරඝى ؜٭ٷ۰ أي ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ ᄴᄟި݁ة ؜٭ٷ۰ أي ሌᇿإ اܳިݬިل ً؇Ⴄၽ݁৕৑ن لܝިن أن ෠ຬص •

اࠍ੅ޚިات. ݆݁ ඔ൹݁أ
اᄴᄟިৎ৊ة. اܳأ٭ٷ؇ت ሒᇭ ل۰ اᄴᄟور ݆݁ اႤၽ݁৕৑ن ڢڎر اܳٺگܹ٭ܭ •

ڲמજઁوּܙڤܙس ػܙارزڲמ١ ᆃᅞ اڤո֔ڲ١ اݾশ܋ܙات 1 .8 .2
:ሒሃ[18] ρ(x) وܳ٭ܝ݆ اৎ৊ފዛውڎف لؕ اܳٺިز ިොຶ ܳٺٺگ؇رب اࠍ੅ިارز݁٭۰ ۱ڍه ሒᇭ اৎ৊ٺٴأ۰ اܳأ؇۰݁ اࠍ੅ޚިات

.(xi) ሒᆶ؜ލިا ႟ၽ૰૖ ይዧٷޙ؇م اৎ৊݄ܝٷ۰ اࠍ৖৑؇੆ت ݆݁ ᄭᄟ؇༡ اۊٺ٭؇ر •
ݿఈఃݿܭ (༠؇ݬ٭۰ ይዧٷޙ؇م اࠍ੆؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ଫଃّ؞٭ إ༡ڎاث ఈః༠ل ݆݁ yi+1 ݁ٺިڢأ۰ ᄭᄟ؇༡ ّިܳ٭ڎ لࡤࡲ •

اෑෂ݁ٷ٭۰). ݁؇ر܋ިف
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اࠍ੊ڎࢴࣖة: ᄭᄟ؇੆اࠍ ڢٴިل اۋٺ݄؇ل ොຳފ؇ب َگިم •
P (xi, yi+1) = T (xi → yi+1) = min

[
ρ(yi+1)P (yi+1 → xi)

ρ(xi)P (xi → xi+1)
, 1

] (5 .2)

ይዧگ؇༟ڎة: وڣگً؇ ؇ዝཟرڣ أو اࠍ੊ڎࢴࣖة ᄭᄟ؇੆اࠍ ڢٴިل لࡤࡲ •
xi+1 =

{
yi+1 ,A(xiً؇ۋٺ݄؇ل xi+1)

xi −1ً؇ۋٺ݄؇ل A(xi, xi+1)
(6 .2)

ا৖৑ߙ߳ان. ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ ܳߺࠊݬިل ਵਦة N اܳأ݄ܹ٭۰ ଲ୍ّار لࡤࡲ •

Auto-correlation ᆃᄷاႤ႐ا اूेرոॻయط 9 .2
اܳأ݄ܹ٭۰ أو ᄭᄥاܳފܹފ ܳٷڰݴ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ اܳگࡗࡲ ඔ൹ً اଫଐܳاًޔ ۰༥در ؜݆ ଫّଊلأ ݁گ٭؇س ި۱ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط
اܳފ؇ًگ۰ اܳگࡗࡲ আॻ༟ اࠍ੆؇ܳ٭۰ اܳگ٭۰݄ ا؜ٺ݄؇د ݁ڎى ༃لިࡵ أَ۬ أي ෛ੼ٺܹڰ۰، ۊޚިات أو أز݁ٷ۰ ؜ٷڎ ۰ਃಮاܳأލިا
۰݄ዛᔻ أداة لأُڎ პაႰ ݁؇ر܋ިف، وݿఈఃݿܭ ا৕৑ނ؇رات، ۰੊و݁أ؇ࠍ ا৕৑ۋݱ؇ء، ሒᇭ ًܝଫ଒ة و૭ُ૏ٺأ݄ܭ .؇ୖ୒

اᄴᄟިৎ৊ة. اܳأ٭ٷ؇ت اݿٺگఈఃܳ٭۰ ܳٺ༲ܹ٭ܭ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭؇ت ሒᇭ
:۰ਃಮ؜ލިا ᄭᄥݿܹފ ؇َଫଊا؜ٺ إذا

X1, X2, X3, . . .

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ّأُݠفّ k ۰༡زا৕৑ا ؜ٷڎ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ᄭᄟدا ڣ؆ن
C(k) = ⟨XiXi+k⟩ − ⟨Xi⟩2

ۋ٭ت:
،ඔ൹اܳگ٭݄ٺ ࠍ੊ڎاء ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا اৎ৊ٺިݿޔ ஓ஄ټܭ ⟨XiXi+k⟩ •

،ᄭᄥފܹފይዧ ሒᇀ؇ފ੆اࠍ اৎ৊ٺިݿޔ ஓ஄ټܭ ⟨Xi⟩ •
.ඔ൹اܳگ٭݄ٺ ඔ൹ً ᄭᄥاܳڰ؇ݬ اࠍ੅ޚިات ༟ڎد ި۱ k •

:႟ၽܳލ؇ً أ۰ ّ֟ اৎ৊ޚُٴ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ᄭᄟدا ૭ُ૜ٺأ݄ܭ ؇݁ و༚؇ܳٴً؇
ρ(k) =

C(k)

C(0)

ොຳ٭ت:
C(0) = ⟨X2

i ⟩ − ⟨Xi⟩2

.ᄭᄥފܹފይዧ Variance દઊ؇اܳٺٴ اᄴᄟاᄭᄟ:و۱ި وොູگݑ
ρ(0) = 1
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ނٴ۬ أݬٴۜب اܳگࡗࡲ أن มฃلأ ڣ۳ڍا اܳݱڰݠ ݆݁ ۰ਊಱڢݠ ّݱٴں و؜ٷڎ݁؇ ،k ل؇دة ز ؕ݁ ༟؇دةً وོྥٷ؇ڢݧ
.؇ًਃಮ؇إۋݱ ᄭᄥ݁ފٺگ

ݬިرة আॻ༟ ॷॖदّگݠ ႟ၽ૰૖ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط لޙ۳ݠ واܳأڎدل۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ሒᇭ
:๴ངأ ਍ಾ؇ڢݧ

ρ(k) ∼ e−k/τ

ܳأڎد ݁گ٭؇س و۱ި ،Auto-correlation Time ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ز݆݁ ް݄૭૏ τ إن ۋ٭ت
.۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا ؇ዛኤாணذا ᄭᄥاܳފܹފ ّڰگڎ ปฆۋ اఈዳዧز۰݁ اࠍ੅ޚިات

اৎ৊ٺႤၽ݁ܭ: ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ߓ݆߳݁ ألݯً؇ اᆇᅀܳ٭۰ ۱ڍه وߙߵਊಾޔ
τint =

1

2
+

∞∑
k=1

ρ(k)

اܳأڎدل۰. اႤ၍؇௱௯௫ة ሒᇭ ᄭᄟ؇اܳڰأ ᄭᄥފٺگৎ৊ا اܳأ٭ٷ؇ت ༟ڎد ܳٺگڎߌߵ ૭ُ૏ٺأ݄ܭ واᄳᄟي
MarkovChainMonte Carlo (MCMC)ۊިارز݁٭؇ت و༠؇ݬ۰ Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭؇ت ሒᇭ
ᄭᄥ݁ފٺگ ଫଃ༚و ݁ٺٺ؇ًأ۰ اৎ৊ٺᄴᄟިة اܳأ٭ٷ؇ت ّܝިن ،ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ أو ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊިارز݁٭۰ ݁ټܭ
اࠍ৖৑؇੆ت. ڣݯ؇ء اݿٺܝލ؇ف ۰༟๤ངو ᄭᄥاܳފܹފ ۏިدة ܳگ٭؇س ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ૭ُ૏ٺأ݄ܭ ዻዧᄳᄟ ،؇ً݁؇ஓ஄
܋ڰ؇ءة. ଫ଒أ܋ اႤ၍؇௱௯௫ة وأݬٴۜب اܳأ٭ٷ؇ت ඔ൹ً ا৖৑؜ٺ݄؇د ਍ಾ؇ڢݧ ݬ؞ଫଃاً ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط Ⴄ၍ن ؇గၵၽڣ

اڤჸႱמ١ اૃેۏازات ଄૲ܙذج ပ྾ո്৭ة 10 .2
:ሒᇆ؊ل პაႰ ߓߵ෠੼٭۰ ᄭᄟدا ႟ၽނ ሒᇭ ّܝިن hot star •

1 def hot_star)N, delta(:
2 path = np.zeros)N( # Initialize a vector of N zero positions
3
4 for i in range)len)path((:
5 x = np.random.uniform)−delta, delta(
6 path]i[ = x # Replace zero positions with random values

between −delta and +delta
7
8 return path # )Hot start initialization(

:ሒᇆ؊ل პაႰ ߓߵ෠੼٭۰ ᄭᄟدا ႟ၽނ ሒᇭ ّܝިن action اڤء֔ڞ ؼۻոب ႞႐دا
1 def action)path, m, omega, lambda_(:
2 S = 0.0 # Action value initialized to zero before summation
3 N = len)path( # Total number of lattice points in the proposed

path
4
5 for i in range)N(:
6 x_i = path]i[ # Starting point of the time slice dt
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7 x_ip1 = path])i + 1( % N[ # Endpoint of the time slice dt )
periodic boundary(

8
9 kinetic = 0.5 * m * )x_ip1 − x_i(**2 # Kinetic energy

contribution
10 potential = 0.5 * m * omega**2 * x_i**2 + lambda_ * m**2 *

omega**3 * x_i**4 # Potential energy
11
12 S += kinetic + potential # Accumulate the Euclidean action
13 return S

:ঌॻل პაႰ ّܝُٺص Algorithm) (Metropolis ڲמજઁوּܙڤ༉ۥ ػܙارزڲמ١
1 def metropolis)path, delta, m, omega, lambda_, hbar(:
2 accept_rate = 0 # Acceptance rate counter
3
4 # Metropolis updates over the entire path length
5 for j in range)len)path((:
6 i = np.random.randint)0, len)path(( # Randomly select a

lattice site
7
8 old_x = path]i[ # Store the old value for possible rejection
9 old_action = action)path, m, omega, lambda_( # Compute action

of current path
10
11 # Propose a new value using a uniform random step
12 new_x = old_x + np.random.uniform)−delta, delta(
13 path]i[ = new_x # Update temporarily
14
15 new_action = action)path, m, omega, lambda_( # Compute new

action
16
17 # Metropolis acceptance criterion
18 if new_action > old_action or np.random.rand)( > np.exp

)−)1.0 / hbar( * )new_action − old_action((:
19 accept_rate += 1 # Accept the new configuration
20 pass # Keep the new state
21 else:
22 path]i[ = old_x # Reject and restore old value
23 return path, accept_rate

ّ۬؇۱ ሒᇭ ଫଃ܋ٴ ਐಸڰݱ٭ܭ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ًިاݿޚ۰ اᆇᅀܳ٭۰ ا୒ୖݞازت ஓ஁ިذج Ⴄ၍؇ො੼ة ሌᇿإ اܳٺޚݠق ቕቆ وڢڎ
ሌᇿا ا๤དྷܳح ଫଐَك و اৎ৊ݠۏؕ ሌᇿإ ً؇৕৑ނ؇رة وَܝٺࠕࠫ ۱ٷ؇، ๤ཇۋ۳؇ আॻ༟ ஼ߵணߖ ݆ܳ ዻዧᄳᄟ [19] اৎ৊ڍாணة

. اܳگ؇دم اܳڰݱܭ ሒᇭ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ا୒ୖ؇لଫଊد ሒᇭ اࡺ࢕ࢦިذج Ⴄ၍؇ො੼ة
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١଄૵ոশاݾ 11 .2
اܳأڎدل۰ اܳޚݠق أ۱ܾ ݆݁ ً؇؜ٺٴ؇ر۱؇ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ܳޚݠ ل۰ اܳٷޙݠ ا৙৑ݿݴ ሌᇿإ اܳٺޚݠق ቕቆ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ
؇ًਃಮ؇إۋݱ ଫଐ݁اًޚ۰ ؜٭ٷ؇ت ਍ಸ؇ء ሒᇭ ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ دور ّިݪ٭ں ቕቆ პაႰ ،ሒᆶاܳأލިا اܳٺިܳ٭ڎ আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة
؜ਵض ቕቆ პაႰ.ڎفዛውފৎ৊ا لؕ اܳٺިز ሌᇿإ ً؇ܳިݬިل ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ اܳٺڎر෠ຬ޶، اᄳᄟاாணة ڣگڎان ༠؇ݬ٭۰ ොູگݑ
݆݁ ଩ଐܳިً݁؇ن، لؕ ّިز ިොຶ ਐಾگ؇رب ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ ܳٺިܳ٭ڎ أݿ؇ݿ٭۰ Ⴇ၍داة ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊިارز݁٭۰
۰਍ಱ؇أৎ৊ا ؜݆ ༇ຐ؇اܳٷ ଩ଃ༲اܳٺ وّگܹ٭ܭ ঌॻاܳٺڰݱ٭ اܳٺިازن اଫଐ༡ام ّݯ݄݆ มฆܳا اෂීڣݥ أو اܳگٴިل آܳ٭۰ ఈః༠ل
ᄴᄟراݿ۰ ا๤ཟܳوري ሒᇀ؇ފ੆واࠍ ๴ཚ؇ل ීෂا ا৕৑ޗ؇ر ا৙৑دوات ۱ڍه ႟ၽ૰૜ ،ዻዧࣕاܳྟފ٭ޚ۰.وࢻ ۰ਃಮاܳأލިا
ا৖৑؜ٺ݄؇د اৎ৊݄ܝ݆ ଫଃ༚ ݆݁ لݱٴں ۋ٭ت ل۰، اࠍ੆ݠ در༥؇ت ݆݁ ଫଃ܋ٴ ༟ڎد ذات ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄
ඔ൹༶ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ دراݿ۰ ሌᇿإ اਐ಻৖৑گ؇ل ݿ٭ࡤࡲ اܳگ؇دم اܳڰݱܭ ሒᇭة.و๤ཇ؇ٴৎ৊ا اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اࠍ੆ߺࠊل আॻ༟
وذا اܳޚݠق ୒ୖڍه ّޚިراً ଫ଒أ܋ ا݁ٺڎاداً ً؇؜ٺٴ؇ره ܳڰ؇റഠ೭؇ن اৎ৊ފ؇ر Ⴄၽّ݁ܭ ݿ٭؇ق ሒᇭ وّޚٴ٭گ۬ ، HMC

ا৙৑ًأ؇د. ༟؇ܳ٭۰ اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ Ⴄ၍؇ො੼ة ሒᇭ ଫଊأ܋ ڣأ؇ܳ٭۰
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3 اڤءۢڞ
اڤჸႱמ١ اૃેۏازات ଄૲ܙذج ࣷ࣬ຐ ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ જ੻ֵո٢د

٤଄૵מ׿ 1 .3
ۊިارز݁٭۰ واݿٺأ݄ܹٷ؇ ݁؇ر܋ިف، وݿఈఃݿܭ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ޗݠق اܳފ؇ًݑ اܳڰݱܭ ሒᇭ ਍ಾ؇وܳٷ؇ أن ًأڎ
اܳٺޚݠق ا๤ཟܳوري ݆݁ أݬٴں اৎ৊ފ؇ر، Ⴄၽّ݁ܭ ݬ٭؞۰ ݆ᆙᆕ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ دراݿ۰ ሒᇭ ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ
ا৖৑رਊಾ؇ط ݆݁ ጵ጑وّگ أ๤ངع ًݱިرة اࠍ৖৑؇੆ت ڣݯ؇ء ً؇ݿٺܝލ؇ف ૭૜݄ں ܋ڰ؇ءة ଫ଒أ܋ ۊިارز݁٭؇ت ሌᇿإ
۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ اࠍ੅ިارز݁٭؇ت ۱ڍه أ۱ܾ و݆݁ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰. اࠍ৖৑؇੆ت ඔ൹ً ሒᇆاᄳᄟا

.ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا وا਍ಱᄴᄟ؇݁٭۹ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ޗݠق ඔ൹ً ؕᆇ໶໢ มฆܳا (HMC)،
ۊިارز݁٭۰ ਍ಸ؇ء ܋٭ڰ٭۰ ඔ൹ਊ಻ ቕ቉ ،ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ਍ಱᄴፁዧ؇݁٭۹ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ٴ؇دئ ݿٷأݠض اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ
ೞುިܳا لگ۰ ޗݠ ݿྡྷٺٷ؇ول პაႰ واෑෂۊܾ، గጻዧިݪؕ اৎ৊ލଫଐك ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا لؕ اܳٺިز ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ HMC
࠯࠵࠺ݱިل اႤ၍؇௱௯௫ة ݁أ؇ఈః݁ت ݪٴޔ ܋٭ڰ٭۰ ሌᇿإ إݪ؇ڣ۰ ً؇ܳٺڰݱ٭ܭ، اࠍ੅ިارز݁٭۰ وۊޚިات ሒᇼاܳݯڰڎ
وۊިارز݁٭۰ ݁؇ر܋ިف ఈః૭૖ݿܭ اৎ৊ٺأܹگ۰ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ ৙৑ن وَޙݠاً ༟ڎدي. أداء أڣݯܭ আॻ༟
଩ଃஓ஄ มฆܳا اࠍ੊ڎࢴࣖة ೞ಻ިا੊اࠍ আॻ༟ أݿ؇ݿً؇ ۱ٷ؇ ஼ணଫ଍ڣފ اܳފ؇ًݑ، اܳڰݱܭ ሒᇭ ؇ዝཚਵ؜ ቕቆ ڢڎ ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ

اܳٺگܹ٭ڎل۰. اܳޚݠق ؜݆ HMC ۊިارز݁٭۰

Hybrid Monte Carlo اૃેّמר١ ပ྾رڤܙ ڲܙࢡ࣍ࣨ 2 .3
݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ ቕረ؇༟ 1953 ༟؇م [20]اܳݱ؇درة وزఈః݁ف۬ ଫଐৎ৊و྘ܳިًݴ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ اܳިرڢ۰ ܳٷ؇ ڢڎّ݁ب
ܳٷޙ؇م اࠍ৖৑؇੆ت لؕ ّިز Ⴄ၍؇௱௯௫ة MCMC لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ُڎ݁ب ،ܾ۳ܹᆇᅦ ሒᇭ (MCMC). Ⴄ၍رܳި ೑಻ިৎ৊
ሒᇭ اࠍ੊ݞ཯ྕ٭۰. Ⴄ၍؇༲గጻዧة රඝآ ؇ً༶ዛኡ [21] ೑ಱاଫ଍ووال أᄴᄟر ڢڎّم ،1959 ༟؇م ሒᇭ اৎ৊ټ؇ܳ٭۰. اࠍ੊ݞ਀ಱ؇ت ݆݁
،ᄎც࠯࠵࠺ݠ દગިਃ಻ ඔ൹َڢިا اࠍ੅ިارز݁٭۰ ۱ڍه ོྥٴؕ اࠍ੊ݞ਀ಱ؇ت، ᄎცݠ੆ࠍ ۋٺ݄٭۰ ۊިارز݁٭۰ اݿٺ༱ڎ݁ިا ،ܾ۳ܹᆇᅦ
(MCMC) ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا ا༶ዛዊܳ؇ن، ྸะ؇ّأ ۱؇ܹ݁ٺިن. Ⴄၽ݁٭؇਍ಱد ً؇ݿٺ༱ڎام أਃ಻گ۰ لگ۰ ًޚݠ ؇ዛውؗ؇ݬ٭ وஓ୷ܝ݆
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ًگ޺޾ ۰ਃಮ؇اݿྥټٷ ورڢ۰ ᆇᅹأب ،1987 ༟؇م ሒᇭ .ᄭᄥل ޗި ܳڰଫଐة ఈః૭૖م اࠍ੊ݞ཯ྕ٭۰)، Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟا) واࠍ੆ٺ݄޶
۱ڍا لأُݠف اࠍ੊ݞ཯ྕ٭۰. Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟوا MCMC ዛኡ۠޶ ඔ൹ً [22] وروث و਍ಸڎܳٺިن و܋٭ྡྷ٭ڎي دوان

(HMC). ඔ൹༶ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ أو ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ ྾ང؇ً ا৚৑ن ༇ံڎৎ৊ا اዛዊܳھ
ߖߵؗص ؇਍಻أ ܳٷڰଫଐض MCMC. ۊިارز݁٭۰ ܳٴٷ؇ء ۱؇ܹ݁ٺިن Ⴄၽ݁٭؇਍ಱد اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇ ܋٭ژ َ ଫ଍ܳ
ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ .ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا لؕ اܳٺިز ۱ڍا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ሒᇃި۱؇ܹ݁ٺ ྲྀྟٷ؇ء ਊ಻ڎأ .ሒᇿ؇݄اۋٺ لؕ ّިز ݆݁ ؜٭ٷ؇ت أ༠ڍ ሒᇭ
ًأݥ إد༠؇ل ألݯً؇ ༟ܹ٭ٷ؇ ෠ຬص HMC)، ܳ؞۰ ሒᇭ اৎ৊ިݪؕ ݁ٺ؞ଫଃات ሒሃ) ዛኤ݄ٷ؇ มฆܳا اৎ৊ٺ؞ଫଃات ሌᇿإ
اৎ৊ފ؇༟ڎة اৎ৊ٺ؞ଫଃات ୒ୖڍه لܝިن ؇݁ ༟؇دةً HMC). ሒᇭ اෑෂۊܾ (݁ٺ؞ଫଃات اৎ৊ފ؇༟ڎة اࠍ੆گܭ ݁ٺ؞ଫଃات
ቕ቉ ،๴ངو؇༚ لؕ ّިز ݆݁ ۱ڍه اෑෂۊܾ ݁ٺ؞ଫଃات HMC لگ۰ ޗݠ ྾ངߙߵ ༚؇وݿ٭۰. ᄭᄥ݁ފٺگ لأ؇ت ّިز
ᄭᄟ؇੆اࠍ رڣݥ أو ڢٴިل لࡤࡲ اৎ৊ފ؇ر، ዛኡ؇ل۰ ሒᇭ ۱؇ܹ݁ٺިن. Ⴄၽ݁٭؇਍ಱد ݆݁ ݁ٺگޚأ۰ ۰༱ܳྡྷފ وڣگً؇ ݁ފ؇راً ොູފص
ᄭᄟ؇༡ اڢଫଐاح ૭૜ٺޚ٭ؕ ؇ዛኡأ ሒᇭ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ଩ଃ݁ة ݆ᆇᅀّ ଫଐ݁و྘ܳިًݴ. ۊޚިة ًިاݿޚ۰ ۰༡ଫଐگৎ৊ا اࠍ੊ڎࢴࣖة
لگ۰ ًޚݠ ݁گ؇ر۰َ ܋ٴଫଃاً ݁ܝފٴً؇ لأُڎ و۱ڍا ਵਦّڰؕ. ڢٴިل اۋٺ݄؇ل ؕ݁ اࠍ੆؇ܳ٭۰، ᄭᄟ؇੆اࠍ ؜݆ ًأ٭ڎة ༥ڎࢴࣖة

.ሒᆶاܳأލިا ଫଃܳފ؇ً ଫଐ݁و྘ܳިًݴ

ո٢ڲמڪ׫ܙن ڲո֔دूेت 3 .3
ّأ݄ܭ اܳٴأڎ. ሒᆶ؇਍ು ً ڣݯ؇ء اࠍ৖৑؇੆ت ڣݯ؇ء لݱٴں ොຳ٭ت ،p اෑෂۊܾ ଫଃو݁ٺ؞ x اৎ৊ިݪؕ ଫଃ݁ٺ؞ ଫଊܳٷأٺ
و x আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ᄭᄟدا ًިاݿޚ۰ اܳٷޙ؇م وݬژ ஓ୷ܝ݆ اܳڰݯ؇ء. ۱ڍا دا༠ܭ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت
اৎ৊ލٺگ؇ت ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ p و x ݆݁ ႟ၽܳ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر وොຬُڎد .H(x, p) ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ྾ང؇ً وّأُݠف ،p

:႟ၽܳލ؇ً ۱؇ܹ݁ٺިن ݁أ؇د৖৑ت وّأُޚް .[23] ሒᇃި۳؇ܹ݁ٺይዧ ۰ਃಮݞ੊اࠍ
dx

dt
=
∂H

∂p
,

dp

dt
= −∂H

∂x
. (1 .3)

.݆݁ෑෂا ଫଃ݁ٺ؞ t ஓ୷ټܭّ ۋ٭ت
আॻ༟ ۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ اᄳᄟي ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒؇ً ً ༟؇دة ዛኡࡤࡲ (HMC) ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭو

أي: ،K(p) රඞ܋٭۰ وޗ؇ڢ۰ U(x) Ⴄ၍݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ᆇ୞୘ިع ႟ၽނ
H(x, p) = U(x) +K(p) (2 .3)

اৎ৊ݠਊಾޚ۰ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ K(p) ஓ஄ټܭ ྘ྲྀٷ݄؇ اৎ৊ިݪؕ، ଫଃٺ؞ஓ୾ اৎ৊ݠਊಾޚ۰ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ U(x) ஓ஄ټܭ ۋ٭ت
اෑෂۊܾ. ଫଃٺ؞ஓ୾

ሒᆶ؇ل ଩ଃاܳڰ ً؇ܳٷޙ؇م ݁ٴ؇๤ཇة رًޚ۬ ஓ୷ܝ݆ ،۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا لژ ّأݠ ًأڎ
ا৕৑ڢܹ٭ڎي ݆݁ෑෂا ሒᇭ ( Anharmonic Oscillator) اఈዳዧۊޚ޶ ሒᇧިᆇᅀܳا ا୒ୖݞاز و۱ި اৎ৊ڎروس،

:႟ၽܳލ؇ً اৎ৊ٷڰݱܭ ا৕৑ڢܹ٭ڎي اܳڰأܭ لأُޚް اܳٷޙ؇م ۱ڍا ڣࠕࠫ .[23]
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SE[x] =
N∑
i=1

[
m

2a
(xi+1 − xi)

2 + a

(
1

2
mω2x2i + λm2ω3x4i

)]
, (3 .3)

ஓ஄ټܭ: ۋ٭ت
ا৕৑ڢܹ٭ڎي، ݆݁ෑෂا ۊޚިة a •

،ᄎჼاܳލٴ َگ؇ط ༟ڎد N •
اࠍ੊ފࡗࡲ، ᄭᄥ঺঒ m •
ا୒ୖݞاز، ߙߵدد ω •

ا৖৑زدواج). (ڢިة ۊޚ٭۰ ఈዳዧا ݁أ؇݁ܭ λ •
اႤၽܳ݁ٷ۰: اܳޚ؇ڢ۰ ஓ୾ټ؇۰ً اܳڰأܭ ۱ڍا ଫଊلأُٺ HMC ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ

U(x) = SE[x]. (4 .3)
:႟ၽܳލ؇ً ༟؇دة ڣٺُۛٺ؇ر ،pi اෑෂۊܾ ஓ୾ٺ؞ଫଃات اৎ৊ݠਊಾޚ۰ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ أ݁؇

K(p) =
N∑
i=1

p2i
2
. (5 .3)
ይዧٷޙ؇م: ঌ႓ၽܳا ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا لݱٴں ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

H(x, p) =
N∑
i=1

p2i
2

+ SE[x]. (6 .3)
:আॻ༟ ොຶݱܭ ۱؇ܹ݁ٺިن ݁أ؇د৖৑ت وً؇ݿٺ༱ڎام

dxi
dt

=
∂H

∂pi
= pi, (7 .3)

و
dpi
dt

= −∂H
∂xi

. (8 .3)
لأٺ݄ڎ اܳڰأܭ أن ሌᇿإ ا৖৑ཹྥٴ؇ه ؕ݁ ،xi ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ا৕৑ڢܹ٭ڎي اܳڰأܭ ૰૙ٺݑ ۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا وࠍ੆ފ؇ب
،௧ਤਃಸଫଐܳا واࠍ੆ڎ ،(xi−1 و xi+1 و xi ඔ൹ً (اܳڰݠق ሒᆞݠ੆اࠍ اࠍ੆ڎ ༡ڎود: ۰ٔఈఃٔ ఈః༠ل ݆݁ xi আॻ༟

෠ຶڎ: .x4i اఈዳዧۊޚ޶ واࠍ੆ڎ
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∂SE
∂xi

=
m

a
(2xi − xi+1 − xi−1) (9 .3)

+ a
(
mω2xi + 4λm2ω3x3i

)
. (10 .3)

اෑෂۊܾ: ّޚިر ᄭᄟ݁أ؇د ّݱٴں ቕ቉ و݆݁
dpi
dt

= −
[m
a
(2xi − xi+1 − xi−1) + a

(
mω2xi + 4λm2ω3x3i

)]
. (11 .3)

ෛຬٺࠕࠫ ۋ٭ت ،λ = 0 ًިݪؕ اܳྟފ٭ޔ اܳٺިاڣࠔࠫ ا୒ୖݞاز ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ اෂීۏިع ᄭᄟިዝ๎ื ஓ୷ܝ݆ ڲ୹୴ؼ܊١:
اৎ৊أݠوڣ۰. اܳٺިاڣگ٭۰ ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ ݁ޚ؇ًگ۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت وّݱُٴں x4i اࠍ੆ڎ

ᆃᄴڲڪ׫ܙոેૃا اոॾఢႥ႐ڲמ٪ ֲۘոۢػ 4 .3
،ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭۹ ً؇ݿٺأ݄؇ل (MCMC) Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ ොູڎ਒ಱ؇ت ਍ಸ؇ء ؜ٷڎ

:؇۳ᆇᆅأ ݆݁ ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت، ୒ୖڍه أݿ؇ݿ٭۰ ۊݱ؇فݧ ༟ڎة ّޙ۳ݠ
ل۰ ๤ཚور ༠؇ݬ٭۰ ሒሃو ይዧأܝݴ، اܳگ؇ًܹ٭۰ ෛຳ؇ݬ٭۰ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت ଩ଃറണ೺ ቞ቘ֔ڎۥ: اڤؠոּڪמ١ .1
؇ًਐಸ؇ٔ ا୒ୖڎف لؕ اܳٺިز ਊُಾࠔࠫ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭۹ আॻ༟ اৎ৊ٴྡྷ٭۰ MCMC ොູڎ਒ಱ؇ت أن ਊು৕৑؇ت
۰༡ଫଐگৎ৊ا اࠍ৖৑؇੆ت ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ ݁؇ر܋ިف ݿఈఃݿܭ أن ࿓؆ޖ۳؇ر ዻዧذ إਊು؇ت وஓ୷ܝ݆ .ଫଃّ؞٭ دون

[23] ይዧأܝݴ. اܳگ؇ًܹ٭۰ ๤ཇط ොູگݑ ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت ۱ڍه ًިاݿޚ۰
اܳٺޚިر أ਍ು؇ء ۰ਐಸ؇ٔ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ڢ٭۰݄ আॻ༟ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت ොູ؇ڣޓ :ᆃᄴڲڪ׫ܙոેૃا اว്ءոظ .2

أي: ،มฃ݁ෑෂا
dH

dt
= 0

أو ܳگٴިل ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊިارز݁٭۰ ૭ُ૜ٺ༱ڎم (HMC)، ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ
ڣ؆ن ،؇ً݁؇ஓ஄ ො੼ڰިޖً؇ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ًࠔࠫ وᎂذا .ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اܳٺޚިر ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ ۰༡ଫଐگৎ৊ا ᄭᄟ؇੆اࠍ رڣݥ
دڢ٭ݑ، ႟ၽ૰૖ اොຶ৖৑ڰ؇ظ ۱ڍا ොູگ٭ݑ لݱأص ᆇᅦܹ٭ً؇، ܳـܝ݆ .1 ܳـ ؇ً࿌݁ފ؇و لݱٴں اܳگٴިل اۋٺ݄؇ل
ّگݠ཯ྟ٭۰ ًݱިرة ො੼ڰިޖً؇ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ ݁ٺگޚأ۰، لگ۰ ًޚݠ ؇ً࿌ڎد༟ ොܭ ُູ ᄎცݠ੆اࠍ ݁أ؇د৖৑ت ৙৑ن

[23] ڣگޔ.
۱ڍه وّأُڎ .(x, p) اܳޚިر ڣݯ؇ء ሒᇭ ܾ፳፞༕ا আॻ༟ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت ොູ؇ڣޓ اዤዏຆگ: اว്ءոظ .3
ඔ൹ًأ ܾ፳፞༕ا ଫଃّ؞ أ༠ڍ ሌᇿإ ۰༥؇੆اࠍ ༟ڎم มฃّأ ؇ዛኡ৙৑ MCMC ۊިارز݁٭؇ت ሒᇭ ۰݄ዛᔻ اࠍ੅؇ݬ٭۰
د਍ಱ؇݁٭൑ശ؇ت اݿٺ༱ُڎ݁ب ڣߺࠊ ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ. ොູڎ਒ಱ؇ت ሒᇭ اܳگٴިل اۋٺ݄؇ل ۋފ؇ب ؜ٷڎ ا৖৑؜ٺٴ؇ر
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݁ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ۋފ؇ب ا๤ཟܳوري ݆݁ Ⴄၽܳن ༥ڎࢴࣖة، ৖৑؇༡ت ৖৑ڢଫଐاح ۰ਃ಻ި۱؇ܹ݁ٺ ଫଃ༚ ۰݁؇༟
ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت، ۱ڍه ؜݆ ༇ຐ؇اܳٷ لܭ ً؇ܳٺۜި اৎ৊ݠਊಾޚ۰ determinant) (Jacobian ሒᇀި܋؇༥

[23] اܳأڎدل۰. اܳٷ؇ۋ٭۰ ݆݁ ༥ڎاً ݁أگڎة ᆇᅦܹ٭۰ ا௱௯௫ڎد ۱ڍا ۋފ؇ب لܝިن وڢڎ

Leapfrog Method ᆃᅭاڤ۠ء׿ ౏లاڤܙ ֵؠ١ ܈ۑ 5 .3
݁أ؇د৖৑ت لܭ ިොູ ෠ຬص اࠍ੆؇ݿިب، আॻ༟ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ਍ಱᄴፁዧ؇݁٭۹ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ّޚٴ٭ݑ أ༥ܭ ݆݁
أ૭૖ޚ۳؇ و݆݁ اܳٺگޚ٭ؕ، ۱ڍا ܳٺۜگ٭ݑ ༟ڎدل۰ ޗݠق ༟ڎة ༥ިّڎ ݁ٺگޚأ۰. ݬ٭؞۰ ሌᇿإ มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر

(Leapfrog). ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا لگ۰ ޗݠ
ۊޚިات ሌᇿإ ݆݁ෑෂا ଫଃ݁ٺ؞ ّگފࡗࡲ ଫଊ༟ ۱؇ܹ݁ٺިن ݁أ؇د৖৑ت ೞಱّگݠ ௧ਟྡྷٴ཯ ،؇ً࿌ڎد༟ اࠍ੅ިارز݁٭۰ ܳٺٷڰ٭ڍ
اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ۋފ؇ب ஓ୷ܝ݆ ،t = 0 ݆݁ෑෂا ؜ٷڎ ۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ᄭᄟ؇੆اࠍ ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ .ε ޗިل ذات ݬ؞ଫଃة
.ೞಱاܳٺگݠ ؜݆ ۰෠ູ؇َ ݬ؞ଫଃة ༟ڎدل۰ أۊޚ؇ء وۏިد ؕ݁ وᄔჼ۱ا، ،3ε ቕ቉ ،2ε ቕ቉ ،ε ا৙৑ز݁ٷ۰ ؜ٷڎ ࣁࣖر෠ຬ٭ً؇
لگ۰ ޗݠ ۊޚިات ّࡤࡲ ،p واෑෂۊܾ x اৎ৊ިݪؕ لܝިن ۋ٭ت ࢾࣖرݿ۬، اᄳᄟي اܳٴأڎ أ༡؇دي اܳٷޙ؇م ሒᇭ

:ঌॻل პაႰ t+ ε ݆݁ෑෂا ሌᇿإ t ݆݁ෑෂا ݆݁ ਐ಻ఈዳዧگ؇ل ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا
x
(
t+

ε

2

)
= x(t) +

ε

2
p(t). (12 .3)

p(t+ ε) = p(t)− ε x
(
t+

ε

2

)
. (13 .3)

x(t+ ε) = x
(
t+

ε

2

)
+
ε

2
p(t+ ε). (14 .3)

[23] (Leapfrog Method) ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا ۊޚިات :1 .3 ႟ၽނ
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༠؇ݬ٭۰ ොູگݑ ؇ዛኡأ პაႰ ،(x, p) اܳޚިر ڣݯ؇ء ܾ࿭੗ আॻ༟ ොູ؇ڣޓ ؇ዛኡ؊ً ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا لگ۰ ޗݠ ଩ଃറണ೺و
(HMC). ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ أݿ؇ݿ྘ٺ؇ن ༠؇ݬ྘ٺ؇ن ؇ᆇᆅو ይዧأܝݴ، اܳگ؇ًܹ٭۰

ᆃᄴڲڪ׫ܙոેૃا اոॾఢႥ႐ڲמ٪ ڲڷ ոًؓ୹୴اֿ܋ MCMC ػܙارزڲמ١ ոॾ఩ء 6 .3
اिऻ۾જઁك ᆃᅰոاूेؼ׫ڵ ֆֵ اڤ׫ܙز 1 .6 .3

ً؇৖৑؜ٺ݄؇د ዻዧوذ Ⴄ၍݁ٷ۰، ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟࢻࣖا ݁ٷ۬ ؜٭ٷ؇ت أ༠ڍ ሒᇭ ߖߵؗص اᄳᄟي ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا لؕ اܳٺިز رًޔ ஓ୷ܝ݆
.ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ሒᇭ (Canonical Distribution) ሒᇃިَ؇اܳگ لؕ اܳٺިز ݁ڰ۳ިم আॻ༟

لأُޚް ؜ٷڎࢱٍࣕ .E(x) ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟدا ᄩᄟو ،x ଫଃٺ؞ৎ৊؇ً ༡؇ܳٺ۬ ُّިݬژ ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ َޙ؇م وۏިد ܳٷڰଫଐض
ا৖৑ۋٺ݄؇ܳ٭۰: اൠശܳ؇ڣ۰ ᄭᄟࢻࣖا ࠯࠵࠺؇৖৑ت ሒᇃިَ؇اܳگ لؕ اܳٺިز

P (x) =
1

Z
e−βE(x), (15 .3)

ஓ୷ټܭ: ۋ٭ت
β =

1

T
(16 .3)

Partition) اܳٺگފࡗࡲ ᄭᄟࢻࣖا اৎ৊أݠوف اܳٺٷޙࡗࡲ ೑ಸ؇ٔ Z اᆇᅀܳ٭۰ ஓ஄ټܭ ྘ྲྀٷ݄؇ اࠍ੆ݠارة، ۰༥در ݁گߺࠊب
ܳߺࠊا༡ڎ. ؇ً࿌݁ފ؇و ا৖৑ۋٺ݄؇৖৑ت Ⴄၽّ݁ܭ أو ᆇ୞୘ިع لܝިن أن ܳݯ݄؇ن ل۰ ๤ཚور ሒሃو ،(Function

݆݁ اည৊ܝ۰َި ᄎცଫଐލৎ৊ا ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟدا ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ஓُټܭ ୷ ،۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ
اৎ৊ލଫଐك: لؕ اܳٺިز ොຬڎد ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،p واෑෂۊܾ x اৎ৊ިݪؕ

P (x, p) =
1

Z
e−βH(x,p). (17 .3)

ؗ٭؇ب ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ᄎცݠ੆اࠍ ۱ڍه ؜݆ ༇ຐ؇اܳٷ اৎ৊ފ؇ر أن ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ᄎცݠ੆اࠍ أ਍ು؇ء ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اොຶڰ؇ظ มฃلأ و
.[23] ۰ਐಸ؇ٔ اۋٺ݄؇ܳ٭۰ ঒়؇ڣ۰ ذي ݿޚں আॻ༟ ਊಱࠔࠥ اܳأڎدل۰ ا৙৑ۊޚ؇ء

රඞ܋٭۰: وޗ؇ڢ۰ Ⴄ၍݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ᆇ୞୘ިع ႟ၽނ আॻ༟ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا لܝُٺص و؜ٷڎ݁؇
H(x, p) = U(x) +K(p), (18 .3)

لݱٴں: اৎ৊ލଫଐك لؕ اܳٺިز ڣ؆ن
P (x, p) =

1

Z
e−βU(x)e−βK(p). (19 .3)
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ሒᇃިَ؇اܳگ لأ۬ ّިز ؇݄ዛዊ݁ ႟ၽܳو ،؇ًਃಮ؇إۋݱ ݁ފٺگఈఃن p واෑෂۊܾ x اৎ৊ިݪؕ ݁ٺ؞ଫଃي أن اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه وّޙ۳ُݠ
݁ٺ؞ଫଃات أ݁؇ ،؇ዛውࢻࣖراݿ ዛኡࡤࡲ มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ٺ؞ଫଃات x اৎ৊ިݪؕ ݁ٺ؞ଫଃات وஓ஄ټܭ اࠍ੅؇ص.

[23] .ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭۹ ਐಸޚٴ٭ݑ ይዧފ݄؇ح ڣگޔ أ֡د༠ܹب ݁ފ؇༟ڎة ݁ٺ؞ଫଃات ڣ۳޶ p اෑෂۊܾ
྘ྲྀٷ݄؇ ،(x, p) દઊଫଃٺ؞గጻዧ اৎ৊ލଫଐك لؕ اܳٺިز ݆݁ ؜٭ٷ؇ت ً؊༠ڍ ّگިم HMC ۊިارز݁٭۰ ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
لؕ ّިز أ݁؇ .U(x) اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ᄭᄟدا ଫଊ༟ x اৎ৊ިݪؕ ଫଃ݁ٺ؞ ሒᇭ ఈًఃټᆙᆘ ڣأܹ٭ً؇ اৎ৊ޚߺࠊب لؕ اܳٺިز لܝިن

.K(p) اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ᄭᄟدا ًިاݿޚ۰ ڣ٭༲ُڎد p اෑෂۊܾ
ଫଃ݁ٺ؞ ܋ިن ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،௧ਤਃಸߙߵ ႟ၽ૰૖ اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ෛٺ؇ر ُູ ،HMC ّޚٴ٭گ؇ت أ༚ܹص ሒᇭ
اࠍ੆ݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّܝُٺص اܳٴأڎ، أ༡؇دل۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭو ݬڰݠي. ஓ୾ٺިݿޔ ๴ངو؇༚ لؕ ّިز وڣݑ ؇ً༟݁ިز اෑෂۊܾ

اܳݱިرة: আॻ༟
K(p) =

p2

2
, (20 .3)
ܳߺࠊ༡ڎة. ل۰ ݁ފ؇و ᄭᄥ൞ശܳا اۊٺ٭؇ر ؜ٷڎ ዻዧࠔࠥوذਊಱ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،ඔ൹ڰިޖො੼ p و x ௧ਤل ّިز ݆݁ ႟၍ ਊಱࠔࠥ ،HMC ۊިارز݁٭۰ ݆݁ دورة ႟၍ ఈః༠ل

.؇ًਐಸ؇ٔ ألݯً؇ اৎ৊ލଫଐك لؕ اܳٺިز
لأ۬ ّިز ݆݁ ؇ًਃಮ؜ލިا p ይዧݞۊܾ ༥ڎࢴࣖة ڢ٭۰݄ اۊٺ٭؇ر لࡤࡲ اࠍ੅ިارز݁٭۰، ݆݁ اଫଃ༠৙৑ة اࠍ੅ޚިة ሒᇭ
،(x, p) اࠍ੆؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ݆݁ ࢻࣖءاً ،ዻዧذ ًأڎ .x గጻዧިݪؕ اࠍ੆؇ܳ٭۰ اܳگ٭۰݄ ؜݆ ݁ފٺگܭ ႟ၽ૰૖ ،๴ངاܳ؞؇و
ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا ۊިارز݁٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل اࠍ੅ޚިات ݆݁ L ܳأڎد ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭۹ ّޚٴ٭ݑ لࡤࡲ

.ϵ ݁گڎار۱؇ ز݁ٷ٭۰ وෛຳޚިة ،(Leapfrog)
اႤ၍؇௱௯௫ة ܋ڰ؇ءة আॻ༟ ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ ؇ᆇᆅاۊٺ٭؇ر لޝߜߵ و ،ඔ൹ݿ؇ݿ٭৙৑ا اࠍ੅ިارز݁٭۰ ঌॻ݁؇݁أ ϵ و L ஓ஄ټܭ

.؇ዛውودڢ
ቕ቉ ،(x∗, p∗) ۰༡ଫଐگৎ৊ا ᄭᄟ؇੆اࠍ আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل اෑෂۊܾ إނ؇رة ༟ܝݴ لࡤࡲ ،௧ௌ݁٭؇਍ಱᄴᄟا اৎ৊ފ؇ر ዛኡ؇ل۰ ًأڎ

.ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه رڣݥ أو ܳگٴިل ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊޚިة ّޚُٴݑ
أරඝى ਵਦة ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه وّأُ؇د ،؇ዝཏَڰ اࠍ੆؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ᄭᄥاܳފܹފ ਊಾࠔࠥ ،۰༡ଫଐگৎ৊ا ᄭᄟ؇੆اࠍ رڣُݯب إذا

ا௰௯௫ٺܹڰ۰. ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا اৎ৊ٺިݿޚ؇ت ۋފ؇ب ؜ٷڎ
আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ اৎ৊ފٺ݄ݠة لأ؇ت اܳٺިز ؕ݁ ڣگޔ ૭ُ૜ٺ༱ڎم HMC ۊިارز݁٭۰ أن ሌᇿإ ا৕৑ނ؇رة ෠ູڎر
ො੼ݱިرة ਊಾࠔࠥ ݆ܳ اࠍ੅ިارز݁٭۰ أن ّݯ݄݆ (Ergodicity) ا৕৑رؗިدل۰ ༠؇ݬ٭۰ أن პაႰ .R اܳڰݯ؇ء
ይዧٷޙ؇م. اܳިۋ٭ڎ ሒᇃاܳٺިاز لؕ اܳٺިز ިොຶ ࣁࣖر෠ຬ٭ً؇ ݿྥٺگ؇رب ًܭ اࠍ৖৑؇੆ت، ڣݯ؇ء ݆݁ ଫଃݬ؞ ඹජء دا༠ܭ
ًޚݠق x اৎ৊ިݪؕ ଫଃ݁ٺ؞ ଫଃ؞٭ਐಸ ૭૜݄ں ؇ዛኡ؆ڣ دورة، ႟၍ ሒᇭ ؇ًਃಮ؜ލިا ᄴᄟިُّ اෑෂۊܾ ڢࡗࡲ أن ؇ஓ୾و
ෛຳިارز݁٭؇ت ݁گ؇ر۰َ ༟؇ܳ٭۰ ًܝڰ؇ءة اࠍ৖৑؇੆ت ڣݯ؇ء اݿٺܝލ؇ف আॻ༟ اࠍ੅ިارز݁٭۰ ༟؇૭૏ڎ ؇ᆙᆘ ،۰༟ި݁ٺٷ

[23] اܳٺگܹ٭ڎل۰. ሒᆶاܳأލިا ๴དྷৎ৊ا
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HMC ػܙارزڲמ١ ڲո֔ڲ୹୴ت ۛץ܅ 2 .6 .3
ۊޚިة ؇ᆇᆅ ඔ൹أݿ؇ݿ٭ ඔ൹ܹ݁؇݁أ ݪٴޔ (HMC) ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ّޚٴ٭ݑ ਐಱޚܹص
݆݁ෑෂا ሒᇭ اৎ৊ފ؇ر ޗިل ොູڎد มฆܳا L اࠍ੅ޚިات و༟ڎد ،ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ ϵ ݆݁ෑෂا

اᆇᆅިܳ޶:
l = Lϵ. (21 .3)

݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ෛຳިارز݁٭۰ ݁گ؇ر۰َ ݬأ۰ًި ଫ଒أ܋ HMC ۊިارز݁٭۰ ݁أ؇ఈః݁ت ݪٴޔ لأُڎ ༟؇م، ႟ၽ૰૖و
اܳٺگܹ٭ڎل۰.

มฃ݁ෑෂا اܳٺޚިر ਵਦاڢٴ۰ ؕ݁ ،L و ϵ ܳـ ෠ູݠ཯ྟ٭۰ ڢࡗࡲ ً؇ݿٺأ݄؇ل أوܳ٭۰ ૰૜؞٭ఈఃت إරජاء اৎ৊ފٺۜފ݆ ݆݁
Thermalization) اࠍ੆ݠاري اܳٺިازن ز݆݁ ොູڎࢴࣖ أ༥ܭ ݆݁ ዻዧوذ اৎ৊ݠݬިدة، ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ᆇᅀይዧ٭؇ت
اݿٺ༱ڎاً݁؇ اᆇᅀܳ٭؇ت ଫ଒أ܋ و݆݁ .(Autocorrelation Time) ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط وز݆݁ (Time

.U(x) اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ᄭᄟدا اৎ৊ݠاڢٴ۰ ۱ڍه ሒᇭ
ሒᇭ ݁؇ر܋ިف ᄭᄥݿܹފ ܋ڰ؇ءة ݁ڎى আॻ༟ ݁ޝ๤ཇاً اৎ৊ݠݬިدة గጻዧگ؇دߌߵ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط لأޚ޶ و
ۊިارز݁٭۰ ݆݁ دورة ႟၍ ّޝدي أن ௧ਟྡྷٴ཯ اৎ৊ټ؇ܳ٭۰، اܳٷ؇ۋ٭۰ و݆݁ اࠍ৖৑؇੆ت. ڣݯ؇ء اݿٺܝލ؇ف

اࠍ੆؇ܳ٭۰. ᄭᄟ؇੆اࠍ ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ ނٴ۬ ّܝިن ༥ڎࢴࣖة ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ HMC
ڢٴިل ݁أڎل ڣ؆ن ༥ڎاً، ܋ٴଫଃة ϵ ೑಻Ⴄ၍ ڣ؆ذا اᆇᆅ৙৑٭۰. ؐܳ؇ً أਵਦاً ϵ ݆݁ෑෂا ۊޚިة اۊٺ٭؇ر لأُڎ
༥ڎاً، ݬ؞ଫଃة ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇ ༥ڎاً. ݁ٷۛڰݯً؇ لݱٴں ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اৎ৊ފ؇رات ًިاݿޚ۰ ۰༡ଫଐگৎ৊ا اࠍ৖৑؇੆ت
܋ٴଫଃة. ڣ؇ࢱࣖة دون ሒᇀ؇ފ੆اࠍ ݆݁ෑෂا ل؇دة ز ሌᇿإ ً إݪ؇ڣ۰ ًޚ٭٪ً؇، لݱٴں اࠍ৖৑؇੆ت ڣݯ؇ء اݿٺܝލ؇ف ڣ؆ن
ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ڢ٭۰݄ ሒᇭ ڣ؇ࠍ੅ޚ؊ .L اࠍ੅ޚިات ༟ڎد ؜݆ ݁ފٺگܭ ނٴ۬ ༚؇ܳٴً؇ لܝިن ϵ اۊٺ٭؇ر أن لఈఃُۋޓ و
ܳݯ݄؇ن لܝࠕࠫ ؇ஓ୾ ݬ؞ଫଃة ϵ ّܝިن أن ๤๑ืط ،L ؕ݁ ༟؇دةً ߌ߳داد ৖৑ اෂීڣݥ ݁أڎل ࢻࣖوره ොຬڎد واᄳᄟي

[23] ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭൑ശ؇ت. اݿٺگݠار
ިറഠ೺ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ڢ٭۰݄ ڣ؆ن ݁ފٺگݠة، ଫଃ༚ اৎ৊ފ؇رات ෠ູأܭ ۰༥در ሌᇿإ ܋ٴଫଃة ϵ ڢ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇
HMC ۊިارز݁٭۰ أداء ڣ؆ن اܳފྟص، و୒ୖڍا ༥ڎاً. ݬ؞ଫଃاً اܳگٴިل اۋٺ݄؇ل لݱٴں ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،L ؕ݁ أݿ٭ً؇
ذات ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ෛຳިارز݁٭۰ ݁گ؇ر۰َ ይዧݯٴޔ ۋފ؇ݿ٭۰ ଫ଒أ܋ ෠ຬأ۳ܹ؇ ؇ᆙᆘ ،ϵ اۊٺ٭؇ر ૭૖ިء ૰૖ڎة ਐಱ؊ߜߵ

.ሒᆶاܳأލިا ๴དྷৎ৊ا
واࠍ੅ޚ؊. ᄭᄟو؇௱௯௫ا আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ෠ູݠ཯ྟ٭۰ لگ۰ ًޚݠ ༚؇ܳٴً؇ لࡤࡲ اۊٺ٭؇ره ڣ؆ن ،Lϵ اৎ৊ފ؇ر ޗިل ෛຬݧ ڣ٭݄؇
ނٴ۬ ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ ّݱܭ اࠍ੅ިارز݁٭۰ أن --- ϵ ܳـ ݁ٷ؇ݿص اۊٺ٭؇ر ؕ݁ --- ا৙৑وܳ٭۰ اܳٺ༶؇رب أޖ۳ݠت ڣ؆ذا
ارਊಾ؇ط وۏިد ܳިۋޓ إذا أ݁؇ .L ܳـ أݬ؞ݠ ڢ٭۰݄ ෠ູݠ۰ً ا৙৑ڣݯܭ ݆ᆇᅫ ڣگޔ، وا༡ڎة دورة ًأڎ ᄭᄥ݁ފٺگ

.L ڢ٭۰݄ ل؇دة ز ௧ਟڣ٭ྡྷٴ ਵਦّڰؕ، ሒᇆذا
࠯࠵࠺ݱިل ݁ٷ؇ݿٴً؇ 25% لگ؇رب ڢٴިل ݁أڎل ଫଊلأُٺ ،ሒᆶاܳأލިا ๴དྷৎ৊ا ذات ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ
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.65% لگ؇رب ڢٴިل ݁أڎل ؜ٷڎ HMC ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ ا৙৑݁ټܭ ا৙৑داء ౫౜దگݑ ྘ྲྀٷ݄؇ ۏ٭ڎ، أداء আॻ༟
[23]

ൌฤ܋ܙة ػ܋ܙة HMC ػܙارزڲמ١ 3 .6 .3
اࠍ੅ިارز݁٭۰ ݆݁ ا୒ୖڎف .(HMC) ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ۊޚިات ؜ਵض ا৚৑ن ܳٷأُڎ
ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ ۰ਃಮ؜ލިا ۰ਃಮڎاਐಸا ዛኤ٭۰٪ ݆݁ اَޚఈఃڢً؇ (Configurations) اዛውܳ٭٪؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ّިܳ٭ڎ ި۱

:႟ၽܳލ؇ً اዛውܳ٭٪؇ت ݆݁ ݁؇ر܋ިف ᄭᄥݿܹފ اࠍ੅ިارز݁٭۰ ᄴᄟިُّو .ϕ(0)

ϕ(0) → ϕ(1) → ϕ(2) → · · · → ϕ(k−1) → ϕ(k) → ϕ(k+1) → · · · (22 .3)
ይዧٷޙ؇م. اܳިۋ٭ڎ ೑ಸ؇اܳټ لؕ اܳٺިز ިොຶ ᄭᄥاܳފܹފ ۱ڍه ਐಾگ؇رب اܳٺଲ୍ارات، ༟ڎد ߙ߳اࢴࣖ و݁ؕ
اܳٺ؇ܳ٭۰: اࠍ੅ޚިات وڣݑ ϕ(k+1) اܳٺ؇ܳ٭۰ اዛውܳ٭۰٪ ّިܳ٭ڎ لࡤࡲ ،ϕ(k) اዛውܳ٭۰٪ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ًأڎ

اളൂػگ ڲ׫֏જੴات ׂܙڤמ׿ .1
:๴ངو؇༚ لؕ ّިز ݆݁ ؇ًਃಮ؜ލިا ϕ(k) ዛውይዧ٭۰٪ اৎ৊ިاڣݑ pϕ(k) اৎ৊ފ؇༟ڎ اෑෂۊܾ ّިܳ٭ڎ ৖ً৑أو لࡤࡲ

1√
2π

exp
(
−1

2
p2ϕ(k)

)
. (23 .3)

ᆃᄧঁ׿ا఩ेूا ᆃᄴڲڪ׫ܙոેૃا ؼۻոب .2
:۰ਃಮڎاਐಸ৖৑ا ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ڢ٭۰݄ ොຶފص ዻዧذ ًأڎ

Hi = S[ϕ(k)] +
1

2
p2ϕ(k) , (24 .3)

اࠍ੆گިل ل۰ َޙݠ ሒᇭ ا৕৑ڢܹ٭ڎي اܳڰأܭ ఈًః݁ټ ஓ஄ټܭ ڢڎ มฆܳوا اႤၽܳ݁ٷ۰، اܳޚ؇ڢ۰ ᄭᄟدا S[ϕ(k)] ஓ஄ټܭ ۋ٭ت
اᆇᅀܳި݁٭۰.

ᆃᄴڲڪ׫ܙոેૃا اոॾఢႥ႐ڲמ٪ ॾయءמ׾ .3
:႟ၽاܳލ আॻ༟ اৎ৊ފ؇ر ޗިل لޝ༠ڍ و .(ॷौदݞ੊اࠍ ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭۹ (أو ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اܳٺޚިر ّޚٴ٭ݑ لࡤࡲ ًأڎ۱؇

l = Lϵ. (25 .3)
.ϵ ݁گڎار۱؇ ز݁ٷ٭۰ ෛຳޚިة ਵਦة L ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا ۊިارز݁٭۰ ّޚُٴݑ ۋ٭ت

اৎ৊ިݪؕ: ଫଃٺ؞ৎ৊ ۊޚިة ਍ಸݱژ َگިم اܳٴڎال۰ ሒᇭ
ϕ(k)(0 + 0.5ϵ) = ϕ(k)(0) + 0.5ϵ pϕ(k)(0). (26 .3)
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وይዧگࡗࡲ: ،ዻዧذ ًأڎ
n = 1, 2, . . . , L− 1, (27 .3)

:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ّިޚ੅اࠍ ଲ୍َر
pϕ(k)(nϵ) = pϕ(k)((n− 1)ϵ)− ϵ

∂S[ϕ(k)]

∂ϕ(k)

∣∣∣∣
(n−0.5)ϵ

, (28 .3)

ϕ(k)((n+ 0.5)ϵ) = ϕ(k)((n− 0.5)ϵ) + ϵ pϕ(k)(nϵ). (29 .3)
اܳأఈఃڢ؇ت: ّݱٴں ،n = L اଫଃ༠৙৑ة اࠍ੅ޚިة و؜ٷڎ

pϕ(k′)(Lϵ) = pϕ(k)((L− 1)ϵ)− ϵ
∂S[ϕ(k)]

∂ϕ(k)

∣∣∣∣
(L−0.5)ϵ

, (30 .3)

ϕ(k′)(Lϵ) = ϕ(k)((L− 0.5)ϵ) + 0.5ϵ pϕ(k)(Lϵ). (31 .3)
ᆃᄧոቌሻاڤ ᆃᄴڲڪ׫ܙոેૃا ؼۻոب .4

:ሒᆶ؇ዛዊܳا ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ොຶފص ௧ௌ݁٭؇਍ಱᄴᄟا اৎ৊ފ؇ر ዛኡ؇ل۰ ሒᇭ
Hf = S[ϕ(k′)] +

1

2
p2
ϕ(k

′) . (32 .3)
ڲמજઁوּܙڤ༉ۥ اػ׫ץոر .5

݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ. اۊٺٴ؇ر ً؇ݿٺأ݄؇ل ϕ(k′) ۰༡ଫଐگৎ৊ا ᄭᄟ؇੆اࠍ رڣݥ أو ڢٴިل َگݠر أଫଃ༠اً
ا๤དྷܳط: ොູگݑ ڣ؆ذا .1 و 0 ඔ൹ً r ݁ٷٺޙً݄؇ ؇ًਃಮ؜ލިا ༟ڎداً ᄴᄟިَ

r < e−∆H , (33 .3)
ۋ٭ت:

∆H = Hf −Hi, (34 .3)
لݱٴں: و ّگُٴܭ اࠍ੊ڎࢴࣖة ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣ؆ن

ϕ(k+1) = ϕ(k′). (35 .3)
اܳފ؇ًگ۰: ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ᄭᄥاܳފܹފ وਊಾࠔࠥ ߙߵُڣݥ ۰༡ଫଐگৎ৊ا ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣ؆ن ا๤དྷܳط، ౫౜దگݑ ቕረ إذا أ݁؇

ϕ(k+1) = ϕ(k). (36 .3)
اৎ৊ޚߺࠊب. ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا لؕ اܳٺިز وڣݑ ۰༟ިزৎ৊ا اዛውܳ٭٪؇ت ݆݁ ᄭᄥݿܹފ ّިܳ٭ڎ ሒᇭ اࠍ੅ިارز݁٭۰ ૭૜ٺ݄ݠ ዻዧࣕوࢻ
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(Auto-correlation ) ᆃᄷاႤ႐ا اूेرոॻయط 7 .3
۱ڍا لأُݠف .ᄭᄥاܳފܹފ ሒᇭ اܳފ؇ًگ۰ ๤ཛྷ؇اܳأٷ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ݁؇ر܋ިف ᆇᅦܹ٭۰ ఈః༠ل ݆݁ ۰෠ູ؇اܳٷ اዛውܳ٭٪؇ت إن
اዛውܳ٭٪؇ت ّܝިن اܳأڎدل۰. اႤ၍؇௱௯௫ة ሒᇭ اᆇᅀܳ٭۰ ۱ڍه ڢ٭؇س وஓ୷ܝ݆ ، ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ྾ང؇ً ا৖৑؜ٺ݄؇د
؇ዝཟًأ ؜݆ ᄭᄥ݁ފٺگ اዛውܳ٭٪؇ت ّܝިن ྘ྲྀٷ݄؇ ،1 ݆݁ ۰ਊಱڢݠ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ڢ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ إذا ૰૖ڎة ଫଐ݁اًޚ۰

[23] .0 ݆݁ ۰ਊಱڢݠ اܳگ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ إذا
ॷड़रި݁ ۊޚ؊ ّگܹ٭ܭ ሌᇿإ لޝدي ዻዧذ ৙৑ن ،۰ਃಾاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ޗ؇ت ܳٺگܹ٭ܭ ޗݠق ؜݆ اܳٴۜت ෠ຬص

݁؇ر܋ިف. ᄭᄥݿܹފ ޗިل ܳٷڰݴ Ⴄ၍رܳި
.ᄭᄥاܳފܹފ دا༠ܭ ؇ዛዊ྘ྲྀ اৎ৊ފ؇ڣ۰ ازدادت ؇గၵ၍ ཯ྥٷ؇ڢݧ ᄭᄥاܳފܹފ ๤ཛྷ؇؜ٷ ඔ൹ً ا৖৑؜ٺ݄؇د إن

රජ৕৑اء ᄭᄥاܳފܹފ ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ ๤ཡ؜ٷ ႟၍ أ༠ڍ ௧ਟྡྷٴ཯ ৖৑ ،۰ਃಾاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ޗ؇ت و૭૖ྟص ᆇᅦܹ٭ً؇،
،ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ޗިل لأٺ݄ڎ .ඔ൹ڢ٭؇ݿ ႟၍ ඔ൹ً ๤ཛྷ؇اܳأٷ ݆݁ ඔ൹݁أ ༟ڎد ෠ູ؇وز ෠ຬص ًܭ اܳگ٭؇ݿ؇ت،
[10] ا௰௯௫ٺ؇رة. واৎ৊أ؇ఈః݁ت واࠍ੅ިارز݁٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ ّڰ؇ݬ٭ܭ আॻ༟ ෠ູ؇وز۱؇، لࡤࡲ มฆܳا ๤ཛྷ؇اܳأٷ ༟ڎد ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ۋ٭ت: اࡺ࢕ࢦިذج، ሒᇭ ؇ዛ዇ފොຶ ਵਦݬިدة ᆇᅒ٭۰ O أن ܳٷڰݠض
Ok = O(ϕ(k)) (37 .3)

.ϕ(k) أي ،k رڢܾ اዛውܳ٭۰٪ ݆݁ ا௱௯௫ފ۰ًި اܳگ٭۰݄ Ok ஓ஄ټܭ
ً؇ܳأఈఃڢ؇ت: δO ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا واࠍ੅ޚ؊ ⟨O⟩ اܳگ٭۰݄ ݁ٺިݿޔ لأُޚް

⟨O⟩ = 1

N

N∑
k=1

Ok, δO =
σ√
N

(38 .3)
:દઊ؇اܳٺٴ لܝިن ۋ٭ت

σ2 = ⟨O2⟩ − ⟨O⟩2

ل۰: اࠍ੆ݠار اዛውܳ٭٪؇ت ೑಻Ⴄ၍ إذا ڣگޔ ؇ً༲٭ොේ لܝިن اܳފ؇ًݑ اࠍ੅ޚ؊ ّگڎߌߵ أن ఈఃَۋޓ
ϕ(1), ϕ(2), ϕ(3), . . . , ϕ(N)

ّܝިن إذ ༟؇دةً، ౫౜దگݑ ৖৑ ا๤དྷܳط ۱ڍا ڣ؆ن اࠍ੆گ٭گ٭۰، اႤ၍؇௱௯௫ة ሒᇭ ܳـܝ݆ .؇ًਃಮ؇إۋݱ ଫଐ݁اًޚ۰ ଫଃ༚
ඔ൹݁ފٺگܹٺ ඔ൹٭ྕٺዛኤ ඔ൹ً ᄭᄥاܳڰ؇ݬ اዛውܳ٭٪؇ت ༟ڎد ݁ٺިݿޔ আॻ༟ ੯੩ُلޚ و .؇ዝཟأਊಸ ਊಾਵਦޚ۰ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ اዛውܳ٭٪؇ت

. ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ز݆݁ ྾ངا ڣأܹ٭ً؇
[10] .ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ز݆݁ আॻ༟ لأٺ݄ڎ اৎ৊ݠݬިدة اᆇᅀܳ٭۰ ሒᇭ ࠯࠵࠹ޚ؊ اܳݱۜ٭ں اܳٺگڎߌߵ إن

ஓ୷ܝ݆ ؜ٷڎ۱؇ ،(Lag Time) ଫଃ༠؊اܳٺ ز݆݁ ް݄૭૏ a ݬڰݠي ଫଃ༚ ݁ިۏٴً؇ ؇ً༲٭ොේ ༟ڎداً ܳٷ؊༠ڍ
ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ᄭᄟدا ዻዧᄔცو ،Γa ًـ ؇ዛዀܳإ واৎ৊ލ؇ر ،a ଫଃ༠؊اܳٺ ذات ሒᇆاᄳᄟا اܳٺ؞؇ߌߵ ᄭᄟدا لژ ّأݠ

:ঌॻل პაႰ ،ρa ل۰ اৎ৊أ٭؇ر
39
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Γa =
1

N − a

N−a∑
k=1

(Ok − ⟨O⟩)(Ok+a − ⟨O⟩) (39 .3)

ρa =
Γa
Γ0

(40 .3)
أن: პაႰ ،ሒᇆذا ارਊಾ؇ط وۏިد ༟ڎم ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اᄴᄟاܳٺ؇ن ۱؇ّ؇ن ਍ಾأڎم

Γ0 = σ2

ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا اࠍ੅ޚ؊ لݱٴں ይዧݱڰݠ، ل۰ ݁ފ؇و ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ᄭᄟدا ّܝިن ৖৑ ؜ٷڎ݁؇ اܳأ؇۰݁، ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ
اৎ৊ٺިݿޔ: ሒᇭ

δO =
σ√
N

√
2τint (41 .3)

(Integrated Auto-correlation اৎ৊ٺႤၽ݁ܭ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ز݆݁ ް݄૭૏ τint إن ۋ٭ت
ً؇ܳأఈఃڢ۰: لأُޚް و ،Time)

τint =
1

2
+

∞∑
a=1

ρa (42 .3)

ڢޚؕ ෠ຬص ዻዧᄳᄟو ،a ܳـ ܋ٴଫଃة ڢࡗࡲ ؜ٷڎ ࢻࣖڢ۰ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ᄭᄟدا ොູڎࢴࣖ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ᆇᅦܹ٭ً؇، ܳـܝ݆
[23] .ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا اܳݯ۠٭ھ ؕᆇᅹ ؜݆ ༇ຐ؇اܳٷ اࠍ੅ޚ؊ ߌ߳داد ৖৑ ปฆۋ ،M ༡ڎل۰ ڢ٭۰݄ ؜ٷڎ ا௯௫௵݄ިع

اৎ৊ٺႤၽ݁ܭ: ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ز݆݁ لژ ّأݠ لݱٴں و༟ܹ٭۬

τint =
1

2
+

M∑
a=1

ρa (43 .3)

ොຬگݑ: ොේ٭ں ༟ڎد Ⴇ၍ول M اܳگ٭۰݄ ෛٺ؇ر ُູ و
M ≥ 4τint + 1 (44 .3)

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ڣ٭أُޚް اৎ৊ٺႤၽ݁ܭ ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ز݆݁ ሒᇭ اࠍ੅ޚ؊ أ݁؇

δτint =

√
4M

N
τint (45 .3)
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ا߫ࠆࠗܙذج ᆃᅞ ١ॴటոֵ ચੴاڤء اڤჸႱמոت ؼۻոب 8 .3
اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ ؕ݁ ا௱௯௫ފ۰ًި اܳگࡗࡲ ݁گ؇ر۰َ ّࡤࡲ اܳأڎدل۰، اႤ၍؇௱௯௫ة ༇຀؇ਐ಻ ۰ොේ ݆݁ اܳٺۜگݑ أ༥ܭ ݆݁
݁ٺިݿޔ ڣ؆ن ،x → −x لܭ اܳٺۜި ොູب اᆇᅀܳިن ਍ಾ؇ޖݠ و૭૖ྟص .ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ଩ଐ۳గጻዧ اৎ৊أݠوڣ۰

ݬڰݠاً. ૭૏؇وي اৎ৊ިݪؕ

⟨x⟩ ֆۛܙिऻا ڲ׫ܙ۰܅ 1 .8 .3
ً؇ܳأఈఃڢ۰ A(x) ݁ޝߜߵ أي ݁ٺިݿޔ لأݠف

⟨A(x)⟩ =

∫ +∞

−∞
A(x) e−S(x) dx∫ +∞

−∞
e−S(x) dx

. (46 .3)

ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

⟨x⟩ =

∫ +∞

−∞
x e−S(x) dx∫ +∞

−∞
e−S(x) dx

. (47 .3)

ڣ؆ن ،x→ −x لܭ ይዧٺۜި ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሒᇚزو اܳٺިاڣࠔࠫ ଩ଐ۳గጻዧ S(x) اܳڰأܭ أن ؇ஓ୾
e−S(x) = e−S(−x), (48 .3)

و݁ٷ۬ ݬڰݠاً، اܳྟފޔ ሒᇭ اܳٺႤၽ݁ܭ لܝިن ዻዧᄳᄟ ڣݠدل۰، x ᄭᄟاᄴᄟا ྘ྲྀٷ݄؇
⟨x⟩ = 0 . (49 .3)

⟨x2⟩ ֆۛܙिऻا ֆּদগ ڲ׫ܙ۰܅ 2 .8 .3
ً؇ܳأఈఃڢ۰ لأݠف

⟨x2⟩ =

∫ +∞

−∞
x2 e−S(x) dx∫ +∞

−∞
e−S(x) dx

. (50 .3)

আॻ༟ ොຶݱܭ اܳگ؇؜٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ଩ଐ۳గጻዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰
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⟨x2⟩ = h̄

2mω
. (51 .3)

اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༡ިܳڎات اݿٺأ݄؇ل و؜ٷڎ
h̄ = m = ω = 1, (52 .3)

ّݱٴں

⟨x2⟩ = 1

2
. (53 .3)

⟨E⟩ اिऻ׫ܙ۰܋١ ١ؓոاڤ܋ 3 .8 .3
اܳٺިاڣࠔࠫ ۳ይዧݞاز ᄭᄟ؇੆اࠍ ޗ؇ڢ۰ ૭૜؇وي

⟨E⟩ = E0 =
1

2
h̄ω. (54 .3)

আॻ༟ ොຶݱܭ h̄ = m = ω = 1 اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༡ިܳڎات ሒᇭو

⟨E⟩ = 1

2
. (55 .3)

ًިاݿޚ۰ ً ༟ڎدل؇ ۰༥ފٺۛݠৎ৊ا ༇຀؇اܳٷٺ ؕ݁ ؇ዛውᚶ݁گ؇ر ݿٺࡤࡲ มฆܳا اৎ৊ݠۏأ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ اܳگࡗࡲ ༇຀؇اܳٷٺ ۱ڍه ஓ஄ټܭ
Ⴄ၍رܳި. ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰

اڤჸႱמ١ اૃેۏازات ଄૲ܙذج ပ྾ո്৭ة 9 .3
ً؇ݿٺأ݄؇ل ሒᇀިݿ؇༡ ༇ံ؇َߓߵ ሌᇿإ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ۰ᆇᅹߙߵ ܋٭ڰ٭۰ ݿٷأݠض اࠍ੊ݞء ۱ڍا ሒᇭ
ሒᇭ وݿྡྷٺٴؕ .Visual Studio Code اܳٺޚިߌߵ ۰٪྘ྲྀ ఈః༠ل ݆݁ ዻዧوذ ،(1 .3 (ا৕৑ݬڎار ً؇਒ಱިن ܳ؞۰
ؕ݁ ً؇ܳٺިازي ࠯࠵࠹ިارز݁٭۰ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੅ޚިات ؜ਵض আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ዛዊ݁۠٭۰ ༇ံ؇َଫଊܳا ਍ಸ؇ء ਵਦا༡ܭ ቕሹّگڎ

.؇ୖ୒ ᄭᄥً؇گৎ৊ا ا෠੼ଫଊܳ٭۰ اܳފޚިر
: أوूे ✓

ይዧٷޙ؇م. اৎ৊݄ܝٷ۰ ل۰ ا௯௫௵۳ݠ اࠍ৖৑؇੆ت إ༡ڎى ஓ஄ټܭ ۰ਃಮڎاਐಸا ᄭᄥ൑ശ૰૜ إ૰૙؇ء ሒሃ اႤ၍؇௱௯௫ة ሒᇭ ۊޚިة أول
۰༟ިᆇ୞୘ أي ࠯࠵࠾ފࡗࡲ، ᄭᄥ݄ٺ௱௯௫ا اৎ৊ފ؇رات ݆݁ ݁ފ؇راً ᄭᄥ൑ശاܳྥލ ۱ڍه ஓ஄ټܭ ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ا୒ୖݞاز ᄭᄟ؇༡ ሒᇭو
ஓ୾ݱڰިڣ۰ اৎ৊ފ؇ر ۱ڍا ஓ஄ټ٭ܭ ஓُܝ݆ ୷و ا৕৑ڢܹ٭ڎي. ݆݁ෑෂا ݆݁ ۰ਃಮඹජ ز݁ٷ٭۰ ڣިاݬܭ ؜ٷڎ ݁ިاݪأ۬ ݆݁

݁أ٭ٷ۰. ز݁ٷ٭۰ ࠍ੆ޙ۰ ؜ٷڎ اৎ৊ިݪؕ ڢ٭۰݄ ؇ዛዀڣ ๤ཡ؜ٷ ႟၍ ஓ୷ټܭ ۋ٭ت ނأ؇ع)، ) اܳٴأڎ أ༡؇دل۰
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۰ਃಮ؜ލިا ڢ٭ً݄؇ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཛྷ؇؜ٷ ّأُޚް ۋ٭ت اܳފ؇ۊٷ۰، ا৖৑َޚఈఃڢ۰ اݿٺ༱ُڎ݁ب اᄴᄟراݿ۰ ۱ڍه ሒᇭ
ᆇ໲໢ܭ ৖৑ ۰݁؇༟ ᄭᄥ൑ശ૰૜ ݆݁ اܳٴڎء ሌᇿإ ا৖৑ۊٺ٭؇ر ۱ڍا وዛኗڎف .[−δ,+δ] ا௯௫௵؇ل دا༠ܭ ً؇ਐ಻ޙ؇م ۰༟݁ިز
ًܝڰ؇ءة اࠍ৖৑؇੆ت ڣݯ؇ء ً؇ݿٺܝލ؇ف ࠯࠵࠹ިارز݁٭۰ ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ اৎ৊ފ؇ر، ႟ၽނ ۋިل ݁ފٴݑ اڣଫଐاض أي
اܳٷޙ؇م لܝިن أن ًأڎ اܳگ٭؇س ᆇᅦܹ٭۰ ࢻࣖء ؜݆ ଫّଊّأ ا৖৑َޚఈఃڢ۰ ۱ڍه ڣ؆ن ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳٷ؇ۋ٭۰ و݆݁ .ଫଊأ܋

ො੼ڎدة. ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ ݆݁ ا৖৑َޚఈఃق ࢻࣖل اৎ৊݄ܝٷ۰، ّ۬৖৑؇༡ إ༡ڎى ً؇ܳڰأܭ اෛູڍ ڢڎ
:ሒᇆ؊ل პაႰ ߓߵ෠੼٭۰ ᄭᄟدا ႟ၽނ ሒᇭ ّܝިن hot star •

1 def hot_star)N, delta(:
2 # Generate random initial path between −delta and +delta #
3 path = np.zeros)N(
4 for i in range)len)path((:
5 x = np.random.uniform)−delta, delta(
6 path]i[ = x
7 return path

: ոॴబոׅ ✓
มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اᆇᅀܳ٭۰ ሒሃو ،S̃ اܳڰأܭ ᄭᄟدا لژ ّأݠ ሒᇭ റണ೺ټܭ اࠍ੅ިارز݁٭۰ ਍ಸ؇ء ሒᇭ ۊޚިة ሒᇃ؇ٔ
ᆇ୞୘ިع ොຳފ؇ب ᄭᄟاᄴᄟا ۱ڍه وّگިم اৎ৊ފ؇ر. আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ሒᇭ ݁ފ؇ر ႟ၽܳ ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا اܳިزن ොູڎد
اܳފ؇ًگ۰. اࠍ੅ޚިة ሒᇭ ᄴᄟިৎ৊ا اৎ৊ފ؇ر ؇ዛዊ݁ ਐಱܝިن มฆܳا اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰިاݬܭ ᆇᅹ٭ؕ আॻ༟ اਵؗఈዳዧا෠ຶ٭؇ن ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت
اܳٷޙ؇م ݆݁ ً؇ਐ಻৖৑گ؇ل ૭૏݄ں ሒᇼ؇ًر ༡ڎ اܳٺިاڣࠔࠫ اᆇᅀܳިن ሌᇿإ لݯ؇ف اܳٺިاڣࠔࠫ، ଫଃ༚ ଩ଐ۳ৎ৊ا ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ٺ؞ଫଃات ሒᇭ اܳڰأܭ لܝٺص و༟ܹ٭۬ اܳٺިاڣࠔࠫ. ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م ሌᇿإ اܳٺިاڣࠔࠫ

S = a
N∑
i=1

[
1

2

(
xi+1 − xi

a

)2

+
1

2
ω2x2i + λx4i

]
. (56 .3)

اܳڰأܭ: ఈః༟ڢ۰ ّݱٴں اఈዳዧًأڎل۰ اৎ৊ٺ؞ଫଃات وً؇ݿٺ༱ڎام

S̃ =
N∑
i=1

[
1

2ã
(x̃i+1 − x̃i)

2 +
1

2
ã ω̃ 2x̃ 2

i + λ̃ ã 2x̃ 4
i

]
. (57 .3)

݁ފ؇ر ৙৑ي ا௯௫௵݄ިع ۱ڍا ڢ٭۰݄ ۋފ؇ب ሌᇿިਐಾ action ྾ང؇ً ߓߵ෠੼٭۰ ᄭᄟدا لژ ّأݠ لࡤࡲ ዻዧذ ًأڎ
اৎ৊ފ؇ر، ዻዧᄳᄟ اৎ৊ިاڣݑ ঌ႓ၽܳا اܳڰأܭ ᄭᄟاᄴᄟا ۱ڍه ݆݁ اৎ৊ݠۏأ۰ اܳگ٭۰݄ وஓ஄ټܭ .؇ዛኤఈః༠݁ڎ ݆ᆙᆕ ؇ዛዀܳإ ر ّ֟ ஓُݠ ୷
݆ᆙᆕ اࠍ੊ڎࢴࣖة اዛውܳ٭۰٪ رڣݥ أو ڢٴިل اۋٺ݄؇ل وොູڎࢴࣖ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ۋފ؇ب ሒᇭ ৖৑ۋگً؇ ૭ُ૏ٺأ݄ܭ واᄳᄟي

.۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰
:ሒᇆ؊ل პაႰ ߓߵ෠੼٭۰ ᄭᄟدا ႟ၽނ ሒᇭ ّܝިن action اڤء֔ڞ ؼۻոب ႞႐دا

1 def potential)x, m, omega, lamda_(:
2 # Compute potential energy for a single position #
3 return 0.5 * m * omega**2 * x**2 + lamda_ * m**2 * omega**3 * x**4
4
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5 def action)path, m, omega, lamda_(:
6 # Compute Euclidean action S = kinetic + potential #
7 S = 0.0
8 N = len)path(
9 for i in range)N(:

10 x_i = path]i[
11 x_ip1 = path])i + 1( % N[
12 kinetic = 0.5 * m * )x_ip1 − x_i(**2
13 pot = potential)x_i, m, omega, lamda_(
14 S += kinetic + pot
15 return S

: ոڤ׭ոׅ ༡ܭ✓ ሌᇿިਐಾ มฆܳا ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا ۊިارز݁٭۰ دا༠ܭ ᄩᄟ؇݄اݿٺأ لࡤࡲ اܳڰأܭ، ࣁࣖرج لژ ّأݠ ًأڎ
ۋ٭ت p اৎ৊ݠاڣݑ واܳأݞم x اৎ৊ފ؇ر ؇ᆇᆅ દઊଫଃ݁ٺ؞ আॻ༟ اࠍ੆ܭ ۱ڍا لأٺ݄ڎ و ༟ڎدل؇ً. ۱؇ܹ݁ٺިن ݁أ؇د৖৑ت
݆݁ෑෂا ۱ڍا و૭ُ૏ٺأ݄ܭ ϵ ًـ ༟؇دة ᄩᄟ ਲ਼ਦُߌߵ ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ଫଃ༚ ሒᇼ؇اݬޚٷ ز݆݁ ޗިل আॻ༟ ؇ᆇᆅّޚިߌߵ ෠ຬݠي
ይዧٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰ ๤ཇ؇݁ٴ ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ปฃ݁أ أي ጥ጑ٺஓ୷ ৖৑و ༥ڎࢴࣖة، ఈః൑ശ૰૜ت ܳٺިܳ٭ڎ اࠍ੅ިارز݁٭۰ دا༠ܭ ڣگޔ

اৎ৊ڎروس.
:ሒᇆ؊ل პაႰ ߓߵ෠੼٭۰ ᄭᄟدا ႟ၽނ ሒᇭ ّܝިن leapfrog

1 def leapfrog)path, momentum, epsilon, L, m, omega, lamda_(:
2 #
3 Leapfrog integration for Hamiltonian dynamics
4 Returns new path and momentum after L steps
5 #
6 N = len)path(
7 current_path = path.copy)(
8 current_momentum = momentum.copy)(
9

10 # Half step for momentum
11 grad = action_gradient)current_path, m, omega, lamda_(
12 current_momentum −= 0.5 * epsilon * grad
13
14 # L−1 full steps
15 for i in range)L − 1(:
16
17 # Full step for position
18 current_path += epsilon * current_momentum / m
19
20 # Full step for momentum )except at the end(
21 grad = action_gradient)current_path, m, omega, lamda_(
22 current_momentum −= epsilon * grad
23
24 # Last full step for position
25 current_path += epsilon * current_momentum / m
26
27 # Half step for momentum
28 grad = action_gradient)current_path, m, omega, lamda_(
29 current_momentum −= 0.5 * epsilon * grad
30
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31 return current_path, current_momentum

:ඔ൹ܳ٭؇੆اࠍ واܳأݞم اৎ৊ފ؇ر ݆݁ ඔ൹ۛٺ૭૙ ૰૙؆࿓؇ء ᄭᄟاᄴᄟا ਊಾڎأ
1 current_path = path.copy)(
2 current_momentum = momentum.copy)(

.ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اܳٺޚިر ᆇᅦܹ٭۰ أ਍ು؇ء ّأڎل۳ܹ؇ دون ا৙৑ݬܹ٭۰ ᄭᄥ൑ശاܳྥލ আॻ༟ ا௱௯௫؇ڣޙ۰ ሌᇿإ ዻዧذ وዛኗڎف
اࠍ੆؇ܳ٭۰: ᄭᄥ൑ശاܳྥލ ؜ٷڎ اܳڰأܭ ࣁࣖرج ۋފ؇ب لࡤࡲ ዻዧذ ًأڎ

1 grad = action_gradient)current_path, m, omega, lamda_(

اܳྥލఈః൑ശت. ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اৎ৊ޝߜߵة اܳگިة اܳٺڎرج ۱ڍا وஓ୷ټܭ
ይዧأݞم: ڣگޔ ۊޚިة َݱژ ೓ಱڎොູ ෠ຬُݠى ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا ۊިارز݁٭۰ ݆݁ ሌᇿو৙৑ا ᄭᄥ༡ݠৎ৊ا ሒᇭ

1 current_momentum −= 0.5 * epsilon * grad

ሌᇿإ ೓ಱڎ༲اܳٺ ۱ڍا لޝدي و .ሒᇼ؇ݬޚٷ৖৑ا ݆݁ෑෂا আॻ༟ اࠍ੅ޚިة ޗިل epsilon اᆇᅀܳ٭۰ ஓ஄ټܭ ۋ٭ت
اܳڰأܭ. ࣁࣖرج ݆݁ ۰༥ފٺۛݠৎ৊ا ይዧگިة ۰ً؇༶اݿٺ اܳأݞم ّأڎلܭ

࠯࠵࠹ިارز݁٭۰: ا྘ཬීෂފ٭۰ اࠍ੆ܹگ۰ ਊಾڎأ ዻዧذ ًأڎ
1 for i in range)L − 1(:

.ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اৎ৊ފ؇ر ޗިل আॻ༟ اৎ৊ٷڰڍة اܳٺႤၽ݁ܭ ۊޚިات ༟ڎد L ଫଃٺ؞ৎ৊ا ොຬڎد ۋ٭ت
اৎ৊ފ؇ر): (أو اৎ৊ިݪؕ ೓ಱڎොູ ً ৖৑أو لࡤࡲ دورة ႟၍ دا༠ܭ

1 current_path += epsilon * current_momentum / m

గጻዧިݪؕ. ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۊޚިة ஓ୷ټܭ ؇݁ و۱ި ،ሒᇿ؇੆اࠍ ይዧأݞم ً وڣگ؇ ଫଃ؞ਐಾ اৎ৊ފ؇ر ๤ཛྷ؇؜ٷ ڢࡗࡲ أن أي
اࠍ੊ڎࢴࣖة: ᄭᄥ൑ശاܳྥލ ؜ٷڎ اܳڰأܭ ࣁࣖرج ۋފ؇ب لأُ؇د اৎ৊ިݪؕ ೓ಱڎොູ ًأڎ

1 grad = action_gradient)current_path, m, omega, lamda_(

:ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۊޚިة اܳأݞم ොຬُڎّث ቕ቉
1 current_momentum −= epsilon * grad

ا୒ୖ؇ܹ݁ٺਃ಻ި؇ن. ڢ٭۰݄ আॻ༟ ً ؇ਊಱّگݠ ا௱௯௫؇ڣޙ۰ ؕ݁ اܳྥލఈః൑ശت ڣݯ؇ء ଫଊ༟ ً ࣁࣖر෠ຬ٭؇ اࠍ੅ިارز݁٭۰ ོྡྷٺگܭ ዻዧࣕوࢻ
اৎ৊ފ؇ر: ೓ಱڎ༲ܳٺ أଫଃ༠ة إݪ؇ڣ٭۰ ۊޚިة ਍ಾڰڍ اࠍ੆ܹگ۰ اዛውᚶ؇ء ًأڎ

1 current_path += epsilon * current_momentum / m

أරඝى: ਵਦة اܳڰأܭ ࣁࣖرج ොຬފص ቕ቉
1 grad = action_gradient)current_path, m, omega, lamda_(

ۊޚިة: َݱژ ஓ୾گڎار ይዧأݞم ଫଃ༠أ ೓ಱڎොູ و෠ຬُݠى
1 current_momentum −= 0.5 * epsilon * grad
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ೞುިܳا ۊިارز݁٭۰ ஓ୷ٷں ۬ਐಱ؇ዛኡ ሒᇭ ۊޚިة وَݱژ اܳٺႤၽ݁ܭ ࢻࣖال۰ ሒᇭ ۊޚިة َݱژ اݿٺأ݄؇ل إن
݁ٷ؇ݿٴ۰ ෠ູأ۳ܹ؇ มฆܳا ا৙৑ݿٴ؇ب أ۱ܾ ݆݁ ؇ᆇᆅو ا৖৑َأႤၽس، وڢ؇ًܹ٭۰ มฃ݁ෑෂا اܳٺٷ؇ޖݠ ༠؇ݬ٭۰ ሒᇼاܳݯڰڎ

ا୒ୖ۠٭ٷ۰. Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ࠍ੅ިارز݁٭۰
اܳٺޚިر: ۊޚިات ᆇᅹ٭ؕ إஓ஄؇م ًأڎ واܳأݞم اৎ৊ފ؇ر ڢࡗࡲ ّأُ؇د ᄭᄟاᄴᄟا ዛኡ؇ل۰ ሒᇭو

1 return current_path, current_momentum

ۊޚިة ّޚٴ٭ݑ لࡤࡲ ،ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا لگ۰ ޗݠ ًިاݿޚ۰ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اܳٺޚިر ݆݁ اዛውᚶ৖৑؇ء ًأڎ : ոּ֔را ✓

اࠍ੅ޚިة ۱ڍه وّأُڎ .۰༡ଫଐگৎ৊ا اࠍ੊ڎࢴࣖة ᄭᄥ൑ശاܳྥލ رڣݥ أو ڢٴިل ڢݠار اෛູ؇ذ ሌᇿިਐಾ มฆܳا ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ
۱؇ܹ݁ٺިن ৎ৊أ؇د৖৑ت ॷॖदاܳٺگݠ اܳٺႤၽ݁ܭ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳأڎدل۰ ا৙৑ۊޚ؇ء ّݱۜ٭ں أ༥ܭ ݆݁ ل۰ ๤ཚور

اᄴᄟިৎ৊ة. ይዧྥލఈః൑ശت اܳݱۜ٭ں ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا لؕ اܳٺިز আॻ༟ ا௱௯௫؇ڣޙ۰ وᆙᆕ؇ن
ّ֟ف لأُݠ و ا৙৑ݬܹ٭۰، ᄭᄥ൑ശྥލይዧ وڢ٭݄ٺ۬ اࠍ੊ڎࢴࣖة ᄭᄥ൑ശྥލይዧ ا୒ୖ؇ܹ݁ٺਃ಻ި؇ن ڢ٭۰݄ ඔ൹ً اܳڰݠق ොຬُފص اܳٴڎال۰ ሒᇭ

ً؇ܳأఈఃڢ۰:
∆H = Hnew −Hold. (58 .3)

ᄭᄥ൑ശܳྥލ؇ً ݁گ؇ر۰َ ۳ይዧ؇ܹ݁ٺਃ಻ި؇ن أݬ؞ݠ ڢ٭۰݄ ጥ጑ٺஓ஄ اࠍ੊ڎࢴࣖة ᄭᄥ൑ശاܳྥލ ڣ؆ن ݿ؇ܳٴ۰، ∆H ڢ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ إذا
ይዧٷޙ؇م. ༥ڎࢴࣖة ᄭᄥ൑ശ܋ྥލ وّأُٺ݄ڎ ݁ٴ؇๤ཇة ّگُٴܭ ዻዧᄳᄟو اܳފ؇ًگ۰،

لأُޚް ً؇ۋٺ݄؇ل ّگُٴܭ ؇ஓ஁ᎂو ݁ٴ؇๤ཇة، ߙߵُڣݥ ৖৑ ᄭᄥ൑ശاܳྥލ ڣ؆ن ݁ިۏٴ۰، ∆H ڢ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇
ً؇ܳأఈఃڢ۰:

Pacc = exp(−∆H). (59 .3)
واܳިا༡ڎ: اܳݱڰݠ ඔ൹ً r ݁ٷٺޙܾ ሒᆶ؜ލިا ༟ڎد ᄴّ֟ᄟިُل ᆇᅦܹ٭ً؇، ዻዧذ وܳٺٷڰ٭ڍ

r ∈ [0, 1]. (60 .3)
ا๤དྷܳط ොູگݑ ڣ؆ذا .Pacc اܳگٴިل ً؇ۋٺ݄؇ل r ڢ٭۰݄ ّگُ؇رن ቕ቉

r < Pacc, (61 .3)
݆ᆙᆕ اܳފ؇ًگ۰ ᄭᄥ൑ശܳྥލ؇ً وොຬُٺڰޓ ڣଫُଐڣݥ ا๤དྷܳط ۱ڍا ౫౜దگݑ ቕረ إذا أ݁؇ اࠍ੊ڎࢴࣖة، ᄭᄥ൑ശاܳྥލ ّگُٴܭ

݁؇ر܋ިف. ᄭᄥݿܹފ
პაႰ اৎ৊ޚߺࠊب، ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا لؕ اܳٺިز وڣݑ ۰༟݁ިز اᄴᄟިৎ৊ة اܳྥލఈః൑ശت ਊಾࠔࠥ أن اࠍ੅ޚިة ۱ڍه وّݯ݄݆
۰ොේ আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ ؇ᆙᆘ اܳٺႤၽ݁ܭ، ᆇᅦܹ٭۰ ሒᇭ اܳأڎدل۰ ا৙৑ۊޚ؇ء ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اොຶ৖৑ݠاڣ؇ت ਐಸݱۜ٭ں ૭૜݄ں

Ⴄ၍؇༲గጻዧة. ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا ༇຀؇اܳٷٺ
:ሒᇆ؊ل პაႰ ߓߵ෠੼٭۰ ᄭᄟدا ႟ၽނ ሒᇭ ّܝިن Metropolis
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1 # Metropolis acceptance step
2 delta_H = proposed_H − current_H
3
4 if delta_H > 0 or np.random.rand)( > np.exp)−delta_H / hbar(:
5 return new_path, 1.0 # Accepted
6 else:
7 return path, 0.0 # Rejected

اڤჸႱמ١ اૃેۏازات ଄૲ܙذج ပ྾ո്৭ة ๸෱ոঁబ 10 .3
أًأــــ؇د ًـــڎون اৎ৊ٺ؞ଫଃات َأٺٴـــــݠ ݿـــިف اᆇᅀܳ٭۰ ا୒ୖݞازات ஓ஁ـــިذج Ⴄ၍؇௱௯௫ة ؇਍ಾ؇ً؇ۋފ ܋ــــܭ ሒᇭ
اෑෂ݁ــ݆ أن มฃلأ ۱ڍا Nτ = 250 ݁گފ۰݄ ݁ފــــ؇رات َأٺٴـݠ ݿިف ዻዧو܋ــڍ m̃ = ω̃ = ∆t ොຳ٭ت

T = dtNτ : ًـ لــگڎر ঌॻاܳـܝــ
اܳأڎدل۰ اܳگࡗࡲ ݁گ؇ر۰َ ఈః༠ل ݆݁ (HMC) Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇ܹ݁ٺਃ಻ި؇ن لگ۰ ޗݠ ༇຀؇ਐ಻ دڢ۰ ਐಸگ٭ࡗࡲ ݿٷگިم
؇݄ୖ୒ اৎ৊ٷ؇ޖݠة اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اܳگࡗࡲ ؕ݁ ⟨x2⟩ اৎ৊ިݪؕ ًؕਵਦ و݁ٺިݿޔ ⟨x⟩ اৎ৊ިݪؕ ݁ٺިݿޔ ݆݁ ႟ၽܳ ا௱௯௫ފ۰ًި
ڢڎرة ৎ৊ڎى ؇ً݄ዛᔻ ݁أ٭؇راً اৎ৊گ؇ر۰َ ۱ڍه وّأُڎ . (MC) Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ༇຀؇ਐ಻ ؕ݁ ألݯ؇ ؇ዛውᚶ݁گ؇ر و

. (MC) ب ݁گ؇ر۰َ ༇຀؇اܳٷٺ دڢ۰ ඔ൹ފොູ ሒᇭ (HMC) لگ۰ ޗݠ
႞႖ڪמຣاڤ׫ ๸෱ոڤר׫ոּ ڲؠոر١ֿ HMC ֵؠ١ ܈ۑ د١ؓ . 1

اࠍ੅ިاص إਐ಻؇ج إ༟؇دة আॻ༟ ؇ዛኤوڢڎر Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ۰ොේ ݆݁ اܳٺۜگݑ أ༥ܭ ݆݁
اৎ৊أݠوڣ۰ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ ؕ݁ ؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺۜݱܭ اܳأڎدل۰ ༇຀؇اܳٷٺ ஓ୾گ؇ر۰َ َگިم اৎ৊ڎروس، ይዧٷޙ؇م ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ
Ⴄ၍؇ො੼ة ሒᇭ ؇ዛኤو܋ڰ؇ء اࠍ੅ިارز݁٭۰ دڢ۰ ܳٺگ٭ࡗࡲ ً أݿ؇ݿ٭؇ ً ݁أ٭؇را اৎ৊گ؇ر۰َ ۱ڍه وّأُڎ .ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ଩ଐ۳గጻዧ

اܳٷޙ؇م.
(⟨x⟩) اৎ৊ިݪؕ ݁ٺިݿޔ ݁ټܭ ،۰݄۳ৎ৊ا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اᆇᅀܳ٭؇ت ݆݁ ༟ڎد دراݿ۰ اৎ৊گ؇ر۰َ ۱ڍه ૰૜݄ܭ
أ༟ڎاد ؜ٷڎ ዻዧذ لࡤࡲ و .ሒᇿ؇݄ۋٺ৖৑ا اৎ৊ިاݪؕ لؕ ّިز ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ،(⟨x2⟩) اৎ৊ިݪؕ ًؕਵਦ و݁ٺިݿޔ

ل۰. اܳٷޙݠ اܳگࡗࡲ ݆݁ ؇ዛኞاଫଐاڢ و݁ڎى اܳأڎدل۰ ༇຀؇اܳٷٺ ّޚިر ݁ٺ؇ًأ۰ أ༥ܭ ݆݁ اࠍ੅ޚިات ݆݁ ෛ੼ٺܹڰ۰
პაႰ Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل ؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺۜݱܭ اܳأڎدل۰ اႤ၍؇௱௯௫ة ༇຀؇ਐ಻ أن ఈఃَۋޓ
اৎ৊ݠۏأ٭۰. اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ ؕ݁ ً ؇ොෘوا ً ّިاڣگ؇ ّޙ۳ݠ ۋ٭ت ۏ٭ڎة ࢻࣖڢ۰ ଩ଃറണ೺ ،2 .3 ႟ၽاܳލ ሒᇭ ༃݁ިࡵ ި۱
[−0.2, 0.2] ا௯௫௵؇ل ሒᇭ اৎ৊ٷأڎ۰݁ ل۰ اܳٷޙݠ اܳگ٭۰݄ ۋިل ਐಾڍࢻࣕب ⟨x⟩ اৎ৊ިݪؕ ݁ٺިݿޔ ڢࡗࡲ أن لఈఃۋޓ و
ਐಾڍࢻࣕب ඔ൹༡ ሒᇭ10−3 ૭૏؇وي اොຶ৖৑ݠاف ݁أڎل أن ปฃأஓ୾ 0.0003 ب لگڎر اৎ৊ިݪؕ ݁ٺިݿޔ أن ොຳ٭ت
ًؕਵਦ ݁ٺިݿޔ أن ොຳ٭ت [0.3, 0.6] ا௯௫௵؇ل ሒᇭ 0.45 اܳگ٭۰݄ ۋިل ⟨x2⟩ اৎ৊ިݪؕ ًؕਵਦ ݁ٺިݿޔ ڢࡗࡲ
ሌᇿإ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ۱ڍه وّأُݞى .0.051 ૭૏؇وي اොຶ৖৑ݠاف ݁أڎل أن ปฃأஓ୾ 0.447 ب لگڎر اৎ৊ިݪؕ
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݆݁ ༟ڎد ݆݁ ً اَޚఈఃڢ؇ اৎ৊ٺިݿޚ؇ت ۋފ؇ب لࡤࡲ إذ Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ ࠍ੅ިارز݁٭؇ت ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا اܳޚٴ٭أ۰
۰ොේ ᄕცلޝ ؇݁ و۱ި ل۰. اܳٷޙݠ اܳگࡗࡲ ۋިل ݬ؞ଫଃة اොຶݠاڣ؇ت ޖ۳ިر ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،۰ਃಮاܳأލިا اܳأ٭ٷ؇ت

༟؇ܳ٭۰. ࢻࣖڢ۰ اৎ৊ڎروس ይዧٷޙ؇م ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اࠍ੅ިاص إਐ಻؇ج إ༟؇دة আॻ༟ ؇ዛኤوڢڎر اࠍ੅ިارز݁٭۰

HMC لگ۰ ًޚݠ ّިاڣࠔࠫ ᆇᅒ޶ ۱ݞاز ஓ஁ިذج Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ :2 .3 ႟ၽނ
അ೪ܙارزڲמ׫শاݾ ॾయءמ׾ زڲڷ ڲؠոر١ֿ . 2

۱؇ܹ݁ٺਃ಻ި؇ن ۊިارز݁٭۰ ؕ݁ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ࠍ੅ިارز݁٭۰ اܳٺٷڰ٭ڍي ݆݁ෑෂا ஓ୾گ؇ر۰َ ᆇᅪٷ؇ اܳٴڎال۰ ሒᇭ
ۊިارز݁٭۰ اݿٺ؞ݠڢب ،Nτ = 250 اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳٺگފ٭݄؇ت ༟ڎد اۊٺ٭؇ر ؜ٷڎ (HMC). Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁
๤ ّ֟ ཏُلڰ و ٔިانٍ. 7.7 ሒᇿۋިا HMC ۊިارز݁٭۰ اݿٺ؞ݠڢب ྘ྲྀٷ݄؇ ،۰ਃ಻؇ٔ 2.67 ሒᇿۋިا اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁
إذ ،۰ਃಸ؇ފ੆اࠍ اܳأ݄ܹ٭؇ت ݆݁ ଫଊأ܋ ༟ڎد إරජاء ೓ಱڎොູ ႟၍ ሒᇭ ਐಾޚܹص HMC ۊިارز݁٭۰ ً؊ن ዻዧذ
ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ،ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺأ݄؇ل ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ᄎცݠ੆اࠍ ݁أ؇د৖৑ت ༡ܭ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ
؜ٷڎ ଫଊأ܋ ۰ਃಸ؇ފ੆اࠍ ؇ዛውڰၯ၍ ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ اෂීڣݥ، أو اܳگٴިل اۊٺٴ؇ر وරජᎂاء واܳޚ؇ڢ۰ اܳأݞوم ۋފ؇ب

ይዧٷޙ؇م. اܳݱ؞ଫଃة ا࿭੗৙৑؇م
݆݁ෑෂا ارّڰؕ ۋ٭ت ،۰༶اܳٷྥ٭ اَأܝފب ،Nτ = 2500 ሌᇿإ اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳٺگފ٭݄؇ت ༟ڎد ل؇دة ز ؜ٷڎ
ࠍ੅ިارز݁٭۰ اܳٺٷڰ٭ڍي ݆݁ෑෂا ًܹؐ ඔ൹༡ ሒᇭ ،۰ਃ಻؇ٔ 14 ሒᇿۋިا ሌᇿإ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ࠍ੅ިارز݁٭۰ اܳٺٷڰ٭ڍي
ازدل؇د ؕ݁ ܋ڰ؇ءة ଫ଒أ܋ ّݱٴں HMC ۊިارز݁٭۰ أن ሌᇿإ ዻዧذ لأިد و ڣگޔ. ٔިانٍ 8 ሒᇿۋިا HMC
݆݁ ଫଃ܋ٴ ༟ڎد ೓ಱڎ౫౜భ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ᄎცݠ੆اࠍ ݁أ؇د৖৑ت ૭૜݄ں إذ ل۰، اࠍ੆ݠ در༥؇ت و༟ڎد اܳٷޙ؇م ܾ࿭੗
༟ڎد ل؇دة ز و݁ؕ ،ዻዧᄳᄟ .আॻ༟أ ًܝڰ؇ءة اࠍ৖৑؇੆ت ڣݯ؇ء واݿٺܝލ؇ف وا༡ڎ آن ሒᇭ اৎ৊ފ؇ر ݁ٺ؞ଫଃات
݆݁ ز݁ٷ٭۰ ၯၽّڰ۰ وأڢܭ Ⴄ၍؇༲గጻዧة ఈః݁ء۰݁ ଫ଒أ܋ HMC ۊިارز݁٭۰ ّݱٴں اෑෂ݁ٷ٭۰، ᄎჼاܳލٴ َگ؇ط
اܳݱ؞ଫଃة. ا࿭੗৙৑؇م ؜ٷڎ ଫଊ܋৙৑ا ሒᇀ؇ފ੆اࠍ ّأگ٭ڎ۱؇ ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ اܳٺگܹ٭ڎل۰، Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰

അ೪ܙارزڲמ׫শاݾ ॾయءמ׾ د١ؓ ڲؠոر١ֿ . 3
اݿٺأ݄؇ل ؜ٷڎ ا௰௯௫ٺܹڰ۰. ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اᆇᅀܳ٭؇ت ۋފ؇ب ሒᇭ ඔ൹ިارز݁٭ٺ੅اࠍ دڢ۰ ݁گ؇ر۰َ ሌᇿإ ا৚৑ن ཹྡྷٺگܭ
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اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ ሌᇿإ أڢݠب ً ڢ٭݄؇ ّأޚ޶ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ أن ఈఃَۋޓ ڣگޔ، ۊޚިة 1000

اܳٺگܹ٭ڎل۰. Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ෛຳިارز݁٭۰ ݁گ؇ر۰َ ⟨x2⟩ اৎ৊ިݪؕ ًؕਵਦ و݁ٺިݿޔ ⟨x⟩ اৎ৊ިݪؕ ݁ٺިݿޔ ݆݁ ႟ၽܳ
ۋިل أڣݯܭ ًݱިرة ஼ணݠറണ೺ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳگࡗࡲ أن ا৙৑ނႤၽل ّޙ۳ُݠ პაႰ

اৎ৊ٺިڢأ۰. ل۰ اܳٷޙݠ اܳگࡗࡲ
ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل ا௱௯௫ފ۰ًި ༇຀؇اܳٷٺ أن ڣٷఈఃۋޓ اৎ৊ިاݪؕ، لؕ ܳٺިز ً؇ܳྡྷފٴ۰ أ݁؇
ඔ൹༡ ሒᇭ ،ଫଊأ܋ ൠശً؇ڣ۰ ᄩᄟިۋ اܳگࡗࡲ ݄ؕ౯౜ళ ۋ٭ت اܳٷޙݠي، لؕ اܳٺިز ؕ݁ أڣݯܭ ႟ၽ૰૖ ਐಾިاڣݑ Ⴄ၍رܳި
اࠍ੅ޚިات. ༟ڎد َڰݴ ؜ٷڎ ༃أوࡵ ً ૰૜ྥٺ؇ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ ༇຀؇اܳٷٺ ّޙ۳ُݠ
واܳـܝڰ؇ءة اᄴᄟڢ۰ ݆݁ আॻ༟أ ۰༥در ොູگ٭ݑ আॻ༟ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ڢڎرة ዻዧذ لأܝݴ و

.3 .3 ႟ၽاܳލ ሒᇭ ఈఃَۋޓ პაႰ اࠍ੅ޚިات ݆݁ ً ૭૙ྟ٭؇ ො੼ڎود ༟ڎد ؜ٷڎ ปฆۋ ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا
ّگڎߌߵات ౫౜ళފ݆ إذ ࣁࣖر෠ຬ٭؇ً، اܳٺگ؇رب ሒᇭ ඔ൹ިارز݁٭ٺ੅اࠍ ༇຀؇ਐ಻ ਊಾڎأ اࠍ੅ޚިات ༟ڎد ل؇دة ز و݁ؕ
Ⴄ၍رܳި. ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ّިڣݠ۱؇ มฆܳا ༇຀؇اܳٷٺ ݆݁ ଫ଒أ܋ وّگଫଐب اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰
؇ᆙᆘ اৎ৊ފ؇رات، ڣݯ؇ء اݿٺܝލ؇ف ᆇᅦܹ٭۰ ඔ൹ފොູ ሌᇿإ ّޝدي اࠍ੅ޚިات ༟ڎد ل؇دة ز أن ሌᇿإ ዻዧذ لأُݞى و
ۊިارز݁٭۰ ڣ؆ن ،ዻዧذ و݁ؕ اৎ৊ڎروݿ۰. ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ᆇᅀይዧ٭؇ت دڢ۰ ଫ଒أ܋ ّگڎߌߵات আॻ༟ ً؇ࠍ੆ݱިل ૭૏݄ں
و۱ި اࠍ੅ޚިات، ݆݁ أڢܭ ༟ڎد ً؇ݿٺأ݄؇ل اᄴᄟڢ۰ ۱ڍه ሌᇿإ اܳިݬިل ݆݁ റണ೺ܝ݆ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد
10000 ؜ٷڎ ؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺۜݱܭ ༇຀؇اܳٷٺ ݿٷأݠض ঌॻل وڣ٭݄؇ اܳأڎدل۰. اܳـܝڰ؇ءة ۋ٭ت ݆݁ ّڰިڢ۳؇ لଫଊز ؇݁
اܳٺگ؇رب ۱ڍا ّޚިر دراݿ۰ ዛኞڎف ،5 .3႟ၽاܳލ أَޙݠ ۊޚިة 100000 ؜ٷڎ ቕ቉ 4 .3 ႟ၽاܳލ أَޙݠ ۊޚިة

.ً؇༡ިوݪ ଫ଒أ܋ ًݱިرة

hmc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد (ب) mc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ (أ)
mcsteps =1000 ۊޚިة اܳژ ؜ٷڎ hmc و mc Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ ඔ൹ً ݁گ؇ر۰َ :3 .3 ႟ၽނ
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hmc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد (ب) mc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ (أ)
mcsteps =10000 ۊޚިة ا৖৑ف ؜๤དྷة ؜ٷڎ hmc و mc Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ ඔ൹ً ݁گ؇ر۰َ :4 .3 ႟ၽނ

hmc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد (ب) mc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ (أ)
mcsteps =100000 ۊޚިة أܳژ ۰٪݁ ؜ٷڎ hmc و mc Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ ඔ൹ً ݁گ؇ر۰َ :5 .3 ႟ၽނ

അ೪ֵؠ׫ اڤ܋ۑ ᆃᅞ ᆃᄷاႤ႐ا اڤજઁاּ܅ . 4
ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا اଫଐܳاًޔ أن ఈఃَۋޓ ،ඔ൹࠯࠵࠹ިارز݁٭ٺ ሒᇆاᄳᄟا اଫଐܳاًޔ ᄭᄟدا ݁گ؇ر۰َ ఈః༠ل ݆݁
اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ෛຳިارز݁٭۰ ݁گ؇ر۰َ ଫଊأ܋ ۰༟๤๎ื ཯ྥٷ؇ڢݧ 6 .3 ႟ၽاܳލ أَޙݠ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد
Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰ اᄴᄟިৎ৊ة اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ اዛውܳ٭٪؇ت أن มฃلأ و۱ڍا .7 .3 ႟ၽاܳލ أَޙݠ

اݿٺگఈఃܳ٭۰. ଫ଒أ܋ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳأ٭ٷ؇ت ّܝިن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اܳٴأݥ، ؇ዝཟًأ আॻ༟ ً ا؜ٺ݄؇دا أڢܭ ّܝިن
ܳٺިܳ٭ڎ ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ا਍ಱᄴᄟ؇݁٭۹ ݆݁ ૭૜ٺڰ٭ڎ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ أن ሌᇿإ اܳފߺࠊك ۱ڍا وߌߵۏؕ
ڣݯ؇ء ݁ٷ؇ޗݑ ௰௯௫ٺܹژ ڣأ؇ܳ٭۰ ଫ଒أ܋ ً؇ݿٺܝލ؇ف ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ اዛውܳ٭٪؇ت، ڣݯ؇ء ሒᇭ ً ૭૙ྟ٭؇ ܋ٴଫଃة اਐ಻گ؇৖৑ت
اዛውܳ٭٪؇ت ෠ູأܭ اܳݱ؞ଫଃة ا௱௯௫ܹ٭۰ اܳٺأڎلఈఃت ڣ؆ن اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ أ݁؇ اࠍ৖৑؇੆ت.

.؇ዛዊ྘ྲྀ ሒᇆاᄳᄟا اଫଐܳاًޔ ل؇دة ز ሌᇿإ لޝدي ؇݁ و۱ި ،ଫଃ܋ٴ ༡ڎ ሌᇿإ ۰ዛኞ؇݁ྥލ اৎ৊ٺأ؇ڢٴ۰
ሒᇭ َޙଫଃه ݆݁ أݬ؞ݠ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا اଫଐܳاًޔ ز݆݁ لܝިن ዻዧᄳᄟ ۰༶وཹྥ٭
ً ڣأܹ٭؇ ᄭᄥފٺگৎ৊ا اܳأ٭ٷ؇ت ݆݁ ଫଊأ܋ ༟ڎد আॻ༟ ً؇ࠍ੆ݱިل ૭૏݄ں ؇ᆙᆘ اܳٺگܹ٭ڎل۰، Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰
اࠍ੅ޚ؊ وّگܹ٭ܭ ༇຀؇ٷٺይዧ ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا اᄴᄟڢ۰ ඔ൹ފොູ ሌᇿإ ዻዧذ لޝدي و اႤ၍؇௱௯௫ة. ۊޚިات ༟ڎد ܳٷڰݴ

ਵਦّڰأ۰. ۰ਃಸ؇ۋފ ܋ڰ؇ءة আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ؕ݁ ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا
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hmc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۱؇لଫଊد ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا اଫଐܳاًޔ ᄭᄟدا Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ :6 .3 ႟ၽނ

mc Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا اଫଐܳاًޔ ᄭᄟدا Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ :7 .3 ႟ၽނ
ॷड़रި݁ ሒᇭ 160 ሒᇿۋިا ૭૜؇وي K ؇ৎ৊ ّܝިن اଫଐܳاًޔ ਍ಱأڎم ඔ൹༡ ۰༶اܳٷྥ٭ أ؜ޚب 6 .3 ႟ၽاܳލ ݆݁

اଫଐܳاًޔ ሒᇭ ݿ؇ًگ؇ ؇۱؇َாணذ มฆܳا اܳأఈఃڢ۰ اਊು؇ت ا৖৑ن ஓ୷ܝٷٷ؇ ا୒ୖ؇لଫଊد ሒᇭ 2 و Ⴄ၍رܳި
M ≥ 4τint + 1
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أن ۋ٭ت
τint =

1

2
+

M∑
a=1

ρa

؇݁ ۱ڍا و 169 ّأޚ޶ 1 َݯ٭ژ و 4 ሒᇭ ؇ዛኞ๤ཚ ؜ٷڎ و 42 ૭૜؇وي Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ሒᇭ ۰༶اܳٷྥ٭ و༥ڎت
2.8 ّأޚ޶ و 0.45 ڣྥފ؇وي ا୒ୖ؇لଫଊد ሒᇭ أ݁؇ . أఈః༟ه اܳأఈఃڢ۰ ཯ྦྷٴب

rate acceptance اڤؠץܙل ਫ਼੊ץ١ . 5
Ⴄ၍رܳި ೑಻ި݁ ۊިارز݁٭۰ أداء ሒᇭ اৎ৊ޝߜߵة اৎ৊أగఒ؇ت أ۱ܾ ݆݁ ϵ اܳٺႤၽ݁ܭ ۊޚިة اۊٺ٭؇ر لأُڎ
ሒᇼاܳݯڰڎ ೞುިܳا ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰ ۱؇ܹ݁ٺިن ݁أ؇د৖৑ت ༡ܭ دڢ۰ ሒᇭ اᆇᅀܳ٭۰ ۱ڍه ુળ౫౜ళ إذ ا୒ୖ۠٭ٷ۰،
ᆇᅦܹ٭۰ أن ৖৑إ ،ሒᇃިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا ڢ٭۰݄ আॻ༟ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟا ොູ؇ڣޓ ل۰ اܳٷޙݠ اܳٷ؇ۋ٭۰ ݆ᆇᅫ (Leapfrog).
ߌ߳داد ܋ٴଫଃة ϵ ّܝިن ڣأٷڎ݁؇ .ϵ ڢ٭۰݄ আॻ༟ ݁ٴ؇๤ཇة ًݱިرة ًلأٺ݄ڎ ༟ڎدل؇ ً ۊޚ؊ ࣁ༠ُࣖܭ اܳأڎدي اܳٺႤၽ݁ܭ
ڢٴިل اۋٺ݄؇ل واෛຶڰ؇ض ۬ਐಱ؇ዛኡو اৎ৊ފ؇ر ࢻࣖال۰ ඔ൹ً اܳޚ؇ڢ۰ ሒᇭ ܹ݁ۜިظ ଫଃّ؞ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اࠍ੅ޚ؊، ۱ڍا
اܳٺޚިر ݁ފ؇رات ڣ؆ن ،ϵ ܳـ ݬ؞ଫଃة ڢࡗࡲ اۊٺ٭؇ر ؜ٷڎ أ݁؇ ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ. ۊޚިة ሒᇭ اࠍ੊ڎࢴࣖة اዛውܳ٭٪؇ت
݁أڎل وߌ߳داد اܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟ ا௱௯௫؇ڣޙ۰ ڣٺٺۜފ݆ اࠍ੆گ٭گ٭۰، ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا اৎ৊ފ؇رات ݆݁ ଫ଒أ܋ ّگଫଐب اܳأڎدي

اႤ၍؇௱௯௫ة. ෠ຶ৕৑؇ز اఈዳዧزم ሒᇀ؇ފ੆اࠍ ݆݁ෑෂا ل؇دة ز ۋފ؇ب আॻ༟ لܝިن ዻዧذ أن ৖৑إ اܳگٴިل،
اܳگ٭۰݄ ොູڎࢴࣖ أ༥ܭ و݆݁ .۰ਃಸ؇ފ੆اࠍ واܳـܝڰ؇ءة اᄴᄟڢ۰ ඔ൹ً ݁ިاز۰َ ᆇᅦܹ٭۰ ஓ୷ټܭ ϵ اۊٺ٭؇ر ڣ؆ن ዻዧᄳᄟ
ஓ஄ب ቕ቉ اৎ৊أగఒ؇ت، ሒᇬ؇ً ོྦྷٴ྘ب ؕ݁ اৎ৊أ؇݁ܭ ୒ୖڍا ෛ੼ٺܹڰ۰ ڢࡗࡲ ً؇ݿٺأ݄؇ل Ⴄ၍؇ො੼ة ༟ڎة ೑ಱරජ֡أ ا૭૙৙৑ص،
ଫଃّ؞٭ أن 11 .3 و ,10 .3 ,9 .3 ,8 .3 ᄩᄥأݿڰ ۰ොෘިৎ৊ا ا৙৑ނႤၽل وّޙ۳ُݠ .؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺۜݱܭ ༇຀؇اܳٷٺ ݁گ؇ر۰َ
اොຶݠاڣ؇ت ሌᇿإ اৎ৊ٷ؇ݿٴ۰ ଫଃ༚ اܳگࡗࡲ ّޝدي ۋ٭ت واݿٺگݠار۱؇، ༇຀؇اܳٷٺ ۏިدة আॻ༟ ۰ොෘوا ًݱިرة لޝߜߵ ϵ
ً ّިاڣگ؇ ଫ଒أ܋ ༇຀؇ਐ಻ আॻ༟ ً؇ࠍ੆ݱިل ݁ٷ؇ݿٴ۰ وݿޚ٭۰ ڢ٭۰݄ ૭૜݄ں ඔ൹༡ ሒᇭ اৎ৊ٺިڢؕ، اܳފߺࠊك ؜݆ ܹ݁ۜިޖ۰

ۏ٭ڎة. ۰ਃಸ؇ۋފ ܋ڰ؇ءة আॻ༟ ا௱௯௫؇ڣޙ۰ ؕ݁ ل۰ اܳٷޙݠ اܳگࡗࡲ ؕ݁

ϵ = 0.05 ؜ٷڎ اܳگٴިل ݁أڎل :8 .3 ႟ၽނ
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ϵ = 0.43 ؜ٷڎ اܳگٴިل ݁أڎل :9 .3 ႟ၽނ

ϵ = −0.43 ؜ٷڎ اܳگٴިل ݁أڎل :10 .3 ႟ၽނ

ϵ = 1 ؜ٷڎ اܳگٴިل ݁أڎل :11 .3 ႟ၽނ
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λ ոּػ׫୹୴ف= ػ܋ܧ જੴ֏اڤ و اݾশ܋ܧ اڤჸႱܧ اڤ׫ܙاؔޅޜ اૃેۏاز അ೪ּ اूेػ׫୹୴ف . 6
لؕ اܳٺިز ݆݁ ؇ًਊಱڢݠ لأً؇ ّިز اࠍ੊ފ٭݄؇ت ོྥٴؕ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ๤ཛྷڣً؇، ّިاڣگ٭ً؇ اࠍ۳੊ڎ لܝިن λ = 0 اܳگ٭۰݄ ؜ٷڎ
ਊಱڎأ اࠍ۳੊ڎ ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ ଫଃ༚ اࠍ੆ڎ ڣ؆ن ،λ ̸= 0 ۏأܭ ؜ٷڎ أ݁؇ اܳٺިازن. ݁ިݪؕ ۋިل ஼ணٺ݄ݠৎ৊ا ๴ངاܳ؞؇و
اᄴᄟިৎ৊ة గጻዧފ؇رات ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا اࠍ੅ݱ؇فݧ ሒᇭ ༃واࡵ ଫଃّ؞ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳٷޙ؇م، د਍ಱ؇݁٭൑ശ؇ت আॻ༟ ଫଃٔ؊ܳٺ؇ً

Ⴄ၍رܳި. ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰
اܳٺިاڣگ٭۰. ᄭᄟ؇੆ࠍ؇ً ݁گ؇ر۰َ اৎ৊ިاݪؕ لؕ ّިز ႟ၽނ ଫଃ؞ਐಱ ۋ٭ت ا྘ୖ୒ފٺਵؗިام، ሒᇭ ৖ً৑أو ଫଃٔ؊اܳٺ ۱ڍا لޙ۳ݠ
اܳٺگܹٴ؇ت ޗٴ٭أ۰ ଫଃّ؞ আॻ༟ ࢴࣖل ؇݁ و۱ި ،⟨x2⟩ اৎ৊ިݪؕ ًؕਵਦ و݁ٺިݿޔ ⟨x⟩ اৎ৊ިݪؕ ݁ٺިݿޔ ڢ٭۰݄ ଫଃ؞ਐಾ პაႰ

اܳٺިازن. ݁ިݪؕ ۋިل اᆇᅀܳ٭۰
اৎ৊ިاݪؕ لؕ ّިز وأݬٴں اࠍ۳੊ڎ، ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ ଫଃ༚ اࠍ੆ڎ ۰ᆇᆅ؇݁ފ ازدادت ،λ ڢ٭۰݄ ازدادت ؇గၵ၍
ّިاڣࠔࠫ ݿߺࠊك ݆݁ ࣁࣖر෠ຬ٭ً؇ اܳٷޙ؇م اਐ಻گ؇ل ଫଃاܳٺ؞ ۱ڍا لأܝݴ و .ሒᇿ؇ټৎ৊ا ๴ངاܳ؞؇و ႟ၽاܳލ ؜݆ أًأڎ
ঌॻ༟؇اܳٺڰ ً؇ࠍ੆ڎ ଫଊأ܋ ႟ၽ૰૖ ޗ؇ڢ٭ً؇ ؇ዛኞ اৎ৊ފ݄ިح اৎ৊ފ؇رات ਐಾ؊ߜߵ ۋ٭ت ۊޚ޶، ଫଃ༚ ݿߺࠊك ሌᇿإ ۊޚ޶

اࠍ۳੊ڎ. ሌᇿإ اৎ৊ݯ؇ف

.λ = 0 ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ HMC ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰ اᆇᅀܳ٭۰ ا୒ୖݞازات Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ :12 .3 ႟ၽނ
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.λ = 1 ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ HMC ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰ اᆇᅀܳ٭۰ ا୒ୖݞازات Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ :13 .3 ႟ၽނ

.λ = 100 ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ HMC ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰ اᆇᅀܳ٭۰ ا୒ୖݞازات Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ :14 .3 ႟ၽނ

.λ = 1000 ᄭᄟ؇࠯࠵࠺ HMC ۊިارز݁٭۰ ًިاݿޚ۰ اᆇᅀܳ٭۰ ا୒ୖݞازات Ⴄ၍؇ො੼ة ༇຀؇ਐ಻ :15 .3 ႟ၽނ
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١ؓոاڤ܋ ๸෱ոঁబ .7
ይዧޚ؇ڢ۰ ڢ٭۰݄ اႤ၍؇௱௯௫ة أ؜ޚب ،ϵ = 0.05 Ⴄၽّ݁ܭ ۊޚިة اۊٺ٭؇ر و݁ؕ (λ = 0) اܳٺިاڣگ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ
اৎ৊ٺިڢأ۰ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اܳگ٭۰݄ ݆݁ ۰ਊಱڢݠ ڢ٭۰݄ ሒሃو ، 16 .3 ႟ၽاܳލ أَޙݠ E ≈ 0.447 ڢڎر۱؇ ا৙৑رݪ٭۰
ل۰ اܳٷޙݠ ༇຀؇اܳٷٺ إਐ಻؇ج إ༟؇دة আॻ༟ ڢ؇درة اࠍ੅ިارز݁٭۰ أن ሌᇿإ اܳٺگ؇رب ۱ڍا ଫଃ૰૏و اᆇᅀܳ޶. اܳٺިاڣࠔࠫ ۳ይዧݞاز

Ⴄ၍؇༲గጻዧة. ݁ٷ؇ݿٴ۰ ݁أగఒ؇ت اۊٺ٭؇ر ؜ٷڎ ۏ٭ڎة ࢻࣖڢ۰
،λ ݆݁ ෛ੼ٺܹڰ۰ ܳگࡗࡲ ༇຀؇اܳٷٺ و݁گ؇ر۰َ ?? ႟ၽاܳލ أَޙݠ (λ ̸= 0) اࠍ੅ޚ٭۰ ଫଃ༚ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሌᇿإ اਐ಻৖৑گ؇ل ؜ٷڎ
ዻዧذ لأިد و .λ اఈዳዧّިاڣگ٭۰ ݁أ؇݁ܭ ل؇دة ز ؕ݁ ࣁࣖر෠ຬ٭ً؇ ازدادت ًܭ ،۰ਐಸ؇ٔ ّأڎ ቕረ اܳޚ؇ڢ۰ أن ܳިۋޓ
ارّڰ؇ع ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳިݪؕ، ޗ؇ڢ۰ ۰ᆇᆅ؇݁ފ ݆݁ ߌ߳ࢴࣖ اࠍ۳੊ڎ ሌᇿإ اৎ৊ݯ؇ف اࠍ੅ޚ޶ ଫଃ༚ اࠍ੆ڎ أن ሌᇿإ
݁ޝ๤ཇاً لأڎ λ ଫଃّ؞ ؕ݁ اܳޚ؇ڢ۰ ڢࡗࡲ ଫଃّ؞ ڣ؆ن ዻዧᄳᄟ اܳٴۜٺ۰. اܳٺިاڣگ٭۰ ᄭᄟ؇੆ࠍ؇ً ݁گ؇ر۰َ اܳޚ؇ڢ۰ ل؇ت ݁ފٺި

اܳٷޙ؇م. ሒᇭ اࠍ੅ޚ޶ ଫଃ༚ اܳٺ؋ߜߵ ଫଃٔ؊ّ আॻ༟ ݁ٴ؇๤ཇاً
أن ܳިۋޓ ، ?? ႟ၽاܳލ أَޙݠ ϵ اܳٺႤၽ݁ܭ ۊޚިة ଫଃوّ؞٭ λ = 0 ོྦྷٴ྘ب ؜ٷڎ أරඝى، ۏ۰۳ و݆݁
ϵ ل؇دة ز ً؊ن ዻዧذ ଫଃّڰފ وஓ୷ܝ݆ اৎ৊أݠوڣ۰. اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اܳگ٭۰݄ ؜݆ ོྟٺأڎ ࢻࣖأت ا௱௯௫ފ۰ًި اܳޚ؇ڢ۰ ڢࡗࡲ
اܳگ٭؇ݿ؇ت دڢ۰ আॻ༟ ਍ಱأܝݴ ؇ᆙᆘ ،มฃ݁ෑෂا اܳٺႤၽ݁ܭ ೞಱّگݠ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اܳٺگޚ٭ؕ أۊޚ؇ء ل؇دة ز ሌᇿإ ّޝدي
࠯࠵࠺ݱިل ؇ً࿌ور๤ཚ أਵਦاً لأڎ ϵ ܳـ ݁ٷ؇ݿٴ۰ ڢ٭۰݄ اۊٺ٭؇ر ڣ؆ن ዻዧᄳᄟ اႤ၍؇௱௯௫ة. ݆݁ ۰༥ފٺۛݠৎ৊ا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ

اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰. اܳٺྡྷٴޝات ؕ݁ و݁ٺިاڣگ۰ دڢ٭گ۰ ༟ڎدل۰ ༇຀؇ਐ಻ আॻ༟

اܳޚ؇ڢ۰ :16 .3 ႟ၽނ
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١଄૵ոশاݾ 11 .3
ؕ݁ اᆇᅀܳ޶، ا୒ୖݞاز ஓ஁ިذج আॻ༟ (HMC) ا୒ୖ۠٭ٷ۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ਐಸޚٴ٭ݑ ᆇᅪٷ؇ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ
ؕ݁ اৎ৊گ؇رَ؇ت أޖ۳ݠت وڢڎ اႤ၍؇௱௯௫ة. و܋ڰ؇ءة ༇຀؇اܳٷٺ دڢ۰ আॻ༟ اܳأڎدل۰ اৎ৊أగఒ؇ت ෛ੼ٺܹژ ଫଃٔ؊ّ دراݿ۰
݁ިٔިڢ٭۰ ᄕცلޝ ؇ᆙᆘ ،(ϵ) اܳٺႤၽ݁ܭ ࠍ੅ޚިة ݁ٷ؇ݿٴ۰ ڢࡗࡲ اۊٺ٭؇ر ؜ٷڎ ༠؇ݬ۰ ۏ٭ڎاً، ّިاڣگً؇ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ
أداء ݁گ؇ر۰َ ஓ஄ب პაႰ اৎ৊ڎروس. ይዧٷޙ؇م ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اࠍ੅ݱ؇فݧ إਐ಻؇ج إ༟؇دة আॻ༟ ؇ዛኤوڢڎر اࠍ੅ިارز݁٭۰
݆݁ ا୒ୖ۠٭ٷ۰ اࠍ੅ިارز݁٭۰ ّڰިق ༇຀؇اܳٷٺ ྘ྲྀٷب ۋ٭ت اܳٺگܹ٭ڎل۰، Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ؕ݁ اࠍ੅ިارز݁٭۰
ଫଃ༚ اৎ৊أ؇݁ܭ ଫଃٔ؊ّ دراݿ۰ ஓ஄ب ዻዧᄔც اᄴᄟިৎ৊ة. اܳأ٭ٷ؇ت ۏިدة ඔ൹ފොູو ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ّگܹ٭ܭ ۋ٭ت
اਐ಻৖৑گ؇ل ؕ݁ ا௱௯௫ފ۰ًި واܳޚ؇ڢ؇ت ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا لأ؇ت اܳٺިز ሒᇭ ༃واࡵ ଫଃّ؞ ܳިۋޓ ۋ٭ت ،(λ) اࠍ੅ޚ޶
Ⴇ၍داة HMC ۊިارز݁٭۰ ڣأ؇ܳ٭۰ ༇຀؇اܳٷٺ ۱ڍه ᄕცوّޝ اܳٺިاڣگ٭۰. ଫଃ༚ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሌᇿإ اܳٺިاڣگ٭۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ݆݁

༟؇ܳ٭۰. ࢻࣖڢ۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ؇ዝཛྷۊިا واݿٺۛݠاج اৎ৊أگڎة اᆇᅀܳ٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ᄴᄟراݿ۰ ل۰ ڢި ༟ڎدل۰
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اڤո֔ڲ١ ١۝୹୴শاݾ
ا࠯࠵࠾ިء ෠ຬأܭ ؇ᆙᆘ ݁؞ܹگ۰، ොًູܹ٭ܹ٭۰ ৖৑ߺࠊ༡ ጥ጑ٺஓ஄ ৖৑ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ݁ފ؇فܭ ݁أޙܾ ڣ؆ن ݁أݠوف، ި۱ პაႰ
.۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ݿߺࠊك ۋިل دڢ٭گ۰ ݁أߺࠊ݁؇ت আॻ༟ ࠯࠵࠺ݱިل أݿ؇ݿ٭۰ ๤ཚورة اܳأڎدل۰ اܳޚݠق ሌᇿإ
ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ وً؇৙৑ۊݧ Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ ޗݠق دراݿ۰ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ሒᇭ ਍ಾ؇وܳٷ؇ اܳފ٭؇ق، ۱ڍا ሒᇭو
ا୒ୖ؇لଫଊد Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ اৎ৊ٺ݄ټܭ اৎ৊ٺگڎم ا݁ٺڎاد۱؇ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ݁؇ر܋ިف، ఈః૭૖ݿܭ Ⴄ၍رܳި

ෛ੼ٺܹڰ۰. ᆇᅒި݁٭۰ أَޙ۰݄ আॻ༟ ّޚٴ٭گ۳؇ ؜ٷڎ ؇۳෠ຩ؇ਐ಻ ودڢ۰ ؇ዛውڣأ؇ܳ٭ ڣ۳ܾ أ༥ܭ ݆݁ ዻዧوذ (HMC)،
ً؇؜ٺٴ؇ر۱؇ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ا؜ٺ݄؇د ቕቆ ،ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اܳޚݠق ۱ڍه ّޚٴ٭ݑ أ༥ܭ ݆݁
আॻ༟ اᆇᅀܳި݁٭۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ۰༚؇ݬ٭ ༟؆࿓؇دة ૭૜݄ں ۋ٭ت اᆇᅀܳ٭۰، ا৙৑َޙ۰݄ ّޚިر ܳިݬژ ا૭૙৙৑ص ا৕৑ޗ؇ر
أݿ؇ܳ٭ص ّޚٴ٭ݑ ཯ྥ٭ں ؇ᆙᆘ ،exp(−S/h̄) ႟ၽاܳލ ݆݁ ሒᆶ؇إۋݱ وزن ؕ݁ اৎ৊ފ؇رات আॻ༟ ᆇ୞୘ިع ႟ၽނ
ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ඔ൹ً ๴ང؇ݿ৙৑ا ๤ཏ੊اࠍ ا৙৑ݿߺࠊب ۱ڍا ႟ၽނ وڢڎ Ⴄ၍رܳި. ॷड़रި݁ ݁ټܭ ᄭᄟ؇ڣأ ۰ਃಮ؇إۋݱ

.۰਒ಱڎ੆اࠍ اܳأڎدل۰ واܳޚݠق
ᄴᄟًراݿ۰ ل؇ ً݁أ٭؇ر ؇༥ިذஓ஁ ً؇؜ٺٴ؇ره اܳٺިاڣࠔࠫ، ଫଃ༚و اܳٺިاڣࠔࠫ اᆇᅀܳ޶ ا୒ୖݞاز ஓ஁ިذج আॻ༟ دراݿྥٷ؇ ሒᇭ ؇َ஼ணر
أ૭૖ޔ ஓ஁ިذج আॻ༟ ا৖৑؜ٺ݄؇د ዻዧᄔც ቕቆ ،༇຀؇اܳٷٺ و݁گ؇ر۰َ اܳڰ۳ܾ وዝཏྥܳ٭ܭ اܳأڎدل۰. اࠍ੅ިارز݁٭؇ت أداء
࠯࠵࠹ިارز݁٭۰. ሒᆶ؇ۋݱ৕৑ا اܳފߺࠊك ݆݁ واܳٺۜگݑ ۰෠੼ଫଊܳا ۰ොේ ৖৑ۊٺٴ؇ر ۳ஓ஄٭ڎل۰ ᄭᄥ༡ݠᆇᅒ ؐ਍ಱ߳أߌ ஓ஁ިذج ݁ټܭ
وۊިارز݁٭۰ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭۰ ݆݁ ႟ၽܳ Python ًܹ؞۰ Ⴄ၍؇ො੼ة ༇ံߓߵا ّޚިߌߵ ቕቆ
اᆇᅀܳ٭؇ت إਐ಻؇ج إ༟؇دة ሒᇭ اܳޚݠق ۱ڍه ڣأ؇ܳ٭۰ ݆݁ ᄕც؊اܳٺ ቕቆ اܳأڎدل۰ ༇຀؇اܳٷٺ ఈః༠ل و݆݁ HMC،
ّگܹ٭ܭ ሒᇭ ܹ݁ۜިظ ౫౜భފ݆ ଩ଃറണ೺ HMC ۊިارز݁٭۰ أن اႤ၍؇௱௯௫ة أޖ۳ݠت პაႰ ل؇ً. َޙݠ اৎ৊ٺިڢأ۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ
اܳٺگ؇رب ۰༟๤ང আॻ༟ ਍ಱأܝݴ ؇ᆙᆘ اܳٺگܹ٭ڎي، Ⴄ၍رܳި ॷड़रިৎ৊؇ً ݁گ؇ر۰َ اܳأ٭ٷ؇ت ඔ൹ً ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط

.۰༥ފٺۛݠৎ৊ا ا৕৑ۋݱ؇ਃಮ؇ت وۏިدة
݁أ؇ఈః݁ت ༟ڎة আॻ༟ ۋފ؇س ႟ၽ૰૖ لأٺ݄ڎ اࠍ੅ިارز݁٭؇ت أداء أن ඔ൹ਊಾ ،༇຀؇اܳٷٺ ොູܹ٭ܭ ఈః༠ل و݆݁
λ اܳݯٴޔ ݁أ؇݁ܭ - اܳأڎدي. اܳٺႤၽ݁ܭ اݿٺگݠار ሒᇭ ودور۱؇ ϵ اܳٺႤၽ݁ܭ ۊޚިة ڢ٭۰݄ - :؇ዛዊ྘ྲྀ ݆݁ ༟ڎدل۰،
ܳߺࠊݬިل اఈዳዧز۰݁ اܳٺިازن ۊޚިات ༟ڎد - اܳފఈఃݿܭ. وݿߺࠊك اܳٺ༲ڎ਒ಱ؇ت ۊޚ٭৖৑/۰ۊޚ٭۰ আॻ༟ وّ؊ଫଃٔه
ا৖৑ݿٺܝލ؇ف ܋ڰ؇ءة আॻ༟ وّ؊ଫଃٔه ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ ۊިارز݁٭۰ ሒᇭ اܳگٴިل ݁أڎل - اৎ৊ފٺگݠ. لؕ اܳٺިز ሌᇿإ

اࠍ৖৑؇੆ت. ڣݯ؇ء ሒᇭ
ܳިۋޓ ۋ٭ت اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰، ༇຀؇اܳٷٺ ؕ݁ ً ًۏ٭ڎا ّިاڣگ؇ اܳٺިاڣࠔࠫ اᆇᅀܳ޶ ۳ይዧݞاز اܳأڎدل۰ ༇຀؇اܳٷٺ أޖ۳ݠت პაႰ
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ߙ߳داد ޗڰ٭ڰ۰ اۊٺఈఃڣ؇ت ؕ݁ ل۰، اܳٷޙݠ اࠍ੆ߺࠊل ؕ݁ ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ ਐಱگ؇رب ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳگࡗࡲ ݁ٺިݿޔ أن
اܳٷޙ؇م. ᆇᅒިن ّأگ٭ڎ ۰༶ཹྥ٭ اܳٺިاڣگ٭۰ ଫଃ༚ ا৙৑َޙ۰݄ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

اܳٺܝ਍ಱި؇ت ඔ൹ً اଫଐܳاًޔ ّگܹ٭ܭ أن (Autocorrelation) ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط دراݿ۰ ྘ྲྀٷب ዻዧᄔც
৖৑ اଫଐܳاًޔ ۱ڍا ඔ൹ފොູ أن ৖৑إ ا৕৑ۋݱ؇ਃಮ؇ت، ۏިدة ඔ൹ܳٺۜފ ً أݿ؇ݿ٭؇ ً ఈః݁؇༟ لأڎ ً ༟ڎدل؇ اᄴᄟިৎ৊ة
اܳأ٭ٷ؇ت أ༠ڍ ܋ڰ؇ءة আॻ༟ ً أݿ؇ݿ؇ لޝߜߵ ًܭ ،۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ٺިݿޚ؇ت ሒᇭ ๤ཇ؇݁ٴ ඔ൹ފොູ ሌᇿإ ً ؇ஓ୴دا لޝدي

.؇ዛውܳ٭ఈఃواݿٺگ
ل۰ ڢި أداة ஓ஄ټܭ ،؇ዛዊ݁ ا୒ୖ؇لଫଊد ۰༱اܳྡྷފ و༠؇ݬ۰ Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ ۊިارز݁٭؇ت أن ਐಱݯں اࠍ੅ٺ؇م، ሒᇭو
اৎ৊أ؇ఈః݁ت اۊٺ٭؇ر আॻ༟ ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ لأٺ݄ڎان ؇ዛኔوأدا ؇ዛውدڢ أن ৖৑إ اᆇᅀܳި݁٭۰، ا৙৑َޙ۰݄ ᄴᄟراݿ۰ ᄭᄟ؇وڣأ
ඔ൹ܳٺۜފ إݪ؇ڣ٭۰ دراݿ؇ت إරජاء اৎ৊ڰ٭ڎ ݆݁ ਊಱࠔࠥ ،ዻዧᄳᄟ اৎ৊ڎروس. اܳٷޙ؇م وޗٴ٭أ۰ اৎ৊ٷ؇ݿٴ۰ اܳأڎدل۰
۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ ً ّأگ٭ڎا ଫ଒܋৙৑ا اܳٺޚٴ٭گ؇ت ௰௯௫ٺܹژ اࠍ੅ިارز݁٭؇ت أداء وّޚިߌߵ اৎ৊أ؇ఈః݁ت ۱ڍه ݪٴޔ

.ુળاܳـ
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اिऻڪٌۘ
اৎ৊أگڎة، ل؇ݪ٭۰ ීෂوا ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ފ؇فܭ ᄴᄟراݿ۰ ۰ਃಮاܳأލިا ۰਍ಱ؇أৎ৊ا আॻ༟ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ ޗݠق ّأٺ݄ڎ
ོྥٷ؇ول ا௰௯௫ٺܹڰ۰. ا৙৑َޙ۰݄ وႤ၍؇ො੼ة ا৙৑ًأ؇د ݁ٺأڎدة اܳٺఈః݁Ⴄၽت ۋފ؇ب আॻ༟ ؇ዛኤًگڎر ଩ଃറണ೺و
ا୒ୖݞاز আॻ༟ وّޚٴ٭گ۳؇ ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ دراݿ۰ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه
ᄭᄥً؇ڢ ࠍ੊أ۳ܹ؇ ا৕৑ڢܹ٭ڎي ݆݁ෑෂا ሌᇿإ واਐ಻৖৑گ؇ل ل۰ اܳٷޙݠ ؇ዝཏأݿ ؜ਵض ؕ݁ ،ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ
ا୒ୖ۠٭ٷ۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ቕ቉ اܳٺگܹ٭ڎل۰ Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ ّޚٴ٭ݑ ቕቆ პაႰ اܳأڎدل۰. ۰੊أ؇ࠍగጻዧ
݁گ؇ر۰َ ೑ಱරජ֡أ وڢڎ ݁٭ଫଐو྘ܳިًݴ. وۊިارز݁٭۰ ۰ਃ಻ިܹ݁ٺ؇ୖ୒ا Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟا আॻ༟ اৎ৊أٺ݄ڎة (HMC)
وأޖ۳ݠت .ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط وݿߺࠊك ۰ਃಮ؇ۋݱ৕৑ا واܳـܝڰ؇ءة اᄴᄟڢ۰ ۋ٭ت ݆݁ ඔ൹لگٺ اܳޚݠ ඔ൹ً
ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ّگܹ٭ܭ ሒᇭ HMC لگ۰ ޗݠ ّڰިق ؕ݁ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰، اࠍ੆ߺࠊل ؕ݁ ۏ٭ڎاً ّިاڣگً؇ ༇຀؇اܳٷٺ
Ⴇ၍داة اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ۰༚؇ݬ٭ ڣأ؇ܳ٭۰ اᄴᄟراݿ۰ أᄕცت პაႰ اܳأڎدل۰. ༇຀؇اܳٷٺ ۏިدة ඔ൹ފොູو
آڣ؇ڢً؇ ༇຀؇اܳٷٺ ۱ڍه وّڰٺں .۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ؇ዝཛྷۊިا واݿٺۛݠاج اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ Ⴄ၍؇௱௯௫ة ل۰ ڢި

ّأگ٭ڎاً. ଫ଒أ܋ ᆇᅒި݁٭۰ أَޙ۰݄ আॻ༟ اܳޚݠق ۱ڍه ܳٺޚٴ٭ݑ
۱؇لଫଊذ لگ۰ ޗݠ Ⴄ၍رܳި، ॷड़रި݁ لگ۰ ޗݠ اৎ৊ފ؇ر، আॻ༟ اܳٺႤၽ݁ܭ ،ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ اिऻء׫ոؼמ١: اڤոஈ࿦࿮ت

. ،ሒᇆاᄳᄟا ا৖৑رਊಾ؇ط ،ሒᇧިᆇᅀܳا اܳٺިاڣࠔࠫ ا୒ୖݞاز (HMC)، Ⴄ၍رܳި ॷड़रި݁



اৎ৊ݠاۏؕ

Abstract
Monte Carlo methods rely on random sampling to study complex

physical and mathematical problems and are particularly effective for
evaluating multidimensional integrals and simulating various systems.
This dissertation investigates the path integral formulation of quantum
mechanics and its application to the quantum harmonic oscillator,
presenting its theoretical foundations and the transition to Euclidean
time, which makes numerical treatment possible. The conventional
Monte Carlo method and the Hybrid Monte Carlo (HMC) method,
based on Hamiltonian dynamics and the Metropolis algorithm, are
implemented and compared. A comparison between the two methods
is carried out in terms of accuracy, statistical efficiency, and autocorre-
lation behavior. The results show good agreement with the analytical
solutions, while the HMC method demonstrates superior performance
by reducing autocorrelation and improving the quality of numerical
results. The study also confirms the effectiveness of the path integral
formulation as a powerful tool for simulating quantum systems and
extracting their physical properties. These findings open the way for
applying such methods to more complex quantum systems.

Keywords: Quantum Mechanics, Path Integral, Quantum Har-
monic Oscillator, Monte Carlo Method, Hybrid Monte Carlo
(HMC), Hamiltonian Dynamics, Autocorrelation.
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