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Notations générales

Le produit scalaire.

La dérivée partielle.

L’adjoint d’un opérateur A.

La fonction de Green.

La fonction de Green d’un probléme auto-adjoint.
Le wronskien.

Le laplacien.

La fonction de Neumann.

La fonction de Bessel.

La fonction de Bessel modifiée associée Y,,.
La fonction de Bessel modifiée associée J,,.
La fonction de Hankel.

L’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres naturels.
L’ensemble des nombres complexes.
Energie.

Le potentiel.

La quantité du charge.
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Introduction générale

Les mathématiques sont aujourd’hui utilisées dans plusieurs domaines des sciences contem-
poraines. L’application des mathématiques, et spécialement comme les équations différentielles,
joue un roéle considérable en physique.

En physique, on rencontre les équations différentielles lors de la construction d’'un modéle
pour une situation physique donnée. Ainsi les équations aux dérivées partielles et les équations
différentielles linéaires du second ordre jouent un role important en mécanique et en physique.
Ces équations peuvent servir par exemple a résoudre les problémes des petites oscillations
mécaniques, la propagation des ondes, de la théorie du potentiel, de la fonction de Green etc...

On appelle fonction de Green en physique ce que les mathématiciens appellent solution
élémentaire d'une équation différentielle linéaire & coefficients constants, ou d’une équation aux
dérivées partielles linéaire a coefficients constants.

Ces fonctions sont introduites par George Green en 1828 pour les besoins de ’électroma-
gnétisme, utilisées par Neumann dans sa théorie du potentiel Newtonien et par Helmholtz en
acoustique, elles sont un outil puissant en théorie quantique des champs aprés que Feynman
les a popularisées sous le nom de propagateur dans sa formulation en intégrale de chemin de
I’électrodynamique quantique.

Dans le premiér chapitre, nous présentons d’abord la théorie de I’équation différentielle
ordinaire en donnant I'importance, dans cette présentation, a I’équation diffiérentielle ordi-
naire de seconde ordre & coefficients constants. Ensuite, nous avons développé la théorie de la
construction de la fonction de Green pour une équation différentielle ordinaire comme nous
allons présenter quelques exemples. Finalement, nous avons donné un apercu sur le probléme
auto-adjoint, ainsi que les fonctions de Bessel et leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous cherchons un résultat qui concerne la dérivation de la
fonction de Green relative a ’équation de Schrodinger indépendante du temps dans ’espace
a deux dimensions. Le systéme considéré dans ce travail est une particule quantique qui se

déplace dans un potentiel axe-symétrie en dimension 2. Nous avons supposé que le potentiel
2

V(r) soit égal a q_2 a l'intérieur de disque (rayon a) et égal a zéro en dehors du disque. Pour

calculer la fonction de Green, nous avons utilisé, la continuité de la solution et de sa dérivée au

bord (R =a).



Chapitre 1

Notions de base

Introduction

Dans de nombreuses applications, la dynamique d’un systéme peut étre décrite par des
équations différentielles ordinaires. Par exemple, on rencontre ces applications en mécanique,
en dynamique atomique et moléculaire, en électronique des circuits intégrés, en biologie, au
développement de populations, etc.... Il est bien connu que la théorie des équations différentielles
est intimement liée & la théorie des opérateurs. Dans ce chapitre nous allons présenter quelques
rappels sur la théorie générale des équations différentielles ordinaires d’ordre n, puis la théorie
des équations différentielles ordinaires du second ordre. Nous avons mis également l’accent
sur la constructon des fonctions de Green associées a ces équations différentielles. Ce chapitre
constitue alors la base des applications que nous allons présenter au deuxiéme chapitre.

Puis on s’interesse a la fonction de Green pour les cas importants en physique relative aux
opérateurs auto-adjoints, ainsi que quelques notions sur les fonctions de Bessel.

1.1 Equation différentielle linéaire homogéne d’ordre n

Une équation différentielle est une équation entre une variable réelle (par exemple x), une
fonction qui dépend de cette variable (par exemple y) et un certain nombre de ses dérivées
successives. Lorsque la dérivée de plus haut degré de la fonction (qui apparait réellement) est

la piéme (n € N*), on dit que 'équation différentielle est d’ordre n.
Considérons une équation différentielle linéaire homogeéne d’ordre n

y™ + ay™ Y+ an_y = 0. (1.1)

On suppose que aq, as, ..., a,_1 sont des constantes. Avant d’indiquer une méthode de résolution
de I’équation (1.1), nous donnerons deux définitions qui nous seront utiles par la suite.

1.1.1 Définitions

1. Silon a pour tous les x du segment [a, b] I'égalité

on(@) = A1p1(x) + Asgpa(z) + ... + Ancrpn-1(2),

ou Ay, As, ..., A,_1 sont des constantes non nulles, on dit que ¢, (x) est une combinaison
linéaire des fonctions ¢1(x), @2(x), ..., pn_1(x) 6]

2. Les n — 1 fonctions ¢1(x), p2(x), ..., pn_1(x) sont dites linéairement indépendantes si
aucune d’elles ne peut étre représentée comme combinaison linéaire des autres.



Remarque 1.1.1 [l résulte de ces définitions que si les fonctions ¢1(x), po(x)..., op(x) sont
linéairement dépendantes, il existe alors des constantes Cy,Cs, ..., C,, non toutes nulles et telles
que l'on a, quel que soit x pris sur le segment [a, b],

Cror(x) + Capa(z) + ... + Crpn(z) = 0.

Passons maintenant a la solution de l’équation (1.1), on a pour cette équation le théoréme
suwant :

1.1.2 Théoréme

Si les fonctions yy, ¥, ..., Y, sont des solutions linéairement indépendantes de 1’équation (1.1),
sa solution générale est de la forme :

y = Ciy1 + Coyp + ... + Cryy,

ou C1, Oy, ..., C, sont des constantes arbitraires.
Si les coefficients de I’équation (1.1) sont constants, on trouve la solution générale tout comme
pour I’équation du second ordre [6].

1. On forme I’équation caractéristique
E" + a k"t + ak™ 2+ ...+ a, = 0.

2. On trouve les racines de I’équation caractéristique kq, ko, ..., ky,.

3. Suivant le caractére des racines, on écrit les solutions particuliéres linéairement indépen-
dantes en partant de ce qui suit :

(a) TI correspond & toute racine réelle simple k une solution particuliére e**.

(b) 11 correspond & toute couple de racines complexes conjuguées simples k) = a 4 i3
et k@ = o —if deux solutions particuliéres e*®cosfBz et e**sinf.

(c) 1l correspond a toute racine réelle k d’ordre de multiplicité r autant de solutions
particuliéres linéairement indépendantes

(d) TI correspond & tout couple de racines complexes conjuguées kM) = a + i3,
k?) = o —if3, d’ordre de multiplicité s, 2u solutions particuliéres :
e*®cosfr, re*Ccosfx, ..., t* e cos

e sinfx, re*sinfw, ..., x' e sinf.

Le nombre de ces solutions est égal au degré de I’équation caractéristique (qui est aussi
l'ordre de I’équation différentielle proposée). On démontre que ces solutions sont linéai-
rement indépendantes.

4. Ayant trouvé n solutions linéairement indépendantes yq, s, ..., yn, on écrit la solution
générale de ’équation différentielle proposée sous la forme :

y = Ciy1 + Coyp + ... + Cpyn,

ou (4, (s, ..., C, sont des constantes arbitraires.



1.2 Construction de la fonction de Green pour les équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre n

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations différentielles.
Nous considérons le cas particuliérement important pour la physique, des équations différen-
tielles d’ordre 2, et nous commencgons par I’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n.
Soit I’équation différentielle d’ordre n

Lly] = po(z)y™ + p1(z)y™ ™V + .. + pa(z)y = 0, (1.2)

ou les fonctions py(z), p1(x), ..., pn(z) sont continues sur [a, b], po(x) # 0, et les conditions aux
limites
Vily) = axy(a) + Uy (@) + . + oy a) + Bry(d) + 8Dy (0) + .
+8 VYL (b) = 0, (k=1,2,..,n), (1.3)
les formes linéaires Vi, Vs, ..., V,, en y(a),y'(a),...,y" *(a),y(b),y'(b),...,y" 1(b) étant linéaire-
ment indépendantes.

Supposons que le probléme aux limites homogéne (1.2)-(1.3) admet la seule solution triviale
y(z) = 0.

1.2.1 Définition de la fonction de Green

On appelle fonction de Green [3](ou fonction d’influence) du probléme aux limites (1.2)-
(1.3) la fonction G(x,&) construite pour tout point &, a < & < b et jouissant des 4 propriétés
suivantes :

1. G(x,&) est continue et posséde des dérivées continues par rapport a x jusqu’a l'ordre
(n-2) inclus pour a < x < b.

2. Sa (n-1)-iéme dérivée par rapport & x présente au point x = £ une discontinuité de

premiére espéce, le saut ayant la valeur po;(g)’ ie
3("‘1)0(%5)‘ B 3("‘1)0(%5)‘ _ 1
(91:(”_1) z=£40 8&:(”_1) r=£-0 — p0(€> .

3. Dans chacun des intervalles [a,&) et (&, b] la fonction G(z,&) considérée comme une
fonction de x est solution de I'équation (1.2) :

LIG] =0.
4. G(z, &) vérifie les conditions aux limites (1.3) :

V(@) =0 (k=1,2,..,n).

1.2.2 Théoréme d’unicité

Théoréme 1.2.1 Sile probléme aux limites (1.2)-(1.3) n’a pas de solution autre que la solution
triviale y(x) = 0, Uopérateur L a une fonction de Green G(x,&) et une seule [3].

Preuve. Soient y;(x),y2(x), ..., yn(x) les solutions linéairement indépendantes de 1'équation
L[y] = 0. D’apreés la propriété (c), sur les intervalles [a, ) et (&, ] la fonction cherchée G(x, &)
doit étre de la forme :

Glx, &) = ary1(z) + agy(x) + ... + apyn(r) pour a <ax <E
; biyi(x) + boya () + ... + bpyn(x) pour €<z <b

4



avec aq,ds, ..., Gy, b1, ba, ..., b, sont des fonctions de £. En vertu de la continuité au point x = &
de la fonction G(z,§) et de ses premiéres (n — 2) dérivées par rapport a z, nous avons

[blyl(g) + .+ bnyn(g)] - [alyl(g) + .+ anyn(g)] =0
[011(§) + - + bayn ()] = a1y (§) + - + @y, (§)] = 0

Byt 2 (€) + oo+ by 2] — [y P (E) + o+ @y (E)] = 0.

Et la condition (c) s’écrit
1
po(§)

By () + oo+ b)) — [aayt™ V() + o+ anyTI(E)] =

Posons Cy (&) = b (&) — ar(€) (k=1,2,...,n).

Il vient le systéme des équations linéaires par rapport & Cy(&) :

( Olyl(f) + 0292(6) + ...+ Cnyn(g) =
Ciy1(§) + Czyz(f) + o Cnyn(é) =

Cont™(E) + Cogli=2() + . +al"%®=g (14)

Cuyy" () + Coys ™€) + o+ Cog (O = —

\ Po (6 )

Le déterminant du systéme (1.4) est égal a la valeur en z = £ du wronskien W (y1, ya, ..., Yn), il
n’est donc pas nul.

Aussi le systéme (1.4) détermine-t-il de fagon unique les fonctions Cy () (k=1,2,...,n).
Déterminons les fonctions ax (&) et bg(€) moyennant les conditions aux limites (1.3).
Notons Vi (y) sous la forme :

Vi(y) = Ax(y) — Be(y) (1.5)

ou
Ap(y) = agy(a) + aVy' (@) + ... + " Vy(a)

Bi(y) = Bry(®) + By (b) + ... + B Dy (b)
En vertu des conditions (d) nous obtenons alors
Vi(G) = a1 Ak(y1) + a2Aik(y2) + ... + anAi(yn) + 01 Bi(y1) + baBi(y2) + ... + b, Bi(yn) =0

(k=1,2,...,n).
Compte tenu de ay = by, — C), nous avons

(b1 = C1) Ag(y1) + (ba— Ca) A (y2) + ..+ (b — Cr) Ak (yn) + 1 Br(y1) + b2 Bi(y2) + ... + b, Br.(yn) = 0

(k=1,2,...,n).
D’ou, en vertu de (1.5)
biVi(yr) +02Vi(y2) + ... + 0, Vi(yn) = C1A(y1) + CoAr(y2) + ... + CrAr(yn) (1.6)
(k=1,2,...,n)
Notons que le systéme (1.6) est linéaire en by, b, ..., b,. Son déterminant est :
Vilyr) Viye) -+ Vi(ya)
V V e Val(yn
det 2<y1) 2(.112) ‘ 2(.y ) £0
Va(y) Valy2) -+ Valun)

5



étant donné ’hypothése de I'indépendance linéaire des formes Vi, Vs, ..., V,,. Ainsi, le systéme
d’équation (1.6) admet une solution unique en by (&), bo(§), ..., by (§), et comme ax(§) = br(&) —
Cr(§), les quantités ax(€) (k= 1,2,...,n) sont également définies de fagon unique. Nous venons
donc de démontrer 'existence et 'unicité de la fonction de Green G(z,§) et de fournir un
procédé de sa construction. m

Exemple 1.2.1 Construisons la fonction de Green pour l’équation :

Py _

dx
avec les conditions aux limites
y(0) =y(1) =9'(0) =y'(1) =0

Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax® + bx + ¢, elles vérifient les conditions si
a=b=c=0.
Soit

G(z,€) = a1(§)2® + b1 (§)x + c1(§) pour 0 <z <
z, o a2(£)ZL‘2 + b2<€)$ + Cg(f) pour’f <zr<l

D’apres les propriétés de définition de G :
1. G(z,&) est continue au point x =&, on a
G(£7,8) =GN, 9)

c’est-a-dire :

a1(§)€ + b1(§)€ + c1(€) = aa(§)8” + b2()€ + c2(€)

=
(a1(€) — a2(€))€% + (b1(&) = b2(€))€ + (1(§) — 2(€) = 0 (1.7)
2. ‘327?(3:,5) est discontinue au point v =& :
0*G 0?G ,
W(F;f) - W(f §) =1
=
2a5(§) — 2a1(€) =1
=
wl€) —m(€) = 5 (1.9
(d) les propriétés de la fonction de Green entrainent
a(§) =0
by (5) =0

ca(§) + az(§) +02(€) =0
2a5(€) 4+ by(€) =0

Soit maintenant



La substitution de (1.9) et (1.8) de l’équation (1.7) donne
1
58 +20:(O¢ —ax(€) =0 (1.10)

52
= a2<€> (25 . 1)
/ 1 52
@) =-3- 202 —1)
_ ¢
2¢-1)
§

—% (252_1) 2 pour 0 < o < ¢
G(I,f) = £2 2 52 52

2e—1)" TEe—)" T 22—

donc

pour £ < x <1

1.3 Cas des équations différentielles d’ordre 2

Soient py, p1, po trois fonctions continues sur [a, b], [3] :

po(x)y” + pi(x)y’ + pa(z)y = 0, (1.11)

{ agy(a) + ary'(a) + agy(b) + asy'(b) =
Boy(a) + 51y (a) + Bay(b) + By (b) =

On construit la fonction de Green de la fagon suivante :

On choisit deux solutions non proportionnelles y; et y, de (1.11) et on écrit que la fonction
r — G(x,€) est solution de (1.11) sur |a, [ et sur |€, b].

Il existe donc pour chaque £ des réels a(€), b(§), c(§) et d(§), tels que :

Glr.€) = { a(©yr(w) + b(E)ya(x)  pour z la, ¢
Ay (@) + d(€)ya(x)  pour z €]¢, b]
Exemple 1.3.1 Construisons la fonction de Green pour [’équation
Y +y=0 (1.12)
avec les condition aux limites
y(0) = y(5) =0 (1.13)

Toute solution de (1.12) est de la forme y(x) = acosx + bsinz, pour que y vérifie (1.13) il faut
a=0 et b=0, il existe donc une fonction de Green :

ay(&)cosz + by (§)sinx si x €)0;¢]
(2,8) = as(§)cosz + by(&)sinx si x €JE; g[

D’apres les propriétés de définition de G :



(a) G est continue au point x =&, on a

G(§.6) =G(E,¢)

c’est-a-dire :
ay(§)cos§ + by (§)sing = as(§)cosé + by(§)sing
=
(a1(§) — az(§))cosg + (b1(§) — ba(§))sing = 0
(b) 95 (x,€) est discontinue au point x = ¢ :
oG oG, _
=
—(a1(§) — az(§))sing + (b1(§) — b2(§))cos§ = —1
(d)

G(ng) =0 = al(g) =0

G(5:8=0 = b(§)=0

La substitution de (1.16) et (1.17) dans l’équation (1.14) donne

—ax(€)cost + by(€)sing = 0

N b (€)si
) - A0
La substitution de (1.16) et (1.17) et (1.18) dans l’équation (1.15) donne
bil&)sing sin& + by (§)cosé = —1
cos
= b(€)sin?E + by (€)cos*E = —cosé
= b1(§) = —cos§
= ay(§) = —sing
fone ési o eloig]
—cos€sinx s x €|0;
G2,§) = { —sinécosx si x €] g[

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)



1.3.1 Un cas particulier important

Construisons la fonction de Green pour ’équation différentielle du second ordre de la forme

3] :

(p(2)y') + q(x)y =0,
p(x) #0 surla,b], p(z) € C'a,b], (1.19)

avec les conditions aux limites
y(a) =y(b) =0 (1.20)
Supposons que y; (z) est une solution de 1’équation (1.19) définie par les conditions initiales
(@) = 0, 4}(a) =a £0.

D’une facon générale, cette solution ne vérifie pas nécessairement la seconde condition aux
limites, ce qui nous autorise a supposer que y;(b) # 0. Les fonctions de la forme Cyy;(x) avec
C une constante quelconque sont évidemment solutions de (1.19) et vérifient la condition aux
limites

y(a) = 0.
Trouvons de méme une solution yo(z) # 0 de (1.19) telle que

Cette condition est vérifiée par toutes les solutions de la forme Cyys (), ot Cy est une constante.
Cherchons la fonction de Green relative au probléme (1.19)-(1.20) sous la forme

Gl €) = Cryi(x) pour a<x<¢
0| Coye(w) powr <z <b
D’aprés les propriétés de définition de G :

(a) G est continue au point x = &, on a

Ciy1(§) = Caya(§)

c’est-a dire :

Coya(&) — C1yn(§) =0
Pl

(b) §z(x,€) est discontinue au point z = § :

1

Cays(§) — Cryy(§) = "

donc on obtient le systéme suivant :

—Cry1(§) + Caya(§) = 0

Oy (€) + Cah(€) = ]% (1.21)

Le déterminant du systéme (1.21) est le wronskien Wy, (z), y2(x)] = W (x) calculé en z = ¢
pour les solutions linéairement indépendantes y;(x) et yo(z) de I’équation (1.19), donc

W(&) #0

9



de sorte que Cy et Cy de (1.21) se définissent de la fagon suivante :

__»l§) _ )
“THowE T reowE
Alors la fonction de Green est donnée par :
y1(@)y2(§)

Gz, €) = p(EW(E

Remarque 1.3.1 Le probléeme aux limites pour ’équation du second ordre de la forme :

y'(@) + pi(@)y'(2) + pa()y(z) = 0 (1.22)

et les conditions auz limites

se rameéne au probleme considéré (1.19)-(1.20) :
1 En multipliant Iéquation (1.22) par P(x), ot P(x) = e/ 1@ ¢t on prend
q(z) = P(x)pa(x)
2 En utilisant la changement linéaire de fonction suivant :
B—-A
b—a

Z(x)=Y(zx) — (x—a)— A

on ramene les conditions auz limites (1.31) auz conditions nulles (1.20) mais au lieu de (1.19)
on obtient l’équation avec le second membre L[Z] = f(x), ou

f@) = A+ D=2~ a)lata) ~ D=2 Papa(e)

On construit cependant la fonction de Green relative au probleme aux limites homogene
L[Z)=0,Z(a) = Z(b) =0,

qui coincide complétement avec le probleme (1.19)-(1.20)[3].

1.4 Reésolution du probléme aux limites a I’aide de la fonc-
tion de Green

Soit I’équation différentielle non homogeéne
Lly] = po(@)y™ + pr(2)y™ Y + .. 4 pal@)y = f(x), (1.23)
et les conditions aux limites
Vi(y) = 0,Va(y) = 0,... Va(y) = 0 (1.24)

les formes linéaires Vi, Vs, ..., V,, et y(a),y'(a),....y" *(a),y(b),y (b),...,y" 1(b) étant linéaire-
ment indépendantes.
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Théoréme 1.4.1 Si G(x,§) est la fonction de Green du probleme aux limites homogéne :
L|G] =0,

Vk(G) =0 (/{221,2,...,n),
la solution du probléme aux limites (1.23)-(1.24) est donnée par la formule [7]

- / G, €) £ (€)de

Preuve. Montrons que G(x,§) nous sert a déterminer la solution du probléme linéaire non
homogeéne suivant :

{ (p(a)y' ()" + (( )i[)) 9(z) a<w<b (1.25)

Considérons le systeme :

{ (p(2)y'(x))" + h(z)y(z) = g(z) (1)
(p(x)y'(2)) + h(x)y(z) =0 (2)

(
Dans I’équation (1), considérons y(x) une solution de (1.25) et comme G(x, ) vérifie I’équation
homogeéne, on remplace y(z) = G(z,£) dans (2) on obtient :

(p(@)y/ (1)) + ha)y() = g(x) (1)
0
{ (b(x)

%)’ + h(z)G(x,&) =0 pour & fixé dans [a,b] (2)

multiplions (1) par —G(z,§) et (2) par y(§), et nous arrivons a :

G, ) oy + y(p%?@y — Gl £)9(6)
qui s’écrit sous la forme suivante :
FOWOT — 6y (@) = 6le. ol6)

Intégrons de a a b pour obtenir enfin :

[p@(y(é)%?@ - Gle Oy @) = [ Gl ale)de

Compte tenu des conditions aux limites, et le fait que G(z,£) est discontinue au point x = &,
alors :

OO — Gl @k = OWO e - Glo Oy
OO — Gy @)1
— o) 5 — Gy )] - @ T — Gl (o)
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1
= p(x)y(x)m
= y(x)

donc la solution du probléme linéaire (1.25) est donnée par :

b
a) = [ Gl gl
[ ]
Exemple 1.4.1 Soit le probléme auz limites non homogéne
y" +y = cosx (1.26)
avec les conditions aux limites
0
y(0) =y(5) =0. (1.27)

On a la fonction de Green du probleme aux limites homogeéne (1.12)-(1.13)

—cos€sinx si x €]0;¢]
G(z,§) = —sin€cosx si x €J§; g[

D’aprés le théoréme (1.4.1), la solution du probléeme aux limites non homogéne (1.26)-(1.27)
est donnée par la formule

y(z) = / G, €)costit.

y(zr) = —/ sin&cosrcosédé — /2 cosEsinxcosEd.
0 T
Alors

y(x) = —Sizx(ﬂ — 2x).

1.5 Problémes adjoint et auto-adjoint

Soit A un opérateur linéaire dans R". L’opérateur adjoint A* est défini par la relation
(Au,v) = (u, A*v). Il est donné par la transposée AT de la matrice A.
Dans le contexte des équations différentielles, considérons le produit scalaire

() = [ fa)gla)da

sur C'([a, b]) (ou [a, b] est un intervalle compact) et un probléme aux limites donné par L, By, By,
tel que

<Lyv Z> = <y> L*Z>
pour toutes fonctions y, z € C?([a, b]) satisfaisant Byy = Byy = 0 et Biz = Bz = 0.
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Lemme 1.5.1 Soient s € C?([a,b]),a; € C*([a,b]) et oy € C°[a,b]) avec as(x) # 0 sur
la,b]. Avec lopérateur
L'z = (ag(x)2)" — (a1 (2)2) + ap(z)2 (1.28)
on a ["identité
(Ly,2) = (y, L*z) = aa(@)(y (2)2(2) — y(2)2'(2)) | + (an (2) — ap(x))y(x)2(2)]q
pour toutes les fonctions y,z € C?([a,b]) [2].
Preuve. On a
b
(Ly,z) = / (2(2)y" () + o (2)y' (x) + ao(x)y(x))2(z)dx

b b

al(:v)y’(:v)z(x)dx+/ ao(2)y(z)z(x)dx

a a

= /ag(x)y”(x)z(x)d:z—i-
(1.29)

On calcule les intégrales suivantes :
| @y @z@s = y@as@)sl - [ v (@
b
= y’(fC)O@(fE)Z(x)IZ—y(w)(azZ)'($)|Z+/ y(z)(az2)"(z)dx
b b ‘
[ a@y @@ = @l - [ g @ds

La substitution des intégrales précédentes dans I’équation (1.29) donne

(Ly,z) = y’(fﬂ)%(fﬂ)Z(ﬂi)\Z—y(x)(azz)/($)|2+/ y()(a2z)" (x)dz + y(w)ai (2)2(2)[g

b
- / y(@) ) @de + [ ao(@)y(e))=(e)dx

a

= y(@)az(2)2(2)lq — y(x)(a22) ()]s + y(2)a (m)Z(w)!Z+/ [y(x)(a22)" ()

— y@)(2)(2) + ao(x)y(x)z(z)]dx
= y(@)a(w)2(2), — y(@)ah(2)z(2)]s — y(2)oa(2)2 ()]s + y(@)on (2)2(2)[q

+ / y(@)[(022)"(x) = (n2)'(x) + ao(@)2(x)]dx
= as(w)(y'(2)2(2) — y(@)2'(2)]g + (ar(z) — ay(x))y(x)2(2)|s + (y, L72)
d’ou le résultat
(Ly, z) = (y, L*2) = aa(@)(y' () 2(2) — y(2)2(2)) ]z + (aa (@) — ah(@))y(x)=(2)];
Théoréme 1.5.1 Considérons le probléme

Ly=0,B1y =0,By =0,
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ot L satisfait les hypothéses du lemme (1.5.1) et ou les vecteurs (ay, an, g, o) et (B, Ba, B, Ba)
définissant By et By sont linéairement indépendants. Alors il eziste [2]

B = mz(a) + 727 (a) +32(b) + 742'(b),
Bj = 612(a) + 622" (a) + d32(b) + 042" (D), (1.30)

les coefficients ~y; et §; ne sont pas uniques, mais 'espace des fonctions z qui satisfont Bf =
B3 =0 est unique.

Définition 1.5.1 Si le probléme L, By, By satisfait les hypothéses du théoréme (1.5.1), on ap-
pelle L*, By, B, données par (1.28) et (1.30), le probléeme auz limites adjoint [2].

Le probléme est auto adjoint, si L* = L et si les conditions Bf = B; = 0 sont équivalentes a
By = By, =0.

En développant ’expression pour L*z on obtient

L*z = ay(x)2" + (ah(x) — aq(2))2 + (af(z) — o) (z) + ap(2))2.

L’opérateur L est donc auto adjoint, si et seulement si ciy(2) = ay(x), c-a-d, s’il est de la forme
Ly = (as(2)y") + ao(2)y.

Proposition 1.5.1 Sous les hypothéses du théoréme (1.5.1) le probléme
Ly =0,B1y =0, By =0,

posséde une solution unique, si et seulement si le probleme adjoint
L*2=0,B{z=0,B52=0

posséde une solution unique [2].

Preuve. Supposons que
Ly=0,B1y =0,Byy =0,

posséde une solution unique et notons par z une solution de
L*2=0,Bjz=0,B52=0.

Avec y(x), solution de
Ly = Z7Bly = OaBQy = 07

on obtient
|2[|* = (2, 2) = (Ly, 2z) = (y, L*z) = (y,0) = 0.

Donc z = 0 et 'unicité de la solution du probléme adjoint sont démontrées. m

Remarque 1.5.1 La fonction de Green d’un probléme auto-adjoint est symétrique, i.e.
G*(z,8§) = G(& ). (1.31)

La réciproque est également vraie [2].
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Preuve. Pour démontrer la relation (1.31), considérons deux fonctions continues f(x) et g(x)
et définissons

y(z) = / G, €) £ (€)de.

b
o) = [ G €)gte)de
Par la définition de la fonction de Green, les fonctions y et z satisfont
Ly=f,Biy = Bay =0

et
L*z2 = g,Biz = B3z =0.

La relation
<Lyv z> = <y> L*Z>

=
(f.2)=(y,9)
— b b b b
/a / G*(x’g)f(w)g(f)dfdm_/a / G(z,€) f(€)g(x)dEdx.
) [ [ o= [ [ censwean
B /ab /ab G*(2,&) f(x)g(§)dédr = /ab /abG(S,x)f(x)g(g)dgdx,
.

b b
| [©wo-cemswaeisi=o

Comme cette relation est vérifiée pour toutes fonctions continues f et g on en déduit la relation
(1.31) =m

1.6 Fonction de Bessel

En mathématiques, et plus précisément en analyse, les fonctions de Bessel, découvertes
par le mathématicien suisse Daniel Bernouli, portent le nom du mathématicien allemand Frie-
drich Bessel. Bessel développa l'analyse de ces fonctions en 1817 dans le cadre de ses études
du mouvement des planétes induit par l'interaction gravitationnelle, généralisant les décou-
vertes antérieures de Bernouli. Ces fonctions sont des solutions canoniques Y (z) de I'équation
différentielle de Bessel [5] :

d? d
xzd—x‘z + x% + (2 —a®)y=0. (1.32)
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1.6.1 Application sur un domaine circulaire
Divers phénomeénes physiques portent sur le disque
D={ flz;y) € R* 2*°+y* <a,a € R;} (1.33)

comme le déplacement vertical v d’'une membrane circulaire ou la propagation de la chaleur «
dans un disque, sont décrits par une équation aux dérivées partielles portant sur la fonction
u(z;y;t); (x;y) € D; t € R décrivant I’évolution temporelle de la fonction u

;Au(x, y,t) = zhg—? + C(z,y)u(x,y,t) (1.34)
avec une condition sur le bord
OD = {f(z;y) € Rz’ +y’=a } (1.35)
par exemple la condition dite de Dirichlet
u(z;y;t) = 0; (x;y) € OD. (1.36)

Dans ’équation (1.34), A, B sont des constantes et le laplacien A est 'opérateur différentiel
A = 07 4 05 en coordonnées cartésiennes, soit

A =r710,(rd,) +1r7%0] (1.37)

en coordonnées polaires (r; @) avec (z = rcosy; y = rsing).
Les solutions de I’équation (1.34) du type R(r) ®(p) T(t), telle que

T(t) = exp(—iEt/h), P(¢p) = exp(ing)
vérifient e
d dR s dT
x5y | @ ih'y
— -9 . 1.
Rtz Cy) 7 (1.38)

Les variables r; ¢; t étant indépendantes, les membres de I’équation précédente sont constants,
et égaux a E, d’ou les deux équations

% = —2F (1.39)
i 7(;?) + (?i = 2E &1 [—% 7(%%) +2B| = —%q; (1.40)
r? [—% 0%) 4 opr| = 1R o @) L opp_ LR (1.41)
T T T
pour L = n? I'équation (1.41) s’écrit
Cf%j + r_lg +(2E-n*"*)R=0 (1.42)

soit pour la fonction y(r) = R(r/vK) I'équation différentielle (1.42) s’écrit
'+t + (1-n*?)y=0 (1.43)

I'équation (1.43) est dite équation de Bessel d’ordre n. Pour n entier, la fonction de Bessel J,
est définie par une série et est solution de I’équation différentielle (1.43).
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Définition 1.6.1  Soit n entier, la série

+o00 1 k ¢ n+2k
Ta (t) = ; W (5) (1.44)

est absolument convergente pour t € C et est solution de ’équation différentielle (1.43) pourt
€ R. La fonction J, est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre n.

Proposition 1.6.1  Les fonctions de Bessel J, ; n > 1 vérifient les relations de récurrence
2n
Tt (8) + Jpya (B) = TJn (t) (1.45)
Jr () = Jua () = 21 (1) (1.46)
de plus, J\ = —Ji.

Théoréme 1.6.1 La famille des fonctions de Bessel (J,) n > 0 est caractérisée par l'une des
deux représentations suitvantes

1. Les J, sont données par la fonction génératrice
+o0o
J(z,t) =exp((x — 1/x)/2) = Jo (t) + Z Jo (t) [+ (—27Y)], t>0 (1.47)
n=1

2. La fonction J, est donnée par la série entiere (1.44). De plus, la suite (J,) n > 0 vérifie
la relation de récurrence

tTny () = 20T, (£) — T (£) (1.48)

La fonction J,, a comme équivalents aux bornes de l'intervalle (0;+00)

n 2\ /2 1 7r
I (1) ~i0 I () ~tt00 (—) cos (t — er — Z) (1.49)

2npl’ mt

Remarque 1.6.1 Pourt € R et en prenant la variable 6 telle que x = €?, la relation (1.47)
s’écrit comme un développement en série de Fourier

+oo
¢t = N g (1) e, feR (1.50)
Ainsi
J(t _ i2ﬂ- it sintinOde
nlt) = 2mo ‘
171'
= — cos(tsinf —nh)db (1.51)
o
d’apres (1.51) on a
J—n (t) - Jn (_t) ) (152)
et
Jo (—t) = (=1)" J, (t). Vit e R (1.53)

Lorsque n est non entier égal a v la fonction J_, est une solution de l’équation (1.43), et
linéairement indépendante a J,.
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Proposition 1.6.2 Soit v un réel, l’équation différentielle (1.43)
'+t + (1= )y =0 (1.54)

a deuz solutions linéairement indépendantes J,, Y,. Cette seconde est appelée la fonction de
Bessel de deuxiéme espéce. Elles sont définies par

+00 1 k ¢ v+2k
T (8) = kzzo }IT (< + 3{ ) (5) (1.55)

Jy (t) cosvm — J_, (t)

sin v

Y, (t) = (1.56)

et leurs développements asymptotiques sont

J, (1) ~ % <Cos (t - %1/7? - g)) , (1.57)

et

2 1
Y, (t) ~ 1] = (sin (t — ST - %)) .t — 400, (1.58)

Tt
Théoréme 1.6.2  Soit I’équation différentielle
Yyt — (1407 y =0 (1.59)

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modifiées. La solution finie
a lorigine et notée I,(t), et la seconde solution notée K,(t). Ces fonctions sont reliées par la

relation
m(I-,(t) — L(t))
2sinvm

K, (t) =

(1.60)

1.6.2 Propriétés
1. Les fonctions I, (t) et K,(t) vérifient les relations de récurrence (1.45), (1.46), (1.53).

2. Si nous prenons 'argument des fonctions de Bessel J, (¢) et 2% (t) imaginaire, nous
obtenons
J, (it) =1i"1, (1),
T,

K, (t) = - (i)" HY (it)

oit la fonction HS” (t) s’appelle la fonction de Hankel ou fonction de Bessel de troisiéme
espéce, ainsi la fonction H,EQ) (t) est la fonction de Hankel, elles sont définies par

HWY (t) = J, (t) +1iY, (1), HP (t) = J, (t) —iY, ().

v

3. Les wronskiens des fonctions de Bessel précédentes sont donnés par :
W(J,(t),Y,(t) =2/xt,
W (1L, (t), K, (1)) = 2/t,

W (HM (t), HD) (t)) = —4i/t.

v

18



4. Les comportements asymptotiques, m entier positif, sont donnés par :

i 1, (1) = s (161)
et N
et tim @) e [0 ()] (1.63)
S T —

HD (1) =1 \/% exp [z <t - g - %)] (1.65)
O R Y (R | (166)

19



Chapitre 2

Résolution du probléme de potentiel
axi-symétrique

Dans ce chapitre, nous allons calculer la fonction de Green pour le probléme du potentiel
(q réel, g imaginaire pure) symétrique sur un disque (rayon a), en suivant les méme démarches
que [1] et [4].
Soit le probléme suivant :

A
(—5 +V(r,0) — E)Y(r,0) = 0. (2.1)
avec
e
V(r@): ﬁ S1 O§r<a
0 si r>a
et

S 10 1

“ o2 ror T oe

donc l'équation (2.1) s’écrit

(§+E)¢:0 si r>a
VAN .
(§—ﬁ+E)¢:O st 0<r<a

2.1 Cas q réel

2.1.1 le premier cas (r > a) :

Soit I’équation aux dérivées partielles

7 10 1 02
GGt Tar o 2P0 =0 22

Pour résoudre cette équation, on utilise la méthode de séparation du variable, et on pose
U(r,0) = i (r)a(6).
En remplagant dans 1’équation (2.2), on obtient :

0? 10 1 02
(ﬁ togtage T 2E)1(r)2(0) = 0. (2.3)
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En divisant ’équation précédante sur 11(r)w9(0) # 0, on obtient :

”? 10
0a0)(os + - () + P 0) 4 280 (r)n(0)
s =0
Un(r)a(0)
c-a-d :
0?2 10
T A 8 {() B
r(r) 2 P3(0)
ou bien
”? 10
Pt ra)h 0 e
Yi(r) a(0)
L’équation pour () est donnée par :
Pha(0)
b)) "
c-a-d :
5(0) + wis(0) =
( w réel) qui admet une solution générale de la forme
¢2(9) — C2€iw9
alors que I’équation pour ¢1(r) est donnée par :
0
7“2(873 rar)@/)l( r) = Wi (r) — 21 (r)
ou bien
2! (r) + iy (r) + (2Er? — w?)Yi(r) =0
En divisant par (r?) on obtient :
" 1 / (JJ2
{(r) + i) + (2B = S)in(r) = 0 24)
avec les conditions aux limites
1(a) = Aj;et By = TETOO 11(r) bornée
Posons (k? = 2F) et (I = w)
" 1 / l2
() + ;¢1(T) + ( - T_g)wl(r) =0 (2.5)

L’équation (2.5) est I’équation de Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépendantes
notées Jy(kr) et Yi(kr)
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le cas r et 1’ & Pextérieur du disque :

d’aprés 1'équation (2.5) la fonction de Green est donnée par :

G(l’2’2)( N = C(r)[Yi(kr) — B(r") Ji(kr)] pour a <r <7/
nre D(r")Ji(kr) pour ' <7 <00

d’aprés la continuité de la fonction de Green au point r =’/

G(l,2,2) (7"{’_,7’/) . G(l’2’2)(7",_,7’/) -0

D(r")Jy(kr") — C () [Yi(kr") — B(r") Jy(kr")] = 0

—C(r"Y (k") + [D(r") + B(r"YC(r"))Ji(kr") =0 (2.6)
et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = r/
on a

aG(l,Q,Q) . , _aG(Z,Q,Q) . , i

T

or or r!
=
kD) Ji (k') = C(r)[RY] (k') = kB() i (k)] = —
=
OO (k') + (D) + BGCO ') = —o 27)
d’aprés 1’équation (2.6)
D(’I‘/) _ C(r’)[}fl(kﬂ“/) - B(T/)Jl(krl)] (28)

en substituant (2.8) dans (2.7) on obtient :

Cr)Yi(kr') — B(r") Ji(kr')]

—C )Y/ (k') + +8(r")C ]y (kr') =

Jy(kr") wkr!
=
—C(r")Y/(kr") Ji(kr'") + C(r")[Yi(kr') — B(r") Ji(kr")| T} (kr') + B(r")C(r') Jy (k') J (k') 2
Ji(kr') - wkr!
=
—COOY/ (k') Ju(kr") = Yi(kr') J{(kr)] 2 (2.9)
Jy(kr") k! '
sachant que la wronskien est donné par
W), Yilke')) = (k'Y (hr') = Yilke)Ji (k)
2
= (2.10)
et en substituant (2.10) dans (2.9) on obtient :
’ 2 B QJZ(/'{?T’/)
_C(T)Wlm“’ k!



(') = —Jy(kr")
aussi en substituant (2.11) dans( 2.8) on obtient :
D(r') = =(Yi(kr') = B(r') (k"))

donc

G2y pry = § ~ikr) = B0 Jkr)) Ji(kr”) - pour a < <
’ —[Yi(kr") = B(r") Sy (kr")|Jy(kr)  pour v’ <r < oo

d’aprés la propriété de symétrie de GG

G2 (r "y = GEEI( r)

—[Yi(kr) = B(r") Ji(kr)] (k') = =[Yi(kr) = B(r)Ji(kr)]Ji(kr)

alors

Donc

G(lﬁ2,2)( "y = —[Yi(kr) — BJi(kr)| i (kr'") pour a <r <7’
nre —[Yi(kr") = By (k)] Jy(kr)  pour r' <1 < oo

2.1.2 le deuxiéme cas (0 <r <a) :

On considére ’équation différentielle suivante :
e
Y g 4 208 (E = 5t = wiy
qui est équivalente a I’équation :
2" + ) + [2r°E — 2¢° — w? =0
qu’on divise par (r?) pour obtenir :

1 2¢% + w?
"+ ;wll + (2F — qTWl =0

avec les conditions aux limites
lim ¢y (r) = As; et ¢1(a) = Ba.
r—0

Posons (k% = 2F) et (I = 2¢* + w?)

l/2

, 1
P+ =+ (K — — )1 = 0.
r r

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

L’équation (2.15) est 'équation du Bessel, qui admet deux solutions linéairement indépendantes

Jy(kr) et Yy (kr)
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le cas r et r’ & l'intérieur du disque :

D’aprés 'équation ( 2.15 ) la fonction de Green est donnée par :

GULD (') = A(r') v (kr) pour 0 <r <7/
nr)= B [Yy(kr) — a(r)Jy(kr)]  pour ' <r <a

ou A, B, « sont des fonctions de r’.
La continuité de la fonction de Green au point r = r’ donne

G(l'71’1)(7“g_,7”l) . G(llvl’l)(rl_,rl) -0

B(r) Y (kr") = a(r") Jy (kr')] — A(r") Jy (k') = 0
ensuite
B(r"Yu(kr') — [A(r") + a(r")B(r")]Jp (k') = 0 (2.16)

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = r/

donne

aG(l/J,l) . . aG(l/’l’l) , 9
L
- 2
B(r)[kYi (kr') = ka(r')J (k)] = RAG) T (kr') = —
donc
2
B(r)Yy(kr') = [A(r) + a(r) B Jyp (k') = —— (2.17)

d’aprés I’équation (2.16)
B(r")[Yu (kr') — a(r') Ji(kr')]

A(r') = 2.18
() i (218)
en substituant (2.34) dans (2.36) on obtient :
B(r)[Yv (kr') — ar') Ju (k)]
B(r")Y(kr') — [ i) + a(r")B(r')]J, (k') = o (2.19)
2Jy (kr'
B(r") Jy (kr" Yy (kr")y — B(r")Yy (kr") J) (kr') = J likja ) (2.20)
kr
sachant que la wronskien est donné par
2
W ('), Yi (k') = JuChe) Ve (k') = Yo (hr) Tohr') = —— (2.21)
mkr
et en substituant (2.37) dans (2.20) on obtient :
2 2Jl/(k7’/)
B(r')— =
(r )wkr’ wkr!
=
B(') = Ju(kr') (2.22)



aussi en substituant (2.38) dans (2.34) on obtient :
A(r"y = Yu(kr') — a(r') Jy (kr')
donc

GULD (1 ) = (Yo (kr") — a(r") Jy (k")) Jy(kr)  pour 0 <r <7’
O (Ye(kr) = a(r)Jp(kr))Ju(kr') pour ' <r<a

d’aprés la propriété de symétrie de GG

G(llvl’l)(r, T’/) _ G(l/’l’l)(rl, 7“)

Yo (kr') — a(r’) Jp (k)] Ju (kr) = [Yo (k') — a(r) Jy (k)] J (r)
alors
a(r')=a(r) =«

En définitive, on obtient la fonction de Green :

1,1 n | Yu(kr') —ady(kr'))Jy(kr) pour 0 <r <7/
G (r,r) = { (Yy(kr) — ady(kr))Jy(kr') pour " <r<a (2.23)
2.1.3 Calcul des coefficients o et 3
D’aprés les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a
G(l/’l’l)(a, 7,/) ’T/:a: G(l,2,2) (CL, 7,/) ’T/:a
=
Yy (ka) — ady(ka)]Jy(ka) = =Y (ka) — BJ,(ka)]J,(ka) (2.24)
et 9 9
O Sy, s (1,2,2) .
aTG (a,7") |rr=a= 8TG (a,7") |rr=a
=
kY (ka) — aJy(ka)]Jy(ka) = —k[Y/(ka) — BJ](ka)]J,(ka)
=
¥y (ka) — o) (ka)|Jy (ka) = —[¥{ (ka) — 8.} (ka)} i (k) (2.25)

d’aprés les équations (2.24) et (2.25), on a :

{ (Yo (ka) — adv(ka))Jy(ka) = = (Yi(ka) = pJi(ka))Ji(ka)
(Y (ka) — adp(ka))Jy(ka) = =(Y/(ka) — BJ](ka))Ji(ka)

—aJy(ka)Jy(ka) — pJi(ka)J(ka) = =Y (ka)Ji(ka) — Yy (ka)Jy(ka) (a)
—aJ)(ka)Jy(ka) — BJ](ka)Ji(ka) = =Y/ (ka)J)(ka) — Y, (ka)Jy (ka) (b)
En multipliant I'équation (a) par J/(ka) et I'équation (b) par J;(ka), on trouve

{(—an/(k‘ a)Jy(ka) — BJi(ka)Ji(ka))J|(ka) = (=Yi(ka)Ji(ka) = Yv(ka)Jy (ka))J] (ka)
(—ady(ka)Jy(ka) — BJ](ka)Ji(ka))Ji(ka) = (=Y/(ka)Ji(ka) = Y (ka)Jv (ka))Ji(ka)
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=

{—an ((ka)Ju(ka)Ji(ka) — BJi(ka)Ji(a)J](ka) = =Yi(ka)J\(ka)J;(ka) —
—ad) (ka)Jy(ka)Ji(ka) — BJ](ka)J)(a)J;(ka) = =Y/ (ka)J)(ka)J;(ka) —

on multiplie la deuxiéme équation par (-1), on a

{ —ady(ka)Jy(ka)J](ka) — BJi(ka)J(a)J](ka) = =Yi(ka)J)(ka)J](ka) — Yi(ka)Jy (ka)J](ka)
aJ)(ka)Jy(ka)J(ka) + pJ](ka)Ji(a)Ji(ka) = Y] (ka)J(ka)J,(ka) + Y} (ka) Jy (ka)Ji(ka)

on additionne les deux équations :
a(J)(ka)Jy(ka)Ji(ka) — Jy(ka)Jy(ka)J|(ka)) = Y/ (ka)Ji(ka)J,(ka) + Yy (ka)Jy(ka)J,(ka)

~Yi(ka) Ji(k) T (ka) — Yo (ka)Ju (ka) J(ka)
Y/ (ka)Jy(ka)Ji(ka) + Y, (ka)Jy (ka)Ji(ka) — Yi(ka)J,(ka)J](ka) — Yy (ka)Jy (ka)J](ka)

= T (ka)Jy (ka) Jy(ka) — Jy(ka)Jy (ka)J! (ka)
o, = XM(ka)Ji(ka) — Yi(ka)Jy(ka))Ji(ka) — (Yv(ka)Jy(ka) — Yy (ka)Ji(ka)) Jy (ka)
Jl',(ka)Jl/(ka)Jl(k;a) Jl (ka)Jl ( CL)JII( )
d’ou

_ 2Ji(ka) + maJy(ka)[kJ)(ka)Y) (ka) — kY (ka)J](ka))
B naJy(ka)lkJi(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))

de méme maniére on trouve

bJu (ko) o (k)Y (ka) — Yo (ha)Jp(ka)] + Ju(ha) ko (ka) Y (ka) — kYi(ha)Jj (k)
Ji(ka)[kJy(ka)J](ka) — kJi(ka)J] (ka)]

8=

d’ou
2Jy(ka) + maJi(ka)[kJy(ka)Y/ (ka) — kY (ka)J] (ka)]
nady(ka)[kJy (ka)J](ka) — kJ(ka)J),(ka)]
enfin, la substitution des expressions de « et § dans les systémes (2.23) et (2.12) respectivement,
et en notant

8=

Gl(l/’l’l)(’f’, 7“/) _ G(l/’l’l)(’f’, 7“/)
et

Gl(ll,2,2) (T, ’f‘/) _ G(Z,Q,Q) (7“, 7”,)
on trouve :

( YE/(]W“’)J[/(]{T)
2Ji(ka) + mady(ka)kJ(ka)Y, (ka) — Yy (ka)J] (ka)]
- wady(ka)[kJ(ka)J, (ka) — kJy(ka)J](ka)]

Jp(kr")Jp(kr), 0<r <7
G () =
Yy (kr)Jy (kr')
_ 2Ji(ka) + wady(ka)[kJi(ka)Y) (ka) — kYy(ka)J|(ka)]
\ nady(ka)lkJi(ka)J) (ka) — kJy(ka)J] (ka)]

Jl/(k”l")tjl/(kn“/), T/ S T S a

et
( =Y (kr)J,(kr")
2J/(ka) + waJy(ka)[kJy (ka)Y] (ka) — kY (ka)

Ty () | |
raJi(ka)[kJy(ka)J(ka) — kJ;(ka)J],(ka)] J(kr)J(kr'), a<r<r

Gl(l 22)(7’, r') =
=Y (kr") Ji(kr)
2Jy(ka) + maJi(ka)[kJy (ka)Y/ (ka) — kY;(ka)J] (ka)]
L naJi(ka)(kJy (ka)J|(ka) — kJi(ka)J) (ka)]

J(kr") Ji(kr), r" <r < oo
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214 lecas0<7r<a<r<oo:

Gy (r,1') = h(kr)z(kr)

h(kr) = [Yi(kr) = AJi(kr)]
et
z(kr') = Jy(kr")
donc

GV (') = [Yilkr) — Ay (k)] Ju (kr')
d’aprés le condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a
Gt a,r') [rma= G (@0") oz

=
2Ji(ka) + mady(ka)(kJi(ka)Y,)(ka) — kY (ka)J](ka))
na(kJy(ka)J] (ka) — kJy(ka)J](ka))

(Yi(ka)—AJi(ka))Ji (ka) = (Vi (ka)— )i (Fa)

=
2J)(ka) + wady(ka)(kJ(ka)Y, (ka) — Yy (ka)J](ka))

Yi(ka) = Adi(ka) = Y (ka) — ra(kJy(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))

d’ou
Yi(ka)  Yy(ka)  2Ji(ka) + mady(ka)(kJi(ka)Yy(ka) — kYy(ka)J](ka))
Ji(ka) Jl(ka) nadi(ka)(kJ)(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))
(ka) Yy (ka)ma(kJ,(ka)J) (ka) + kJy(ka)J](ka))
ka)
(ka

| =

( WaJl( a)(kJi(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))
2Jy(ka) + wady(ka)(kJ(ka)Y) (ka) — kY (ka)J](ka))
WQJ[(]CCL)(/CJ[(

) —mak(Yy(ka)J(ka)J) (ka) + Yy (ka)Jy (ka)J](ka))
) mady(ka)(kJ)(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))
a) + wak(Jy(ka)Jy(ka)Y;(ka) — Jy(ka)Yy(ka)J](ka))
rmaJy(ka)(kJ(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))
) N —makYy(ka)Ji(ka)J) (ka) + makJy (ka)Ji(
) naJi(ka)(kJi(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))

) makJi(ka)(Jy(ka)Y, (ka) — Yi(ka)J) (ka)) + 2J;,(ka)
a) naJi(ka)(kJi(ka)J] (ka) — kJy(ka)J](ka))

)

)

a)J)(ka) — kJy(ka)J]/(ka))

— |

ka)Y; (ka) + 2J(ka)

mwakJ(ka)W (J,(kr"), Y (kr")) + 2J,(ka)
naJi(ka)(kJi(ka)J],(ka) — kJy(ka)J](ka))

Y (ka) Wale(ka)% + 2J;(ka)
Jl(/{ia) + WaJl(kCL)(k’Jl(ka)Jll,(ka) — sz/(ka)Jl’(ka))

alors
Yi(ka) 4

Ji(ka)  wa(kJ(ka)J) (ka) — kJy(ka)J](ka))

1,2,1 . Yi(ka) 4 /
Gi* ') = k) - Gitka) * walkanea) 7 (ka) — kdy (ea) (ka1 ()
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2.1.5 lecasO0<r<a<r <oo:

G (') = K (kr)T (ke
K (kr) = [Yu(kr) —nJu(kr)]
et
T(kr") = Jy(kr")

d’apres la condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a
12 1,2,2
G a,r) [rma= G (a,17) |yra

=
2Jy(ka) + madi(ka)(kJy(ka)Y/ (ka) — kYi(ka)J], (ka))

(n’(ka)_njl’(ka))Jl(ka) = (_}/l(ka’)—i_ 7TCL(]€J1/(]CG)JII(I€(I) _ k,Jl(k,a)Jl//(ka))

)Ji(ka)

d’ou
_ Yy(ka)  Yi(ka)  2Jp(ka) + madi(ka)(kJy(ka)Y/ (ka) — kYi(ka)J; (ka))
~ Jy(ka)  Jyp(ka) nady(ka)(kJy(ka)J|(ka) — kJ,(ka)J} (ka))

. }/El(k'a) 4

~ Jp(ka)  ma(kJy(ka)J](ka) — kJy(ka)J,(ka))
donc en définitive, on obtient la fonction de Green :
Yl/(k:a) 4 4
Jy(ka)  ma(kJy(ka)J|(ka) — kJ(ka)J) (ka))

Ui

G (') = [Ye (kr) — ( ) Ju (k)] Jy(kr')

2.2 Cas qg=1q

On consideére 1’équation suivante :

1 2¢% + w?
U 4 S (= S = 0 (2.26)
avec ¢ = iq¢' et ¢> = —¢’?, ¢ € R alors, on peut écrire 'équation (2.26) comme
1 —2¢” 4+ w?
"+ ;wll + (k% — QT)% =0
1 w2 -9 2
4+~ + (= ) = 0 (2.27)

2.2.1 Siw?—2¢%>0:

Posons 2 = w? — 2¢”

" 1 / l2
"+ ;% + (K - T_IQWI =0

d’aprés I’équation précédente la fonction de Green est donnée par :

le cas r et ' A 'intérieur du disque :

REY n | Y (kr") —oqdy, (k") (kr)  pour 0 <r <7/
G (r,r) = { (Yy, (kr) — aq Jy, (kr))Jy, (k') pour 7' <r<a (2.28)
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le cas r et 1’ & Pextérieur du disque :

Dans ce cas, on a la méme fonction de Green du cas précédent :

9, n | —Yikr) = BiJi(kr)] Ji(kr') pour a <r <7/
GuQQ)(T’T) - { —[Y}l(kr’) — ﬁllJll(k'r”)]f]l(kr) pour 7' <r < oo (2.29)

Calcul des coefficients o et [,

D’aprés les conditions de Dirichlet-Neumann de la fonction de Green au point r = a

GUID (a1 [—e= GU2D(a,1") |y—a

=
Yy, (ka) — andy, (ka)l i, (ka) = =[Yi(ka) — prJi(ka)]Ji(ka) (2.30)
et
9 1,1,1 / _ 9 12,2 /
EGU )(a,r) |rr=a= EG(Z )(a,r) |r/=a
=
k[Y/ (ka) — arJy, (ka)lJy, (ka) = =k[Y] (ka) — 1] (ka)]Ji(ka)
=

Vi, (ka) = e Jy, (ka))Jy, (ka) = =[Y/ (ka) = BrJ;(ka)] Ji(ka) (2.31)
d’aprés les équations (2.30) et (2.31), on a :

{ (Yy, (ka) — ardy, (ka))Jy, (ka) = —[Yi(ka) = B Ji(ka)]Ji(ka)
(Y}, (ka) — anJj, (ka))Jy, (ka) = =[Y/(ka) — BrJ;(ka)]Ji(ka)

apres certains calculs on trouve

_ 2Ji(ka) + mady, (ka) [k Ji(ka)Y), (ka) — kYy, (ka)J] (ka)]
T e, (ka) [k (ka) Tl (ka) — ki, (ka) Ji (ka)]

de méme maniére on trouve

5 = 2Ji, (ka) + aJy(ka)[kJi, (ka)Y/ (ka) — kYi(ka)J;, (ka)]
b aJi(ka)(kJy, (ka)J}(ka) — kJi(ka)J] (ka))

alors, la substitution des expressions de «; et 3; dans les systémes (2.28) et (2.29) respective-
ment, et en notant :
Gl(h,l,l) (7’, T/) _ G(ll,l,l) (T, T/)

et
G ) = G291
on trouve
( Jll(k:r)[}/zl (k”l“,)
2Jy(ka) + waJ;, (ka) [/{:Jl(k:a)Yi’l( a) — kY, (ka)J](ka))

rady (o) (ka) T (k) — ko (ha)JjGha)] 20tk O <=

G () =
Jll (krl)[}/ll (]{37’)
_2Jl(k:a) + maJy, (ka)[kJi(ka)Y] (ka) — kY, (ka)J;(ka)]
L maJy, (ka)[kJi(ka)J] (ka) — kJ), (ka)J](ka)]

Ju(kr)], " <r<a
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et
( Ji(kr") =Y (kr)
2.Jy, (ka) + maJi(ka)[kJy, (ka)Y/ (ka) — kYi(ka)J]} (ka)]
maJi(ka)(kJy, (ka)J/(ka) — kJi(ka)J] (ka))

Gy ) =
Ji(kr)[=Yi(kr")
2Jy, (ka) + maJy(ka)[kJy, (ka)Y/ (ka) — kYi(ka)J;, (ka)]

| T adi(ka) (ki (Fa) Ji(ka) — kJi(ka) T (ka))

J(kr], " <r< oo

lecas 0 <r’' <a<r<oo:

G;ig’l)(r, ') = hy(kr)z (kr')

hy(kr) = [Yi(kr) — A\ Jy(kr)]
et
21 (kr')y = Jy, (kr')
donc

Gl(f’Q’l)(r’ T’/) = [Yl(l‘m“) — )\1Jl(kr)]Jll(k:T/)

d’apreés la condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a
G () |oma= G (@) |

=

2Ji(ka) + waJy, (ka)[kJi(ka)Y] (ka) — kY, (ka)J](ka)]

Yi(ka)=MJi(ka)l i, (ka) = [i, (ka)— ralkJy(ka) Jj, (ka) — kJy, (ka)J (ka)

[Ji, (ka)

=
2Ji(ka) + maJy, (ka)[kJi(ka)Y] (ka) — kY;, (ka)J|(ka)]
Yi(ka) - /\1Jl(/€a> = }/21 (k(l> - Wa[le(k;a)Jl’l(k:a) — fl{;Jh (ka)Jl’(k’a)] l
d’ou
N\ = Yi(ka) N 4
Y Ji(ka) ' walki(ka)J] (ka) — kJy, (ka) J(ka)]
donc
G ") = [Vilkr) — (R : Sk (k'

Ji(ka) — walkJi(ka)J] (ka) — kJy, (ka)J](ka)]
lecas 0 <r<a<r <oo:

Gl(ll,LZ) <7«=7 r’) = Kl(kT)Tl(k,r/>

ou

Ky (kr) = [Yy, (kr) — mJy, (kr)]

et
T(kr") = Jy(kr")
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d’aprés la condition de Dirichlet de la fonction de Green au point r = a
G§l1,172) <CL, T/> |7":a: Gl(f,272) (a, ’I"/) I’I":a

=

2.Jy, (ka) + waJi(ka)(kJy, (ka)Y/(ka) — kY (ka)J; (ka))
ma(kJy, (ka)J](ka) — kJi(ka)J] (ka))

(Ys, (ka)=ny, (ka))Ji(ka) = (=Yi(ka)+ )Ji(ka)

d’ou
Y, (ka) N Yi(ka)  2Jy,(ka) + maJi(ka)(kJ, (ka)Y/ (ka) — kYi(ka)Jj, (ka))
= Jy, (ka)  J), (ka) waJy, (ka)(kJy, (ka)J;(ka) — kJi(ka)J] (ka))

B Yy (ka) 4

 Jyp(ka)  ma(kJy(ka)J](ka) — kJy(ka)J,(ka))
donc la fonction de Green s’écrit sous la forme :
i, (ka) 4
Ji,(ka) — ma(kJ, (ka)Ji(ka) — kJi(ka)J} (ka))

G () = (Y, (kr) — ( )i, (k)] Jy (")

2.2.2 Siw?-2¢"=0
Maintenant, on remplace w? — 2¢’* dans 1’équation (2.27) par zéro d’ou :
" 1 / 2
1 + ;@Dl + k wl - O

les deux solutions linéairement indépendantes de cette équation de Bessel sont Jy(kr) et Yo (kr).
Pour calculer la fonction de Green, nous allons utiliser la méme méthode précédente :

le cas r et r’ & l'intérieur du disque :

Jo(kr)[Yo(kr'")
_ 2Ji(ka) + mado(ka)[kJi(ka)Yy (ka) — kYy(ka)J] (ka)]
naJo(ka)kJy(ka)J|(ka) — kJo(ka)J](ka)]

Jo(kr)], 0<r<¢
Gl(o,l,l)(r’ r) =}
Jo(kr")[Yo(kr)
2J)(ka) + wado(ka)[kJ(ka)Yy (ka) — kYo (ka)J] (ka)]
 wado(ka)[kJy(ka) Jy(ka) — kJo(ka)J! (ka)]

Jo(kr)], " <r<a

\

le cas r et ' & I’extérieur du disque :

( Jy(kr")[=Y;(kr)
2Jo(ka) + maJi(ka)lkJo(ka)Y/ (ka) — kY;(ka)J)(ka)]
rnaJi(ka)(kJo(ka)J/(ka) — kJi(ka)J)(ka))

Ji(kr)], a<r<y

Gy (1)
Ji(kr)[=Yi(kr")
2Jo(ka) + maJy(ka)[kJo(ka)Y] (ka) — kY;(ka)J)(ka)]

i (ka) (ko (ha) J{Cha) — RAGRa) Jyka)) P TS
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lecas 0 <r’'"<a<r<oo:

1,2,1 N Yi(ka) 4 /
Gy *0r7") = DHlkT) = (5 ™+ maliiCha) o) = Fao(ka) gy )] 1ol

lecas 0<r<a<r <oo

0,1,2 N Yo(ka) 4 /
G ) = Dotk = (G + ra(kJo(ka)Jg(ha) — ki (k) Jg kay) 0 FTIAAT)

2.2.3 Siw?—-2¢?<0

E>0:
Posons 3 = —13 ou I3 =2¢% —w? > 0 et ly = il3, on a :
" 1 / 2 l%
"+ =P+ (B = ) =0
r r
~ 1 13)*
N (G B! (232)

Cette équation de Bessel admet deux solutions linéairement indépendantes notées Jy, (rk) et
Y;'lg (T‘]{?)

D’aprés I'équation (2.32), la fonction de Green est donnée par :

le cas r et r’ & l'intérieur du disque :

( Ji, (kr>[Yil3 (krl)
_QJZ(k:a) + mady, (ka)kJ(ka)Y; (ka) — kY, (ka)J](ka))

il3

maJy,(ka)[kJi(ka)Jj, (ka) — kJu, (ka)J|(ka)]

G (') =
Jug ()Y ()
2Jy(ka) + mady, (ka)[kJ,(ka)Y;. (ka) — kY, (ka)J] (ka)]

ils
L maJy,(ka)kJi(ka)J}, (ka) — kJ, (ka)J{(ka)]

Jus (kr)], " <r<

le cas r et ' A I’extérieur du disque :

( Jy(kr") =Y (kr)

2Ju, (ka) + mady(ka) [k Jq, (ka)Y] (ka) — kYi(ka)J;, (ka)] /
rady(ka)(kJi, (ka)J(ka) — kJi(ka)J}, (ka)) Ji(kr)], a<r<r

G2 = |

Jy(kr)[=Yi(kr")
2Ji, (ka) + mady(ka)kJu, (ka)Y] (ka) — kY (ka)J;), (ka)]

)

L maJi(ka)(kJu,(ka)J|(ka) — kJi(ka)Jj, (ka))

J(kr)], " <r< o
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lecas 0 <r’'"<a<r<oo:

1,2,1 AN Yz(ka) 4 !
i) = 0ilb) = G50y * Zaentray iy oy — Gyt (7))

lecas 0<r<a<r7r <oo:

}/ilg(k'(l) 4

(ilg,l,?) / — Y _
G ) = Vi (k) <Jil3(ka) T ralk T, (ka) T (ka) — kJi(ka)J, (ka))

)ity (k)] Ji(kr')

le cas r et 1’ & extérieur du disque :

I’équation de Bessel n’admet pas de solution d’ou la fonction de Green dans cette cas est
nulle i.e

GU2A(r ') =0
le cas r et ' & intérieur du disque :

G(l,l,l)(r ) = A(r') 1, (K'r) 0<r <r
ila A2 BO) (K, (K'r) — a(r') Ly, (K'r)), ' <r<a

la continuité de la fonction de Green au point r = 7’/ donne

G ) = G ) = 0 (233)

il
d’aprés certains calcule, on trouve

B(r")[Ka, (K'r") — ar') L, (K'r")]

A(T,) = Iil4(k/7"/)

(2.34)

et la discontinuité de la dérivée premiére par rapport r de la fonction de Green au point r = r/

on a

aG%,m) ai(ll,1,1) 5
a—;‘(r;,'r")—#(r;r’) = ﬁ (235)
c-a~d
2
B(r') K, (K7) = [A(r) + a(r) Br), (K1) = —= (2.36)
wk'r
et sachant que la wronskien est donné par
2
W (L, (K'r"), Ky (K'r")) = Ly, (K'v") Ky, (K'r") — K, (K'r") 1, (K'r") = o (2.37)
en substituant (2.37) et (2.34) dans (2.36) on obtient :
I‘ k,/ /
By = Lu*T) (2.38)
T
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aussi en substituant (2.38) dans (2.34) on obtient :
1
A(r'y = =Ky, (K'r") — a(r’) Ly, (k') (2.39)
7r
donc

GO (g 4y — L f (K (K'r') = a(r') L, (K'r") L, (K'r), 0 <o' <7
il 0w (K (K'r) — a(r) Ly, (K'r) L, (K'r'), ' <r<a

pour déterminer le constant « en utilise le condition de Dirichlet au point r =1 = a i.e
(K, (K'a) — ok, a) Ly, (K'a)) Iy, (Ka) = 0

puisque I;;, (k'a) # 0, donc

) Ky, (K'a)
alk' a) = —]il4(/€'G)
d’ou o
. (K, (K'r") — —I:l:“((k,:))Iil4(k’r’))lil4(k’r) 0<r <r
Ggfyl)(ra TI) = ; ,
(K, (K'r) — %Iil4(k,7“))[il4(k/7’/) r<r<a
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Conclusion générale

Dans notre travail, nous avons abordé le calcul explicite de la fonction de Green pour un
probléme concret de la mécanique quantique : le probléme du potentiel & deux dimensions
(sur un disque). Les conditions aux limites utilsées sont celles qu’on rencontre en mécanique
quantique dans les problémes de diffusion et aussi pour les états liés. En mécanique quantique,
si le potentiel présente un saut dans ’espace, la solution de I’équation de Schrodinger et de sa
dérivée sont continues sur la limite (le bord) du domaine.

Ainsi nous avons calculé les différents types de fonctions de Green dans les diverses régions de
I’espace et les différentes constantes de couplage du potentiel c-a4-d pour q real ou q imaginaire
pure. Nous comptons que ces résultats peuvent faire 'objet d'une publication a soumettre a un
journal international. Comme perspective, nous allons aussi prolonger cette méthode & I’étude
des autres problémes pour des potentiels multi-sauts, autre forme, etc...
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Résumé

Dans notre travail, nous avons présenté plusieurs résultats relatifs au calcul de
la fonction de Green pour le probleme du potentiel de saut, avec des
conditions aux limites, qui ont des interprétations précises en physique
quantique. Ainsi notre travail consacré aux équations différentielles de second
ordre dans lequel nous présentons : Le calcul de la fonction de Green pour le
potentiel de deux dimensions (Disque) V(r,ﬁ) égales a qz/l'2 a l'intérieur du
disque (rayon a) et égale a zéro en dehors du disque, ainsi en utilisant la
continuité de la fonction de Green et de sa dérivée premiere au bord (r =a).

Mots clés : fonction de Green, le potentiel, équations différentielle, fonction de
Bessel.

Abstract

In our work, we presented several results relating to the calculation of the
Green function for jumping potential problem with the boundary conditions. It
is interpreted in quantum physics. Thus, our work is devoted to solve
differential equations of second order for which we present : the Green
function for a potential in two-dimensions (Disc) V(l’,@) equal to C]z/l‘2 inside
the disc and zero outside using the continuity of the Green's function and its
first derivative at the edge (R = a).

Key words : Green's function, the potential, differential equations, Bessel
functions.
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