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Introduction générale

Les problémes de contact avec ou sans frottement impliquant des corps déformables
ou non interviennent de multiples fagons aussi bien dans le domaine industriel que dans
la vie de tous les jours.

Un progrés considérable a été réalisé récemment dans la modélisation et 1’analyse
mathématique des différents processus impliqués dans le contact entre corps défor-
mables et par conséquent, une Théorie Mathématique générale de la Mécanique du
Contact (MTCM) est actuellement émergée. Elle est concernée par les structures ma-
thématiques qui sont a la base des problémes de contact avec des lois constitutives
différentes, c’est a dire, différents matériaux, diverses géométries et des conditions de
contact différentes ; voir par exemple [[16], [17]].

Une littérature technique vaste, principalement dans l'ingénierie mais aussi dans
la géophysique, couvre le contact avec ou sans frottement. Dans la géophysique, la lit-
térature se concentre sur le mouvement des plaques tectoniques, particuliérement sur
les tremblements de terre. Les publications qui traitent des problémes de contact avec
frottement sont trés nombreuses, voir a titre d’exemples [[I], [3]]. D’autres travaux
ont considéré des conditions de contact du type complaisance normale avec frotte-
ment, comme dans [[2], [I2]]. Le but est de fournir un contexte clair et rigoureux a la
construction des modéles mécaniques de contact, la preuve des résultats d’existence et
d’unicité et I'établissement de la régularité de la solution. Une fois ’existence, 'unicité
et la régularité de solutions Sont établis, des questions importantes surgissent, comme
I’analyse mathématique des solutions et comment construire des algorithmes fiables et
efficaces pour leur simulations numériques.

En mécanique et en physique, 'adhésion est I'ensemble des phénomeénes physico-
chimiques qui se produisent lorsque 1'on met en contact intime deux matériaux, dans

le but de créer une résistance mécanique a la séparation. Une fois le contact établi,
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Introduction

I’énergie nécessaire pour éviter la séparation s’appelle énergie d’adhésion. Elle ne doit
pas étre confondue avec 'adhérence, qui est au contraire la force nécessaire pour réa-
liser cette méme séparation. L’adhésion est soit directe (elle a lieu uniquement pour
des matériaux trés lisses et extrémement propres (mica ou silicium par exemple), soit
médiée par un matériau intermédiaire. L'importance accrue des processus d’adhésion
dans les montages industriels a attiré I’attention des chercheurs ces derniers temps, ce
qui enrichit les études et la littérature mathématique sur ce sujet. Pour modéliser le
phénomeéne d’adhésion, quand I’assemblage n’est pas permanent et les matériaux com-
posites pouvant subir un décollement sous 'effet des tensions, il est nécessaire d’ajouter
le processus d’adhésion a la description du contact. En se basant sur les idées de M.
Frémond [[7], [§]], I'idée est d’introduire une variable interne de surface appelée champ
d’adhésion, qui prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité fractionnaire
des liens actifs sur la surface de contact.

Les matériaux piézoélectriques ont été découverts au début du siécle par les époux
Curie. Ce sont des diélectriques particuliers qui permettent de transformer I’énergie de
déformation élastique en énergie électrique, et inversement. Plus précisément, la piézo-
électricité est la capacité de certains matériaux a se polariser lorsqu’ils sont contraints
mécaniquement, la charge apparaissant a leur surface étant proportionnelle a la défor-
mation engendrée. L’effet piézoélectrique inverse est 'obtention d’une déformation par
application d’un champ électrique.

Les matériaux piézoélectriques sont trés nombreux. Le plus connu est sans doute le
quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais
ce sont des céramiques synthétiques, les PZT (plomb, zirconate, titanate) qui sont le
plus largement utilisées aujourd’hui dans I'industrie.

De maniére plus générale, 'effet direct peut étre mis a profit dans la réalisation de
capteurs (capteur de pression etc.) tandis que 'effet inverse permet de réaliser des ac-
tionneurs (injecteurs & commande piézoélectrique en automobile, nanomanipulateur).

L’utilisation de la piézoélectricité a explosé ces derniéres années et est en pleine
expansion. La capacité de ces matériaux a convertir I’énergie mécanique en énergie
électrique et vice versa est une valeur inestimable pour les transducteurs acoustique,
I’échographie médicale, et pour la haute précision des pompes et des moteurs. Des
performances piézoélectriques élevées ont également ouvert de nouvelles possibilités

de "récupération d’énergie", en utilisant le mouvement ambiant et les vibrations pour



Introduction

produire de I'électricité ou les piles ou autres sources d’énergie sont impraticables ou
indispensables [[4], [6]].

Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de com-
portement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation
mécanique des problémes a étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques résul-
tats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles,
le lemme de Gronwall et quelques théorémes qui seront d’une grande utilité pour les
démonstrations.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions d’un probléme de contact électro-élastique
avec adhésion et frottement. Nous présentons une formulation variationnelle du pro-
bléme et nous démontrons 'existence et 'unicité d’'une solution en utilisant des tech-

niques de point fixe.
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Notations générales
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Constante réelle strictement positive,
C’est a dire,
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La dérivée partielle de v par rapport a la i composante x : 0;1) =
Gradient de I'application ¢ : Vo = (019, ..., Oqt)),

'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R(d = 2, 3),
Divergence de l'application,y) : Divy) = 019 + ... + Og)),

le produit scalaire de X,

la norme de X,

Presque partout,

Ouvert de R?, parfois domaine L’hertzien,

I'adhérence de QF,

La frontiére de Q¢ : T'Y = 99,

Les parties de frontiére I'Y, (i = 1,2, 3) ,

Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T'¢,

Mesure superficielle sur T'%,

la normale unitaire sortante a I'?,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v/, défini sur QF,

l

Espace des fonctions u‘ mesurables sur Q telles que [, [u|*dz < +o0,

La norme de L*(QY) définie par || u’ || 2= (fo |u’[?dz)?,

“ mesurables sur QF telles que,

Espace des fonctions u
Je > 0:| u’ |< ¢, p.p., sur QF,
L’espace de Sobolev d’ordre % sur I,
L’espace(Hz (I'))?,

I’espace dual de Hpe.
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Notations générales

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +o0, on note par
C([0,T); H) L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,
C([0,T]; H) L’espace des fonctions continiment dérivables sur [0, 7] dans H,
LP([0,T7; H) L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,
| - llzeor;y - La norme de LP([0,T7; H),
WHrP([0,T];H) L’espace de Sobolev de paramétres k et p,
|- [lwee(orm La norme de WP ([0, T]; H),
[i=T2=T3 L’interface de contact entre les corps Q' Q2
ut Vecteurs des déplacements dans le domaine QF, on écrit u! les composantes
du vecteur dans la base canonique,

o Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u’, on écrit of

les composantes du tenseur dans la base canonique,

ol normale des contraintes a la frontiére du domaine 0! = (ov*).1/%,
ol le composante tangentielle du champ tensoriel o,

@t Valeurs des potentiels électriques dans le domaine 2,

15} Vecteurs d’adhésion sur la surface de contact I's,

D’ Valeurs des déplacements électriques dans le domaine €2,

ot it Les dérivées premiére et seconde de 1 par rapport au temps,
e(u) Tenseur linéarisé des déformations :e(u);; = 3(uf + 9;uf),
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, une loi de comporte-
ment d’un matériau électro-élastiques, les conditions aux limites de contact avec frot-
tement, avec ou sans adhésion ainsi que la formulation électro-mécanique de probléme
a étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques résultats concernant les espaces
fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles, et les théorémes qui seront

d’une grande utilité pour les démonstrations.

1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

1.1.1 Cadre physique

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modéle mathéma-
tique de probléme utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons les formulations
mathématiques pour le probléme de contact avec frottement et adhésion entre deux
corps électro-élastiques.

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines bor-
nés O C RY(¢ = 1,2;d = 2,3), avec une frontiére réguliére I'Y = 9QF, partitionnée
en trois parties mesurables 'Y, T'5, 'S, correspondant aux conditions aux limites méca-
niques, d'une part, et en deux parties mesurables I’ et I't, correspondant aux conditions
aux limites électriques, d’autre part, telles que mes (I'{) > 0,mes (I'Y) > 0. On note
par ¢ la normale unitaire sortante a I'“. Le corps Q¢ est encastre sur I'{ dans une
structure fixe. Sur ') agissent des tractions surfaciques de densité fy et agissent des

forces volumiques de densité ff et des charges électriques de densité volumiques gf.



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

Nous supposons que ff et fog varient trés lentement par rapport au temps. Les corps
sont soumis & l'action de potentiel nul sur la partie I's et ils sont en contact avec frot-
tement avec ou sans adhésion avec un obstacle sur la partie I's. Soit 7" > 0 et soit [0, 7]
I'intervalle de temps en question.

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondent aux cadres physiques
présentés, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de
ce mémoire.

Nous désignons par S? I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R%(d =
2,3),” -7 et | -| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur R? et S¢. Ainsi, nous avons

w' o' =ulof, o' = (v 0h), Vel ol e RY
ot -t =ol 1, |7 ||= (' 79z, Vo!, ‘e S

Pour chaque élément v* € HY, nous notons par v/, et v% les composantes normale et

tangentielle a la frontiére définies par
vl = v’V vh =t =it (1.1)

Nous désignons par o’ = o‘(z,t) le champ des contraintes, par u’ = u’(x,t) le
champ des déplacements et par (u’) le champ des déformations infinitésimales. Pour
simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions
par rapport & x € Qf et ¢t € [0,T].

£

Pour un champ des contraintes o’ nous dénotons par o/, et o les composantes

normale et tangentielle & la frontiére données par

ol = (e'V') -V, ol =o'V -0l V' (1.2)

En utilisant ([1.1)) et (1.2)), nous obtenons la relation

(o'vh) v’ = ol + ot -t (1.3)

T

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans 1’établissement des formulations

variationnelles des probléemes mécaniques de contact.



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

1.1.2 Modéle mathématique

Notons que le point au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rapport
au temps, par exemple
o dut ., dPu
U =—,U = —.
dt dt?
ot ' désigne le champ des vitesses et i’ désigne le champ des accélérations.
Les fonctions inconnues du probléme sont les champs des déplacements u’ : Qf x
[0,7] — R? et les champs des contraintes o : Qf x [0,T] — S% ¢ = 1,2. Notons la
densité de la masse p* : Q° — R et la densité des forces volumiques ff : Q¢x[0,T] — R?

I’évolution du corps est décrite par ’équation du mouvement de Cauchy :
Dive’ + ff = plit*  dansQ’ x [0, 77, (1.4)

Les processus d’évolution modelés par I’équation précédente s’appellent processus
dynamiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par
exemple dans le cas ot ¢ = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques),

£ varie trés lentement par rapport au temps,

ou bien dans le cas ot le champ des vitesse
c’est-a-dire que le terme p‘dit peut étre négligé (processus quasi statiques). Dans ces

deux cas I’équation du mouvement devient :
Dive* + ff =0  dansQ° x [0,7T]. (1.5)

L’équation équivaut a d relation scalaires, et mathématiquement cette équation ne
suffit par & modéliser le probléeme d’équilibre du corps car, par exemple les d compo-
santes uf du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a savoir le champ de
déplacement électrique les potentiels électriques ¢ : Q° x [0, 7] — R et les champs des
déplacements électriques DY : Qf x [0, 7] — R% L’évolution du corps piézoélectrique

est décrite par I’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques :
divD’ = ¢f dans Q° x [0, T7, (1.6)

ot "div" est Popérateur de divergence pour les vecteurs, divD* = D¢

1,09

et qé représente

la densité des charges électriques volumiques sur €.

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Nous considérons deux corps piézoélectriques qui occupent des domaines bornés

Qf C RYC =1,2;d = 2,3) avec une surface frontiére réguliére et de Lipschitz I'* sub-

3



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

divisée en trois parties mesurables I'{, TS, T4 d’une part et de deux parties mesurables
I et T, telles que mes (') > 0, mes (T'%) > 0, et T C 'y, Soit T > 0 nous étudions
I’évolution du corps due a ’application de force de volume et de tractions de surfaces
dans l'intervalle de temps [0, 7.

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut ima-
giner et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour
les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans 1’établissement des
lois de comportement.

Dans la description des phénomeénes purement électro-mécanique, par loi de compor-
tement (ou loi constitutive)nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur
des contraintes o, le tenseur des déformations infinitésimales £¢ et leurs dérivées tem-
porelles ol et L. Cette définition s se modifie légérement dans la description des phéno-
meénes électromécaniques, car ici nous devons aussi prendre en considération le champ
de déplacement électrique D = D! ainsi que le champ électrique E(¢) = -Vl
Nous présentons par la suite les lois de comportement de matériau : matériaux électro-
élastique.

Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.
Nous considérons ici une catégorie de matériaux ot le tenseur des contraintes o’ et

le vecteur des déplacements électriques D’ sont reliés par la loi de comportement :

o = Fle(u') - (£')E(¢).

D’ = B'E(y") + Ele(ul), (1.7)
E(Soe) = _VSOZ7
ot Ff: Qf x S¢ — S? est I'opérateur d’élasticité non linéaire, E(p’) = —V¢* ou

14

V' = (%, 1) représente le champ électrique, £ = e, est le tenseur piézoélectrique

qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation & champ constant

ou nul et BY = ij est le tenseur diélectrique a déformation nulle qui constitue un

¢
ijk

14

tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs (£9)* = (ef,,)* ot (eijr)" = eiij, dénote

le transposé du tenseur £ tel que :

Elot vt =o' (£, Vo' € S? v e RY (1.8)



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

1.1.4 Conditions aux limites

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de

It

La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'{ x [0, T], le champ des

déplacements u’ est par conséquent nul :
u'=0  surl'{ x [0,7]. (1.9)

La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f)f agit sur I's x [0, T] et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy o‘v satisfait :

vt =ff sur T x [0,7]. (1.10)

Les conditions aux limites électriques.

Ces conditions sont déterminées a partir des deux équations :

' =0 surl% x [0,T], (1.11)
D! = ¢} sur Ty x [0, 7. (1.12)
Conditions continue aux limites de contact.
On définit le déplacement normal par
[uy) = uy + u,
et le déplacement tangent par

[u,] = ul — u?.

La continuité des contraintes sur l'inter faces I's se traduit par :

=0, sur ['s. (1.13)



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

1.1.5 Lois de contact avec frottement

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes
normales du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par loi de frotte-

ment nous comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o et le déplacement
¢

T

tangentiel u’ ou la vitesse tangentielle uﬁ. Notons ici que o s’appelle aussi force de
frottement.
Les égalités et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque partout sur

Ty x [0,7].

Contact avec compliance normale.

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas
A priori. L traint le 0! satisfait 1 dition dite d li -
connue a priori. La contrainte normale o), satisfait la condition dite de compliance nor

male

o,=0

1 2
v v

O—l/7

(1.14)
~a, = p([w] - g°),

ol [u,] est le déplacement normal, g¢ représente l'interstice entre le corps et la fondation

et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette

condition indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa

pénétration [u,] — g°. Précisons que dans les chapitres 2 du mémoire nous considérons

le cas oil le corps repose sur la fondation, ¢’est-a-dire, I'interstice est nul, ¢ = 0. Comme

exemple de la fonction p, nous pouvons considérer

pu(r) = cury, (1.15)

ol ¢, est une constante positive et . = max{0,7}. Un deuxiéme exemple est donné

par

T4 si r<a,
pu(r) = (1.16)
c,Q si > Q,

ou « est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition

de contact (1.14]) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle

6



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

dépasse a, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.

Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans ce mémoire.

Loi de frottement de type Coulomb.

C’est une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique.
Elle se caractérise par 'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement

et elle peut s’énoncer comme suit :

| o 1< plowl,
| o+ [|< plow| = [u,] =0, (1.17)
| o ||= plo,| = il existe A > 0 tel que o, = —A[u,],

ou i1 > 0 est le coefficient de frottement. C’est une version statique de la loi de Coulomb
qui intervient dans la description du contact frottant de probléme étudiés dans le
chapitre 2 du mémoire.

Maintenant, nous remplacons le seuil de frottement o, de la loi , par la

condition de compliance normale ([1.14)), de fagon & obtenir les conditions suivantes.

| o 1< ppu([w] — g°),
I or [I< ppo([us] = g°) = [u-] =0, (1.18)

| o |= pp.([u,] — ¢g°) = il existe A > 0 tel que o, = —\[u,].

Dans le chapitre 2 nous utilisons la loi avec le cas particulier ¢*, i.e. lorsque
I'interstice est nul, ce choix ne représente guére une restriction du point de vue méca-
nique, mais il est imposé pour raison de simplification des calculs.

Une version quasi statique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature
est donnée par

I o7 1< pr(fu] — g%), (1.19)

fu,] #0 = o = —p.([u] — ¢) e,

ol p, est une fonction positive. Dans (|1.19)), la contrainte tangentielle ne peut pas
excéder le seuil de frottement p,([u,] — g°). De plus, quand le seuil de frottement
est atteint, le corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au

mouvement. Cette condition de frottement a été utilisée dans différents papiers.
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

1.1.6 Lois de contact avec frottement et adhésion

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur
['3 x [0, T, on introduit une variable interne d’état définie sur I's x [0, T'|, qui représente
I'intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < 8 < 1. Quand =1 & un
point x € I's, 'adhésion est compléte et tous les liens sont actifs, quand 5 = 0 tous les
liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < 8 < 1 c’est le cas d'une
adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus détails sur ce section, on
renvois par exemple [9]. On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de

compliance normale avec adhésion :
Oy = _pV([uV]) + IYVBQRV([UV]) sur 1—W3 X [OaT]7 (120)

ou 0, est le déplacement normal, v, est un coefficient positif, p, : I's x R — R est une
fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — R,

est 'opérateur de troncature donné par :

R(s)=4—-s si —L<s<0 (1.21)

0 si s > 0.

Ici L > 0 est longueur caractéristique des liens. La condition indique que
chaque corps exerce une action sur ’autre corps en fonction de sa pénétration [u], o
le deuxiéme terme de 1’égalité est la contribution de I’adhésion a la tension de surface.
Notons que la condition de compliance normale avec adhésion a été déja utilisée
dans [[]], [16]].

Quand le champ d’adhésion 3 est nul, devient :

o, = —pu([uy]) sur I's x [0, 77, (1.22)

qui représente la condition de compliance normale.

Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle satisfait la condition sui-



1.2 Rappels d’analyse

1 2
o, =—0;

T =0,

o + 78R (utr]) 1< pu[]).
| o+ 38R () 1< () = [ur) =0 onTsx (0.7),  (1.23)

| o + 78 Re([wr]) [|= pipy (fun]) = A = 0

\telle queo; + 7752RT<[UT]) - _)\[UT]
ol v, est un coefficient positif et u est le coefficient de frottement, supposé étre positif.

R.:R?— ]RS’r est 'opérateur de troncature défini par

v si | v |I< L,
R, (v) = (1.24)
L2 si | v |> L.

([l

Notons que les conditions de frottement similaires & ceux dans ont été consi-
dérées dans [15] dans le cas particulier R.([u,]) = [u,] et R,([u,]) = —[u,], pour L
trés grand.

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des com-
posites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures diffé-
rentes. Pour modéliser les phénomeénes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le proces-
sus d’adhésion a la description du contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la

forme :
6= (B R ([w))? + 7 R ([u)?) — €a)+ sur g < [0, 7], (1.25)
B(0) =5y  sur s (1.26)
Ou v, - et ¢, sont coefficients d’adhérence positifs, et [u,| = ul —u?, le déplacement

tangent relatif de corps Q! par rapport 'autre corps 2 sur la zone de contact, et 3y

I’adhésion initiale, tel que :
0<pBy <1, pp.surls. (1.27)

Sous les conditions (|1.25)-(|1.27)), on a la remarque suivante :

Remarque 1.1.1 : Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le champ
d’adhésion vérifie la restriction 0 < 8 < 1. En effet, puisque 8 < 0 donc 8 < By < 1.
En outre, si 8 = 0 quand t = to, donc = 0 pour tout t > to, et d’ov B = 0 pour
tout t > to, p.p. © € I's. Alors, nous concluons que 0 < § <1 pour tout t € [0,T] p.p.

ZL‘GFg.



1.2 Rappels d’analyse

1.2 Rappels d’analyse

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire

(.,.)g : HxH— R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z 'application de H — R, définie par :
1
| w = (u,u)f, (1.28)
et on rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz :
|, 0)u| <[fwllall v lla, Yu,ve H. (1.29)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par
(1.28). Soit H " Iespace dual de H c’est a dire I'espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

_ <NV >y
|7 ]lg= sup —————"—

ver—foy vl

ot {.,.) . ; représente la dualité entre H et H.

Théorém 1.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un
espace de Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H

unique tel que
<¢aU>H'><H = (fav)H) Yv e H.

De plus
1o Nl =S [l -

L’importance de ce théoréme est que tout forme linéaire continue sur H peut se
représenter a 'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H .

1.2.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de

résoudre bon nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles
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1.2 Rappels d’analyse

sans réponse jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur I'espaces de Sobolev

H'(Q) défini par :
HY () ={uel?Q) | ouecl?Q)i=1,---,d}.

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L2(Q)¢ pour tout
u e HY(Q).

On sait qui H'(Q) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :
(u, ) (o) = (U, v)2(0) + (Oiu, Oiv)L2(o),
et la norme associée :
| w [l 0)= (u,u)il(ﬂ),et on écrit || u ”%{1(9):” u ||i2(9) + || Vu ”iQ(Q)d :
On a les résultats suivants :

C'(€) est dense dans H*(Q).

Théorém 1.2.2 (Rellich)
HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théorém 1.2.3 (trace de Sobolev)
11 existe une application linéaire et continue § : H'(Q) — L2(T") telle que du = ulp

pour tout u € C1().

Remarque 1.2.1 L’espaces L2(T') ci-dessus représenté espaces de fonctions réelles
sur I' qui sont L? pour la mesure superficielle dT. L’application § s’appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l'application u — ulp

définir pour u € C1(Q).

Remarque 1.2.2 On note que lapplication de trace 6 : H*(Q2) — L*(T") est un opéra-

teur compacte.

Définition 1.2.1 Pour tout k € N et pour tout p € [1,400], nous définissons l’espace
de Sobolev WFP(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) Va, |a| < k; Fv, € LP(Q), tel quev, = Du},

11



1.2 Rappels d’analyse

Remarque 1.2.3 Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier

D%y et v,.

La norme sur I'espace W*?(€)) est donnée par

1 .
(Xjai<k [ D [e())? S1 1 <p< oo,
| [[wre@o)=
maxXia|<k H D%u ||L°°(Q) si p = oo.

Pour p = 2, on note par H*(Q) I'espace W*2(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

Théorém 1.2.4 Les espaces de Sobolev W*P(Q), pour k € N et p € [1,+o0], munis
de la norme || - ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour tout

k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [5].

1.2.3 Espaces fonctionnels

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u’

et o' :
==l |l e1@) = 1@
) ol — ol e L2(QOY = (L2(QF))dxd
H - { ( Z]) | 1] 7t € L (Q )} (LS(Q )) ) (130)
Hi={u"=(u) | ujeH(Q)}=(H(Q)),
\Hf ={ot e H* | ol € H'}.

Les espaces H, H', H! et H! sont des espaces réels de Hilbert munis des produits
scalaires suivants :

_ €0
HZ == fQ[ ulvldl',

— L L

[
(@5 (1.31)
(

(

)
)

uév ’U€>Hf = (uev ’U€>H‘f + (5(u£)7 5(’06))7{27
)

He = (0, 7% + (Dive®, Divr?) e,

respectivement, ot ¢ : Hf — H* et Div : H{ — H* sont respectivement les opérateurs

de déformation et de divergence, définis par

1 :
e(u) = (e (), y(u) = S(uf; +uj,), Dive’ = (o).

12



1.2 Rappels d’analyse

Les normes sur les espaces HY, H', H{ et H! sont notées par || - | ge, || = |l || - | ¢
et || - [l respectivement.

Puisque la frontiére I'* est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v* € HY nous utilisons la notation v* pour
désigner la trace yv* de v* sur I'Y. Rappelons que I'application de trace v : Hf — L2(I')?
est linéaire et continue, mais n’est pas surjective.

Désignons par H/F,g le dual de Hiye, et (+,-) le produit de dualité entre H/Fg et Hre.

Pour tout o € H¢, il existe un élément ‘v’ € Hll,e tel que :
(a'Vh ') = (6, e(v"))ye + (Dive’, v') e Vo' € HY. (1.32)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C), nous avons la formule

(o'vh, yv') = / o'v' - v'da Yo' € HY. (1.33)
T¢

14

Donc, pour o assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(', e(v"))ye + (Dive’, v") g = / o'vt - v'da Yo' € HY, (1.34)
T¢

ol da est un élément de mesure de surface.

Nous définissons le sous-espace fermé de Hf
Vi = {v' ¢ H} | v'=0 sur (. (1.35)

Puisque mes(I'Y) > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V; alors, il existe une

constante ¢, > 0 dépendant uniquement de Q° et I'{ telle que
Ie() e ci || v e Vo' €V (1.36)

Nous considérons sur I'espace V¥, le produit scalaire donné par

(u, v")ye = (e(uh), e(v)) gt vul v’ e V¥, (1.37)

et soit || - ||y¢ la norme associée, i.e.
|0 el (@) e Vo' € VY. (1.38)
Par I'inégalité de Korn, il vient que || - || ¢ et || - [[ye sont des normes équivalentes sur
V¢ et ainsi (V4 || - ||v¢) est un espace de Hilbert. De plus, en utilisant le Théoréme de

13



1.2 Rappels d’analyse

trace de Sobolev, (1.34)) et ((1.35), il existe une constante cq > 0 dépendant uniquement
de Qf, T'{ et I's telle que :

| v lLerg)e< co || v lve Vo' e V- (1.39)

Pour une fonction scalaire (3, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I's

du contact, nous définissons I’ensemble
Q={p:T3x[0, 7] >R |0<B(t) <1 sur I's}. (1.40)
On introduit également les espaces suivants :
W= {e"c HY(QY) | ¢ =0 surT},

W' ={D" = (D)) | D € L*(Q), Dj; € L*(Q)},

ot divD? = (sz) Ces espaces W* et W sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par
(0", ) we = (V@' , VE) e, (DY E) e = (DL E e + (divDY, divE ) 2qr), (1.41)
soient || - [|we et || - |[yy¢ les normes associées ; c’est-a-dire
1€ Iwe=Il VE [lue, || D [[3ye=] D* [[fe + [ divD® [[Fa(gye) - (1.42)

Puisque mes(T%) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une

constante ¢ > 0 dépendant uniquement de Q° et I' telle que
| VE > ¢ || € I, VE € WE (1.43)

Une démonstration de I'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé dans [14].
Il s’ensuit de (1.43) que || - || z1(qe) et || - [[we sont des normes équivalentes sur W*
et donc (W4 || - |lwe) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace

de Sobolev, il existe une constante ¢‘ dépendant uniquement de QF, T etI's, telle que
1€ Nz < G° || €° lwe,  VE° € W (1.44)
Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits :
V=V'xV? H=H"xH* H =H| x H?,
H=H xH>, Hi=H xH, W=W!'x W2 W=Wx W?

14



1.2 Rappels d’analyse

les espaces V, W, W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires ca-

noniques notée (-, -)v, (+,*)w, (-, ). Les normes associés seront désignés par || - ||v, ||
“Nlw, || [, respectivement.
Soit 0 < T < oo et soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel. Nous notons par

C([0,T],X) et C*([0,T],X) les espaces des fonctions continues et continiiment différen-

tiables sur [0, T] avec valeur sur X, respectivement, avec les normes :

— t
I f lleqomx) ax Il f(t) [Ix,

— ¢ F(t .
| f llerqomx) nax I f(t) llx +tgg§] | £(t) lIx

Nous notons par C.([0, 7], X) I’ensemble des fonctions continues a support compact

dans [0, 7] & valeurs dans X .

Définition 1.2.2 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il eziste un sous
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,)nen de fonctions appartenant a

C.([0,T7,X) telle que || f.(t) — f(t) [lx—> 0 quand n — oo, pour tout t € [0,T] \ E.

1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert
I-Opérateur fortement monotone

Nous donnons quelques définitions et propriétés sur les opérateurs non linéaire et
les formes bilinéaires dans un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (-, -)x et de

la norme associée || - ||x

Définition 1.2.3 Soit A : X — X un opérateur non-linéaire. L opérateur A est dit

(1) monotone si

(Au—Av,u —v)x >0 Vu,veX; (1.45)
(2) fortement monotone si il existe m > 0 tel que
(Au—Avu—v)x >m|lu—vl|x VuveX; (1.46)
(3) Lipschitz si il existe M > 0 tel que

| Au — Av [|[x< M ||u—v|x Vu,veX. (1.47)
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1.2 Rappels d’analyse

et la fonctionnelle j : X x X — R satisfait

(a)Pour toutn € X, j(n, ) est convexe et s.c.i. sur X,

(b)il existe a > 0 tel que (1.48)
J(ur, v1) = j(ur, v1) 4 j(ug, v1) — juz,v2) < ol uy —ug x|l o1 —v2 [Ix -
L’existence et 'unicité d’une solution au probléme

(Au,u —v)x + j(u,v) + j(u,u) > (f,u —v)x Vo e X (1.49)

est donnée par le résultat suivant.

Théorém 1.2.5 Supposons que les hypothéses (|1.46),(1.47) et (1.48)) sont satisfaites.

Alors o < m, pour tout f € X, il existe une solution unique u € X au probleme ([1.49).

Théorém 1.2.6 (Théoréme de point fize de Banach) Soit K un sous ensemble
fermé et non vide de lespace de Banach (X, || - ||x). Supposons que A : K — K est une

contraction, c’est a dire il existe ¢ €]0, 1] telle que
| Aw) — Aw) |x<cllu—v|x Vu,veK.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = wu; i.e, posséde un point

fixe unique dans K.
Pour l'opérateur A™ : K — K défini par la relation
A" = A(A™Y m > 2,
nous avons la version suivante du théoréme de point fixe.

Théorém 1.2.7 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach
(X, - [|x). Supposons que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors A admet un point fize unique dans K.

Définition 1.2.4 Une forme bilinéaire b : X x X — R est continue sl existe un réel
M > 0 tel que :
['6(u, v) Ix< M [ w[[x]| v llx,  Vu,veX.

Définition 1.2.5 Une forme bilinéaire b : X x X — R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 telle que :
b(u,u) >m || u %, Vu e X.
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Théorém 1.2.8 (Théoréme du Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, b : H x H — R une forme bilinéaire continue et
coercive.
Soit | : H — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique
u € H qui satisfait :
b(u,v) =1(v), VveH, (1.50)

De plus, si b(-,-) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

£0(,) — {u,uhx < Sb(o,0) — {v,0)x, W EX (1.51)

N | —

II- Equation différentielle ordinaire

Théorém 1.2.9 (Cauchy-Lipschitz) : Soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel et
soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p. sur [0,T], qui satisfait les propriétés
sutvantes :

(a)il existe Ly > 0 tel que

| F(t,z) —Ft,y) [x<Lellz—ylx VYo,yeX,pp.tel0,T];

(b)il existel < p < oo tel que

F(-,z) € LP([0,T): X) Vz € X.

\

Alors, pour tout Ty € X, il existe une fonction unique x € W([0, T|; X) tel que
@(t) =F(t, z(t)), p-p-t € [0, T,

z(0) = xo.

1.2.5 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux

problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution.

Lemme 1.2.1 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €[0,T], a > 0 une constante et » € C([0,T];R)

(1) Si
P(t) <a +/0 m(s)ds +/0 n(s)y(s)ds Vit e [0,T],
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alors
P(t) < (a+/0 m(s)ds)exp(/o n(s)ds) Vte[0,T).
(2) Si t
W(t) <mf(t) + a/o P(s)ds Vit e [0,T],
alors

t t
/ W(s)ds < eat/ m(s)ds Vte[0,T)].
0 0
Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.2.1 Soient m € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si
Y € C([0,T];R) est une fonction telle que

P(t) < /Otm(s)ds + /Otw(s)ds Vit € 10,17,

alors, il existe ¢ > 0 tel que

P(t) < /Otm(s)ds vVt € [0,T].

Le Corollaire [[.2.T] est souvent utilisé pour montrer I'unicité de la solution.
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Chapitre 2

Probléme de Contact avec adhésion et

frottement en électro-élasticité

Dans ce chapitre, on étudie un probléme élastique de contact avec adhésion et frot-
tement pour des matériaux élastiques. Notre intérét est de décrire un processus quasi
statique dans lequel le contact, I’adhésion et le frottement sont couplés, et de montrer
que le modéle résultant se raméne a un probléme mathématique bien posé.

Chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous présentons
le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans la
deuxiéme section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique.

Enfin, dans la troisiéme section, nous étudions I’existence et I'unicité d’une solution
faible du probléme mécanique.

Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variationnelles
et la théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe les in-

équations.

2.1 Formulation du probléme

Probléme P. pour ¢ = 1,2, trouver un champ des déplacements u* : Qf x [0, T] —

4

R? un champ des contraintes o : Q° x [0, T] — S¢, un potentiel électrique ¢* : Q° x

[0,7] — R, un champ de déplacement électrique D* : Qf x [0,T] — R? et un champ
d’adhésion f : I's x [0, 7] — R tels que :

ol = Fle(u®) — (EE(¢Y) dans Q° x [0,7], (2.1)
D' = BE(¢") + £ (u') dans Q° x [0, 7], (2.2)
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2.1 Formulation du probléme

Dive’ + f{ =0 dans Qf x 0,71, (2.3)
divD? = ¢§ dans Q° x (0,7, (2.4)
u’ =0 sur ' x [0, 77, (2.5)
o'V’ = ff sur T x [0, 77, (2.6)

ol=02=0,
sur I's x [0, 77, (2.7)

—0y = pu([w]) = B Ry ([uy])

(
1 2
o, = —0:

| o7 + 7 B°Re([ur]) [|< 1o ([un])
| o7 + 78R ([ur]) [|[< ppo([w]) = [u,] =0 on I's > [0, 7], (2.8)

I o +72B°Re([wr]) [|= pp([un]) = 3A = 0

 telle que o, + 7 6°R, ([u,]) = —Au,]

B = =B Ru([w))* + - lIR-([u) ) — €a)+ sur I's x [0, T, (2.9)
o' =0 sur T x [0, 7], (2.10)

DV = ¢} sur T x [0, 77, (2.11)

DV =0 sur I's x [0, 77, (2.12)

8(0) = B sur [s. (2.13)

Les équations et (2.2) représentent la loi constitutive électro-élastique, elles font
parution dans . E* représente Popérateur piézoélectrique, (£)* est sa transposition,
B désigne la permittivité électrique opérateur et D* = (D{, ... D%) est le vecteur de
déplacement électrique. Ensuite, les équations et (2.4) sont les équations d’équi-
libre écrites pour les champs de contrainte et de déplacement électrique, introduits
respectivement dans et . Les conditions et sont les conditions de
déplacement-traction. La condition décrit le contact avec compliance normale et
adhésion ot v, est un coefficient d’adhérence. Et les conditions sont les conditions
de frottement et d’adhésion, ou les opérateurs de troncation sont donnés par et
. L’équation est ’équation différentielle ordinaire associée au champ d’adhé-
sion, avec la condition initiale ou [y est un champ d’adhésion donné, tandis que
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(2.10)) et (2.11)représentent les conditions aux limites électriques sur I'Y et T't; respecti-
vement, que nous avons définies dans ([1.11)) et (|1.12)). Notons que nous avons imposer
la condition ([2.12]) pour des raisons physiques.

Fig.1. contact entre deux corps en électro-élastique avec adhésion et frottement

On considére maintenant les hypothéses suivantes :
L’opérateur d’élasticité F* : Qf x ST — S satisfait :

(
(a)il existe Lz > Otelle que

| Fi(r.er) = F(r.20) < Lpe [l o1 — 2 | Veren € S%pp. o € 9,
(b) il existe mze > Otelle que

Fi(x,e1) = Fi(,60),61 — €2) > mpe | €1 — e |2 Ver,e2 € S%pp. 2 € QF,

(
(¢) Papplication x — F*(x, ) est Lebesgue mesurable dans Q‘pour tout € € %,
(

d) application x — F*(x,0) € H.

(2.14)
L’opérateur piézoélectrique £° : Qf x S¢ — R? satisfait les hypothéses :
(a) €, 7) = (efji(@) ) Y7 = (73;) € STp.p.x € O, (2.15)

(b) el = €5, L), 1<i,jk<d.
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2.1 Formulation du probléme

L’opérateur de permittivité B¢ = bfj : Q) x R — R? satisfait les hypothéses :

(

(a) B (z,E) = (b};(x)E;) VE = (E;) € Rp.p. z € Q,

(b) bf; = b5, bf; € L(QF), 1 <145 <d,

i) 71

(c) I existe mpge > Otel que b (2)EiE; > mpe || E |2 (210
\VE = (E;) €eRippze Q.
La fonction de compliance normale p, : I's x R — R vérifie
((a) il existeL, > Otels que |p,(x,r1) — pu(x,r2)| < Ly|ri — rof
Vri,rg € R,p.p. x € I's,
() (pu(x,71) — po(2,79)) (11 —12) >0 Vry, 79 € R,p.p. x € Ty, (2.17)
(c) application & — p, (x, r)est mesurable surl's, pour tout r € R,
\(d) pu(z,7) = 0 pour tout r < 0, p.p. x € I's.
La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R vérifie
((a) il existeL, > Otels que |p,(z,71) — pr(x,r2)| < L (|r1 — ra|)
Vri,ro € R, p.p. x € I's,
(b) il existe m, = 0 tels que|p,(x,r)| < m, Vr € R, p.p. x € I's, (2.18)

(¢) Papplication  — p,(x, r)est mesurable sur I's, pour tout r € R,
| (d) application z — p,(z,7) € L%(T3).

On suppose que les forces volumiques ff et les tractions surfaciques fy, et les charges

électriques volumique sont gf et surfaciques ¢5 ont les régularités :

fy € Wh([0, T 22(Q0)7), £y € Whe([0, T];L*(T'3)"), (2.19)
g € WH(0,T512(Q)), g5 € WH(0, T512(I)), (2.20)
g5 =0sur Ty, Vt € [0,T]. (2.21)

Les coefficients d’adhésion -, v,et €, satisfont les conditions

Yo, V- € LP(T3), €, € L2(F3), Yoy Yoy €a => 0 p.p.surls, (2.22)

tandis que le coefficient de frottement p vérifie

pwel>Ts), wplx)>0 p.p.surls. (2.23)
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2.2 Formulation variationnelle

Finalement, on suppose que le champ initial d’adhésion satisfait :
By €L2(T3), 0< By <1pp. surls. (2.24)

Nous énongons maintenant quelques définitions qu’on utilise dans la suite de ce
chapitre.

D’abord, 'application d’inclusion de (V,|| - ||v) dans (H,|| - |la) est continue et
dense. On définit la fonction f = (f!, f?) : [0,7] — V par

2 2
= F(t) - v'd ‘(t)-v'da, YveV,te[0,T 2.25
ov=3 [ 0w [ o v wevienT, @2

et la fonction ¢ = (¢',¢?) : [0,T] — W par

2
:Z/ a5t @/Jédx—Z/ g5 (t) - p'da, Vo € W,t€[0,T]. (2.26)

=1

Les condltlonset- impliquent

f e Wh([0,T]; V), ¢ € WH([0,T]; W). (2.27)

On définit la fonctionnelle d’adhésion comme suit juq : L°(T'3) X V X V — R par
JualB ) = [ (B Rl - (0] + 3R () or)dn (229

La fonctionnelle de compliance normale j,.: V x V — R par
Jne(u, v) = /F po([w]) - [v]da, (2.29)
3
et la fonctionnelle de frottement j; : V. x V — R par

o) = [ () 1 (o] | do (2.30)

La condition (| entraine que les intégrales dans ([2.29) et sont bien définies.

2.2 Formulation variationnelle

A Taide des formules de Green on voit directement que si u,¢ et [ sont des

fonctions suffesamment réguliéres qui satisfont ( ., .7 et (2.8)) avec (2.28)),
([2-29)et(2-30) pour tout ¢ € [0,7] on déduit que :

(', e(v") —e(u'(t))ye + (Dive’, v —u'(t)) e = / o'v' (v —ul(t)da, Yv'e V.

T¢
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2.2 Formulation variationnelle

On a

/ ol(e(v) —e(u(t)))dx + | Dive® - (v' —u'(t))dx = /Z o'vt - (v' —ut(t))da

¢ i

—|—/ o'vt - (v' —ul(t))da —1—/ a'vt . (v —u'(t))da, Yo' € V.
I r{

La formule de Green pour ¢ =1 :

/Ql o' (e(v') —e(u'(t)))dr + | Dive' - (v' —u'(t))dz = / o'v' - (v —u'(t))da+

ot ri

/rl o'v' - (v —ul(t))da +/ o'v' - (v' —ul(t))da, Yo' € V. (2.31)

Iy

La formule de Green pour ¢ = 2 :

/Q2 o’ (e(v?) —e(u?(t)))dx + | Dive®- (v’ —u’(t))de = / o’v? - (v —u*(t))da+

Q2 r2
/ o’v? - (v? — u*(t))da + / o’v? - (v? —u?(t))da, Yv* € V?, (2.32)
F% r3
a addition ) et (2:32)
2 2
Z/ o' (') — e(u'(®))dz + Y [ Dive’ - (vf — u'(t))dz =
=1 7 (=1 /9
2 2 2
Z/ o'vt-(vi—u (t))da—l—Z/ o'V’ (v'—u (t))da—l—Z/ o'vt-(vi—u'(t))da, Vo' € V*
=1 /T1 =175 =175

~
&
e
=
(¢4
n
@
i
O
=
93

2
Z/mae(g( v') — dx—z fo v —uf( dx—Z/ £ (v =l (t))da+
EZI/F:% o'v' - (v' —ul(t))da, Yo' € VE

(0 ew) —elu (O =3 [ f- 0 =)o =Y [ A0~ @)dar

2

Z/ o'vt - (v' —ut(t))da, Yo' € VE
=1 7T

3

i
X

Donc :

S0 ew) el O =3 [ -0 = u0)de + Y [ g 0! = wl(p)da
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2.2 Formulation variationnelle

Z/ o'vt - (v' —ul(t))da, Vo' € V¥,
T¢
d’apres (2.25)

2

(f (@), V—Z/ﬂfo (v" — u( alx—i—z:/f2 - (v* — uf(t)) da.

En suite :
2 2
Z(a’g, c(v) —e(ut(t))ye = (f(t), v —u(t))y + Z/ o'vt - (v' —u(t))da, Yo' € V-
/=1 =1 I's
2
On calcule Z/ a'v' - (v' —ul(t))da =7 :
(=113

22:/ o'vt - (v' —ut(t))da =
=171

o'v' - (v —ul(t))da —I—/ o’v? - (v —u?(t))da

3 I's

ol(vl —ul(t))da —I—/ 2(v2 —u(t))da

I's

+
5o

ol(vl —ul(t))da +/ 2(v2 —u(t))da

I's

o,([v, —u,(t)])da + / o (v —u,(t)])da

I's

(=po(fu]) + 78° R ([u])) ([t — w,(t)])da

3

3

S— 5

o ([v; —u,(t)])da,

+
—

alors :

2
> [ ot ipa= [ (plwd o Rl Do | oxlfoeus(o)da
(2.33)
Nous supposons que I's =Ty UTy,
ouly ={rels | [u]=0}etly={xels | [u]#0}
Maintenant, en utilisant .
Pour [u,] :
si [u,] =0

[ o+ R ) e e = = [ () | ] | e

3

si [u,] #0 a
[ o R ) ) da = = [ Al ()

3 3
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2.2 Formulation variationnelle

nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

tAﬁn+%ﬁR&wDMW@mm=—AA_MWHPM,

3

== [ o 9B R ] ] ] | e,

[l | ) | da

3

alors :
/ T(aT + 7 8°Ro ([u-])) ([ (t)])da = — /F ) upy([w)]) || [u.] || da. (2.34)
Pour [v,] :
/F(UT + 78R, ([u.]))([v,])da = — / Au,][v,]da,
donc

J

nous utilisons ([2.35)) et le égalité (2.34]) pour trouver

(o B R D)oo = =2 [ [ for] o= = [ () | o]
’ ’ (2.35)

3

/F (07 + 7 B°Re([ur])) ([vr — ur(t)])da > —/F oy ([w ) (|| [o-] | =[] [ur] ||)da.
s ’ (2.36)

Maintenant, nous utilisons et pour trouver
D (o e(@) = e(u (t)xe = (F(t),0 — uw(t))v - /F Pu([u])([vy — wy(t)])da

+ [ B Rl = w0O)da = [ )] fo) | = | ] [)da
~ [ 2Rl (o = et

D’aprés ([2.28))-(2.29) et (2.30)), on a

2
(=1

> (0 2(v) — e () + Jaa(B(E), w(t), v — u(t)) + fnc(u(t), v — u(t))
+ jfr(“’(t)v U) - jfr(“(t)v u’(t>) > (f(t)a v - u(t))Vv (237)
et de , on obtient :

D (Fleuh) e(o —u'(0))ge+Y_(E) V! (1), (0" —u'(1))gee +iaa( B(2), ul(t), v—u(t))
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2.2 Formulation variationnelle

+ Jne(w(t), v —w(t) + jp(w(t), v) = jp(wt), w(t)) > (f(t), v —u(t)y, Vo'eV".
(2.38)

En utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du probléme ainsi que

les conditions ([2.10)), (2.4]) et la définition (2.26) on a :

(DY, V') + (DivD?, ) e = | D' - yda, Vo' € HY, (2.39)
T¢

D' Vy'dz+ [ DivD*¢fde = | D y’da+ | DV ¢'da, Vi € HE. (2.40)
Q¢ Q¢ rs rt

La formule de Green pour ¢ =1

D' - Vylde + [ DiwD'-¢'de = [ D' -¢lda+ [ D' -olda, V' € H.
Ql Q! ri ri
(2.41)

La formule de Green pour ¢ = 2

D% - y2da + / D*v? - y?da, Y* € H?.

D? . Vy?dz + [ DivD?-*dx = /
F2
b (2.42)

Q2 Q2 r2

Pour ¢ = 1,2, on a d’aprés ([2.10)) :

DV’ - )fda = 0,
T¢

a

& addition et - on a:

2

2 2
> | D vlde+) / DivD" - ¢'dr =) / D! - ylda.
=1 7 =1 /T5

=1 7

On a d’apres ) et -
2 2 2
> Df-vwdmz/ b tin =3 [ &5 vtda
=1 /9 =1 /9 =1 /1%
2 2 2
SOV Y [ abe vt [ dhevtda=o
=1 =1 7 =1 /1%
On a d’aprés ((2.26) :
2 2
S [ abewtde= 3" [ b vtda= (qtt) o
=1 7 =1 /T4

Donec :

2
> (D VY ) e + (g(t), ¢)w = 0.
(=1

27



2.2 Formulation variationnelle

De (2.2)), on obtient :

2

D (B V) =Y (E(ul (1), VY ) e = (q(t), ¥)w, Vo € Wt € [0,T]. (2.43)

=1
De , et, , on obtient la formulation variationnelle du probléme
P.
Probléme PV. Trouver le champ de déplacements u = (u',u?) : [0,7] — V, le
potentiel électrique ¢ = (!, ©?) : [0,T] — W, et le champ d’adhésion 8 : [0,T] —
L%(T3), tels que :

Y (Fre(u'(t),e(v —u' (1) HH’Z (E) VR (1), e (v ~u'(t))pe+aa(B(), u(t), v—u(t))

(=1 (=1

+jnc<’u'<t>7v_u(t))+jfr(u(t)7 v)_jfr(u(t)7 u(t)) > (f(t)7v_u(t))\/7 Vo € V7 te [O’ T],

(2.44)

S BT 0, T e — S (E (1)), T = (D). s Y € W, £ € [0:T],
- - (2.45)
B8 = —(BOw Ry ([w))? + 7+ IR ([w])[I*) =€)+, pp-t € [0, 7], (2.46)
B(0) = Bo. (2.47)

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les
fonctionnelles jq,q, jne €t jfr qui seront utilisées dans les sections suivantes. Ci-dessous
dans cette section, 3, 31, B2 dénotent les éléments de L3(T'3) tel que 0 < 3,31, 8, < 1
p.p. sur I's, uq, Us, v1, Vs, u’ et v° représentent des éléments de V¥, et ¢ est une constante
générique positive qui peut dépendre de Q° T4, T's, p,, 7., 7> et L, dont sa valeur peut
changer d’un endroit a I'autre. Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce
qui suit la dépendance explicite aux fonctions diverses sur zf € Qf U Ts.

D’abord nous faisons remarquer que les fonctionnelles j,qet j,. sont linéaires par

rapport au dernier argument et donc

jad(/@7 u, _’U) - _jad(ﬁa u, 'U), jnc(u7 —'U) - _jnc(u7 'U). (248)

Ensuite, en utilisant ([2.28)) et les inégalités, | R, ([uy,])| < L, || R ([u,]) ||< L, |51]| <

1, |52] < 1, nous déduisons que

Jad(B1, w1, Ug — U1) + Jaa(Bo, U2, w1 —uz) <c [ |B1— Bof || U1 —us || da.  (2.49)
I's
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2.3 Existence et unicité de la solution

En combinant cette inégalité avec ([1.39)), nous obtenons
Jad(B1, w1, Uy — 1) + Jaa(Ba, w2, ur — u2) < || B — Ba |2y || wr — w2 ||v . (2.50)
En choisissant 8; = f3 = 8 dans 7 nous trouvons
Jaa(B, w1, w2 — 1) + Jaa(B, w2, w1 — ug) < 0. (2.51)

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs R, et R,

montrent que

[Jad(B; w1, v) = Jaa(B, u2, )| < ¢ || ur —uz v v v . (2.52)

Aussi, nous prenons u; = v et uy = 0 dans (2.51)), ensuite nous utilisons les égalités
R,(0) =0,R(0) =0 et (2.50) pour obtenir

Jaa(8,v,v) > 0. (2.53)

Maintenant, nous utilisons ([2.29)) pour voir que

[Jne(t1, V) = Jine(u2, v)| < A P ([un]) = po([uz))|[v.]|da, (2.54)
3
ensuite (2.17)(a) et (1.39)) impliquent
[ne(t1,©) = (w2, ) < gLy || w1 —ua V] v [lv - (2.55)

Nous utilisons encore une fois (2.29)), pour obtenir
jnc(uh U — u2) _jnc(u27 U — u2) - / (pu([ull/D _py([UZV]))([ulz/] - [UQV])da> (256>

s
et alors, (2.17))(b) implique
Jne(Ui, w1 — U2) — Jne(te, ug — ug) > 0. (2.57)

Aussi, nous prenons u; = v et uy = 0 dans l'inégalité (2.57)) et nous utilisons
(2.17)(c) et (2.48]) pour obtenir
jne(w,9) > 0 (2.58)

Maintenant, nous utilisons (2.30]) pour trouver
Jpr(wr, v1) =g (wr, v2)+ipr (U2, V2)—j g (s, v1) S/ plpy ([wrn])—pu ([u2 )] || [v17]—[v2r] || da.
r
’ (2.59)
Moyennant I’hypothése (2.17))(a)et gardant en téte ([1.39)), nous obtenons
jfr(ula'vl)_jfr(ula'U2)+jfr(u27v2)_jfr(u2>Ul) < LVC%) H H HLOO(I‘S)H U1 —Uz HVH V1—U2 Hv .
(2.60)
Les inégalités ([2.50)—([2.60)) combinées avec les égalités ([2.48|) vont étre utilisées dans

des places diverses dans le reste du chapitre.
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2.3 Existence et unicité de la solution

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre intérét principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et

d’unicité pour le probléme variationnel Probléme PV.

Théorém 2.3.1 Supposons que (2.14) — (2.19)), (2.22)) — (2.24)), (2.15)) — (2.26]) et (1.8

sont vérifices. Alors, il existe g > 0 dépendant uniquement de QF T'{, T's, F¢, B et
Py telle que, si || p [[Leory)< po, alors le Probléme PV posséde une solution unique

(u, p, 8). En outre, la solution satisfait

u € WH([0,T]; V), (2.61)
0 € Wh([0, T); W), (2.62)
Be Whe([0,T]; L*(T'3)) N Q. (2.63)

Un "quintuple" de fonctions (u, o, ¢, 5, D) qui satisfait (2.1)), (2.2)), (2.13)—(2.38]) est

appelée solution faible du probléme de contact P. Nous concluons par le Théoréme[2.3.]]
que, sous les hypotheéses exposées, le Probléme P posséde une solution unique faible.

Pour préciser la régularité de la solution faible, nous notons que les relations constitu-
tives et (2.2), les hypotheses (2.14)), ([2.15) et (2.25) et les régularités (2.61)),
montrent que o € Wh([0, T]; H),D € Wh>°([0, T]; W), il s’ensuit maintenant des ré-
gularités et que Dive € Wh>([0,T]; H) et divD € W ([0,T]; L*(Q)),

qui montre que

o c WHe([0,T); Hy), (2.64)
D € Wh>([0,T]; Wh). (2.65)

Nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, 5, D) du probléme piézoélectrique de

contact avec adhésion et frottement P posséde la régularité (2.61)), (2.62), (2.63)—(2.65)).
Démonstration du Théoréme [2.3.7]

La démonstration du Théoréme [2.3.1] sera effectué dans plusieurs étapes. A cet effet,

nous assumons dans la suite que (2.14)—(2.19)), (2.22)—(2.24) sont satisfaites.
Soit Z I'ensemble fermé de 1'espace C([0, T|; L?(T'3)) défini par

Z = {B e C(0,T];LA(T3)) N Q | B(0) = Bo}. (2.66)

et soit § € Z donné.

Etape i : nous fixons # € Z et nous considérons le probléme variationnel suivant.
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2.3 Existence et unicité de la solution

ProblémePV*. Trouver un champ des déplacements ug = (uh,u2) : [0,7] — V
un potentiel electrique g = (5, ¢3) : [0,T] — W tels que pour tout ¢ € [0, 7],

> (Fre(ug(t)). e (v’ ~uf(t))suet Y (€)' Viph(t), e(v' ~uh(t)))seetaa(B(2), ws(t), v—1s(t))
(=1 =1
(s (1), V=5 (t) g (ws (1), ©) s (ws(t), wa(t)) = (F(1). v—us(t)v, Yo €V, t €[0T,
(2.67)
> (B (1), V) e = Y (Ee(uf (1)), Vi) e = (a(t), d)w, Vb € W, t € 0, 7.
(=1 /=1

(2.68)

Pour I’étude de ce probléme on a le résultat suivant.

Lemme 2.3.1 I existe fig > 0 qui dépend de Q°,T% T3, F¢ B et p, telle que, si
| 1t |lLeors)< o, alors le Probleme PVP posséde une solution unique. En outre, la

solution satisfait (ug, ) € C([0,T]; V x W).

Démonstration. Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour définir

l'opérateur Ag(t) : V. — V comme suit :

(Ag(t)u

Mm

(Frel (V) e+ aa(B(L), ws (), v) +jnc (1), ), (2.69)

YVveV,tel0,T].

Soit t € [0,T] et B € Z fixés et soit uy,uy € V. Nous utilisons (2.69) et le égalité

(2.48)) pour trouver
2
(As(t)ur — Ag(t)ug, uy — us)y = (Fle(uf) — Fle(us), e(uf — us))p—
=1

Jaa(B(t), w1, us — 1) — Jaa(B(t), U, w1 — U2) + Jne(Ur, Uy — W) — Jne(a, U1 — us).

Moyennant maintenant (2.14))(b) et les inégalités (2.51) et (2.57), on trouve

(Ap(thur — Ag(thug, ur —ug)y = Y (Fle(u) — Fle(u), e(uj — u))ue

(=1
2
l 212 : 2
> ) mpe | uy —uy [[ye= min(mz, mzg2) || ur —us [y,
(=1
donc
(Ap(t)ur — Ag(t)ug, ur — up)y > myr || wr —us |3, (2.70)
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2.3 Existence et unicité de la solution

ol mz = min(mg1, mzz2).

Soit v € V; en utilisant (2.69)) nous avons

(Ap(t)ur — As(Dug, v)y = Y (Fle(uy) — Fle(uh),e(v"))pe+
(=1

Jad(B(t); w1, V) = Jaa(B(t), U2, v) + Jne(U1,v) — Jnc(uz, v), Vv € V.

Combinons le égalité précédente avec (2.14))(a) et les inégalités (2.52))- (2.55), on a

(As(tyur — Ap(D)ug, v)y < Y (Fle(uf) — Fle(uy),e(v)pe +c | ur —up vl v [lv

+Lcy | ur —ua vl v lv,

< max(Lz, Lr2) [ ur —ws [lv][ v [[v +c [ ur —uz [[v] v v
+L,¢ | wr = vl v [y,

< (max(Lgi, Ly2) + Locy + o) | ur —us v v [lv,

Scllu—uy vy,
d’ou
(Ag(t)ur — Ap(H)ug, v)v < ¢ || ur —ug fv] v v .
Mettons ensuite v = Ag(t)u; — Az(t)us dans I'inégalité précédente pour obtenir

[ Ap(t)ur = Ap(t)us v el ur —us v . (2.71)

Pour résoudre (2.67)—(2.68]), nous considérons I'espace produit de Hilbert V x W

muni du produit scalaire
(ZE, y>X = (’U,, U)V + (qu 77Z))VV

Vo= (uv 90) = ((ulvU’Q)? (9017902»7 Y= (Uﬂﬁ) = (('1)1,1)2), <¢17¢2)) e X

et la norme associée | - ||x. Nous définissons 'opérateur Ay : X — X, la fonctionnelle

j: X x X — Ret 'dlément f(t) = (f'(¢), F(t)) € X par les égalités :

2 2
(Asa, y)x = (Ag(hw, v)y+Y (BVe', Vi) He+Z (E) Ve e(v))ge— Y (E=(u’), Vi) e
/=1 /=1
(2.72)

j(l’,y) = jfr(U’?/U)? Vo= (uv 90)7 Yy = (Uﬂ#) € Xa (273)
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2.3 Existence et unicité de la solution

f(@t) = (f(t), q(t), (2.74)

pour tout ¢ € [0,7], ot Ag(t) est donné par (2.69)). Il est simple de vérifier que le
couple xg = (ug, pp) est une solution du probleme (2.67)(2.68) avec la régularité
(ug, p5) € C([0,T]; V x W) si est seulement si x5 € C([0,T]; X) et

(Asmza(t), y—xs(t))x+i(zs(t),y)—i(zs(t), 25(t)) = (f(t), y—zs(t))x Vy € X, t€[0,T].
(2.75)
Nous obtenons l'inégalité précédent en suivant ce qui suit, en utilisant (2.69) et

(12.72f) pour trouver

2

(Apyas(t) y)x = D (Fre(uh(t), e(v))pe + faa(B(1), ws(t), v) + juc(us(t), )

/=1
2 2
+ Y (Bl Vi) e + Z (E) Vil e(0))ae — > (E'e(uh), Vi)
/=1 /=1 /=1
donc
2
(Aswyzs(t),y — zs(t)x = > _(F* ,e(v) = e(uf () + Jaa(B(E), ws(t), v — us(t))

/=

[y

2
+ Jne(wa(t), v — up(t)) + Y _(BVlh, Vi — Vi) g
/=1

[\

2
+ ) (€)' Vgl e(v') - e= > (E'e(uf), V' — Vi),
/=1

(=1

combinons cette derniére égalité avec (2.67)) et (2.68) pour obtenir

(Asozs(t),y — 25(t)x > (F(t), v = us(t))v — jpr(us(t), v)
+Jpr(ws(t), up(t) + (g(1), ¢ = p)w

Finalement, en utilisant (2.73)) et (2.74)) nous obtenons
(Aswas(t),y — 25(6))x + drr(2(8),y) — Jpr(@s(t), 25(1) = (F (), y — 25(1))x-

Nous définissons la forme bilinéaire b : W x W — R par

2
= (B'V" Vi) e Vo, €W (2.76)
(=1

De (2.76)), (2.16), (1.43) et de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

b, 1) = b(¥, ), [b(e, V)] < e[l wll ¥ llw, b, @) > el ¢ iy pour toutp, 1 € W,
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2.3 Existence et unicité de la solution

c’est-a-dire que la forme bilinéaire b est continue, symétrique et coercive sur W.
Cependant, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz, on peut définir une

forme linéaire continue g : W — R par

[\

(1) = (q(t), ¥)w + > _(E'e(ub(t), V') ye Vi € Wt € [0,T).

=1
On applique le théoréme de Lax-Milgram pour déduire qu’il existe un élément unique

©0(t) € W tel que

b(ps(t), ¥) = ls(¢)

2

= (q(t), ) + Y (E'e(uf(t), Vi) e Vi € W. (2.77)

(=1

L’opérateur Ag(t) est fortement monotone et de Lipschitz sur X. En effet, en utilisant

(2.70), (2.71), (1.43) et (2.15)—(2.16)et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, soient x; =
(w1, ¢1), 22 = (U2, p2) € X, pour tout y = (v,¢), on a

2
(Aswzr = Apora, y)x| = [(Ap(D)ur — Ag(tyun, v)v + Y (B(Vel — Vigy), Vi) e
=1
2

+ Y () (Vior = Vi), e(0))pue — Y (E e(ut) — Ee(uy), Vi) e,

/=1 /=1

2
<cllur—us vl v llv +e ) I Vel = Vb lluell Vo ue
/=1

2 2
+e Y Vel = Vb el v llve +e D wh = [lvel| V* e,
/=1 /=1
2

<clun—u vl vllv +e) I ei— @b lwell ¢ llwe
/=1

2 2
e llen = @b hwell o llve +e > ITud =g el & [lwe,
(=1 /=1

<c(f|ur —ug |vlv v+ o1 =2 lwll ¥ [lw + || o1 = @2 [[wll v |lv
+ |l wr — g [[v] ¥ [lw),
<

cll @ =z [Ix] v lx,
et en prenant y = Ag(t)xl — A@(t)l'g dans I'inégalité précédente, on obtient

| Asyzs — Agyas [Ix< ¢ || @1 — 22 |x, (2.78)
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2.3 Existence et unicité de la solution

qui prouve que Aﬂ(t) est Lipschitz. En outre, pour tout z; = (w1, ¢1), xs = (U2, v2) € X,

nous avons

(A/j(t)l‘l — Aﬁ(t)xQ, T — [EQ)X = (Ag(t)’u,l — Aﬂ(t)u% u; — ’U,Q)V

2
+ Y BV, — Vigh), Vi — Vigh) e

(=1

+ Y ((E) (Vi — Vi), e(uf) — e(uf))e
=) (E'e(ul) — E%(uy), Vit — Vi) ue

> mp | wr — e [+ ) mae || Vi — Vb |5
=1
2

> my || us—us [+ mae || 9§ — @5 Il
=1

> min(mz, mg) (|| w1 — us ||%/ + 1l o1 — w2 ||%V)

> min(mz, mg) || 21 — 22 [|%,

ol mp = min(mpg:, mgz). Alors

(Agwy1 — Aﬁ(t)xg,xl — T9)x > min(mz,mg) || 21 — 22 [|[% Vo, € X, (2.79)

Aussi, en utilisant ([2.73) and (2.60]), nous pouvons vérifier aisément que, pour z € X

donné, la fonctionnelle j(z,.) : X — R est convexe est semi continue inférieurement et
satisfait

J@i ) — (@1, y2) + 3 (22, y2) — J(22,91) <
ALy || el @1 — 22 Ixll 1 — 92 lIx Vau, 2, y1, 42 € X (2.80)

Finalement, notons que (2.74)) et (2.27) montrent que f € WH>°(0, T’; X). Soit

min(mz, mg)

(0 = 2.81
o C%LV ) ( )

et remarquons que fig dépend de Q°, T'{, T's, F*, B et p,.. Supposons que || g ||1c(ry)< fo-
Alors

C(2)LV 2 ’|L°°(F3)< min(mz, mg), (2.82)

et, en appliquant le résultat d’existence et d'unicité sur les inégalités quasi-variationnelles

(Théoreme|[1.2.5)), il s’ensuit I'existence d’un élément unique z5(t) = (us(t), ps(t)) € X,
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2.3 Existence et unicité de la solution

qui vérifie (2.75)).

Maintenant, nous montrons que
(ug, pp) € C([0,T]; V) x C([0, TT; W).

Soit t1,t € [0,7] et on considére les notations ug(t;) = w;, ps(t;) = @i, B(t;) =
Bivq(ti) = qi, £ (t:) = f; et xp(ti) = (up(ti), pp(ti)) = z; pour i = 1,2.
Nous utilisons (2.75]), pour ¢ = #;

(A,B(t)%,@ —x1)x + J(z1,22) — j(21,21) > (1, 22 — 21)x,

pour ¢ = tq
(ApwTa, m1 — Ta)x + j(72, 1) — j (22, 32) > (Fa, 11 — 22)x,
alors
(A, w1 — 22)x — j(z1,22) + j(21, 1) < (Fy, 21 — 22)x, (2.83)
et
— (Apya2, 11 — T2)x — J(@2, 11) + j(w2, 32) < —(Fp 11 — T2)x, (2.84)

a addition (2.83) et (2.84) on a :

(Aﬁ(t)xl_Aﬁ(t)an r1—22)x < (f1—Fo, v1—x2)x+7 (21, X2)—j (21, 1)+ 7 (T2, 21)—j (22, T2).
Combinons maintenant 'inéquation précédente avec les inégalités (2.79), (2.80) et
(2.73) pour trouver

min(mz, mg) || 21— 22 [X< ¢ | F1 = F Ixll 21 = 22 x4l | il 21 — 22 X,

ce qui meéne a l'inégalité suivante

C

min(mgz, mp) — C(2)1-'1/ | ||L°°(F3)

[ fr =52 lx- (2.85)

| 21 — 2 [[x<

Rappelons que f € W([0, T|; X) et sous '’hypothése de petitesse (2.82)), il vient
de (2.85)) que l'application ¢ — x5 : [0,7] — X est continue. C’est & dire

ug € C0,T];V) et w5 € C([0,T]; W). (2.86)

Ce qui termine la preuve du lemme [2.3.1]
Etape ii : Nous supposons dans ce qui suit que || p o< (0y) < fo €t, pour une fonction

donnée § € Z, nous dénotons par (ug, ¢z) la solution du probleme PV? obtenue dans
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2.3 Existence et unicité de la solution

le Lemme [2.3.T] et nous considérons le probléme de Cauchy suivant.

Probléme P%- Trouver un champ d’adhésion g : [0, 7] — L2(T'3) tel que

05(t) = —(03() (3 (R ([upn(0)]))* + Yo | R (s (OD]1%) — €a)+ p.p I's x [0, 7],
(2.87)
05(0) = Bo. (2.88)

Nous obtenons le résultat suivant.

Lemme 2.3.2 [ existe une solution unique au Probleme P% qui vérifie

05 € WH>o([0, T]; L*(T3)) N Q.

Démonstration. Nous considérons I'application Fjs : [0, 7] x L*(I'3) — L?(T'3) défini
par

Fa(t,0) = = (0s() (0 (Bo([us(t)])* + 7 IR ([sr (D) — €a)+-

Soit t € [0,T] et § € L*(3). Il s’ensuit d’aprés les propriétés des opérateurs de
troncation R, et R que F3 est de Lipschitz par rapport & la seconde variable, uniformé-
ment en temps. De plus, pour tout 6 € L?(T'3) lapplication ¢ — F(t, ) appartient a
L*°([0,T]; L3(I's)). Moyennant maintenant le Théoréme [1.2.9) nous obtenons 'existence
d’une fonction unique 65 € Wh>°([0, T); L?(I'3)) qui résout le probléme P%. Notons que
la restriction 0 < 8 < 1 est incluse implicitement dans le probléme variationnel PV'.

En effet, la condition nous garantit que 5(t) < [y et donc '’hypothése
montre que 3(t) < 1 pour ¢t > 0, p.p. sur I's. D’un autre coté, si B(tg) = 0 a t = ty,
alors il s’ensuit de et que ﬁ(t) = 0 pour tout ¢t > ty et donc, 5(t) = 0 pour
tout ¢t > tg, p.p. sur I's. Nous concluons que 0 < 3(t) < 1 pour tout t € [0, T], p.p. sur
I's. Il résulte de la définition de I’ensemble Q, que 85 € Q, ce qui conclut la preuve du
lemme. Il s’ensuit du Lemme que pour tout 8 € Z la solution 63 du probléme
P% appartient & Z, voir .

Etape iii : Nous pouvons considérer Popérateur A : Z — Z donné par
AB = 05. (2.89)
Dans la derniére étape, nous allons prouver le résultat suivant.
Lemme 2.3.3 [l existe un unique élément 3* € Z tel que AB* = [*.

Démonstration. Supposons que [1, B2, sont deux fonctions dans Z. Nous utilisons

les notations ug, = w;, wp, = @i et O3, = 0; les fonctions obtenues dans les Lemmes
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2.3 Existence et unicité de la solution

et respectivement, pour 8 = f3;, i = 1,2. Soit t € [0, 7T, nous utilisons des
arguments semblables & ceux utilisés dans la preuve de et 'inégalité ([2.67)) pour
déduire que
[ (t) —ua(t) [v<c || Bu(t) = Ba(t) [lary) - (2.90)
Nous intégrons maintenant avec I’état initial pour obtenir :

0i(t) = bo — /0 (0:(5) (o (R ([ (8)])* + 2[R ([wir (s)DII*) — €a) .

Il vient que

1162(2) = 02() [[L2rs) < C/o 161(5)(Ry ([urn (5))* = O2(5) (R [z ()])* lleary) ds+

/0 101(3) R ([war ()DII” = b2 (9) 1R ([a2r () lL2(rs) ds.

En utilisant la définition de R, et R, et écrivant ¢, = 0; — 05 + 0, et aprés quelques

opérations élémentaires, on trouve
1000 =050 < ¢ [ 1106 =505 B st [ aa(s) = ls) g s
Moyennant une version des lemmes de Gronwall Corollaire [T.2.T] il s’ensuit que
1161(2) = (1) [lL2(ry) < C/Ot [ u(s) — ua(s) [lLasye ds,
et, en utilisant , nous obtenons
[161(t) = 02(t) |lL>(ry) < C/Ot | ui(s) — ua(s) [|v ds, (2.91)
puis nous introduisons dans 'estimation pour trouver
[ ABL(t) = ABa(t) Lo < C/Ot | wi(s) — ua(s) [|v ds. (2.92)
Nous combinons maintenant avec pour déduire
| ABv(t) — ABa(t) |lL2(rs) < C/Ot | Bi(s) = B2(s) |lL2rs) ds,
la réitération de cette derniére inégalité n fois nous permette d’écrire

t S1 Sn—1
H Anﬁl(t) - An52<t) HLQ(F?,)S " X / / / H B1 — B HC([O,T];L2(F3)) dsy, -+ - dsy,
0o Jo 0

ou A" désigne le n'®™¢ puissance de opérateur A”. La derniére inégalité implique que

?’LT?’L

| A"Br — A" By |leqo,rpm2 (rs) < | B1 = B2 |leo.r)2mrs)) - (2.93)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Pour n suffisamment grand, A™ est une contraction sur le sous-espace fermé Z de
'espace de Banach C'([0,T]; L*(T'3)). Donc, d’aprés le théoréme du point fixe A"
admet un point fixe unique et par conséquent A admet un point fixe unique 8* € Z.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstration du Théo-
réeme 223771
Démonstration.

Existence. Soit f* € Z le point fixe de A et soit u* = ug«, p* = pg- ot (ug+, Ys+)
est la solution du Probléme PV” pour 8 = 8*. En utilisant les estimations , on
déduit que.

C

() — 2™ (t2) [[x< —
It =2"t) < oy = T omiw

1 f(t) = f(t2) lIx - (2.94)

pour tout 1, € [0,7]. Et puisque 85 = * et d’aprés le lemmenous déduisons
que B* € WL([0, T]; L*(T'3)). De la régularité de f = (f, ¢) donnée par (2.20)-(2.19) et
Destimation (2.94)), nous obtenons z* € W([0, 7}; X) i.e u* € Wh([0,T]; V), ¢* €
Whee(]0,T]; W). Nous concluons de (2.67),(2.68)),(2.87) et (2.88)), que (u*,p*, 5*)est
une solution du probleme PV et satisfait (2.61)),(2.62]),(2.63).

Unicité. L’unicité est une conséquence de P'unicité des problemes PV? et P%. Soit

(u, , B)est une solution du probléme PV ([2.44))(2.47) ayant la régularité (2.61f)(2.63)).
En utilisant les arguments a la remarque(|1.1.1]), on obtient 5 € Z, d’aprés (2.44)) et

(2.45)), nous trouvons que (u, ) est une solution du probléme PV?, et du lemme({2.3.1)),

nous avons (ug, ¢g) est une solution unique du probléme PVA. Donc
u=ug et =z (2.95)

Nous remplagons u = ug dans ([2.46)), on trouve que [ est une solution du Probléme
PY% et d’aprés le lemme?2.3.2] le probléeme P% admet une unique solution notée par 6,
d’ou

B =05 (2.96)

Nous utilisons maintenant ([2.96)) et la définition de A, on obtient A5 = §3, ¢’est-a-~dire

[ est le point fixe de A et comme [* est I'unique point fixe de A, on conclut
8= p*. (2.97)

L’unicité du théoréme est maintenant une conséquence des égalités (2.95)) et
(12.97)).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence et 'unicité de la solution d’un probléme
de contact avec adhésion et frottement entre deux corps en électro-élasticité.
On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce
probléme. Comme la frontiére des corps et donné de probléme ont de bonne régularité.
Dong, la solution du probléme électro-mécanique et du probléme variationnelle est
la méme.
On a montré 'existence et 'unicité de la solution des problémes précédents par 'uti-
lisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant du temps, équation

variationnelle d’évolution, équation différentielle et point fixe.
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Résumeé

L’objet de ce mémoire est I’étude de probléemes en Mécanique de Contact avec
frottement de Coulomb et adhésion pour des lois constitutives électro-élastiques.
Les résultats obtenus concernent 1’existences et 1’unicité d’une solution pour les
problémes étudiés. La mémoire structurée en deux parties. La premiére partie est
consacrée a rappeler les différents modéles mécaniques de contact etudiés ainsi que
quelques outils mathématiques nécessaires dans la mémoire. La deuxieme partie est
destinée a 1’étude théorique des problemes de contact électro-élastiques avec adhésion

et frottement.

Mots-Clés : électro-élastiques, adhésion, frottement de Coulomb, inéquation
d’évolution, inéquation quasi-variationnelle, solution faible, point fixe.

Abstract

The purpose of this work is the study of some problems in Contact Mechanics with
Coulomb’s friction and adhesion for electro-elastic constitutive laws. The results
obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions for the studied
problems. The memory is structured into two parts. The first part is dedicated to recall
different mechanical models of contact, as well as some necessary mathematical tools.

The second part is destined to the theoretical study of electro-elastic problems with

adhesion and friction.

Key-words: electro-elasticity, adhesion, Coulomb’s friction, evolutionary
variational inequality, quasi-variational inequality, weak solution, fixed point.
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