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Résumé

FreeFem++ est un logiciel (freeware) écrit en C++, porté sous Windows, Linux et MacOs. Il
permet de créer des maillages ainsi que de résoudre des équations aux dérivées partielles
par la méthode des éléments finis. L'objectif de ce travail est de trouver des solutions a
classes des équations aux dérivées partielles stationnaires et instationnaires en utilisant
FreeFem++. On expliquant la méthode de résolution est illustrée a travers des exemples des
problémes variés. On aborde également la recherche de la formulation variationnelle des
problémes, ainsi que les principales commandes utilisées pour écrire le programme de
résolution.

Mots clés : FreeFem++, formulation variationnelle, équations aux dérivées partielles,
problémes, stationnaires, instationnaires.

Abstract

FreeFem++ is a software (freeware) written in C++, ported to Windows, Linux and macOS. It
makes it possible to create meshes as well as to solve partial differential equations by the
finite element method. The objective of this work is to find solutions to classes of stationary
and unstationary partial differential equations using FreeFem++. The method of solving is
explained and illustrated through examples of various problems. We also discuss the
research of the variational formulation of the problems, as well as the main commands used
to write the solving program.

Key words: FreeFem++, variational formulation, partial differential equations, problems,
stationary, unstationary.
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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :

EDP
C.L.

divu

Au

dx
do

Equations différentielle partielles.
Conditions aux limites.
L’ensemble des nombres naturels.
L’ensemble des nombres réels.
Un ouvert.

La frontiére de €.

Dérivée partielle en espace.
Dérivée partielle en temps.

i . — (Ouw Ou \T
Gradient en espace : Vu = (%1, - am)
N
: ) T ; aul
Divergence d'un vecteur u = (uy,...,uy)" : divu = E .
— Ox;
=1
N
0*u

Laplacien de u : Au = div(Vu) =

Mesure de Lebesgue de dimension N.
Mesure de Lebesgue sur le bord 0f2.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles représentent une importante outil dans toutes les filieres
des sciences d’ingérieuries et physiques, ou les plus des relations et les lois reliant entre les variables
des phénomenes physiques ou d’ingérieurie qui se reflettent sous forme des équations différentielles.

Pour bien comprendre ces dernniers problemes il est indispensable de résoudre ces équations,
du fait que dans plusieurs ces leurs solutions s’averent trés difficiles et compliquées. Les savant et les
chercheurs ont trouvé plus facile d’utiliser ces programmes pour résoudre ce gendre de problémes.

FreeFem++ est I'un desprogrames qui facilite la résolution de ce gendre de probleme en rédu-
isant tout le programe ou il est posé sur la formulation variationnelle du probleme.

Ce dernier outil de programation c’est devolopper comme suite :

— 1987 MacFem/PCFem les ancétres (O. Pironneau en Pascal) payant.

— 1992 FreeFem réécriture de C++ (P1,P0 un maillage) O. Pironneau, D. Bernardi, F. Hecht ,
C. Prudhomme (adaptation Maillage, bamg).

— 1996 FreeFem+ réécriture de C++ (P1,P0 plusieurs maillages) O. Pironneau, D. Bernardi,
F. Hecht (algebre de fonction).

— 1998 FreeFem-++ réécriture avec autre noyau élément fini, et un autre langage utilisateur ;
F. Hecht, O. Pironneau, K.Ohtsuka.

— 1999 FreeFem 3d (S. Del Pino) , Une premiere version de freefem en 3d avec des méthodes
de domaine fictif.

— 2008 FreeFem++ v3 réécriture du noyau élément fini pour prendre en compte les cas multid-
imensionnels : 1d,2d,3d

Dans ce mémoire on va exprimer comment résoudre les équations aux dérivées partielles par
FreeFem-++. notre travail se présente en trois chapitres :

Dans le premier chapitre on va présenter comment installer FreeFem++, certaines de ses
propriétés et le principe de se travail. Aussi, trois méthodes classiques pour la résolution des EDP
(méthode des éléments finis, méthode des différences finis, méthode de Galarkin). Enfin, on va prés-
enter des généralités sur EDP et ses classifications.

Dans le deuxiéme chapitre on va présenter des problemes stationnaires, les étapes de la
solution par Freefem++ et on va étudier le probléeme de Poisson en détail en se basant sur la class-
ification des EDP (C.L. de Dirichlet "homogene", C.L. de Neuman, C.L. mixtes, C.L. de Fourier).
Aussi, on va présenter quelques notes et instructions liées aux commandes de FreeFem++, ainsi que
quelques erreurs a éviter lors de la création du code.

Dans le troisieme chapitre on va présenté des problemes instationnaires, et on va explig-
uer les méthodes de résoudre avec des conditions aux limites différents.



Chapitre 1

Présentation a FreeFem-++

Dans ce chapitre, on va présenter une introduction au logiciel FreeFem-++, on va expliquer sa

définition, et commant l’'installe, et ses principes de résoudre.

On va expliquer les commandes importante utilisées de maniere répétée pour résoudre les équations

aux dérivées partielles.

De plus, on va présenter les concepts généraux liés aux équations aux dérivées partielles et a
la formulation variationnelle, tout en soulignant les méthodes les plus importantes utilisées pour les

résoudre.

1.1 FreeFem-+-+

Définition 1.1. FreeFem++ est un logiciel (freeware) écrit en C++, porté sous Windows, Linux et
MacOs. Il s’exécute en ligne de commande. Il permet de créer des maillages ainsi que de résoudre

des équations aux dérivées partielles par la méthode des éléments finis.

1.1.1 Comment l’'installer

1. Ouvrir le lien :http://www.freefem.org/f++, ou la fenétre suivante apparait

QOO0 » %o

FreeFem++

donay

++ FreeFem - &l po podl dan g
Odaleall > e 55 zaling danap 8 0
Baasall polisll iyl alasul &3l dloladl
o9k @iy ++ C 48l w95l ++ FreeFem
S1g9ls 9195 Loy yew dnale dawlgy asluosg
Solaris s Linux 4kl e Jasy 35 uag) dl>
Microsoft Windows. FreeFem s macOS s
(0alal) LageSas . Jloo zaliy ++

google.com/search?q=free+fem&oq=&iags=chrome.0.35i39136218.1609457012j0j15&sourceid=chrome&ie=UTF-8 @& O & >

Q@ & m X free fem

Slgadl w3l Google kil @ LJsl¥lm sl e @m N

(495 0,31) 4> 285.000.000 s>

ixdell oia @xyi v hittpsi//freefem.org

©FreeFEM - An open-source PDE Solver using the Finite ...
A free and open source software to solve partial differential equations (PDE)
using the Finite Element Method (FEM)

©@Download
Introduction - Version 4.5: new features.

OFreefem++
FreeFem++ is a language that allows the resolution of partial ...

©Learning by Examples
Getting started - Membrane - Thermal Conduction - ...

©®Documentation
Finite element - Notations - Mesh Generation - Visualization - ...

«freefem.org e zlall (e su3e

dxdoll 030 axy3 ¥ b... (posts ¢ hitps://www.matecdev.com

©Best Open-Source Finite Element Analysis Software
FreeFEM is a library for multi-physics simulation via the Finite — 2022/05/24
Element Method. It includes pre-built physics modules like Navier-Stokes, ...

Google

ol Jlaail elaai]


 http://www.freefem.org/f++

CHAPITRE 1. PRESENTATION A FREEFEM++

2. Choisir la premiére option parmis les résultats de la recherche et cliquer "Download"

X = 2 -t | X free fem - Jiz Google G) | X FreeFEM - An open-source PDE < R

i Q@D & o R G freefemorg @ D & >

* FREEFEM DOCUMENTATION COMMUNITY MODULES SOURCE CODE GALLERY EVENTS TRY IT ONLINE DONATE

8 & 9 december 2022

load "msh3"

// Parameters
nn = 20; // Mesh quality

/1 Mesh
[int] labs = [1, 2, 2, 1, 1, 2]; // Label numberi

.
Th = cube(nn, nn, nn, label=labs); A h h I I
o b igh leve

Th = trunc(Th, (x < @.5) | (y < @.5) | (z < @.5), 1

e multiphysics finite
ph element software

cro
Grad(u) [dx(u), dy(u), dz(u)] //

// Define the weak form and solve
solve Poisson(u, v, solver=CG)

FreeFEM offers a fast interpolation algorithm
- 1nt3d(Th)( and a language for the manipulation of data on
Grad(u)' * Grad(v) :
) multiple meshes.
-int3d(Th)(
1*v

+ on(1, u-0)

// Plot
plot(u, nbiso-15);

2 -
v4.12 Download ¢« due
Release notes All platforms (LGPL 3.0)

3. Choisir le premier choix pour Windows 64 bits

X = v + | X FreeFEM Documentation @ | X Releases - FreeFem/Freefem-sou () | X Introduction @ | X FreeFEM - An open-source PDE - A

i @O0 & % & @

Cortipare

github.com/FreeFem/FreeFem-sources/releases @ = D & =
o PETSc 3.18.0 by @prj- in #238 2
* Fixed a bug of setenv in shell.edp by @zhaog6 in #232
® Version v4.12 by @prj- in #244

® Version win64 for x86 not really tested

Full Changelog: va4.11...va.12

Contributors

prj- and zhaog6

vAssets s
DFreeFem++-4.12-win64.exe 262 MB Dec 7, 2022
DFreeFEM-4.12-amd64-ubuntu20.04.deb 307 MB Dec 7, 2022
DFreeFEM-4.12-Apple-M1.dmg 183 MB 2 days ago
[Source code (zip) Dec 1, 2022
[)Source code (tar.gz) Dec 1, 2022

Apr 5,2022 FreeFEM v4.11

p-
© va11

4. Aller a "Téléchargement"
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Remarque 1.1. Pour installer FreeFem-++ a 32 bits, on choisis la copie Windows 32 bits dans le
méme lien en dessus.

1.2 Quelques méthodes de résoudre de ’EDP

1.2.1 Principe de la méthode des éléments finis

L’approche générale de la méthode des éléments finis est la suivante. Nous avons une EDP a
résoudre sur un domaine 2. On écrit la formulation variationnelle de cette EDP, puis on obtient un
probleme du type :

Trowver w €V tel que a(u,v) = L(v),Yv €V (1.1)

On essaie ensuite d’approximer u par une fonction linéaire continue par morceaux. A cette fin nous
introduisons un maillage sur I'intervalle () constitué de n sous-intervalles, et ’espace correspondant
Vi C V de toutes les linéaires continues par morceaux. Puisqu’il s’agit de fonctions qui s’annulent
au extrémités de €2, alors le probleme approximatif est :

Trouwver wuy, € Vj, tel que a(up,vy) = L(vy), Vo, € Vj, (1.2)

L’espace V}, est de dimension finie, donc le probleme 1.2 peut en fait étre refondu comme un
systeme linéaire, comme nous le montrons maintenant. Notons N la dimension de V}, et soit
(p1, ..., o) une base de Vj,. On développe uy, € Vj, sur la base de Vj, comme :

N
Up = E U; P
i=1

En considérant ¢; comme fonction test, on voit que le probleme 1.2 est équivalent a :

N
Trouver uy,...,un telque Zuia(goi,goj) =L(ypj), Vj=1,.,N (1.3)

=1

On introduit ainsi la matrice A € RV*Y définie par :

Aij = a(goi, 903')
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et le vecteur b € RY défini par :
Fy = L(g;)

et reformuler le probléme en dessus en tant que systeme linéaire :

a(er, 1) - aler, wa)\ [ I(¢1)

a($1,¢n) -+ a(Pn, on)/) \tn 1(¢n)

Sous forme matricielle on écrit ceci :
Au=F

La matrice A est appellée matrice de rigidité, en référence aux problemes de mécanique ou elle a
été introduite pour la premiere fois. Cette matrice a des propriétés qui proviennent directement des
propriétés satisfaites par la forme bilinéaire a, et b comme vecteur de charge.

1.2.2 Principe de la méthode des différences finies

Le principe de la méthode des différences finies consiste a construire un maillage (un ensemble
de points z; pour N = 1, N = 2) sur lequel on va appliquer la méthode des différences finies, puis
notre probleme continue (F.) devient un probleme discret (F,), la solution numérique de (F)
revient a résoudre un systeme de type Apu, = b.

D’abord, on opte a la discrétisation du maillage comme suite :
Dans le cas N =1 : Q =]a,b[,00 = {a, b} le maillage.

b—a

= =b x;, = h, 1<:<S, h=
Top=0a Ts41 x a—+1 <1< 511

Dans le cas N =2 : Q = ]a,b[ X |¢, d[ un maillage.

b—a
i=a+ih 1<i<S, h=
x a—+1 <1< 511
d—c
=c+jk 1<j<T k=
w=ctg == T+1

h =41 —x; et k= y;41 — y; sont les pas de la discrétisation.

Ensuite, on trouve les expressions de la premiere et seconde dérivées en utilisant des éditions
0%u
limitées d’Euler pour la formule d’approximation du 9 et 922
x x

Enfin, on étudie la convergence, la consistance et la stabilité du schéma
Proposition 1.1. On dit que le probléme est converge si et sellement s’il est consiste et stable.

Remarque 1.2. On étudie la consistance et la stabilité pour la norme ||.||» de notre probléme
précédent.
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1.2.3 Principe de la méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode tres générale et tres robuste. Lideé de la méthode
est la suivante :
Partant d’'un probléme posé dans un espace de dimension infinie, on procede dabord a une
approximation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension finie, on va résoudre ensuite
le probleme approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre directement en dimension
infinie.
Enfin, on passe dune facon a dune autre a la limite quand on fait tendre la dimension des espaces
dapproximation vers linfini pour construire une solution du probléeme de départ. Il convient de
noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin fournit également un procédé
constructif dapproximation.|10]

1.3 Formulation variationnelle

1.3.1 Les espaces de Sobolev

Soit € un ouvert dans RY.

. L’espace H'(Q) :

Y e 1XQ) Vi=1,..,N}

HY(Q) ={uc L*(Q),tq B

On munit H'(Q2) du produit scalaire
(U, v) 1) = / u(z)v(x)dr + / Vu(x)Vo(z)dr Yu,v € H(Q)
Q Q
. Lespace Hj () :
Hy(Q) ={ue H(Q): Ve>0,3peDQtel que [Ju—¢|me) <c}
On munit H}(Q) du produit scalaire
(w, V) i) = / Vu(z)Vu(z)dr Vu,v € Hy(Q)
Q
. L’espace H™(Q2) :
H™Q)={ue L*(Q): Dwe L), YaeN" avecla| <m}
On munit H™(Q2) du produit scalaire

(U, v) gmq) = Z /DauD%dz Vu,v € H™(Q)
jal<m

ou D% est la dérivation au sens des distributions d’ordre «.

Remarque 1.3. Hj(Q) est sous-espace de H'(Q2) des fonctions qui s’annulent sur la frontiere de 2.
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1.3.2 Formule de Green

Théoréme 1.1. Soit Q un ouvert borné dans RN de classe C*, et v(z) = (v1,...,vn) le vecteur
normale unitaire extérieur a ).

AlorsNu,v € HY(Q) on a :

/ auvdx:/uwmpl/ida—/uav de Yi=1,...,.N
o 0z; r o Oz

En particulier, siu € H*(Q)et v € HY(Q) on a :

/vAuda::/% vmla—/Vqudx
Q r ovr Q

Si de plus, u et v € H*(2), on a :

0 0
/Q(vAu — uAv)dx = /r (8_Z|PUF - ulF(?_ZF) do

1.3.3 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle également connue sous le nom de formulation faible permet de
trouver de maniére simple et rapide la solution a des phénomenes ou probléemes modélisés a travers
des EDP, ceux-ci lorsqu’ils sont analysés avec les techniques ou la théorie classique des EDP, il est
tres complexe de trouver une solution qui satisfaisant la dite équation.

Considérons le probleme suivant :

Pu = f,surQ) € RY

(P) N
Clu)lr =g

telque P : opérateur différentiel

C(u)|r : conditions au bord de (I)

Pour passer au probleme au sens faible :

( ueV
“Valu,v) = L(v),Yv eV
On on va le transformer a la formulation variationnelle

1. Multiplier I’équation du probléme (P)pour une fonction test, intégrer par parties et utiliser
les conditions aux bords appropriées .

2. Identifier 'espace de Hilbert V, la forme bilinéaire af(.,.) et la forme linéairelL.
3. Vérifier, si possible, les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram alors il éxiste une unique
solution faible du probleme (P).

Théoréme 1.2 (Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert : (V, < .,.>).
Suposons que : a(.,.): V xV — R est une forme bilinéaire, et L : V. — R une forme linéaire,
telles que :

1. a(.,.) est continue : Ic > 0, tel que Ya(u,v) € V, on a |a(u,v)| < cllull.||v||
2. a(.,.) est coercive : Ja > 0, tel que Yu € V, on a a(u,u) > alul)?

3. L est continue ( donc bornée ) : IM > 0, tel que Vu € V 1 |L(u)| < M||ul|

Alors, il existe un unique u € V' tel que Yu € V', on a a(u,v) = L(v).
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1.4

Comment ’utiliser

1.4.1 Principe de fonctionnement de FreeFem-+-+

SR A

Génere des maillages.

Construire automatiquement la matrice M (appelée Matrice Masse/ Rigide).

Construire automatiquement un deuxiéme membre.
Utiliser plongeurs solveurs linéaires (intégrés).
Travailler sur des problemes 2D ou 3D.

Générer des graphiques/textes/fichiers.

1.4.2 Commandes de base

1.
2.
3.

Déclaration de variable.
Définir le domaine.

Définir le maillage.

1.4.3 Quelques commandes

. A propos des maillages :

mesh = type pour ... mailles;

square = pour créer des maillages structurés;

savemesh = enregistrer un maillage dans un fichier ;

readmesh = lire le maillage précédemment sauvegardé;

border = type pour les courbes paramétrées ;

buildmesh = construire un maillage avec des frontieres paramétrées ;
adaptmesh = raffiner un maillage .

. A propos des formulations variationnelles :

fespace = type pour les espace d’éléments finis;
problem = type pour un probléme variationnel ;
P1,P2,P3 = éléments de Lagrange;

int2d = intégration sur un domaine;

int1d = intégration sur une partie de la frontiere;
on = pour un poser des conditions aux limites;
func = type pour une fonction de x et y;

int = type pour les entiers;

plot = just deviner;

include =pour inclure un script dans un autre;
ofstream = pour diriger la sortie vers un fichier;
ifstream = pour obtenir I’entrée d’un fichier ;

. Divers :

macro = pour définir une macro, se termine par un commentaire ;
for = pour faire une boucle;

[P1, P1] = produit des espaces Eléments Finis ;

PO = Eléments Finis;

movemesh = déplacer un maillage ;
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init = construire la matrice ou non;

real = type pour les réels;

fill = remplir entre les isolignes;

cmm = commentaires pourle tracé;

wait = attendre avant le prochain tracé;

ul] =si u est un élément fini, renvoie les valeurs de u a chaque degré de libreté .

Remarque 1.4. Toutes les commandes sont finis par point vérgule(;).

1.4.4 Comment ’utiliser

1. Utiliser un éditeur de texte pour écrire votre script.

2. L’enregistrer a l’extention de fichier .edp(toto.edp).

3. L’exécuter en cliquant sous dessus Windows (aussi MacOs), ou en exécutant la commande
FreeFem-++toto.edp sous Linux.

Remarque 1.5. Comme la plupart des logiciels, une documentation complete et de nombreux
exemples sont inclus dans FreeFem++-.

1.4.5 Liste des types des élément finis

[PO] : élément fini discontinu constant par morceaux (2d, 3d, surface 3d) , les degrés de liberté sont
les valeurs de 1’élément barycentre.

Py = {v € L*(Q)|Vk € Tp,, Jay, € R : v, = .}

[P1] : élément fini continu linéaire par morceaux (2d, 3d, surface 3d) , les degrés de liberté sont des
valeurs sommets.

P, = {ve H (Q)|Vk € Ty, v € P}

[P1dc] : élément fini discontinu linéaire par morceaux (2d, 3d avec charge "Element_ P1dc").

Pag = {v € L*(Q)Vk € Tp, v € P}

[P1b] : élément fini continu linéaire par morceaux plus bulle (2d, 3d).
cas de 2D :
Py, = {v € H'(Q)|Vk € Th, v € Pr & Span{ \ATAS}}

cas de 3D :
Py, = {v € H'(Q)|Vk € Th,vp € PL & Span{\ATASAS}}
Ou A\ i =0,...,d sont des fonction de coordonnées barycentriques d + 1 d’élément K (triangle ou
tétraédre) .
[P1b1,P1b13d] : élément fini continu linéaire par morceaux plus bulle linéaire (avec charge
"Element _ P1b12d, 3d".La bulle est construite en divisant le K, un barycentre en sous-élément

d + 1. (besoin de charger "Element_ P1b1").
[P2,P2] : élément fini continu P, par morceaux (2d, 3d, surface 3d) .

P; = {v e H'(Q)|Vk € T, v, € P}
[P2b,P2b3d] :
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cas de 2D :
Ph, = {v € H'(Q)|Vk € Th, v € P2 @ Span{A\GATA5}}

cas de 3D :
Py, = {v € H'(Q)|Vk € Th,vp € P2 & Span{\ATASAS}}

[P2dc] : élément fini discontinu P, par morceaux (2d).
]P)?lc|h ={v e L*(Q)|Vk € Th, vy € P2}

[P2h] : continu homogene quadratique (sans P1) .
[P3] : élément fini continu P3 par morceaux (2d). (nécessite la charge "Element_ P3").

Py = {v e H'(Q)Vk € Th, v € P3}
[P3dc] : élément fini discontinu P3 par morceaux (2d) (nécessite la charge "Element_ P3dc") .

Pfldh = {v € L*(Q)|Vk € Ty, v € Ps}

[P4] : élément fini continu P4 par morceaux (2d) (nécessite la charge"Element_ P4").
Py = {v e H'(Q)|Vk € T, v, € Pu}
[P4dc] : élément fini discontinu P, par morceaux (2d) (nécessite la charge "Element_ P4dc").

Paon, = {v € LX(Q)IVk € Th, v € Pa}-

P, est I'ensemble des polynémes dans R? de degré <1 .

P, est 'ensemble des polyndmes dans R? de degré < 2 .

P est I'ensemble des polynémes dans R? de degré < 3 .

P, est I'ensemble des polyndmes dans R? de degré < 4.

1.5 Généralités sur les équations aux dérivées partielles

Définition 1.2. Une EDP est une relation entre l'inconnue u surQ) C RY et les variables
X1, %o, ...,xy et les dérivées partielles de u.
La formme générale d’une EDP peut s’écrire :

ou ou *u  O™u
F =h 1.5
<u) ax:[? Y axN7 ax%7 Y 81}%) (I) (x) ( )
Chaque fonction vérifie la relation 1.5 s’appelle une solution da 1.5.
Pu  u )
Exemple 1.1. @ — a_yZ =0 Q C R

u(x,y) = (z + y) est une solution a 'équation si-dessus.

Définition 1.3. L’ordre d’'une EDP c’est 'ordre le plus élevé de la dérivée partielle de la relation
1.5.
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ou J*u

Exemple 1.2. 9 Bn By = I'ordre= 2
(%) - g—z = zsin(z — y) lordre= 1

Définition 1.4. On dit qu’une EDP est linéaire si et sellement si [’équation peut s’écrire comme :
L(u) = f(z) et L une opérateur linéaire par raport a u et ses dérivées partielles.

0u  Ou u  Ou
Exemple 1.3. 1. @—a—y—i—u—ﬁxyzo L(u)—@_a_y+u
cette EDP est linéaire, Yu,v,Va, 3 € R :
2
L(au+ﬁv)—aa— ﬁ—— @+580 + au + Po
9y Oy

— @_@4_ _|_5 @_@4_
Y\ 922 dy “ ox? Oy v
= aL(u) + L (v)

0?u
2. u= =1 —z (non linéaire).
92 ( )
Définition 1.5 (Conditions aux limites).
. Une condition de Dirichlet est une condition ot on impose la valeur de u sur OS2 (le

bord)(condition du type 1).

. Une condition de Neumann est une condition ot on impose la valeur de la dérivée normale
deu sur 9Q (le bord) c’est-a-dire la valeur de 3% sur 0Q (condition du type 2).

. Une condition de Fourier Robien est une condztzon ol on impose une relation entre les
conditions de Dirichlet et Neuman (condition du type 3)

1.5.1 EDP du second ordre dans RY

Une EDP linéaire du second ordre dans RY s’écrit sous la forme générale suivante :

o X) g+ D0 HXOGE +(X) = ()

1=1

X = (21,%9, ..., xn) € RN ot A = (a;;)1<i j<n est par convention est symétrique.
Par exemple dans R?
0%*u 0%*u 0*u
a11—2 + 2&12 + 29
ox

O0zx0y J0y?

ou ou

—_ —_ — h
+f18x —|—f28y + gu
En générale :

9%u 2u 0%*u ou ou
_ 2 - - JR— R e
a(z,y) 55 +2b(z,y) 900y c(z,y) o d(z,y) 5 +e(z,y) oy 9(x,y)u = h(z,y)

b
A= (a(x,y) (a:,yi) la matrice symétrique.
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1.5.2 Classification d’une EDP linéaire dans RY
(Dans RY)

. EDP est elliptique si et sellement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles et de
méme signe.

. EDP est hyperbolique si et sellement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles et
de méme signe sauf une valeur de signe opposé.

. EDP est parabolique si et sellement si toutes les valeurs propres de A sont non nulles et de
méme signe et une valeur est nulle.

Cas particulier : (pour N = 2)
. Sib® —ac <0, 'EDP est elliptique.
. Si b? — ac > 0, 'EDP est hyperbolique.
. Si b®> —ac =0, 'EDP est parabolique.

Exemple 1.4. X = (z,1)

2

Qﬁ—&AUZO X eR xR
u

5 (@ 0) = f(2)

u(z,t) = f(x)

0*u 0*u
_ 27 7 _ 2\ T
C@x2+(1 C)8t2 0

. Si ¢ > 1 notre EDP elliptique.
. Si ¢ < 1 notre EDP hyperbolique.
. Sice{-1,0,1} PEDP parabolique.



Chapitre 2

Problemes stationnaires

Dans ce chapitre on va exprimer comment résoudre les équations et les problemes
différenttielles stationnaires par FreeFem++.
Nous avons donné aussi quelques exemples d’EDP avec des conditions différentes.

On va exprimer pour trouver la solution d’EDP par FreeFem-++, on va définir la frontiere du
domaine d’étude du probléme par des courbes, aprés on chiosissant une discritisation de courbe qui
détermine la frontiere. Cette frontiere, celle-ci décrit une surface en maille la pour obtenir un
maillage approprié.

2.1 Les étapes du solution par FreeFem++

2.1.1 Construction du maillage

Définition 2.1 ( La frontiere). celle-ci est faite de réunion de courbes fournies sous forme
paramétrique.

(a) Définition paramétrique de chaque portion de la frontiére : Une courbe

x= f(t)

y=g(t)

(b) Discrétisation des portions et leurs réunions : On détérmine des plusieurs points sur

chaque courbe et on réuni ces portions de courbes pour définir la frontiere du domaine.
Ainsi, on peut par exemple dessiner la frontiere du domaine ci-dessus par le bout de code.

parametrique étant définie par exemple comme : [t;, ] 3 ¢ — {

2.1.2 Maillage de la surface délimitée

On maille la surface decrite par la frontiere. Ceci suppose évidemment que la frontiere décrite
précédemment doit étre une courbe fermé orientée de sorte que la surface délimitée se trouve a
gauche lorsquon parcourt le courbe.

Aprés, pour définir 'espace d’élément finis on étulise le maillage qui la construit, et on chiosis le
type d’élément de Lagrange pour priciser 1’espace .

Dans I’étape suivante nous avons entré la formulation variationnelle du probleme par la commande
"int2d " pour intégre dans le dommaine et le "int1d " pour intégrer dans la frontiere, et on ajoute
les conditions initiales.

17
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2.2 Etude probléme de Poisson

C’est I’équation aux dérrivées partielles elliptique du second ordre suivante : c’est une
distribution générallement donnée.

Remarque 2.1. L’inclusion des conditions aux limites sous la forme variationnelle dans le
code FreeFem++ differe selon la classification des EDP, et se présente comme
suite(généralement) :

. Une forme scalaire "on'(pour Dirichlet)

1 on(label, la condition)

. Une forme linéaire sur I'(pour Neuman dans 2D)

1 —intld(le maillage) (la condition)

ou

1 —intld(le maillage, label) (la codition)

. Une forme bilinéaire sur I'(pour Robin dans 2D)

1 intld(le maillage) (la condition)

ou

1 intld(le maillage, label) (la codition)

Comme on va voir plus tard.

2.2.1 Conditions aux limites de Dirichlet "homogene"

—Au=f sur €
u=0 sur 0}

On va trouver u € H}(2) tel que a(u,v) = I(v), Vv € H}(Q)

a(u, v) est une forme bilinéaire continue et coercive sur H}(Q) x H}(Q)

et L(v) est une forme linéaire continue sur H} ()
ona:

—Au = f, soit v e H}(Q)

Nous multiplions les deux cotés par v aprés nous intégrons sur {2

—Au-v=f-v

alors,/—Au-vdx:/f-vdx
Q Q

maintenant nous avons utiliser la formule de Green, alors on a :
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/ —Au - vdr = / VuVudr — @080
Q Q a0 On

tel que o € 0€) et 7 : C’est le vecteur normale unitaire exterieur a

C’implique/Vqudx— 8—1}80—/]” v dx
Q aq On

Car, u = 0 sur 0f2 alors, / a—vaa =0

a0 On

donc,/ VuVudr = / frvdx
Q Q

Prend a(u,v) / VuVudz et (v / f-vdx

Exemple 2.1. Considérons le probleme suivant :

{—Au—f sur € = 10,1[ x ]0, 1] (2.2)

u=0 sur 9Q ={0,1} x [0,1] U [0,1] x {0,1}

tel que f = cos(z)y.
La formulation variationnelle de ce probléeme est :

/Vqudx:/f-vdx
Q Q

On va résoudre se probleme par FreeFem+-+ :

1. on va construire le maillage :
Comme le bord est un carré on définie la frontiere par "square", et on choisis le nombre de
noeuds sur la frontiere(on tend a faire la discrétisation de la frontiere 10) pour obtenir le
maillage .
(ligne 1)

2. On définis 'espace d’élément finis :
On va prendre les éléments de cet éspace comme des polynéme de Lagrange de dégrée <1 .

3. On définit le probleme, et on 1’égalise sous sa formulation variotionnelle .

4. On ajoute les conditions aux limites, dans ce cas : condition de Dirichlet .

5. Pour résoudre le probleme il suffit décrire son nom suivi de point-virgule.

Le code de ce probleme

mesh Sh= square(10,10) ; // génération du maillage de surface

fespace Vh(Sh,Pl) ; // espace de Pl élément fini (On utilise le maille du
carre et 1’élément fini P1)

Vh u,v ; // u et v des élément dans Vh

func f=cos(x)*y ; // f est la fonction du variables x et y

problem Poisson(u,v)= // Définition de probleme

int2d(Sh) (dx (u) *dx (v) +dy (u) *dy (v) ) // form bilinéaire

—int2d (Sh) (fxv) // form linéaire

+on(l,2,3,4,u=0) ; // Conditions de Dirichlet
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9 Poisson ; // Solution de probléme de Poisson
10 plot (Sh) ; //Dessin du maillage
11 plot(u) ; // Dessin de la solution

FI1GURE 2.1 — Maillage

FIGURE 2.2 — Solution en utilisant P1

Remarque 2.2. Quand on utilise les polynémes de Lagrange de dégré plus grand, on obtient une
solution plus exacte. Par exemple on change P1 par P2 dans la ligne 2 on obtient la solution comme
suite

1 fespace Vh(Sh,P2) ; // espace de P2 élément fini
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FIGURE 2.3 — Solution en utilisant P2

Exemple 2.2. Dans le méme probleme quand on change la surface d’étude par le disque unité,
alors on va définir le bord par une courbe paramétrique. Autrement dit, on va écrire I’équation de
la frontiere de disque.

Pour préciser le bord et construire le maillage dans Freefem++ il faut :

1. définir le courbes et leur donner leurs noms .
2. préciser le domaine de t.

3. écris x et y en fonction de ¢ .

4

. définir le bord par la commande "border" comme suivant :

1 border nom de courbe (t= 1ty , T) { x= x(t); yv= v(t);};

Pour construire le maillage on utilise la commande "buildmesh", on écrit :

1 mesh nom de maillage = buildmesh (nom de courbe (z) ) ;

tel que z est le nombre de noeuds sur le bord.

Le code de ce probleme

border h(t=0,2xpi) { x=cos(t); y=sin(t) ;}; //le bord de domaine
mesh Th=buildmesh (h(30)) ; // maillage de 30 points dans le bord
fespace Vh(Th,P1l) ; // espace de Pl élément fini

Vh u,v ; //u et v des élément dans Vh

func f=cos (x)~*y ; // f est la fonction du variables x et y
problem Poisson(u,v)= // Définition de probleme

int2d(Th) (dx (u) *dx (v) +dy (u) *dy (v) ) // form bilinéaire

—int2d (Th) (fx*v) // form linéaire

+on (h,u=0) ; // Conditions de Dirichlet

Poisson ; // Solution de probléme de Poisson

plot (Th) ; // Dessin de maillage

plot (u) ; // Dessin de la solution

© 0 N s W N
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FIGURE 2.4 — Maillage avec 30 points dans le bord
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FIGURE 2.5 — Solution avec 30 points dans le bord

Remarque 2.3. Quand on maille & plus de points, on obtient une solution plus précise.
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FIGURE 2.6 — Maillage avec 100 points dans le bord
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(@

FIGURE 2.7 — Solution avec 100 points dans le bord

Exemple 2.3. Par la méme méthode on pricise la frontiere. Mais on définit chaque bord

individuellement.

Pour construire le maillage on utilise la commande "buildmesh' et on fait la somme des bords avec
le nombre de noeuds dans chaque bord.
La division de la frontiere n’a pas nécessaire réguliere.

Le code de ce probleme

// Maillage
border a0
border al
border a2

border a4
border ab
border a6
mesh Sh =
10 + a3(20)

© 0 N A W N

12 Vh u,v ;

13 func f=cos (x)*xy
14 problem Poisson (u,v)=
15 int2d(Sh) (dx (u) xdx (v) +dy (u) *dy (v) )
16 —int2d(Sh) (f*v)
17 +on(a0,al,a2,a3,ad4,a5,a6,u=0) ;
// Solution de probléme de Poisson
// Dessin de maillage

// Dessin de la solution

18 Poisson ;
19 plot (Sh) ;
20 plot(u) ;

(t=0
(t=0
(t=0.
border a3 (t=0.
(t=0
(t=0
(t=0

+ a4 (20
11 fespace Vh(Sh,P1)
// u et v des éléments dans Vh

x=5.; y=1.+2.%t;};

x=5.-2.xt; y=3.;};

x=3.-2.xt; y=3.-2.%t;};
x=1.-t; y=1.;};
x=0.; y=1.-t;};
x=t =
x=1
0(2
5(2

i y=0.;}13;

Adoxt; y=t;};

0) + al(20) + a2 (20)

0) + a6(20)) ;

// espace de Pl élément fini

// f est la fonction du variables x et y
// Définition de probleme
// form bilinéaire

// form linéaire

// Conditions de Dirichlet
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FIGURE 2.8 — Maillage

o

ity

FIGURE 2.9 — Solution

Remarque 2.4. La condition aux limites de Dirichlet est imposée sur toute la frontiere, si la
condition nétait pas le méme sur chaque frontiere, on aurait pu remplacer la ligne 17 par :

1 +on(a0,u=4)+on(al,u=7)+on(a2,u=2)+on (a3, u=5)+on (a4,u=1)+on (a5, u=3)
2 +on(a6,u=6) ; // condition de Dirichlet

23
E

FI1GURE 2.10 — Solution avec maillage irrégulier

2.2.2 Conditions aux limites de Neumann

On considere le probleme suivant :

—Au+u=f dans§2

2.3
% =0 sur of) (2:3)
on
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Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie léquation 2.3 par une fonction test réguliere
v et on integre par parties en admettant que la solution west suffisamment réguliere, on obtient

—/Auvdm+/uvda::/fvda:
Q Q Q

d’ou, en utilisant la formule de Green

— —vda+/Vu Vvdx+/uvdx—/fvdx
a0 8”

ce qui fait, en tenant compte de la condition au bord

/Vu.Vvdx—i—/uvdx:/fvdx.

Q Q Q

a(u,v):/Vu.Vvdx+/uvdx et /fvdx
Q Q

Théoréme 2.1. [3]Soit Q un ouvert et | un élément du dual de H'(Y), alors il existe une solution
unique au probleme

ou

Trouwver u € HY(Q) tel Yve HY(Q)

/QVU.VU(:E)OZ:E+ /qu(a:)da: =1(v). (24)
De plus, si ) est de classe C? avec O borné et si f € L*(Q), alors u € H*(Q)) et vérifie
—Au+u=f pp dansf)

et S

e 0 surdf2
au sens des traces.
Exemple 2.4. On a le probléme suivant :

—Au=f sur )

gz =g sur 0f) (2:5)

la formulation variationnelle est

—vdo—l—/Vu.Vvd:p:/fvdx
Q

BQ

C’implique—/ gvda—l—/Vu.Vvdx:/fvdx
o9 Q Q

tel que : f =cos(x)y ¢g=1.
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Le code de ce probleme

[

// omega est un disque avec deux trou

2 int Neumann=1 ;

3 border CO(t=0, 2%pi){ x=5*cos(t); y=bxsin(t) ;label=Neumann;} ;

4 border Cl(t=0, 2xpi){ x=2+0.3%cos(t); y=3*sin(t) ;label=Neumann;} ;
5 border C2(t=0, 2+pi){ x=-2+0.3xcos(t); y=3*sin(t) ;label=Neumann;} ;
6 mesh Th = buildmesh(CO(60) +Cl1(-50) + C2(-50)) ;

7 plot (Th) ;

8 fespace Vh(Th,P1l) ;

9 Vh u,v;

=
o

func f=cos(x)=*y; func g=1.;

problem Poisson (u,v)=

int2d (Th) (dx (u) *dx (v) +dy (u) *dy (v) )

—int1d (Th, Neumann) (g*v) //Forme linéaire sur 0f) pour Neumann
—int2d(Th) (f*v) ;

Poisson;

plot (u) ;
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FIGURE 2.12 — Solution en utilisant P1

Remarque 2.5. .
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1. Les éléments finis P3 ne sont pas disponibles par défaut. I1 faut les charger d’abord (en fait,
vous pouvez méme définir vos propres éléments) par la commande "load" au début de code
et on change P1 par P3 dans la ligne 6 comme suite :

1 load "Element_P3";

3 fespace Vh(Th,P3) ;

FIGURE 2.13 — Solution en utilisant P3

2. L’élément fini P4 est le plus grand élément pouvant étre utilisé dans Freefem++.

FIGURE 2.14 — Solution en utilisant P4

3. Si on charge P5, le code n’éxecute pas et Freefem++ affiche 'erreur suivant :
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- FreeFem++v 3.260003 (date jeu. 16 janv. 2014 15:52:04)
Load: Ig_fem lg_mesh Ig_mesh3 eigenvalue
1: load "Element_P5"
load error - Element_P5
fail
list prefic: 'C:\Users\windows7\FreeFem++-cs-14.3\Contents\Windows\' " list suffic - =, ".dIl’
Error line number 1, in file C:\Users\windows7\AppData\Local\Temp\ fics9836.edp, before token Element_P5
Error load
current line =1
Compile error : Error load
line number :1. Element_P5
error Compile error - Error load
line number :1, Element_P5
code = 1 mpirank: 0
FreeFem++ retumed error 1

FI1GURE 2.15 — Affichage d’erreur

2.2.3 Conditions aux limites mixtes

Freefem++ nous permet d’inclure les conditions aux limites de Dirchlet et de Neumann

ensemble, comme dans les exemples suivants :

Exemple 2.5. On considere le probléme suivant :

—Au = f sur Q
Ou =g surl'y (2.6)
on

uw=up surl'p

La formulation variationnelle est :

—/ uDvda—i-/ gvda—l—/Vu.Vvda::/fvdx.
I'p I'n Q Q

tel que : f=cos(x)y g=1 wup==x.

On choisit un domaine L-forme.

Le code de ce probleme

-

un
o

fespace Vh(Sh,P1l) ;

Vh u,v;

func f=cos (x) *y;func ud=x
problem Poisson (u,v)=
int2d (Sh) (dx (u) *dx (v
+intl1ld (Sh, Neumann) (g*v)
—-int2d (Sh) (f*v)

+on (Dirichlet, u=ud) ;
Poisson;

plot (Sh) ;

plot (u) ;

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

int Dirichlet=1,Neumann=2 ;

) +dy (u

// Pour label définition

2 border a(t=0,1.0) {x=t; y=0; label=Neumann;};

3 border b(t=0,0.5) {x=1; y=t; label=Neumann;};

4 border c(t=0,0.5) {x=1-t; y=0.5;label=Neumann;} ;

5 border d(t=0.5,1){x=0.5; y=t; label=Dirichlet;};

6 border e(t=0.5,1) {x=1-t; y=1; label=Dirichlet;};

7 border h(t=0.0,1) {x=0; y=1-t;label=Dirichlet;};

s plot(a(6) + b(4) + c(4) +d(4) + e(4) + f(6),wait=1) ;

9 mesh Sh =buildmesh(a(6) + b(4) + c(4) +d(4) + e(4) + £(6)) ;

; func g=1.;

) *dy (v))

// u=ud on label=Dirichlet=1
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FIGURE 2.16 — Maillage

EESR T T T T

FIGURE 2.17 — Solution avec C.L. mixtes

Remarque 2.6. .

1. Si les bordures ne sont pas fermées (ici I'erreur dans le bord b)

int Dirichlet=1, Neumann=2 ; // For label définition
border a(t=0,1.0) {x=t; y=0; label=Neumann;} ;

border b (t=0,0.4) {x=1; y=t; label=Neumann;} ;

border c(t= ) {x=1-t; y=0.5;label=Neumann;} ;
border d(t= ) {x=0.5; y=t; label=Dirichlet;};
border e (t= ) {x=1-t; y=1; label=Dirichlet;};
border h(t= ,1){x=0; y=1-t;label=Dirichlet;};
plot(a(6) + b(4) + c(4) +d(4) + e(4) + f£(6),wait=1) ;
mesh Sh =buildmesh(a(6) + b(4) + c(4) +d((4) + e(4) + f£(06)) ;
fespace Vh(Sh,P1) ;

Vh u,v;

func f=cos (x)*xy;func ud=x; func g=1.;

problem Poisson (u,v)=

int2d (Sh) (dx (u) *dx (v) +dy (u) xdy (v) )
+int1d (Sh, Neumann) (g*v)

-int2d (Sh) (f#*v)

+on (Dirichlet, u=ud) ; // u=ud on label=Dirichlet=1
Poisson;

plot (Sh) ;

© 00 9 O g oA W N
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20

plot (u) ;

le maillage et la solution n’apparaissent pas.

FIGURE 2.18 — Solution avec bordures ne sont pas fermés

Freefem+-+ affiche Uerreur suivante :

error - 56 0 56

Error: The boundary is not close == All triangles are outside
Fatal error in the meshgenerator 888
current line =2

Meshing error: Bamg

number : 888,

catch Err bamg

Meshing error: Bamg

number : 888,

errcode 4, mpirank 0

FreeFem++ returned error 4

FIGURE 2.19 — Affichage d’erreur

2. Si les bordures ne sont pas continues et ne conservent pas la méme direction (ici 'erreur

dans le bord b)

© 0 9 O o s W N

o
[=}

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

int Dirichlet=1, Neumann=2 ; // For label définition
border a(t=0,1.0) {x=t; y=0; label=Neumann;} ;

border b (t=0.5,0) {x=1; y=t; label=Neumann;} ;

border c(t=0,0.5) {x=1-t; y=0.5;label=Neumann;} ;

border d(t=0.5,1) {x=0.5; y=t; label=Dirichlet;};

border e (t=0.5,1) {x=1-t; y=1; label=Dirichlet;};

border h(t=0.0,1) {x=0; y=1-t;label=Dirichlet;};

plot(a(6) + b(4) + c(4) +d(4) + e(4) + £(6),wait=1);

mesh Sh =buildmesh(a(6) + b(4) + c(4) +d(4) + e(4) + £(6)) ;

fespace Vh(Sh,P1) ;

Vh u,v;

func f=cos (x)*xy;func ud=x; func g=1.;
problem Poisson (u,v)=

int2d (Sh) (dx (u) *dx (v) +dy (u) *dy (v) )
+int1d (Sh, Neumann) (g=*v)
—int2d (Sh) (fxv)

+on (Dirichlet, u=ud) ; // u=ud on label=Dirichlet=1
Poisson;

plot (Sh) ;

plot (u) ;
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le maillage et la solution n’apparaissent pas.

F1GURE 2.20 — Affichage de Freefem

Freefem++ affiche Perreur suivante :

Error in the def of sub domain 4 form border 2/6: Bad sens 18 1
Fatal error in the meshgenerator 777

current line =2
Meshing error: Bamg
number : 777,

catch Err bamg
Meshing error: Bamg
number : 777,

e code 4 . mpirank 0

o

Creel " 4

FIGURE 2.21 — Affichage d’erreur

Exemple 2.6. On considere le probléme suivant :

—Au = f dansQ)

u=g surly (2.7)
Ou = h sur 0QI"

on

La formulation variationnelle est :

—/ gvdcr—l—/ hvda—l—/Vu.Vvdx:/fvdx.
I't BQ\FI Q Q

Pour se probleme, on choisit un domaine rectangulaire avec un trou. Le bord I'; jouera le role de la
frontiere intérieure. La fonction f de sorte que lon connaisse la solution exacte du probléme afin de
calculer lerreur L2. On choisira donc f = bn?sin2rasinmy de sorte que la solution est

u = sin2mxsinmy et on choisit g = h = 0.

Le code de ce probleme

-

// Définition des maillages

border Gammab ( t=0,1){ x=2+t;y=0 ;label=l;};

border Gammad( t =0 ,1){ x=2;y=t ; label = 2;};

border Gammah( t =0 ,1){ x=2«(1-t ) ; y=1; label = 3;1};
border Gammag( t =0 ,1){ x=0;y=1-t ; label = 4;};

S 2 V]

—~ o~ o~ —~
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6 border Gammai( t =0,2x pi ){ x=1+0.5%cos ( t ) ; y=0.5+0.3% sin ( t ) ; label
=55}

7 mesh Th=buildmesh (Gammab ( 40 )+Gammad( 20 )+Gammah( 40 )+Gammag( 20 ) ) ;

8 mesh Mh=buildmesh (Gammab ( 40 )+Gammad( 20 )+Gammah( 40 )+Gammag( 20 )+

9 Gammai (-30) ) ;

10 plot (Th, ps="maillage . ps") ;

11 plot (Mh, ps="maillagetrou . ps ") ;

12 // Définition des espaces dapproximation

13 fespace Vh(Th, P1 ) ;

14 fespace Wh(Mh, P1 ) ;

15 // Définition des données du probléme

16 func £ =5*xsin ( 2% pi *x ) x sin ( pi *y ) ;

17 func g=0;

18 func h=0;

19 func u=sin ( 2x pi *x ) * sin ( pi *xy ) ;

20 Vh uh , vh , ue ;

21 Wh uuh , vvh ;

22 // Définition du probléme variationnel sur Th

23 problem P( uh , vh ) = int2d (Th) (dx( uh ) *dx( vh )+dy( uh ) =*dy( vh ) )

24 — int2d (Th) ( £ xvh )

25 +on( 1, 2, 3, 4, uh=0) ;

26 // Définition du probléme variationnel sur Mh

27 problem Q( uuh , vvh ) = int2d (Mh) (dx( uuh ) *dx( vvh )+dy( uuh ) xdy( vvh ) )
28 — int2d (Mh) ( £ xvvh )

29 — intld (Mh, 1 , 2 , 3 , 4 ) ( hxvvh )

30 + on( 5 , uuh=g ) ;

31 // Résolution des problémes variationnels

32 Py

33 Qj

s4a // Calcule derreur L? pour le probléme P
35 ue=u ;

36 real erreur=int2d (Th) ( ( ue-uh ) *( ue-uh ) ) ;

37 string legende ="erreur = "+erreur ;

38 // Affichage des solutions

39 plot ( uh ,cmm=legende , wait=true , ps="lapdirichlet . ps ") ;

40 plot ( uuh , wait=true , fill =1,value=true , ps="lapneumanntrou . ps ") ;

Loy
PEz7)
PE]

0.7

PET]

0500

-~

e
030y
w2y
41y

-5.555-01 T T T T T T T T T
000 U090 000 US00S90 LU0 e Ld0 0 Lay L0 s)
b

it

FIGURE 2.22 — Maillage Th




33

CHAPITRE 2. PROBLEMES STATIONNAIRES

LUy

2700

0300

2700

0.500

Y o500

2400

0300

2200

o100

Ve

L
el
SRR
o

B

75
e i

S
AT
1

= »gb _L

Y

AN
YA
T S|
RO

=) el
AR A,g SRR
V) ST A S

L%
Paviv W
% v
4'»
0

-5.552-01.

erreur

o0

T f t T T T T
02U a0 05U L2 L La La 20

4

FIGURE 2.23 — Maillage Mh

[ 1

PETVRE

VETRE

wry

e

.50

e

VETTRE

PETURE

IRV

5.5 T T T T T T T
14y

09

T T 1
000 AN w09 Loy L300 g0 s

i

1.3

= 0.396508
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Remarque 2.7. .

1. L’erreur est calculée et écrite dans la console.

2. Les résultats sont comparés a la solution exacte et représentés en termes de contours dans

2.6.
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FIGURE 2.25 — Solutions

Pour donner une référence (par exemple label = 1) a chaque courbe afin didentifier cette

portion de la frontiere lors de lintroduction des conditions aux limites.

Pour remplir entre les isolignes, nous utilisons la commande "fi11=1" avec "plot".

Afin d’afficher I’échelle a barres a co6té de la solution, nous utilisons la commande

'value=true" avec "plot’.
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2.2.4 Conditions aux limites de Robin

On considére le probleme suivant :

—Au=f sur ()

2.8
%—i—au:g sur 0f) (2:8)
on

On suppose que l'ouvert 2 est borné, connexe et régulier. On multiplie I’équation par une fonction
test v et on integre sur ). Ce qui donne ici

—/Auvdm:/fvdx
Q Q

d’ou, en utilisant toujours la formule de Green

—/ @vda—l—/Vu.Vvd:c:/fvdx
a0 On Q Q

ce qui fait, en tenant compte de la condition au bord

/Vu.Vv(:c)d:c—l—oz/ uvda:/fvdx—l—/ gudo
Q Ge) Q G

a(u,v):/Vu.Vvdx—i—oz/ uvdo et l(v):/fvdx+/ gudo.
Q o0 Q o0

Dans 'exemple ci-dessous, on va considere ’equation de poisson sur 3D et avec conditions
aux limites de Robin .

ou

Il y a des différences manieres de créer un maillage 3D dans FreeFem-++4-. On utilise la commande
"buildlayers" dans lequel un domaine 3D est généré a partir d’'un maillage de 2D, et aprés on
défnit le domaine de troisieme dimension, la commande écrire comme suite :

Il faut définir ce type de mesh par load "msh3" au début et définit la par

1 mesh3 (nom de mesh)=buildlayers (mesh de 2D, N, zbound=[a,b]) ; //Maillage 3D

tel que :- N est le nombre de parties de domaine qu’on va définir.
- [a,b] est le domaine de troisieme dimension.

Exemple 2.7.
—Au=f, surQsp=10,1"x[0,1]
0
g—u = a(u —u.) sur le deuxieme fage (2.9)
n
% _ 0 sur le reste de la frontiére
on

La formulation variationnelle est :
/ Vu.Vudrdydz + / auvdl’ — / auvdl — / fvdxdydz =0 Y.
Q fage2 fage2 [¢)

tel que f = 1000 - X{0.4<x<0.6} * X{0.4<y<0.6} * X{0.4<z<0.6}
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Le code de ce probleme

© W N O s W N =

e e o e =
N o ok W N R O

//Equation de Poisson sur le cube unité 3D

load "msh3" // Nous avons besoin de msh3 en 3D

mesh Th2=square (10,10) ; //Maillage 2D

int ncapas=10; // Nombre de couches horizontales sur 1l’axe z

real zmin=0, zmax=1l;

mesh3 Th=buildlayers (Th2,ncapas, zbound=[zmin, zmax]) ; //Maillage 3D
real alpha=0.25, ue=25;

func £=1000.* (x>0.4) * (x<0.6) * (y>0.4) » (y<0.6) * (z>0.4) * (2z<0.6) ;

fespace Vh(Th,P13d) ; //P1 éléments finis de Lagrange en 3D

Vh u,v; // u,v appartiennent a Vh

// Et maintenant nous utilisons des macros pour simplifier les expressions
macro grad(u) [dx(u),dy(u),dz(u)] / /MOE

solve lapace3d(u,v)=int3d(Th) (grad(u) 'xgrad(v))
+int2d (Th, 2) (alphaxuxv)

-int3d (Th) (f*v)

—-int2d (Th, 2) (alphaxuexv) ;

plot (u) ;
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FIGURE 2.26 — Solution avec C.L. de Robin (3D)




Chapitre 3

Problemes instationnaires

Dans ce chapitre on va présenter les problemes instationnaires, et on va exprimer comment les
résoudre par FreeFem-++. Par donner des exemples du problemes d’évolution et on va utilise
différents schémas pour la solution .

3.1 Problémes d’évolution

FreeFem++ résout également des problemes d’évolution tels que ’équation de la chaleur.
On considére le probleme modele comme équation de la chaleur. On se donne une fonction ug
définie sur 2 qui exprime la condition initiale et une fonction f(¢,z) (source de chaleur) définie sur
[0,T] x Q et il s’agit de trouver une fonction u(t,z) solution de

%—Au—f sur ]0,7] x
u=0 sur |0,7] x 09 (3.1)
u(0,2) = up(x) sur Q

Pour le probleme dévolution 3.1, et lors de la transformation sous la forme variationnelle :

On multiplions léquation par une fonction test v € HJ(2) qui ne dépend pas du temps et intégrons

sur &2 /?:(tx)()dx—/Autx alﬂc—/f’f”j

En utilisant la formule de Green et le fait que (au moins formellement)
ou d
/ oy (t,x)v(z)dr = pr Qu(t,a:)v(as)da:.

On obtient

% u(t, z)v(z )da:—i—% qu(t,x).Vv(x)dx—/Qf(t,x)v(x)dx.

En fin, on pose le schéma implicite ou explicite du probléme.

3.1.1 Schéma implicite

Exemple 3.1. trouver u solution de

Ou— Au= f dans Q x 0,7
u(z,0) = ug dans (3.2)

ur =49

36



37 CHAPITRE 3. PROBLEMES INSTATIONNAIRES

ol ug, f,g,T sont des données.
On lapproche & un schéma d’Euler implicite :u® = v,
pour n =0, N avec §t = T'/N faire

utt — ™ — StAuTT = Ot f

n+1

(3.3)
up =g sur Q

La formulation variationnelle :

/(u”“v + §tVu"t Vo) = /(u”v + 0t fv).
Q

Q

telque: f=1g=0wuy=0.

Le code de ce probleme

1 int inside = 2 ; // bordure intérieure

2 int outside =1 ; // bordure extérieure

3 border a(t=1,2) {x=t ;y=0 ;label=outside ;} ;

4 border b(t=0,1) {x=2 ;y=t ;label=outside ;} ;

5 border c(t=2,0) {x=t ;y=1 ;label=outside ;} ;

6 border d(t=1,0){x = 1-t ; yv = t ;label=inside ;} ;

7 border e (t=0, pi/2){ x= cos(t) ; y = sin(t) ;label=inside ;} ;

8 border el (t=pi/2, 2+pi){ x= cos(t) ; y = sin(t) ;label=outside ;} ;
9 int n=4 ;

10 mesh th = buildmesh( a(5*n) + b(5%*n) + c(10*n) + d(5%*n)) ;

11 mesh Th = buildmesh( e(5*n) + el (25xn) ) ;

12 mesh Sh =th+Th;

13 plot (Sh,wait=1) ;

14 fespace Vh(Sh,P1l) ; // Espace Pl EF

15 Vh uh,vh,ul=0 ; // fonction inconnue et test.

16 func f=1 ; // fonction cbété droit

17 func g=0 ; // fonction de condition aux limites

18 real dt =0.01 ;

19 int i=0 ;

20 problem Poisson (uh,vh,init=1i) = // définition du probleme

21 int2d(Sh) ( uh*vh+dt* (dx (uh) *dx (vh) + dy (uh) xdy (vh)) ) // forme bilinéaire
22 — int2d(Sh) ( (ul+dt*f)*vh ) // forme linéaire

23 + on(l,2,3,4,uh=qg) ; // formulaire de conditions aux limites
24 for (i=0 ;i<10 ;i++)

25 {

26 Poisson ; // résoudre le probléme u"! == uh

27 plot (uh,value=true, fill=1) ;

28 ul=uh ; // poser u" ==ul

29}
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FIGURE 3.2 — Début de la solution
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FIGURE 3.3 — Fin de la solution
Exemple 3.2. Dans ce qui suit, nous allons formuler une résolution d’'une équation mise sous la

forme suivante :

W —alu(z,y,t) = f(x,y,t) ((x,y),t) € 2x]0, T

u(r,y,t) =0 ((z,y),t) € 9]0, T| (3.4)
u(x7y70) = Uo(l',y) ((xvy)vt) €

Cecl revient & une formulation variationnelle :

n—1

ur u™v /VV /f
— — = uvVo = v
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On pose :
uez(x7y7t) = <$2_4>*(y2_4)*(t_9)
flryyt) =a?xy? —2xtxa? —2xtxy? + 1dxa? + 14 % y? + 16 %t — 128

Maintenant on va présenter le code FreeFem du probleme avec explication de chaque étape.

Le code de ce probleme

1 // Domaine et maillage

2

3 real[int] edges = [-2,2,-2,2] ; // Coins du domaine
4 int n = 50; // Nombre d’éléments

5

mesh pave = .
square (n,n, [edges[0]+ (edges[l]-edges[0]) *xx,edges[2]+ (edges[3]-edges[2])*y]) ;
6 //Maillage rectangulaire
7 int BORDURE = 10 ;
8 int[int] labels = [1,BORDURE, 2,BORDURE, 3, BORDURE, 4, BORDURE] ;
9 pave = change (pave, label=labels) ;
10 savemesh (pave, "pave.msh") ;
11 plot (pave,ps="pave.png") ; // Graphique et exportation

Dans cette partie, le domaine rectangulaire est défini, ainsi que une généralisation de la bordure, et
le nombre d’éléments du maillage. On exporte par la suite le maillage.

1 /) ———————————————

2 // Constantes et espace éléments finis

3 /)

4 real t=0,T = 1.; // [0,T] Temps

5 int N = 50; // Nombre d’éléments temps

6 real dt = T/N; // Pas de discrétisation

7 real alpha = 1; // Conductivite thérmique
8 int i = 0; // Index

9

fespace VH (pave,P2) ;
VH u,v,o0ld, f,uex;

= e
N = O

13 //-—————————

14 // Condition initiales

5 /)=

16 VH[int] uh(N+2) ; // Vecteur regroupant les valeurs de uh
17 uh[0] = exp(x)*exp(y) ; // Valeur initiale de uh a t=0

18 old = uh[0] ;

Ici on definit les constantes ainsi que la valeur de la solution a t=0.

// Formulation variationnelle du probléme
problem thermic (u,v)=

int2d (pave) (dtxalphax* (dx (u) *dx (v) +dy (u) *dy (v) ) )
+int2d (pave) (u*v)

—int2d(pave) (oldx*v)

© 0 N A W N
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10

+on (BORDURE, u=0) ;

La formulation variationnelle traduite en syntaxe FreeFem-++

o N O Uk W N

10

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

// Erreurs
real[int] errL2 (N+1) ;
real[int] errL2P (N+1) ;
real[int] errHl (N+1) ;
// Calcul en temps discrétise
for (i;i<N;i++) {

t=1ixdt ; // Incrémentation du temps

f=x"2 %y "2 -2xtxx"2-2*xtxy”2+14xx"2+14xy"

2 + 16 = t — 128;
// Fonction second membre qui change en fonction de t

uex = (x ~ 2 = 4) x (y 2 = 4) « (t - 9); // Solution exacte évaluee avec
Matlab auparavant
thermic; // Résolution du probléme

plot (u,wait=0, fill=1, cmm="t="+t, ps="snapshots/"+i+"_frame_t"+t+".png") ;
//Graphique et exportation

old = u; // On remplace la valeur de U(n-1) par U(n)

uh[i+1l] = old; // (Facultatif)

// Evaluation des erreurs

errL2[1i] = sqgrt(int2d(pave) ((u-uex)"2)) ;
errH1[1i] = sqgrt (int2d(pave) ((dx (u)-dx (uex)) "2+ (dy (u)-dy (uex))"2)) ;
errL2P[i] = errL2[i]/sqgrt (int2d (pave) ((dx (u)+dy(u))"2)) ;

}

Dans cette partie, on définit des tableaux qui vont contenir les valeurs des distances. Ainsi que la
fonction second membre calculée avec Maple & partir d’une solution exacte aussi définie. Les deux
fonctions ont été définies a l'intérieur de la boucle car elles sont dépendentes de t.

© 0 N 3 ks W N

- =
~ o

12
13
14
15

// Exportation des erreurs
// Entete de fichier en Markdown

{

ofstream f ("evaluated_log.txt") ;

f << "| T Value | L2 Evaluated Difference | H1l Evaluated Difference
| L2 Evaluated Percentage | "<< endl;

f << Mo | —m [
|- | "<< endl;

b
for(int j=0;3<N;j++) {
{
ofstream f ("evaluated_log.txt", append) ;
f << "|"+3xdt+" | "rerrL2 [J1+" | "+errH1[J]+" | "terrL2[j] /errL2P [J]1+"|" <<endl;
b
}

On exporte les valeurs dans finchier texte sous forme de tableau en Markdown pour la facilité de sa
mise en forme.
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Exemple 3.3. On souhaite déterminer 1évolution dun solide élastique, solution du probleme
variationnel consistant a déterminer
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u e CY([0,T]; L*(2)?) N C°([0,T); H(2)?) tel que pour tout ¢ € ]0,T[ et tout v € H'(2)?) :

/Qp%vdx + /QQMe(u).e(v) + A(div u)(div v) = /Qf.v (3.5)

ou f sont les forces appliquées, p et les coefficients de Lamé du solide, p la masse volumique et e()
le tenseur symétrisé. Il faut éventuellement ajouter des conditions aux limites (temps et espace).
On effectue une discrétisation de type différences finies en temps. On peut (par exemple) considéré
le schéma implicite, centré dordre 2 consistant a déterminer

/ un—i—l — 2u™ + un—l
v
S INE

+9/92ue(u”+1).e(v) + A(div v ) (div v)

+(1—-0) / 2ue(u™1).e(v) + A(div ™ 1) (div v) = / fo.
tel que : f=0 N N

Le code de ce probleme

1 real Lx=5., Ly=1l., dn=7., mu=10., lambda=0., rho=1l. ;
2 real Dt=0.5, T=100., exa=0.3 ;

3 func f£1=0. ;func £2=0. ;

4 mesh Sh=square (Lxxdn,Ly*dn, [Lx*x,Ly*y]) ;

5 fespace Vh(Sh, [P2,P2]) ;

6 macro e (ul,u2)

7 [dx(ul), (sgrt(2.) *dx (u2)+dy(ul))/2.,dy(u2)] //

8 macro div(ul,u2) (dx(ul)+dy(u2)) //

9 Vh [ul,u2],[vl,v2] ;

10 Vh [upl,up2], [uppl,upp2] ;

11 [uppl,upp2]=[0.,0.] ; // Déplacement initial

12 [vl,v2]1=[0.,-11 ; // Vitesse initiale

13 [upl,up2]=[uppl+Dt*vl,upp2+Dt*v2] ; // au temps Dt
14 real t=0 ;

15 real theta=0.6 ; // theta >= 1/2 => cest stable

16 problem elasticity([ul,u2], [v]l,v2],1init=t,solver

17 =Cholesky)=

18 1nt2d (Sh) (rhox ([ul,u2]'«[vl,v2])/(Dt)"2)

19 +int2d(Sh) (theta* (2.*mux* (e (ul,u2) 'xe(vl,v2))

20 +lambda*div (ul,u2)*div(vl,v2)))

21 +int2d(Sh) ((l.-theta) * (2.xmux (e (uppl, upp2) '*xe (vl,v2))

22 +lambdax*xdiv (uppl, upp2) *xdiv(vl,v2)))

23 —int2d (Sh) (flxv1+f2xv2)

24 —int2d (Sh) (rho* ([2.*upl-uppl, 2.xup2-upp2]'*«[vl,v2])/(Dt)"2)
25 +on(4,ul=0,u2=0) ;

26 mesh Th=Sh ;

27 mesh ThO0=Sh ;

28 fespace Ph(Th,Pl) ;

29 fespace Wh(Sh,Pl) ;

30 Ph sigma2=0 ; Wh sigma ;

31 while (t<T) {

32 elasticity ;

33 sigma= (2.xmux (e (ul,u2) 'xe(ul,u2)) +lambdaxdiv (ul,u2)~div(ul,uz2)) ;
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34 Th=movemesh (Sh, [xtexax*ul, ytexa*u2])

35 sigma2=0 ;sigma2[]=sigmal] ;

3¢ plot (sigmaz2,fill=1,wait=0,bb=[[0,-Ly], [Lx+Ly,2.%Ly]]) ;t+=Dt
[uppl,upp2]l=[upl,up2] ; [upl,up2]=[ul,u2]

14

7
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37}
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FIGURE 3.11 — Fin de la solution
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Remarque 3.1. Quand le probleme n’est pas stable le programme commance la solution mais il
enregistre une erreur et s’arréte, par exemple si on change la ligne 15 dans le code au dessus comme

ca

1 real theta=0.2 ; // theta < 1/2 => nest pas stable

FreeFem-+-+ donne la début de solution comme suite

L4 .50 209 254 EX] 250 A EE) 5404

FIGURE 3.12 — Début de la solution
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FIGURE 3.14 — Fin de la solution

et il affiche erreur suivante

429

Error movemesh: 1 triangles was reverse (== no move)
u min -0.0344495 max 5.23032
v min -1.6598 max 1.16011

Exec error : Error move mesh triangles was reverse
- number :1

Exec error : Error move mesh triangles was reverse
- number -1

err code 7, mpirank 0

FreeFem++ returned error 7

FiGURE 3.15 — Affichage d’erreur

Exemple 3.4. considérons le probleme suivant :

u — V- (EVu) =0, sur Qx[0,7]
u(x,y, O) = U()(ZC,y) sur {2 (36)

ou
k’% +a(u—u.) =0 sur dQ x [0,7]
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tel que : u = u(z,y,t) représent la températeur a la position (z,y) et le temps ¢
uop(z,y) est I'initiale températeur. Pour simplifier on prend Q2 = [0, 6] x [0, 1]

k(z,y) = {1 sur y < 0.5 (3.7)

0.2 si non

Comme dans 'exemple précédent, la condition aux limites reflete la loi de refroidissement de
Newton. Pour obtenir la formulation variationnelle de 3.6, on procéde comme dans le cas
stationnaire. Pour commencer, on multiplie I’ EDP par une fonction test v = v(x,y). Ensuite, on
intégre sur 2 et on applique l'intégration par parties. On obtient :

/ %v dxdy — / ka—uv dl’ + / VuVudzdy =0
0 at a0 (971 Q

On pose les conditions aux limites, on obtient :

/ @v dxdy — / a(u — ue)v dl' + / EVuVv dedy =0 Vv € Hp.
o Ot o9 Q

Aprés on va faire la discrétisation du temps par utiliser le schéma implicite d’Euler.
On note par : dt = T/N, avec N € N fixe, et u,, = u(t,), avec t, =n dt, 0 <n < N.
ou Uy — Up_1

Alors, on a : %= @ En substituant cette expression dans (3.6)

/ Un = Un—1 u"_ldxdy —|—/ a(t, — ue)v dl + / kVu,Vo dedy =0 Vv € Hy.
Q dt o0 Q

Qu’elle est la formulation discrete faible qu’on implimente dans FreeFem +4 suivant :

Le code de ce probleme

1 //équation de chaleur transitoire

2 func u0=10+90%x/6 ; //température initiale

3 func k=1.8%(y<0.5)+0.2; // conductivité thermique

4 real ue=25; //température extérieure

5 real alpha=0.25;

6 real T=0.7; //temps finale

7 real dt=0.1; //pas de temps

s mesh Th=square (30,5, [6*x,y]) ; // domaine

9 fespace Vh(Th,P1l) ; // Eléments finis de Lagrange P1

Vh u=u0,v,uold;
Vhlint] sol ((T/dt)+1) ;
//formulation variationnelle. Schéma d’Euler implicite
problem calor (u,v)=int2d (Th) (uxv/dt+k=* (dx (u) xdx (v) +dy (u) *dy (v) ) )
+intl1d(Th, 1,2, 3,4) (alphaxux*v)
-intld(Th, 1,2, 3,4) (alpharxuexv)
—-int2d (Th) (uoldxv/dt) ;
real t = 0;
for (int m = 0; m < 0.7/dt; m++) {

// Update

t = t+dt;

uold=u;

// Solve

calor;

NN N K 2 R 2 e e 2 e e
® N =R O © o N U A W N R O
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24 // Plot
25 plot (u,fill=1, wait=true) ;
26}

009 wang L2 L3 240 EX7 289 420 X R 4.0
P

FIGURE 3.17 — Fin de la solution

3.1.2 Schéma d’euler explicite

Exemple 3.5. Considérons le probléme linéaire de Sobolev suivant

u — Auy — Au = f(t) sur Q x [0,7]
u=0 sur 02 x [0, 7] (3.8)
u(0) = ug sur H}(Q)

la formulation variationnelle est

/utv da:—/Autvdx—/Auv dx—/fv dx
Q Q Q Q

c’implique,/utv dx+/Vuth d:)s+/Vqu dx:/fv dx
Q Q Q Q

alors,i/uv—l—i/Vqu d:L'—l—/Vqu d:L'—/fv dx

telque f=xx (1 —x)*xy* (1 —y)*cos(l)+ 2% (sin(l) + cos(t)) * (x —xxx) * (y —y *y)
et v € HY(Q)

Le code de ce probleme

int np=5; //finesse du maillage

int[int] lab=I[1,5,3,4] ; //étiquetage des bords

mesh Thl =square (2*np, 2*np, [2*(x-1),2x(y-0.5)],label=1ab) ;
border bl (t=-pi/2.,pi/2.){x=cos(t) ; y=sin(t) ; label=2;}
border b2 (t=0,1) {x=0.; y=1-2%t; label=5;}

mesh Th2 = buildmesh (bl (pi*np) + b2 (2xnp)) ;

mesh Th = Thl + Th2;

plot (Th,wait=1) ;

int n = 150 ;

fespace Vh(Th, P1l) ; //la définition de lespace Vh

© 0 N 3 os W N

-
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11 Vh uh, vh, uhn ;

12 real t=0, T=1, dt=0.1, dt2=1, tl=1, erreur=0 ;
13 real [int] erreur2(10) ;

14 erreur2=0 ;

15 func f=x* (1-x)*y* (1l-y)*cos(tl)+2* (sin(tl)+cos (t)) *x (x—-x*X) *x (y-y*y) ; ; //second
membre

16 func u=x# (1-x)*xy=* (l-y)*sin(tl) ; //solution exacte

17 func dxu=(1-2+*x)*y* (1l-y)*sin(tl) ; func dyu=x* (1-x)*(1-2%y)+*sin(tl) ; // le
gradient de la solution exacte

18 problem Eulerexplicite (uh,vh, solver=LU)= //la formulation variationnelle

19 1int2d(Th) ( (dx (uh) xdx (vh) +dy (uh) *dy (vh) ) +uh*vh )
20 —int2d(Th) ( (dtxf+uhn) xvh)

21 —int2d(Th) ((1-dt) > (dx (uhn) »dx (vh) +dy (uhn) «dy (vh) ) )
22 +on(l, 2, 3, 4, uh=0) ; //on peut modifier la condition sur le bord
23 int i=0 ;

24 for (i ; i<10 ; i++){

25 dt=dt/2; t=dt; uhn=0; erreur=0 ;

26

27 Eulerexplicite ;

28 uhn=uh ;

29}

30 i=0 ;

31 for (i ; i<10 ; i++){

32 dt2=dt2/2 ;

33 plot (uhn ,£fill=1 ,value=true) ;

34}
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FIGURE 3.18 — Maillage
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FI1GURE 3.19 — Début de la solution
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FIGURE 3.20 — Fin de la solution

3.1.3 Schéma de Rung-Kutta

Du méme probléeme on applique le schéma de Rung-Kutta.

Exemple 3.6. .

Le code de ce probleme

int np=5; //finesse du maillage
int [int] lab=[1,5,3,4] ; //étiquetage des bords
mesh Thl square (2*np, 2*xnp, [2* (x-1),2* (y-0.5) ], label=1ab) ;

border b2 (t=0,1) {x=0.; y=1-2%t; label=5;}
mesh Th2 buildmesh (bl (pixnp) + b2 (2%np)) ;
mesh Th = Thl + Th2;
plot (Th,wait=1) ;
//inversion de centre (#3,0), puis rotation
//dangle pi/3
//en écriture complexe
complex Z0 = —-3,Zl=exp(li*pi/3) ;
//Affixe complexe du point courant
func Z = x + (1li)~*y;
func X = real (Z1%(z0 + 1./(z2-20))) ;
func Y imag (21 (20 + 1./(2-20))) ;
Th = movemesh (Th, [X,Y]) ;
plot (Th,wait=1) ;

border bl (t=-pi/2.,pi/2.){x=cos(t) ; y=sin(t) ; label=2;}
(t

Nl = S N S

e e e e e = =
o N o Gk W N = O
Il

-
©

int n = 20;

real t=0, tl=1 , T=20, dt=0.1, erreur=0 ,erreur2=0 ;

fespace vh (Th, P1l) ;

Vh uh, vh, uhn, uhl, uhnl ;

func g=0 ;

func fl=xx* (1-x)*y*(l-y)*cos(tl)+2% (sin(tl)+cos(t)) * (x—x*X)* (Y-y*y) ;
func f2=xx(l-x)*y*(l-y)*cos (tl+dt)+2« (sin(tl+dt)+cos (t+dt)) » (x—x*x) *x (y-y*y) ;
func u=xx* (1-x)*y* (1l-y)*sin(tl) ;

func dxu=(1-2xx)*y* (1-y)+*sin(tl) ;

func dyu=xx* (1-x)* (1-2xy)*sin(tl) ;

problem Eulerexplicite (uhl,vh, solver=LU)=

int2d(Th) ( (dx(uhl) xdx (vh) +dy (uhl) *dy (vh) ) +uhl*vh)

-int2d(Th) ( (dt+xfl+uhn) *xvh)

—int2d (Th) ((1-dt) » (dx (uhn) xdx (vh) +dy (uhn) xdy (vh) ) )

W W W W NN NN NN NN NN
W N R O © 00 N O U ks W N = O
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34 +on(l, 2, 3, 4,uhl=qg);

35 problem RungeKutta (uh,vh, solver=LU)=

3¢ int2d(Th) ( (dx (uh) *dx (vh) +dy (uh) xdy (vh) ) +uh*vh)

37 —int2d(Th) ( (0.5xdtxfl+uhn) xvh)

38 —int2d (Th) ((1-0.5xdt) * (dx (uhn) *dx (vh) +dy (uhn) *dy (vh) ) )

39 —int2d (Th) (0.5*dt* (£2*vh- (dx (uhl) xdx (vh) +dy (uhl) *dy (vh))))
40 +on(l, 2, 3, 4, uh=qg) ;

41 t=dt; uhn=0;tl1=0 ;

42 int i=0;

43 for(i ; i< T; i++){

44 Eulerexplicite ;

45 RungeKutta ;

46 uhn=uh ;

47 tl=tl+dt ;

48 erreur=max (erreur, sqrt (int2d(Th) (square (dxu-dx (uh))+square (dyu-dy (uh))))) ;
49 plot(uh, fill=1, value=true) ;

50 }

T T T T T T T T T 1
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F1GURE 3.21 — Maillage
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FIGURE 3.22 — Début de la solution
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FIGURE 3.23 — Fin de la solution

3.1.4 Schéma implicite avec C.L de Robin

Exemple 3.7. Soit {2 un carré.

'%—MAu:f sur 2 x 10,7

U

G +a(u—u.)=0 sur TLUT; (3.9)
U= U, sur Iy UTY

Lu(z,7,0) = up(x) sur

avec un coefficient de viscosité positif u et des conditions aux limites de Neuman .

On résout 3.9 par méthode des éléments finis en espace et différences finies en temps.

Pour obtenir la formulation variationnelle, multiplier par la fonction de test v les deux cotés de
I’équation et appliquer la formule de Green :

Ou

vdz + u/ VuVudx + a/ uvdo = / fvdr + a/ uevdo
Q at Q T'aUl's Q I'oUl's

veV={ve H(Q)/v=0swT U}, u—u, €V

Schéma implicite :

n__ ,n—1
/ Y oW ds —|—,u/ Vu"Vudr + a/ uvdo = / fudx +a/ uovdo
Q dt Q TaUl's Q T'aUl's

veV={ve H(Q)/v=0surl1 UT4},u —u. € V,u’ =ug,n =1,2, ...

On pose
a=0.001,p=1u =4,uy = 10,

200y 06<x<08,04<y<0.6
flz,y) = )
0 atlleurs

qu’on peut lécrire : f = 20 - X{0.6<2<0.8} * X{0.4<y<0.6}
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Le code de ce probleme

© W N O s W N =

e e
w N = O

14
15
16
17

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

// Equation de la chaleur, omega=[ 0,1] =[ 0,1]
// Schéma implicite

real Dx=0.02, Dy=0.02 ; // declaration des variables

real t, ve = 4., mu = 1., alpha=.001, dt=0.1, Tf=10 ;

mesh Th=square (floor (1./Dx),floor(1./Dy)) ; //definition du maillage
//mesh Th = square(n,m, [ x0+ (x1-x0)*x,y0+ (yl-y0)=*y] ) ;

plot (Th, ps="square. jpg",cmm="maillage") ; // visualisation du maillage

// Définition de lespace déléments finis

fespace Vh(Th,P1l) ; // ensemble déléments finis

Vh uh,vh,uh0=10. ;

func f=20.x(.6<x & x< .8)*(.4< y & y<.6) ; // second membre

// Résolution du probleme variationnel

problem chaleur (uh,vh) = int2d(Th) (uh*vh/dt) -

int2d (Th) (uhOxvh/dt) +

int2d (Th) ( (dx (uh) *dx (vh) + dy (uh) *dy (vh) ) *mu) -

int2d(Th) (£fxvh)+ intl1d(Th, 2, 3) (alphaxuhxvh) -
intl1d(Th, 2, 3) (uexvhxalpha) + on(1l,4,uh=ue) ;

int kk=0 ;

for ( real t=0. ;t<Tf ;t+=dt) // boucle du temps t

{

chaleur;

uhO=uh ;

if ( !kk % 20)) // kk%20= le reste de la division kk/20

/ ' (kk%20)=0 si le reste de la division nest pas nul, =1 si le reste est nul
// ' (kk%20)= true or false

{plot (uh, cmm="t="+4+t+" [sec] ",dim=3,fill=true,value=true,wait=1) ; \
plot (uh, cm="t="+t+" [sec]",dim=2, fill=true, value=true,wait=1) ;}
kk+=1 ;

}

// Visualisation des résultats numériques

cout<<"Taille.uh="<<uh[].n <<endl ; // La taille du tableau
cout<<"Max.uh="<<uh[] .max<<" ; Min.uh="<<uh[] .min<<endl ; // Max et min
cout<<"Norme.uh 11="<<uh[].ll<<endl ; // Norme 11

cout<<"Norme.uh 12="<<uh[].1l2<endl ; // Norme 12

cout<<"Norme.uh sup="$<<uh[]$.linfty$<<endl ; // Norme sup

cout<<"Somme des termes="<<uh[].sum<<endl ; // Somme

cout<<"uh[]="<<uh[]<< endl ;
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FIGURE 3.24 — Maillage
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FIGURE 3.26 — Projection de la solution
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t=10[sec]

t=10[sec]

FIGURE 3.28 — Projection de la solution

Exemple 3.8. On prent €2 est un disque avec un trou.

Qu— Au=f sur Qx]0,T]
u =20 sur Cy

u =60 sur C;

u(z,y,0) = up(x) sur Q

Jwo= [ duw= [ o

Alors,/ uv dr — Vuv do + / VuVou dx = / fudx
Q Q Q

(3.10)

La formulation variationnelle

o0

no_

1
C’implique/ u—vda:—/ Vu"v da—l—/Vu"Vv dx:/fvdx
o di o0 Q Q

tel que f =20 - X{e<z<s8}) * X{a<y<6}
ve HY(Q)

Le code de ce probleme
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© N A W N

I e e =
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21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

// Equation de la chaleur, omega=disque avec un trou
// Schéma implicite
//verbosity=0. ;
int Cl=1, C2=2 ;
border CO (t=0,2xpi) {x=5xcos(t) ; y=5*sin(t) ;label=C2 ;};
border C11(t=0,1){ x=-1+2xt; y=3 ; label=Cl ;};
border C12(t=0,1){ x=1 ; y=3-6xt; label=Cl ;};
border C13(t=0,1){ x=1-2+t; y=-3 ; label=Cl ;};
border Cl4 (t=0,1){ x=-1 ; y=-3+6xt; label=Cl ;};
//plot (CO(50)+ C11(5)+C1l2(20)+C13(5)+C14(20)) ;
mesh Th=buildmesh (CO(50)+ C11(5)+C12(20)+C13(5)+C14(20)) ;
plot (Th,ps="circle. jpg",cmm="maillage") ; // visualisation du maillage
fespace Vh(Th,P1l) ;
Vh uh,vh,uh0=10. ;
real dt=0.1, Tf=10 ;
func £f=20.*x(6.<x & x<8.)*(4.<y & y<6.) ;
macro Grad(u) [dx(u),dy(u)]//

problem chaleur (uh,vh) = int2d(Th) (uh*vh/dt + Grad (uh) *Grad (vh))
- int2d(Th) (uhO*vh/dt + f£xvh) +on(Cl,uh=60)+on (C2,uh=20) ;
int kk=0 ;

for (real t=0. ;t<Tf ;t+=dt)
{

chaleur;
uhO=uh ;
if ( !'(&kk % 20)) // kk %20= le reste de la division kk/20

// ' (kk%20)=0 si le reste de la division nest pas nul, =1 si le reste est nul
// ! (kk%20)= true or false

{

plot (uh, cm="t="+t+"[sec]",dim=3, fill=true,value=true,wait=1) ;

plot (uh, cnm="t="+t+" [sec]",dim=2, fill=true,value=true,wait=1) ;

}

kk+=1 ;

{

cout<<"uh[]="<<uh[]<<endl ;

cout<<"Taille.uh="<<uh[].n<<endl ; // La taille du tableau
cout<<"Max.uh="<<uh[] .max<<" ; Min.uh="<<uh[].min<<endl ; // Max et min
cout<<"Norme.uh 11l="<<uh[].ll<<endl ; // Norme 11

cout<<"Norme.uh 12="<<uh[].1l2<<endl ; // Norme 12

cout<<"Norme.uh sup="<<uh[].linfty<<endl ; // Norme sup

cout<<"Somme des termes="<<uh[].sum<<endl ; // Somme

cout<<"uh[]="<<uh[]<<endl ;
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56

CHAPITRE 3. PROBLEMES INSTATIONNAIRES

t=10[sec]

t=10[sec]

FIGURE 3.33 — Projection de la solution



Conclusion

Freefem++ est un logiciel en constante évolution car il est facile d’ajouter de nouveaux
outils. Nous avons essayé¢ d’illustrer cela avec les exemples.

Dans I’avenir, nous prévoyons d’inclure plus d’outils pour 'anisotropie tridimensionnelle
différenciation adaptative et automatique des mailles par surcharge de I'opérateur, transparente
intégration d’outils paralléles pour libérer 1'utilisateur de la programmation de bas niveau.

o7
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