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Introduction générale

Le contact entre les corps déformables est un phénomeéne trés courante dans le in-
dustriel et dans la vie de tous les jours, le contact entre les plaquettes de frein avec
roues, les pneus de roue et de route, les pistons avec jupes ou les processus complexes de
formage des métaux ne sont que quelques exemples. Des progrés importants ont été réa-
lisés récemment dans la modélisation mathématique et 'analyse des différents processus
impliqués en contact entre des corps déformés. En raison de sa complexité inhérente,
les phénomeénes de communication conduisent & de nouveaux modéles mathématiques
intéressants, c’est-a-dire un systéme d’équations différentielles partielles, associées aux
conditions aux limites et aux conditions initiales, qui décrivent a la fin un processus de
contact spécifique. Actuellement, une théorie mathématique générale de la mécanique
de la contact (MTCM) apparait. Il s’intéresse aux structures mathématiques qui sont a
la base des problémes de communication avec différentes lois constitutives, c¢’est-a-dire
différents matériaux, différentes techniques et différentes conditions de communication ;
Voir par exemple [47, [39].

La théorie mathématique émergente de la mécanique de la communication s’inté-
resse aux structures mathématiques qui sous-tendent les problémes du contact généraux
avec différentes lois constitutives, a savoir divers matériaux, 'ingénierie et différentes
conditions du contact. ou le probléme du contact est essentiellement de savoir com-
ment les forces sont appliquées sur une structure et comment réagissent ces structures
lorsqu’elles subissent ces forces. outre les problémes cités ci-dessus, il y a d’autres phé-
nomeénes réels et qui sont trés importants tels que 'endommagement du matériau et
I’adhésion des corps.

Le sujet de 'endommagement est extrémement important dans les conceptions en
ingénierie puisqu’il influence directement sur la vie usuelle de la structure ou la com-

posante concue. Il existe une littérature trés riche sur ce sujet. Les modéles prenant en
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Introduction

considération I'influence de I’endommagement interne du matériau sur le processus de
contact ont été étudiés mathématiquement. L’analyse mathématique de problémes uni-
dimentionnels peut étre trouvée dans [24]. Les premiers modéles de 'endommagement
mécanique provenant des considérations thermodynamiques sont apparus dans [I8]. De
modeles généraux récents dans [21], 22] 27, 37, [43] sont issus du principe de la puis-
sance virtuelle. Dans tous ces travaux, I’endommagement du matériau est décrit par
une fonction a ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque o = 1, il n’ya pas d’endom-
magement dans le matériau, lorsque a = 0, le matériau est complétement endommagé
et lorsque 0 < a < 1, il a un d’endommagement partiel et le systéme a une capacité
réduite. Certains problémes en thermo-mécanique de contact avec endommagement ont
été étudiés dans [0, 10, 1T, B35] B6] B8, (0]

Les matériaux piézoélectriques sont extrémement utilisés comme interrupteurs et
actuateurs dans beaucoups de systémes d’ingénierie, en radioélectronique, 1'électroa-
coustique et la mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des proprié-
tés mécaniques et électriques. Ce couplage conduit a I'apparition d’un potentiel élec-
trique suite & une déformation mécanique et, inversement, une déformation mécanique
est générée lorsqu’un potentiel électrique est appliqué. De modéles généraux pour des
matériaux électro-élastiques ayant un effet piézoélectiques peuvent étre trouvés dans
[9,138, 53], 33]. Un probléme de contact avec "slip-dependent" pour les matériaux électro-
élastiques a été étudié dans [49], et pour les matériaux électro-élaso-viscoplastiques a
été étudié dans [31].

Les matériaux présentant des propriétés piézoélectriques sont trés nombreux. Le
plus connu est sans doute le quartz, toujours utilisé aujourd’hui dans les montres pour
générer des impulsions d’horloge. Mais ce sont des céramiques synthétiques, les PZT
qui sont le plus largement utilisées aujourd’hui dans I'industrie.

Les processus d’adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent
non métaliques, sont collées ensemble. il s’agit du phénomeéne de contact avec adhé-
sion entre corps déformables ou entre une surface rigide et un corps déformable , ceci
a lieu quand la colle est ajoutée pour réduire ou ralentir le mouvement des surfaces.
Ce phénoméne a recu récemment une trés grande attention dans la littérature ma-
thématique. L’analyse des modéles de contact avec adhésion peut étre trouvée dans
[4, 21 13, 14 [16], 19, B30, B32], 45]. La nouveauté dans tous ces articles est I'introduction

d’une variable interne de surface, le champ d’adhésion noté par [ décrivant I'intensité
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d’adhésion sur la surface de contact. Suivant [25] 26] le champ d’adhésion satisfait la
restriction 0 < 8 < 1, quand S = 1 au point de la surface de contact, I’adhésion est
compléte, quand S = 0 il n’y pas d’adhésion. Quand 0 < # < 1 I’adhésion est partielle.
On renvoit le lecteur & une bibliographie abondante sur le sujet dans [42] [44), [46], 47] .

Un autre phénomeéne sera considéré dans cette mémoire, il s’agit du phénomeéne

de contact avec l'effet thermique. Les processus de contact et de frottement s’accom-
pagnent invariablement d’une production de la chaleur qui peut étre considérable. A
titre d’exemple, le freinage brusque d’une voiture peut entrainer la dissipation d’une
puissance importante sous forme de chaleur. L’effet thermique dans les processus de
contact affecte la composition et la rigidité des surfaces et provoque des contraintes
thermiques dans les corps en contact. La fagon dont la chaleur affecte les propriétés
mécaniques d’une surface peut étre partiellement prise en compte (en supposant que le
coefficient de frottement dépend de la température, voir [41]). Les modéles mathéma-
tiques en thermodynamique ont besoin de quatre éléments : la condition de production
de la chaleur, la condition décrivant I’échange de la chaleur entre le corps et la fonda-
tion, la relation constitutive et I’équation de 1’énergie. Ces modéles ont été développés
récemment dans [3], 20] 28] 34 (2].
La thermomécanique s’intéresse aux effets de la chaleur sur les contraintes et les défor-
mations des corps mécaniques et vice versa,c’est I’extension de la mécanique isotherme,
cette extension est diie au fait que les contraintes et les déformations proviennent non
seulement des forces mécaniques mais également des variations de température.

Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de
comportement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la for-
mulation mécanique de probléme a étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques
résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variation-
nelles, le lemme de Gronwall et quelques théorémes qui seront d'une grande utilité
pour les démonstrations.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions d’un probléme de contact avec adhésion et
compliance normale en thermo-électro-élasticité avec mémoire longue et endommage-
ment. Nous présentons une formulation variationnelle du probléme et nous démontrons
I’existence et 1'unicité d’une solution en utilisant des techniques de point fixe et lemme

de Gronwall.
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Notations générales
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Ensemble des entiers naturels,
I’ensemble des nombres réels,
Constante réelle strictement positive,
C’est a dire,

oY
ox;’

La dérivée partielle de v par rapport a la i composante x : 0;1) =
Gradient de I'application ¢ : Vo = (019, ..., Oqt)),

'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R(d = 2, 3),
Divergence de l'application,y) : Divy) = (019 + ... + Og)),

le produit scalaire de X,

la norme de X,

Presque partout,

Ouvert de R?, parfois domaine L’hertzien,

I'adhérence de QF,

La frontiére de Q¢ : T'Y = 99,

Les parties de frontiére I'Y, (i = 1,2, 3) ,

Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T'¢,

Mesure superficielle sur T'%,

la normale unitaire sortante a I'?,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v défini sur €,
les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel o défini sur QF,
Espace des fonctions u’

La norme de L*(Q°) définie par || u’ [|r20= ([fy |u|2dz)?,

mesurables sur Q telles que [, [u‘[*dz < 400,

* mesurables sur QF telles que,

Espace des fonctions u
Je > 0] uf |< ¢, p.p., sur QF,

I'espace L%(Q%)4,
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Notations générales

H{ I'espace H! ()9,

HE I'espace L?(Qf)4xd,

H Pespace {7 = (7{;) € H; divr’ € H'},

Hz () L’espace de Sobolev d’ordre 3 sur T,

Hz(IY) L’espace dual de Hz (T'Y),

HY(QF) L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2,

Hpe Lespace(Hz (I'))?,

H’Fe I’espace dual de Hye.

~v:H; — Hr Tapplication trace pour les fonctions vectorielles,
W* lespace {1* € Ef | ¢ =0 sur’},

wt Pespace {D* = (DY) | Df € L*(Q), Df, € L*(Q)},

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, £ € N et 1 < p < +o0, on note par
C(0,7;H) L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,
C1(0,T;H) L’espace des fonctions continiment dérivables sur [0, 7] dans H,
LP(0,T;H) L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,
| - |lzeo,rmy  La norme de LP(0,7T; H),
WEP(0,T;H) L’espace de Sobolev de paramétres k et p,
| - [lwrorm Lanorme de Wo?(0,T; H),
T T Les parties de I'! = m,
i =T2=T3 Linterface de contact entre les corps Q', Q?,
ut Vecteurs des déplacements dans le domaine QF, on écrit u! les composantes
du vecteur dans la base canonique,

o Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u‘, on écrit of

les composantes du tenseur dans la base canonique,

ol normale des contraintes a la frontiére du domaine :0!, = (ov%).1/",
ot le composante tangentielle du champ tensoriel o,

ot Valeurs des potentiels électriques dans le domaine QF,

16 Valeur d’adhésions sur la surface de contact I's,

D’ Valeurs des déplacements électriques dans le domaine 2,

e(ut) Tenseur linéarisé des déformations :e(u’);; = 5(9;ul + 9;u).
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de comporte-
ment d’un matériaux thermo-électro-élastiques, les conditions aux limites ainsi que la
formulation électro-mécanique de probléme & étudier. Ensuite, nous passons en revue
quelques résultats concernant les espaces fonctionnels, et les équations et inéquations
variationnelles, les lemmes de Gronwall et quelques théorémes qui seront d’une grande

utilité pour les démonstrations.

1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modéle mathé-
matique de probléme utilisé dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons la formulation
mathématique pour le probléme de contact avec adhésion et compliance normale entre

deux corps thermo-électro-élasticité avec mémoire longue et endommagement.

1.1.1 Cadre physique

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines bor-
nés QY C RY(£ =1,2;d = 2,3), avec une frontiére réguliére I'* = 9QF, partitionnée en
trois parties mesurables I'{, T'5 et T'4, correspondant aux conditions aux limites méca-
niques, d’une part, et en deux parties mesurables I}, et T'¢, correspondant aux conditions
aux limites électriques, d’autre part, telles que mes(I'Y) > 0, mes(I') > 0 . On note
par * la normale unitaire sortante a I'. Le corps Q¢ est encastré sur I'Y dans une
structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité f et agissent des

forces volumiques de densité f§ et des charges électriques de densité volumiques gf.



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

Nous supposons que ff et fg varient trés lentement par rapport au temps. Les corps
sont soumis & I’action de potentiel nul sur la partie I'Y de la frontiére ainsi qu’a I’action
des charges électriques de densité surfacique ¢, agissent sur la partie I'j. Soit 7' > 0 et
soit [0, 7] I'intervalle de temps en question. Le corps est en contact avec une fondation
sur la partie I's.

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondent au cadre physique
presenté, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de
cette mémoire.

Nous désignons par S? I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R?(d =
2,3),” -7 et ||-|| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur R? et S%. Ainsi, nous avons

u’ v’ :uf-vf, HUKH = (vz-vg)%, vul, vt e RY,
UE'TZIUfj-Tfj, I = (+¢ - 793, vo!, rt e §°.

Pour chaque élément v* € HY, nous notons par v’ et v’ les composantes normale

et tangentielle a la frontiére définies par

L (2N f; L Iy (11)

Nous désignons par o = o‘(x,t) le champ des contraintes, par u* = u’(z,t) le
champ des déplacements sur Q° et par e(u’) le champ des déformations infinitésimales.
Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des
fonctions par rapport & x € Qf et ¢ € [0, 7).

14

Pour un champ des contraintes o’ nous dénotons par ¢! et o' les composantes

normale et tangentielle & la frontiére données par

ot = (V) -V, ot =o'v' - ol V. (1.2)

En utilisant ([1.1)) et ((1.2), nous obtenons la relation

(V') -v' =l + ot 0! (1.3)

v T

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans I’établissement de formulation

variationnelle de probléme mécanique de contact.



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

1.1.2 Modéle mathématique

Notons que le point au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rapport
au temps, par exemple

. du® . d?ut
i = ¢

ar T ae
ot @' désigne le champ des vitesses et i’ désigne le champ des accélérations.

Les fonctions inconnues du probléme sont les champs des déplacements u’ : Qf x
[0,7] — R et les champs des contraintes o : Q° x [0,T] — S¢, ¢ = 1,2. Notons
la densité de la masse par p’ : 2 — R, et la densité des forces volumiques par
fEQf % [0, T] — R% L’évolution du corps est décrite par I'équation du mouvement de
Cauchy :

Dive’ + f{ = p'i"  dans Qf x [0,7). (1.4)

Les processus d’évolution modelés par 1’équation précédente s’appellent processus
dynamiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par
exemple dans le cas ot @’ = 0, il ’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques),
ou bien dans le cas oul le champ des vitesse @' varie trés lentement par rapport au temps,
c’est-a-dire que le terme pfii’ peut étre négligé (processus quasi statiques). Dans ces

deux cas I’équation du mouvement devient :
Dive’ + ff =0  dans Q°x[0,7T]. (1.5)

L’équation équivaut a de relations scalaires, et mathématiquement cette équation
ne suffit par a modéliser le probléme d’équilibre du corps car, par exemple les d com-
posantes u; du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a savoir les potentiels
électriques ©* : Qf x [0, 7] — R et les champs des déplacements électriques D : Qf x
[0, 7] — R?. L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par I’équation d’équilibre

pour le champ de déplacements électriques :
divD* = ¢ dans Q° x [0,7], (1.6)

ot "div" est Popérateur de divergence pour les vecteurs, divD? = D¢

0,09

et q(‘; représente

la densité des charges électriques volumiques sur €2°.



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut
imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques
pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans I’établissement
des lois de comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides :
essais de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais de
relaxation.

Dans la description des phénomeénes purement électro-mécanique, par loi de com-
portement (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le
tenseur des contraintes of, le tenseur des déformations infinitésimales e et leurs déri-
vées temporelles ¢¢ et £¢. Cette définition se modifie légérement dans la description des
phénoménes électro-mécaniques, car ici nous devons aussi prendre en considération le
champ de déplacement électrique D* = (DY) ainsi que le champ électrique E* = —V .
Nous présentons par la suite les lois de comportement de matériau : matériaux électro-
élasticité.

Loi de comportement des matériaux électro-élasticité.
Nous considérons ici une catégorie de matériaux ot le tenseur des contraintes o et

le vecteur des déplacements électriques D’ sont reliés par la loi de comportement :

of = Ale(u’) - (E)E(¢"),

D' = gle(uf) + G (F'(4")). (17)
E(p") = V¢!
ot A : Qf x S% — S? est Popérateur d’élasticité non linéaire, E(¢*) = —V! ou

V' = (%, i) représente le champ électrique, £ = efjk est le tenseur piézoélectrique
qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation a champ constant ou
nul et G¢ = gfj est le tenseur diélectrique & déformation nulle qui constitue un tenseur

o oo ‘s . £yx C Ve o (ol O\ ¢
symétrique défini positif. Par ailleurs (%) = (ej;;,)" ot (e;,)" = ej;-
Loi de comportement électro-élasticité avec mémoire longue

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par

ol = Als(ul) + [ QU(t — s,e(u’(s)))ds — (E)E(p"),
D' = gle(u’) + G (B (¥)),



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

ou @ = (Q;;) est un tenseur de relaxation. Si @ = 0, on retrouve la loi électro-élastiques
donnée par .
Loi de comportement thermo-électro-élastique avec mémoire longue et en-
dommagement

Laloi de comportement d’un matériau thermo-électro-élastique avec mémoire longue

et endommagement est donnée par
t
o' = Ae(uh), 0", o) + / Qlt — s,2(u’(s)),0%s), o' (s))ds — (E)*E ("), (1.9)
0

ou Q' représente une fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement de
relaxation du matériau, nous considérons également que Q° dépend de deux variables
internes 'endommagement af et la température absolue 6.

La température 6¢ est défini par une équation parabolique, qui représente la conser-

vation de I'énergie comme suit
0 — kENG" = ©F (o, e(u’), 0% ") + o, (1.10)

ol1 ©f est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par
les forces intérieures. Ici et ci-dessous k§ est une constante strictement positive et p
une donnée, qui représente la source de chaleur du volume.

L’endommagement o est une variable internes d’état définie dans Qf x [0, T, avec
0 < o < 1: L’évolution du champ d’endommagement utilisée au deuxiéme chapitre

est modélisée par I'inclusion du type parabolique donnée par la relation :
& — kA + OYye(at) 3 ¢° (a’e,é(ue), 6, cf) , (1.11)

ol k' est une constante positive, ¢* est la fonction source de I'endommagement, 9t
est le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¥y et K‘est I'ensemble des endomma-

gements admissibles défini par
K'={acH(Q);0<a<1, pp dansQ}. (1.12)

Nous utilisons la loi de comportement des matériaux thermo-électro-élasticité avec
mémoire longue et endommagement dans le chapitre 2 de ce mémoire.

Nous passons maintenant le conditions aux limites utilisées dans le chapitre 2

1.1.4 Conditions aux limites

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de

It



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'{ x [0, T], le champ des

déplacements u’ est par conséquent nul :

u'=0  surT{ x[0,7]. (1.13)

La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité ff agit sur I's x [0, T] et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy o‘v* satisfait :

oc'vt =f  surT') x [0,7]. (1.14)

Les conditions aux limites électriques.
Ces conditions sont déterminées & partir des deux équations :
©'=0 sur T x [0, T7, (1.15)

D' v =¢ sur I x [0, T7. (1.16)

Conditions continues aux limites de contact.
On définit le déplacement normal par
[u] = u,, + up,

et le déplacement tangent par

1 2
(u,| =u, —u:.
La continuité des contraintes sur l'interfaces I's se traduit par :

ol=0>=0, ol=-0’=o0, sur ['s. (1.17)

1.1.5 Lois de contact avec ou sans frottement

- Contact sans frottement
Dans un contact parfait, ol sans frottement, ’action mécanique transmissible par
obstacle entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpen-

diculaire au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation
or =0,
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le
mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige & introduire une
loi de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les autres
variables du systeme.
- Contact avec frottement
Contact avec compliance normale

Dans ce cas, les corps est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

a priori. La contrainte normale ¢!, satisfait la condition dite de compliance normale

o,—=0

1 2
v v

0-1/7

(1.18)
—0oy = pu([w] — 9),

ou [u,] est le déplacement normal, g représente l'interstice entre les corps et p, est

une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette condition

indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa pénétration

[u,] — g. Précisons que dans le chapitre 2 du mémoire nous considérons le cas entre

deux corps, c’est-a-dire, l'interstice est nul, ¢ = 0. Comme exemple de la fonction p,

nous pouvons considérer
p(r) =cyry, (1.19)
ol ¢, est une constante positive et ;. = max{0,7}. Un deuxiéme exemple est donné

par

p(r) = N (1.20)
c,a0  si > Q,

ou « est un coeflicient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition
de contact signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle
dépasse «, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.
Loi de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique.
Elle se caractérise par 'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement

et elle peut s’énoncer souslaforme :
| o [I< plowl,
H or ||< M|UV| = [UT] =0, (1'21>

| o ||= plo,| = il existe A > 0 tel que o, = —A[u,],



1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

ou o, est la contrainte tangentielle, © > 0 est le coefficient de frottement et u, repré-
sente le déplacement tangentielle.
Loi de frottement sec de type Coulomb avec adhésion

Une version quasistatique de la loi de frottement sec de Coulomb utilisée en litté-
rature est donnée par

(
1 2
o, = —0:

| o7 + 78R ([ur]) [|< ppu([w]),
| or + 70 Re([ur]) [|[< ppo([un)]) = [ur] =0 sur I's x [0, 7], (1.22)

I o + 78 Re([w-]) [|= ppy ([ ]) = IA = 0

 telle que o, + 7 6°R, ([u,]) = —Au,]
ol v, est un coefficient positif et u est le coefficient de frottement, supposé étre positif.
R, : R? — R? est I'opérateur de troncature défini par

v si lv]| <L,
R, (v) = (1.23)

Lﬁ si |v]| > L.
Ici L > 0 est la longeur caractéristique des liens Notons que les conditions de frotte-
ment similaires a ceux dans ([1.22]) ont été considérées dans [42] dans le cas particulier

R, ([u,]) = [u,], pour L trés grand.

1.1.6 Les conditions de contact avec compliance normale et

adhésion.

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur
'3 x [0, T, on introduit une variable interne d’état définie sur I'y x [0, T'|, qui représente
I'intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < < 1. Quand =1 a un
point x € I's, 'adhésion est compléte et tous les liens sont actifs, quand 8 = 0 tous les
liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < 8 < 1 c’est le cas d’une
adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus détails sur ce section, on
renvois par exemple [23] .

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale

avec adhésion :

o, = —py([w)]) + 1R, ([uy)]) sur T3 x [0,7], (1.24)
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1.1 Formulation mathématique d’un probléme de contact

ou 0, est le déplacement normal, v, est un coefficient positif, p, : I's x R — R est une
fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — R,

est I'opérateur de troncature donné par :

L si s < —L,
R,(s) =14 —s =i —L<s<0, (1.25)

0 si s> 0.

Ici L > 0 est longueur caractéristique des liens. La condition ([1.24]) indique que
chaque corps exerce une action sur I'autre corps en fonction de sa pénétration [u], ou
le deuxiéme terme de 1’égalité est la contribution de I’adhésion a la tension de surface.

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion a été déja
utilisée dans |26} HI].

Quand le champ d’adhésion 3 est nul, devient :

o, = —pu([uy]) sur T'3 x (0,7), (1.26)

qui représente la condition de compliance normale.

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des com-
posites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures diffé-
rentes. Pour modéliser les phénomeénes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le proces-
sus d’adhésion a la description du contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la

forme :

6 =Haa(B, &, Ru([w)), Re([ur]))  swr T5x[0,7], (1.27)

H,4 est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle.
Un exemple d’une telle fonction, utilisée dans [13].

On considére la possibilité d’'une diminution de lefficacité de collage quand les
cycles de collage et de décollage continuent. Par conséquent, le processus est supposé

dépendre de I'histoire d’adhésion qu’on note par :

Ep(x,t) = /Otﬁ(:v,s)ds sur  I'Y x [0, 7). (1.28)

On donne quelques exemples de ce genre de fonctions

H,q(8,&s, R1, Ra) = — B4Ry,



1.2 Rappels d’analyse

ol 7, est le coefficient de vitesse normale et 5, = max(0, 5). Nous notons que dans ce
cas, seule la déconnexion est autorisée. Une équation de taux différente pour I’évolution

du champ de collage est

Had(ﬁafﬁa Ry, R2) = —(5(%3% - ’Yt|R2’2 + ’Yt) - Ea)+,

ici, 7, est le coefficient de vitesse tangentielle, qui peut également étre interprété comme
le coefficient de rigidité tangentielle de I'interface lorsque I’adhérence est terminée (5 =
1).

Un autre exemple, dans lequel H,y dépend de ses trois variables, est

Bi(1-7
H.4(83,&s, R1, Ra) = =B+ R — 1B+ | Ral® + 7" +1(+ & >v
B

ol v, est le coefficient tangentielle de collage. Cependant, la liaison ne peut pas dépasser
B =1 et, de plus, la réassociation devient plus faible au fur et & mesure du processus,
ce qui est représenté par le facteur 1+§§ dans le dénominateur, et 3y I’adhésion initiale,
tel que :

0<pBy<1,pp.surls. (1.29)

Sous les conditions ((1.27)-(1.29)), on a la remarque suivante :

Remarque 1.1.1 : Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le champ
d’adhésion vérifie la restriction 0 < B < 1. En effet, puisque 3 < 0 donc B < Sy < 1.
En outre, si 8 = 0 quand t = to, donc B = 0 pour tout t > to, et dov 8 = 0 pour
tout t > to, p.p. © € I's. Alors, nous concluons que 0 < f <1 pour tout t € [0,T] p.p.

l’EFg.

1.2 Rappels d’analyse

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire

(.,.)m : H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z application de H — R, définie par :
lu = (u, )3, (1.30)
et on rappelle que || - || est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz :
|(w, V) g| <|| w||allv ||z, Yu,v € H. (1.31)
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1.2 Rappels d’analyse

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par
(1.30). Soit H " Iespace dual de H c’est a dire I'espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur A muni de la norme :

. <NV >yxu
Inllg= sup ————

ver—foy  lvllag

ot {.,.) .y représente la dualité entre H et H.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un
espace de Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H

unique tel que

(0, V) g = (fov)m Vv e H.
De plus
¢ =l f Nl -

L’importance de ce théoréme est que tout forme linéaire continue sur H peut se
représenter a l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H .

1.2.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de
résoudre bon nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles
sans réponse jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur ’espaces de Sobolev

H'(Q) défini par :
HY(Q) = {u cLXQ) | duel*Q)i=1,- ,d}.

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L%(Q)? pour tout
u e H' (Q).

On sait qui H'(€) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :
(u,v) ) = (U, V)12(0) + (Oiw, 0iv) 120,
et la norme associée :

l .
| w [ @)= (w, u) g1 (g, €t on écrit || u ||%-11(Q):|| u ||i2(9) + [ Vu ||i2(g)d :
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1.2 Rappels d’analyse

On a les résultats suivants :

C' () est dense dans H'(Q).

Théoréme 1.2.2 (Rellich)
H'(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 1.2.3 (trace de Sobolev)
Il existe une application linéaire et continue & : H'(Q) — L2(T') telle que du = u|r

pour tout u € C1(Q).

Remarque 1.2.1 L’espaces L2(T') ci-dessus représenté espaces de fonctions réelles
sur I' qui sont L2 pour la mesure superficielle dU'. L’ application § s appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l'application u — ulp
définir pour u € C*(Q).
Remarque 1.2.2 On note que l'application de trace 6 : H*(Q2) — L*(T") est un opéra-

teur compacte.

Définition 1.2.1 Pour tout k € N et pour tout p € [1,400], nous définissons l’espace
de Sobolev W*P(Q) par

WHP(Q) = {u € LP(Q) Va, |of < k; Ju, € LP(Q), tel quev, = Dau}.

Remarque 1.2.3 Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier

D*u et v,,.

La norme sur I'espace W*?(§2) est donnée par

1
p
( Z | D*u ||rr ) ) si 1 <p< oo,

| w [lwrr )= || <K

max || DU || () si p=oc.
lo| <k

Pour p = 2, on note par H*(Q) lespace W52(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

Théoréme 1.2.4 Les espaces de Sobolev W*P(Q), pour k € N et p € [1, +00], munis
de la norme || - ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour tout

k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [12].
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1.2 Rappels d’analyse

1.2.3 Espaces fonctionnels

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u’
et ot :
w = () | uf € LA(Q)] = (L),

ol = (ot Y — 2000\ — (12700)\dxd
(0f) | of =0k e L3O} = L2, )

{
{
= {ul = () | ule HY(Q)| = (H(Q)),
{O‘ZEHZ | divojeHe}.

Les espaces H®, H*, H! et H! sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants :

(
(uf, v e = / Solde,

4

2

(O.Z’ "’-Z)”HZ

2

7 (1.33)
(u,v") e = (w0 ) e + (e(u’), e (v))gye,

(U'Z,TZ)HI’ (0!, 7% 4 + (Dive?, Divr?) e,

respectivement, ot ¢ : H{ — H* et Div : H{ — H* sont respectivement les opérateurs

de déformation et de divergence, définis par

L, ¢ 0 ¢
é(u” + uj,i)v Dive” = (Uij,j)'

€(UZ) = (eij(uf)), Eij(ue) =

Les normes sur les espaces H, H¢, H et H{ sont notées par || - ||z, || - ||, | - | e
et || - [l3, respectivement.

Puisque la frontiére I'¢ est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v/ a la frontiére
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v* € Hf nous utilisons la notation v* pour
désigner la trace yv* de v° sur I'Y. Rappelons que 'application de trace v : Hf — L2(T')?
est linéaire et continue, mais n’est pas surjective.

Désignons par Hll,_, le dual de Hye, et (-,-) le produit de dualité entre H/F,g et Hre.

Pour tout o € H¢, il existe un élément o‘v’ € H/Fe tel que :
(a'Vt, ') = (6, c(v"))yye + (Dive, v') e Yo' € HY. (1.34)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule
(o‘vt, ') = /Z a'v' - v'da Yo' € HY. (1.35)
r
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1.2 Rappels d’analyse

¢

Donc, pour o assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(', e(v"))gye + (Dive’, v") e = / o'vt vlda Yo' € HY, (1.36)

FZ
ol da est un élément de mesure de surface.

Nous définissons le sous-espace fermé de Hf
Vi={v'eHl | v'=0 surl%}. (1.37)

Puisque mes(I'{) > 0, l'inégalité de Korn s’applique sur V¥, alors, il existe une

constante ¢, > 0 dépendant uniquement de Q¢ et T'{ telle que
| e(!) o= i | o [l Vo' € VE. (1.38)

Nous considérons sur I'espace V', le produit scalaire donné par

(u’, v)ye = (e(uh), (V")) vut, v’ e V¢, (1.39)

et soit || - ||ve la norme associée, i.e.
| v° [lve=]| e(v") |5 Vo' € V- (1.40)
Par l'inégalité de Korn, il vient que || - [|g¢ et || - [lve sont des normes équivalentes
sur V¥ et ainsi (V¥ || - [ly¢) est un espace de Hilbert. En outre, par le théoréme de trace

de Sobolev, il existe une constante ¢y > 0 dépendant uniquement de Q°, I'{ et I's telle
que :

”’UEHLQ(Fg)d < ¢ vaHve Vol e V* (1.41)

Pour une fonction scalaire ¢, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I'3

du contact, nous définissons I’ensemble
Z={p:T3x[0,T] =R |0<p(t) <1, sur I's}. (1.42)
On introduit également les espaces suivants :
ES=L*QY, Ef=HYQY, W'={'cE |¢'=0surT’},

W' = {Df = (DY) | D! € L*(Q),divD" € L2(Q")},

ou divD" = (Df;). Ces espaces W* et W' sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par
(0", ) we = (V@' , VE e, (DY E) e = (DL E e + (divDY, divE ) 2qe), (1.43)
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soient || - ||we et || - ||yve les normes associées ; ¢’est-a-dire
16" llwe=[l V& llsze, | D [Sye=l D [[fe + || divD" [[Fa(gyy - (1.44)

Puisque mes(T'Y) > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe

une constante cp > 0 dépendant uniquement de Q° et T telle que
I VO lwe> er || 9 e, V9 € WE (1.45)

Une démonstration de l'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé dans [40)].

Sur 'espace W nous considérons le produit scalaire donné par

(¢ 6w = [ Vo 9ulds, (1.46)
[el4
Il s’ensuit de (1.45) que || - ||zi(qe) €t || - [lwe sont des normes équivalentes sur W*

et donc (W¥, || - |lwe) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace

de Sobolev, il existe une constante ¢,° dépendant uniquement de QF, I et ', telle que
€ e < Go° | €° llwe,  VE" € W (1.47)
Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits :
V=V!xV? H=HxH?
Hy=H x H , H=H"xH* H,=H; x H?
Ey=FE} xE2, By =El x E?, W=W!'x W2 W=Wx W
les espaces V, 1, W et W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires
canoniques notée (-, -)v, (+,")g, (-, )w et (-,-)w. Les normes associés seront désignés
par || - ||v, || - Iz |l - llw et || - |lw, respectivement.
Soit 0 < T < oo et soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel, nous utilisons le clas-
sique notation pour les espaces LP(0,T; X), W*P(0,T; X), oul < p < 0o,k > 1. Nous
notons par C(0,T;X) et C1(0,T;X) les espaces des fonctions continues et continiiment

différentiables sur [0, 7] avec valeur sur X, respectivement, avec les normes :

X)= t
1 £ lewrx= max [ () fIx;

= t F(t .
| f llero.rx) nax | £(t) [Ix +£}3¥1 I f(t) lx

Nous notons par C.(0,7; X) I'ensemble des fonctions continues a support compact

dans [0, 7] a valeurs dans X .

Définition 1.2.2 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (fp)nen de fonctions appartenant a

C.(0,T5X) telle que || fu(t) — f(t) ||lx—> 0 quand n — oo, pour tout t € [0,7T] \ E.
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1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans
les espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations
variationnelles d’évolution qui interviennent dans I’étude des problémes mécaniques.

I-Opérateur fortement monotone

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs frottements monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit

scalaire (-,-)x et de la norme associé || - ||x .

Définition 1.2.3 Soient A : X — X un opeérateur non linéaire, l’opérateur A est dit :

1. monotone si

(Au — Av,u —v)x > 0,Vu,v € X,
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u — v)x > mllu — v||%, Yu,v € X,
3. Lipschitz sl existe L > 0 tel que
||Au — Av||x < L|ju — v||x, Vu,v € X,
4. hémicontinu si

Vu,v € X, lUapplication t — A(u+tv) : R — X' est continue.

Théoréme 1.2.5 (Théoréme de point fixe de Banach)
Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l'espace de Banach (X,| - ||x).

Supposons que A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €]0, 1] telle que
| A(u) = Av) [x<cllu—vx Vu,veK

Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, posséde un point

fixe unique dans K.
Pour 'opérateur A™ : K — K défini par la relation
A" = A(A™ m > 2,
nous avons la version suivante du théoréme de point fixe.
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Théoréme 1.2.6 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach
(X, | - |x)- Supposons que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors A admet un point fize unique dans K.

Définition 1.2.4 Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M > 0 tel que :
a(u, v)] <M [[u x| vx, Vu,veX

Définition 1.2.5 Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 telle que :
alu,u) >m || u |3, VYueX.

Théoréme 1.2.7 (Théoréme du Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R wune forme bilinéaire continue et
coercive.
Soit | - H — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique
u € H qui satisfait :
a(u,v) =1(v), VveH. (1.48)

De plus, si a(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

1

éa(u,u) —(u,u)x < za(v,v) — (v,v)x, YveX (1.49)

N | —

I1- Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un

sous ensemble de I'espace X.

Définition 1.2.6 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Yy définie par

0 st u €K,
Ui =

+oo si u¢ K.

Définition 1.2.7 Soit une fonction 7 : X — R et u un élément de l’espace X tel que
j(u) # +oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté 0j(u) est l’ensemble défini
par

Ij(u) ={u e X" | jw) > ju)+ (u',v—u), Yo e K} (1.50)
Le crochet (-,-) désignant la dualité entre X' et X.
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Tout élément u' de U'ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en
w. La fonction j est dite sous-différentiable en u si dj(u) # (. Elle est dite sous-
différentiable si elle l’est en tout point u de [’espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel OV d’une fonction indicatrice Wy

d’un ensemble convexe non vide.

W ={ueX| (u,v—u) <0, Vv e K} (1.51)

ITI- Inéquations quasi-variationnelles elliptiques d’évolution

La modélisation de plusieurs classes de problémes physiques conduit aux inégalités
variationnelles elliptiques ou d’évolution, dans lesquelles la fonctionnelle non différen-
tiable dépend de la solution elle méme. Ce derniéres sont appelées. Nous donnons par
la suite un résultat d’existence et d’unicité pour ce type de problémes.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (-, )y
et de la norme associée || - ||g et soit A : X — X un opérateur non linéaire, j :
X xX — Ret f € X. Compte tenu de ces données, nous considérons l'inégalité

quasivariationnelle suivante.
ve X, (Au,v—u)x +j(u,v) —jlu,u) > (f,v—u)x YveX. (1.52)

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A : X — X un operateur non

linéaire fortement monotone et de Lipschitz, c’est-a-dire

(

(a) Il existe L4 > 0tel que

|Auy — Augl|x < Lallug — ual|x, Vug, uz € X,
(1.53)
(b) I1 existe my > 0 tel que
\ (Auy — Aug,uy — ug)x > malluy — us||%, Yuy, ug € X.
et la fonctionnelle 7 : X x X — R satisfait
(
(a) Pour tout j(u,-)est convexe et s.c.i.sur X
(b) 11 existe m; > 0 tel que
’ (1.54)
J(u, v2) = jur, vi) + j(uz, v1) = j(uz, v2)
\ < myl|lur — ugl|x[lvr —vallx  Vur,ug, v, € X
Aussi, nous supposons que
fex (1.55)
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1.2 Rappels d’analyse

L’existence et 1'unicité d’une solution au probléme (|1.52)) est donnée par le résultat

suivant.
Théoréme 1.2.8 Supposons que les hypothéses (1.53)et et sont satis-
faites, et si mj < my. Alors :

1. 1l existe une unique solution w € X du probleme .

2. 8t uy et ug sont deux solutions du probléme correspondant aux données
f1, f2 € X alors il existe ¢ > 0 tel que

[ur — uallx < cllfi = follx- (1.56)

Ce résultat d’existence, d’unicité et de régularité a été prouvé dans [48| p.51.

IV- Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.2.9 (Cauchy-Lipschitz) : Soit (X, | - ||x) un espace de Banach réel
et soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p. sur [0,T], qui satisfait les propriétés

sutvantes :

;

(@)1l existeLy > 0 tel que
<HW@@—FGWHRSLFHW—MR Vr,y € X, p.p.t €[0,7],

(b)11 existel < p < oo tel que

F(,z) e LP(0,T;X) Vzx e X.

\

Alors, pour tout xy € X, il existe une fonction unique v € WHP(0, T; X) tel que
#(t) = F(t,2(1), p.pt € [0,T],
z(0) = xo.

Définition 1.2.8 S’il est linclusion de (V,|| - ||v) dans (H,|| - ||u) est continue et V
est dense dans H, le triplet
VCHCV

s’appelle le triplet de Gelfand, ou V' Uespace dual de V.
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1.2 Rappels d’analyse

V- Equation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme 1.2.10 Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V.— V' un

opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait :
(Av, v)yr ey 2 wlolly + A, VeV, (1.57)

|Av]ly» < Ci(|v]lv +1), Yve V. (1.58)

Pour des constantes w > 0, Oy > 0 et A € R. Etant donnée ug € H et f € L2(0,T;V'),

alors il existe une fonction unique u satisfait
weL20,T;V)NCY0,T;H), weL?0,T;V),

a(t) + Au(t) = f(t) ppt € 0, T),

u(0) = uyo.

VI- Inéquation variationnelle d’évolution

Théoréme 1.2.11 Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble
fermé non vide et conveze de V, et soit A: V. — V' est un opérateur linéaire, symétrique

et continue qui satisfait
il existeCy > 0etCs  (Av,v)y v + Collv||f > Cs|lv]|i Yo € V. (1.59)
Alors, pour tout ug € K et f € L2(0,T; V'), il existe une unique fonction u qui satisfait
we L20,T; V)N C20,T; H)yn WY2(0,T; V'), (1.60)
u(t) e K, Vtel0,T], (1.61)

(@(t), v =u(t))y oy +(Au(t), v—ut))y v = (f(t), v—u(t))y v veK, pptel0,T]
(1.62)
u(0) = uo. (1.63)

Siug € K et f € L2(0,T;H), alors il existe une unique fonction u satisfaite —
et vérifie

u € WH2(0,T; H) N L*(0,T; V). (1.64)

Les démonstrations de deux théorémes précédentes peuvent étre trou-

vées par exemple dans |7, [§].
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1.2 Rappels d’analyse

1.2.5 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans

de nom breux problémes de contact, en particulier pour établir leunicité de la solution.

Lemme 1.2.1 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €[0,7], a > 0 une constante et 1p € C([0,T];R).

(1) Si
t) < d ds Yte|0,T],
v <a+ [ msds+ [aluss viep.r
alors . .
< d d \ 0,T].
t)_(a—l—/om(s) 3)61:]7(/071(3) s) te€0,T]
(2) Si
w(t) <mf(t) + a/ P(s)ds Vit e [0,T],
0
alors .
/ W(s)ds “T/ m(s)ds Vte[0,T].
pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.2.1 Soit n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0. 59y eC(0,T];R) est une fonction telle que

Y(t) <a+ /Otn(s)i/z(s)ds vt € (0,7,

alors
Y(t) < aexp </Otn(s)ds> , Vtel0,T].

Le corollaire est souvent utilisé pour montrer l'unicité de la solution, de la
facon suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par 1 la norme de

la différence entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer 1 sous la forme

t
wms/n@wmwvmme
0
avec une certaine fonction n > 0. L’applicationt du corollaire donne immédiatement la

nullité de 1.

Lemme 1.2.2 Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0Vt € [0,T] ,

a > 0. Soit également ¢ : [0,T] — R est une fonction telle que :
—¢ ) < a +/ m(t dt—l—/ n(t)*(t)dt, Vs € [0,7).
0
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1.2 Rappels d’analyse

Alors
lo(s)| < (a—I— / m(t)ds) elo s e [0, 7).
0

Dans le cas particulier n = 0, le Lemme devient :

Corollaire 1.2.2 Soit m € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 Vt € [0,T] et soit a > 0.
Soit également ¢ : [0, T] — R est une fonction telle que :

3000 < 5@+ [ miotar, Vs e .1

Alors
[9(s)| < a+/ m(t)dt, Vs e[0,T).
0
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Chapitre 2

Probléme de contact avec adhésion et
combliance normal en
thermo-électro-élasticité avec mémoire

longue et endommagement

Dans ce chapitre. nous étudions un probléme de contact entre deux corps thermo-
électro-¢lastique avec mémoire longue et endommagement, le contact est modélisé par
les conditions de compliance normale couplées avec ’adhésion. Notre intérét est de
décrire un processus quasistatique dans lequel le contact, et demontrer que le modéle
résultant se rameéne & un probléme mathématique bien posé.

Chapitre est divisé en trois sections : Dans la premiére section nous posons et décrire
du probléme mécanique puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans la
deuxiéme section, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique.
et dans la troisiéme section, nous étudions 'existence et I'unicité d’une solution faible
du probléme mécanique.

Les techniques employées dans les démonstrations sont basées sur les résultats des
équations variationnelles et la théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments

du point fixe les inéquations.
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2.1 Formulation du probléme

Fig.1 : contact entre deux corps thermo-piézoélectricité.

2.1 Formulation du probléme

Dans cette section, nous considérons le probléme du contact en thermo-électro-
élastic. Nous introduisons une notation, listons les hypothéses sur les données du pro-
bléme et dérivons la formulation variationnelle du modéle.

Probléme P. pour £ = 1,2, trouver les champs des déplacements u* : Q¢ x [0, T] —
R?, les champs des contraintes o : Qf x [0,T] — S?, les champs d’endommagements
o' Qf x [0,T] — R, les potentiels électriques o : Q° x [0,7] — R, les champs
des températures 6° : Q° x [0,7] — R, les champs des déplacements électriques D’ :

Qf x [0,T] = R? et un champ d’adhésion 5 : I's x [0,7] — R tels que :
t
o' = Al(e(u), 6, o) + / Qlt — s,2(u’(s)),0%s), o' (s))ds — (E)*E ("), (2.1)
0
dans Q° x [0, 77,
D' = &' (u’) + G (EY () dans Q° x [0, 77, (2.2)
&' — KA + g (af) 3 ¢ (o, e(u'), 0, o) dans Q° x [0, T7, (2.3)
0" — koA0" = 0 (o' e(u'), 0, af) + p*  dans Q° x (0,7, (2.4)
Dive’ 4 ff =0 dans Q° x [0, 77, (2.5)
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2.1 Formulation du probléme

12
-

divD* —¢5 =0  dans Q° x [0, 7],
u’ =0 sur T'Y x [0,77],
o't =f) sur TS x [0, 77,
B = Haa(B, &, Bu([w])), R ([ur]))  sur T x [0, 7],
{ v=0 sur 'y x [0, 77,
= —pu([w]) + 18R, ([w])
) < ppy([un])
Dl o)) = ) =0 sur Ty x 0.7]
A) = ppo(fw]) = 3IA >0
—\u,]
g%j =0 surI*x[0,7],
/ioaaez + A0 =0 sur ' x [0, 77,
o'=0 sur I x [0, 77,
D’ vt =g} sur I' x [0, 77,
D' v =0 sur I's x [0, 77,
u’(0) = uf, 0°(0) =6, a“(0) = a} dans QF,
B(0) = By sur I's.

| o7 + 78R ([u
| o7 + 78R ([u
| o7 + 78R, ([u

\telle que o, + VTﬁzRT([uTD =

(2.6)
(2.7)
(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
(2.14)
(2.15)
(2.16)
(2.17)

(2.18)

Les équations ([2.1)) et (2.2]) représentent la loi constitutive thermo-électro-élastique

avec mémoire longue et endommagement,

A’ représente I'opérateur de d’élasticité

avec endommagement, o §° représente la température absolue, £(u’) représentent la

contrainte et le tenseur de déformation linéarisé, E¢(pf) =

—V¢' est le champ élec-

trique, £° représente le tenseur piézoélectrique du troisiéme ordre, et (£°)* est son

transposé du tenseur £¢. L’évolution du champ d’endommagement est modelisée par

I'inclusion du type parabolique donnée par la relation ([2.3). L’équation ({2.4]) repré-

sente la conservation de 1'énergie ot ©f est une fonction constitutive non linéaire qui
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2.1 Formulation du probléme

représente la temperature générée par le travail des forces internes et pZ est une source
de chaleur volumique donnée. Les équations et sont les équations d’équi-
libre écrites pour les champs de contrainte et de déplacement électrique ou "Div" et
"div" dénotent 'opérateur de divergence pour les tenseurs et les vecteurs, respective-
ment. Ensuite, les équations et représentent les conditions aux limites de
déplacement et de traction . L’équation décrit ’évolution du champ d’adhésion
est supposée dépendre généralement de | [u,] et [u,], ot nous désignons par u, et
u, les composantes normale et tangentielle. La condition décrit le contact avec
compliance normale et adhésion sur I's, ou v, est un coefficient d’adhésion. Et Les

conditions (2.11)) sont les conditions de frottement et d’adhésion, ou les opérateurs de
troncation sont donnés par ([1.22)) et ((1.26)). La relation (2.12)) représente les condition

aux limite de Neumann homogéne ou % est la dérivée normale de of . La relation

(2.13) représentent une condition aux limites de Fourier pour la température sur I'.
les équations ([2.14]) et (2.15]) représentent les conditions aux limites électriques. Enfin
les fonctions wug, 0y, ag et By dans (2.17)) - (2.18) sont les conditions initiales.

On considére maintenant les hypothése suivantes :
L’opérateur d’élasticite A° : Qf x S x R x R — S? vérifie :

(

(a) Il existe L 4 > Otelle que :
A (2, &1, di) — AN, &, 12, do) | < Lae(|61 = & + [ — 12| + [di — da),
VéL, & €St ri,re,di,dy €R pop.x € QL
(b) 11 existe m 4 > Otel que :
(A, &7, d) = A2, &1, d)). (& — &) = muell&n — &%,
V&L, & eShr,deR pp.x € Q.

(¢) L’application x — A*(x, £, r, d) est mesurable dans Qf, V¢ € S% r.d € R.

(d) L’application z — A%(z,0,0,0) € H*.
\
(2.19)
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2.1 Formulation du probléme

La fonction de relaxation Q° : Q¢ x [0,T] x S x R x R — S¢ vérifie

(a) Il existe Lge > Otelle que :
|Q (w8, &1,m1,dr) — Q. 1, &2, 70, do)| < Loe(|&r — &l + [r1 — 1| + |da — dal),
vt € (0,T), V&,& €S ri,ry,di,dy €ER pop.x € QF

(b) L’application x — Q(x,t, &, 7, d) est mesurable dans Qf, pour tout ¢ € (0,7,
€St rdeR,

(¢) L’applicationt — Qf(x,t, &, 7, d) est continu dans (0,7"), pour tout £ € S¢,
Vr,d € R, p.p. x € 0,

(d) L’application z — Q(x,¢,0,0,0) € H*, Vt € (0,T).

(2.20)
La fonction énergétique ©f : f x S¢ x S x R x R — S? vérifie :
((a) Il existe Lge > Otelle que :
0% (2, m1, &1, 00, dy) — O, 10, &, o, do)| < L (I — ma| + |1 — &of + Jar —
+dy — da]), Yn1,m2, &1, & €S, an, a0, d1,dy €R, pp.x € QY
(b) L’application x — ©%(z,n, &, a, d) est mesurable sur Qf, pour tout n, £ € S¢
et a,d € R,

(¢) L’application x — ©%(x,0,0,0,0) € L*(Q)

k(d)@e(x,n, ¢, a,d) est bornée pour tous 1,& € S?, a,d €R, p.p. v € QL
(2.21)

La fonction source d’endommagement ¢ : Qf x S x S? x R x R — R vérifie :

( (a) Il existe Ly > Otelle que :
|6 (2, &,y di) = @ (0,1, €, 0, do)| < Le (I — o] + & — &of + |ar — as
+|dy — da), Vi, m2,61,& €S, aq,q0,dy,dy €R, pp.az e QL
(b) L’application x — ¢*(z, 7, &, a, d) est Lebesgue mesurable sur Qf, ¥, £ € S¢
eta,d e R,

(¢) L’application x — ¢(x,0,0,0,0) appartient & L2(QF),

| (d) &' (z,n, &, o, d) est bornéeVn, £ € S¢, o, d € R, p.p.x € QF.
(2.22)
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2.1 Formulation du probléme

Le tenseur piézoélectrique £° : Qf x S* — R? vérifie :

(a) &z, 7) = (ef;p(x)Tjr) V7 = (15) €S, p.p. x € QF,

(2.23)
(b) efjk = efkj eL>®(QY, 1<i,j,k<d.
L’opérateur de permittivité électrique G : Qf x RY — R vérifie :
(a) G(x, E) = (bf;(2) Ey), bi; = bj;, by € L=(Q), 1<i,j<d,
(b) Il existe mge > Otelle que : (2.24)

G'E.E > mg|E|?, VE € RY, p.p. z € Q.

La fonction de taux d’adhésion H,y : I's x R x R x R x R — R vérifie :

(
(a) 11 existe Lyq > Otelle que :

|Hag(, By, &1,71,d1) — Haa(w, B2, 62,72, d2)| < Ly (|61 — Ba| + |&1 — &af + |1 — 12
+|dy — dol),VB1, B2, &1, &2, 1,72 €R, di,dy € R pp.a e Ty,

(b) L’application x = H,q(z, 3,17, d) est mesurable sur I's, V3,&, r € Rd € R4

(¢) L’application (3, &7, d) — Haa(z, B,& 1, d) est continu sur R x R x R x R4~?
p.p.-x €3,

(d) Hoq(2,0,6r,d) =0 ,V&,r € R d € R p.p.x €T3,

(€) Hyg(w, B,&r,d) >0,V <0, {,reR de R pp.w €Ty, et

| Hoa(z,8,6r,d) <0,Y82>1, reR de R pp.x €Ty

(2.25)
La fonction de compliance normale p, : I's x R — R vérifie
(
(a) Il existeL, > Otelle que :
’pl/(xarl> _pu($7r2)| < LV|T1 - T2’7 \V/7’1,7“2 S I@:p-p' YIS F37
(D) (py(x,71) — pu(x,72))(r1 —12) >0, Vry,rs € Rp.p.x €}, (2.26)

(c) Papplication  — p,(x,r) est mesurable surT's, Vr € R,

\(d) pu(x,r) = 0 pour tout r < 0, p.p. x € I's.

On suppose que les forces volumiques ff et les tractions surfaciques fy, et les charges
électriques volumique g§ et surfaciques ¢5 et la source de chaleur volumique sont p ont
les régularités :

fy € C0.T512(Q0)7),  fy € C(0,T3L2(Ty)7), (2.27)
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2.1 Formulation du probléme

g € C(0,T;1L2(QY), ¢4 € C0,T;L3(T})), p' e C(0,T;L3(QY). (2.28)

Les coefficients d’adhésion v, et 7, satisfont les conditions :

Yo, V- € L2(T3), 7,7 >0 p.p.surls. (2.29)
Le coefficient énergétique § et le coefficient de diffusion des microfissures x* est vérifie :
Ky >0, k' '>0. (2.30)
Tandis que le coefficient de frottement p vérifie :
we L>=(Ts), wu(x)>0 p.p.sur ;. (2.31)
Le champ initial de déplacement satisfait :
ulh € V. (2.32)
Le champ initial d’endommagement satisfait :
af € K- (2.33)
Le coefficient de temperature satisfait :
05 € EL. (2.34)
Finalement ,on suppose que le champ initial d’adhésion satisfait :

By € L2(T3), 0< By <1, pp.surls, (2.35)

Nous énongons maintenant quelques définitions qu’on utilise dans la suite de ce
chapitre.
D’abord, l'application d’inclusion de (V/ ||.||y/) dans (H, ||.||#) est continue et dense.

On définit la fonction f = (f', f?) : [0,7] — V par :

2 2
= ‘(t) - v'dx L) -vda, Y , 77, .
(f(t),v)y ;/mfo(t) v +;/Fgf(t) v veV,tel0,7], (2.36)

et la fonction ¢ = (¢',¢?) : [0, 7] — W par :

W0.0w = [ a0 =3 [ o) cda, vcewre . (23



2.2 Formulation variationnelle

Les conditions (2.27)) et ([2.28)) impliquent
fecC,T;V), qe€C(0,T;W). (2.38)

Nous introduisons les fonctions continues suivantes ag : £} x E; — R

a:FE; X E; — R par

2 2
ao(¢,€) = Ky / V¢ Ve dr + ) A / ¢‘etda. (2.39)
=1 Qf =1 re
2
a((,&) =) k' / V¢t vetde. (2.40)
=1 o
On définit la fonctionnelle d’adhésion comme suit j,q : L>(T's) X V x V — R par
Jaa(B,u,v) = /1“ (_'VVBQRV([UV])[UA + IYTﬁzRT([uT]) - [v,])da. (2.41)

La fonctionnelle de compliance normale j,.: V x V — R par

Jel1t,v) = /F P[] [vy]da, (2.42)

et la fonctionnelle de frottement js. : V x V. — R par

(s, v) = / up () | [o,] | da. (2.43)

La condition ([2.26)) entraine que les intégrales dans ([2.42)) et (|2.43]) sont bien définies.

2.2 Formulation variationnelle

A T’aide des formules de Green on voit directement que si u, o et 5 sont des fonctions

suffesamment réguliéres qui satisfont (2.5)), (2.7)), (2.10) et (2.11)) avec (2.41)), (2.42)) et
(2.43) pour tout ¢t € [0,T] on déduit que :

(', e(v") —e(u'(t)))ye + (Dive’, v* —u(t)) e = / o'vt (v —ul(t)da, Yo'e V.

T¢

/ ol(e(v") —e(u’(t)))dz + | Dive’ - (v* —u'(t))dz = / o'vt - (vt —ul(t))da
Qf [o)4 ¢

+/ a'v' - (v' —ul(t))da —i—/ o'vt . (v — ul(t))da, Yo'e V-
I I

2 3
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2.2 Formulation variationnelle

dapresetona
| o) et onis = [ g —wlopar = | i = )

—1—/ o'vt - (v' —ut(t))da, VYo'eV*
Tt

La formule de Green pour ¢ =1 :

| et —etu e~ [ fi- @ = wl@nde = [ £ 0~ 0)da

+ / o'v' - (v —u'(t))da, Yo' eV (2.44)
1'\1
La formule de Green pour ¢ = 2 :
/ o’(e(v?) —e(w’(V))dr — [ i (v* —w¥(t)dw = | [y - (v* —u’(t))da
Q2 Q2 2
—i—/ o’v? . (v’ —u*(t))da, Yv* € V? (2.45)
F2

4 addition ) et -
Z /Q o'(efo!) (' O)dr =3 [ fi-( ))dz = Z (v! — u'(t))da

2
+Z/Fe o'vt - (v' —ul(t))da, Vo'e V-
=1 7T%

Alors
2
Z(af,e(ve) / fe(v' —uf( dx—z £ (v = ut(t))da+
=1 =1 7/T%
2
Z/ o't (v' —ul(t))da, VYo'e V.
=1 7%
Donc :
2
Zae ) —e(u H’ZZZ/JFO vt —ul( d:v+2/f2 vt — ul(t))da+
=1
Z/ o'v' - (v' —ut(t))da, Vv'eV,
d’aprés (2.36)

(f(t),v V—Z (v" — u’( daz+2/f2 - (v — u(t)) da.
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2.2 Formulation variationnelle

En suite :

Z(Jﬁ,s(vé)—e(ug(t)))w = (f(t),v—U(Zf))v+Z/ o'vt-(v'—ul(t))da, Vv'e V.

2
On calcule Z/ a'v' - (v' —ul(t))da =7 :
=1 713

o'v' - (vl —ul(t))da —i—/ o’v? - (v? — u*(t))da

I's

d@—@@mw/a%ﬁwﬁmm

I's

+/FS a—i(vi—ui(t))daJr/ o7 (v — ui(t))da

I's

m@wﬁﬂmm+/aﬂw—wwwa

I's

(—pu[s]) + 28 Ro ([ ])) ([t — s (H)])da
+£Uﬂw—w@Wm

alors :

S [ ot = )da = [ (pullnd)+ 0B RD) [~ (O]

2
=1 I's

+ZQan—wumM- (2.46)

Nous supposons que I's = 'y UT; .

oul'y ={rels/ [ o,+70R([u]) [|< pp([u])}
et Iy ={zels/ | o;+70FR([u]) |= pp,([w])}.

Dot /F o ([0r — w. (1)) )da = /F+ o ([vr — w.(t)))da + /F o ([v, — u.(1)))da.
Pour[u,] :

Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

AJ%+%WRWHMM&®Z—AjaﬁwﬁmﬂmhMmmww

3

Maintenant, en utilisant (2.11)).

/1“3+(JT +70°R-([u,))) ([ur])da > — /

. ppw([u]) | [ur] || da = 0. (2.47)
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2.2 Formulation variationnelle

Et
/F (00 + 18R ([ ])) (i (£)])da = — / Afut (8] (£)) o

3 3

Nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

L[?<aT-+7}5?RWQuTD>quT@n>mz=:—A [k de
=~ [ V2o R ) 1 ] 1
[ oAl | ] | de
alors : 3
/ (0 4 3R] (0] = / ) ] o, @49
Pour [v,] :
ﬁfaf%%WRAW&KWJMaZ—A£MmeJM,
donc :
L;m+%ﬁ&WHmwwmz—AgHWJMWJWm
> —bz¥ﬂpuﬂuyb | o] | da,  (2.49)
nous utilisons et le égalité (2.49)) pour trouver :
Z¥wf+%ﬁRﬂwDMm—uAMMa2—A;memmhHH—HWJMM,
(2.50)

nous utilisons (2.47)) et le égalité (2.50) pour trouver :
[ @B R ) o — (0> — [
I's

r

Mpu([uu])(H [,UT] H - H [uT] H)da
’ (2.51)

Maintenant, nous utilisons (2.46|) et (2.51)) pour trouver :

(6 w) — w2 (00 = wDy ~ [ pullad) (oo~ w(0)])da
(=1 T's
+ [ B Rl = e = | ppd)( o) | = | ] Do
- [ 2B R ) o, — w0

33



2.2 Formulation variationnelle

D’aprés (2.41))-(2.42) et (2.43)) on a :

> (0 e(v”) = e(u'())ue + JaalB(E), u(t), v — w(t)) + jue(u(t), v — u(?))

+ g (u(t),v) = jpe(u(t), ut) = (£(t),v - u(t))y, Vo' € V" (2.52)

En utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du probléme ainsi que

les conditions ([2.6)), (2.14]) et la définition (2.37) on a :

(D*, V¢ )y + (divD?, ¢%) e = / D’ ¢tda, Vo' e HY,

T¢

d’ont

D V¢'dr+ /

QZ

divD*- ¢'dx = /

rg

DVt ¢tda+ / DVt ¢'da, Vo' € HE. (2.53)

(92 r

Pour £ = 1,2, on a d’aprés ([2.14)) :

Y4
b

/ DV’ - ¢da = 0,
T

alors :
D’ . Vo¢'dx + / divD* - ¢'dx = / DV - ¢tda, Vo' e HL. (2.54)
Q¢ Q¢ ry
On a d’aprés (2.6 et (2.15]) :
D’ - V¢ dr + / gy - ¢dr = / ¢ - ¢'da, Vo' € HY. (2.55)
Q¢ Q¢ rf
La formule de Green pour ¢ =1
D' V¢'dr +/ q - ¢'dr = / ¢ - ¢'da, Vo' € Hj. (2.56)
o al rf
La formule de Green pour ¢ = 2
D? - V¢*dx +/ q@ - ¢*dr = / ¢ - *da, V¢* € HE (2.57)
02 Q2 2

a addition ([2.56]) et (2.57]) on a :

2

2 2
D’ . V¢ldr + / £ otde = / ¢ plda,
> 5 ¢ ; G ® ; e ¢

(=1

2 2
SOV Y [ dpedtde= 3 [ dhdtda=o
=179 =174

2
(=1
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2.2 Formulation variationnelle

On a d’aprés (2.37) :
2 2
S [ abeote =Y [ ab-oda= (att). o
=1 7 =1 /1%

Donec :

2
> (D, Ve ) e + (q(t), ¢)w = 0.
=1

De , on obtient :

[\

D (Efe(u' () + GU(E (¢ (1)), Vo ) e = (—q(t), 0)w, Vo €W, t € (0,T). (2.58)

(=1

Maintenant ,pour tout ¢ € [0, 7] et de (2.4) , on obtient :

()= (6, €") gy — (READ'(1), €% iy = (O (1), (u(®)), (1), o/ (1)), €

L2(f)
Vet € By, (2.59)
En utilisant la formule de Green on a :
A0, = [ 00 Vedr—nt [ T char, vt e

on a d’apreés (2.13) :

— kg (A0 (1), € p2qey = K | VO (E) - VE dx+Af/ 0'(t) 'dx, VE' € B (2.60)

(o4

Nous utilisons (2.60]) et I’égalité (2.59)), on trouve :
(0) = (0, + b [

QZ

VO (L) - VErda + N / 0 (t) - 'dx
T¢

= (&' (e (0, cu(®)). 0 (). a' (1), €") | . e € B,

L2(QF)

2
; (") = (1), ¢") D3 S K / VO'(t) - VEd + Z A / ) - Elda

=

—2@6 0. cu(®)). 00,0 0).€) L Ve ey
D’apreés (2.39), on obtient :

i(éf(t)—pf(t),fé)p(m)mo i(@f e(u(t)),6'(t), o (t)),§€>L2(m),



2.2 Formulation variationnelle

Vet € B (2.61)
Enfin, soit of(t) € K* et pour tout ¢ € [0, T]. De la définition (1.51)) de 9vye(at)
et de ([2.3]), on obtient :

(6" (0" (1), (' (1)). 0°(8), @ (£) = & (1) + w* A (£),€" = (1)) oy <0, VE' € K",
Donc :
<¢€ (o (1), e(u' (1)), 0°(1), (1)), £ — O/(t)>L2(Qe)
< (a'(),6" = a'(1) o — 1 (B0 (1), €" = (1)) 1y

En utilisant la formule de Green et (2.12)

(A0(0):€ = ') oy = = [ Va'0) - VL6 = (0

En suite :
(a‘(t),&" — o/(t))LQ(m) + K 5 Val(t) - V(& — al(t))dx
> (6 (o (1), 2w’ (1)),6(), 0" (1), & = 0" (0))
alors :
z—i £),& = a"(t)) oy + Z ) - V(& — ol (t))dx
> Z (' (o (1), (' (1)), 0°(0), 0" (1)) € — o/(t))m(m), vel e K.
D’aprés (2.40), on trouve :
Z (6"(6).€ — (1)) oo, + a (0(1), € — a(t))
zz (¢ (" (1) ). (1) 0" (). - a“”)m(my e K. (269

De ., .52), [.61), 2.58), (2.62), . et 2.18]), on obtient la

formulation variationnelle du probléme P.

Probléme PV. Trouver les champs des déplacements uw = (u',u?) : [0,7] — V,
les champs des contraintes o = (o', 0?) : [0,T] — H, les potentiels électriques ¢ =
(o', 9?) : [0,T] — W, les champs des températures 0 = (0*,6%) : [0,7] — Ey, les

champs d’endommagements a = (a',a?) : [0,7] — E, le champ d’adhésion f :
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2.2 Formulation variationnelle

[0, 7] — L>®°(T'3) et les champs des déplacements électriques D = (D*, D?): [0,T] —
W, tels que :

ol = Al(e(uh), 0", ab) + /Ot QY (t — s,e(u’(s)),0(s),a’(s))ds — (EH*E‘(¢), (2.63)
D = le(u’) + G'(B(¢")). (261

> (0 e(v”) = e(u'())ue + JaalB(E), u(t), v — w(t)) + jue(u(t), v — u(?))

+jfr<u<t)7 U) - jfr(“’(t)? ’U,(t)) > (f(t)a v = u(t))Va Vv eV, te [OvT]7 (265>

(9’%) — AN, 52)L2 +ag(0(t), €) =

(€4

3 (@E(af(t),g(u(t)%,ef(w,o/(t)),gf) VEE B te(0,T) (2.66)

L2(Qt

o) € K, 3 (60,6 — (1)) e, +a (alt). € — alt))

(=1

3 (qsf(af(t),e(uf(t)),ef(t),af(t)),ge . o/(t)) VEE K, te[0,T], (2.67)

= 2@’
D (E(u (1) + GUEYP (1)), Vo e = (—a(t), o)w. Vo €W, t€[0,T], (2.68)

B(t) = Haa(B(t), &5(1), Ry ([un()]), R-([u-(D)])), pp- t € 0,7, (2.69)
u(0) =ug, 0(0) =10y, «a0)=a, B(0)=7. (2.70)

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les
fonctionnelles j,q, Jjuc €t jp qui seront utilisées dans les sections suivantes. Ci-dessous
dans cette section, 3, 81, B dénotent les éléments de L2(I'3) tel que 0 < 3,61, 3, < 1
p.p. sur I's, wq, uo, vy, Vo, u’ et v’ représentent des éléments de VY, et ¢ est une constante
générique positive qui peut dépendre de Q°, I's, ¥+, V. Py, p- et L, dont sa valeur peut
changer d’un endroit a l'autre. Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce
qui suit la dépendance explicite aux fonctions diverses sur zf € Qf U ;.

D’abord nous faisons remarquer que les fonctionnelles j,q et j,. sont linéaires par

rapport au dernier argument et donc

jad(ﬁ: u, _U) = _jad(ﬁy u, IU)? jl/c(ua —’U) = _juc(u7 'U). (271)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Ensuite, en utilisant (2.41]) et les inégalités |R,([v])| < L, |R-([7))| < L, |/ <1

, |82 <1, nous déduisons que

Jad(B1, w1, U2 — 1) + Joa(Ba, w2, ur — uz)| < c [ |61 — Bol|lur — uz||da.  (2.72)
I's

En combinant cette inégalité avec (|1.41]) , nous obtenons

Jad(B1, w1, Uz — w1) + Jad(Ba, U2, ur — ug)| < c|f1 — 62”L2(F3)”u1 —uszllv.  (2.73)
En choisissant 8; = o = [ dans ([2.73]) , nous trouvons :

Jad(B1, U1, U2 — U1) + Jaa(Pa, U2, u1 — uz) < 0. (2.74)

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs R, et R,
montrent que

|jad(5auhv) - jad(57u2,’v)| < C||U1 - U2||V||’U||V- (2-75)

Aussi, nous prenons u; = v et uy = 0 dans ([2.74)) ensuite nous utilisons les égalités

R,(0) =0, R,(0) =0 et (2.73]) pour obtenir
jad(ﬁauv’IJ) > 0. (276)
Maintenant, en utilisant (2.42)), on obtient

Jve(u1, V2) = Jue(tr, V1) +Joe(U2, V1) —Joc (U2, v2) = —/F (P ([urn])—po ([u2n])) (V1] —[v20])da,

et d’apres (2.26))(b), on a
juc(ula 'UQ) - jyc(ub Ul) + juc(u27 vl) - jl/c(u27 ’UZ) S O (277)

Maintenant, nous utilisons ([2.43|) pour trouver

Jr(w1,v2) = Jp (w1, 01) = jpe (U2, v2) + (U2, v1) < /F plpy([ur]) = pu ([ ) [o17] = [v2r ]|

D’aprés 'hypothese ([2.26]) (a), et gardant entéte ((1.41)) nous obtenons

Jpr(r,v2) =g (r, v1) = (w2, v2) +pr (U2, 1) < GLy || 4 ooy | wr—uz vl vi—vz v .

(2.78)
Les inégalités (2.73)—(2.78) et 1'égalité (2.71) vont étre utilisées dans des places

diverses dans le reste du chapitre.
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2.3 Existence et unicité de la solution

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre intérét principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et

d’unicité pour le probléme variationnel Probléme PV .

Théoréme 2.3.1 Supposons que — sont vérifiées. Alors, il existe pg > 0
dépendant uniquement de Q°, T, 15, T3, 0y, 0r, Haa, QF et A° 0 = 1,2 telle que, si
| 12]| Loe () < po 5 alors le Probleme PV posséde une solution unique {u, o, ¢, 0, a, 3, D}.

De plus, la solution satisfait

ueC0,T;V), (2.79)

0 e C0,T;W), (2.80)

B e Whee(0,T; L*(T's)) N L>(0,T; Z), (2.81)
ocC0,T;Hy), (2.82)

6 c L*0,T; E,) N HY0,T; Ey), (2.83)

a € L*(0,T; E) N HY0,T; Ey), (2.84)

D c Wh>(0,T;W). (2.85)

Un jeu de fonctions {u,o,¢,0,a, 3, D} qui satisfaisant (2.63)—(2.70) s’appelle
solution faible pour le probléme P. Nous concluons par le Théoréeme que, sous
les hypothéses —, le probléme P a une solution faible unique qui satisfait
)~ 59,

Démonstration du Théoréme [2.3.7]

La démonstration du Théoréme sera effectué dans plusieurs étapes. A cet
effet, nous assumons dans la suite que — sont satisfaites.

premiére étape : Soit (A, ) € C(0,T; Ey x Ey) et nous considérons le probléme
variationnel suivant.

Probléme PV, ,). Trouver le champ de température 0y : [0,7] — Ep, et le champ

d’endommagement «a,, : [0, 7] — Ej tels que

> (B0 =X - )€

(=1

o +ao(05(t),€) =0, V&€ Ey, t€[0,T], (2.86)

ault) € K37 (4(6) = 1(1). € — (D) oy
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2.3 Existence et unicité de la solution

alau(t),€ —au(t) >0, Ve K, teloT), (2.87)
05(0) = o, ,(0) = o, (2.88)
ol K = K' x K2

Lemme 2.3.1 [l existe une solution unique {0x, .} du probleme PV, ) satisfaisant
235D,

Démonstration. L’application d’inclusion de (E1, ||.||g,) dans (Ey, ||.||g,) est continue

et dense. Notant par E| I'espace dual de E; , nous pouvons écrire le Triplet de Gelfand
E, C Ey C E,.
On considére 'opérateur linéaire Ag : E1 — E; défini par

(AOC>€>E1><E1 = CLO(C; g)v v<7€ S El' (289>

Nous utilisons ([2.89)) et la définition (2.39)), en utilisons I'inégalité de Holder et pour
tout (,£ € £y, on a:

(A0C: &)ty | < Rl VEllL2()a I VE I r2(@)a + Aoll€l] 2y €] 22y - (2.90)

Gardant en téte Théoréme [1.2.3) (trace de Sobolev),l'inégalité (2.90) devient :

[ AoCll g, < ClIC B (2.91)

ce qui montre que Ag : E; — E; est continue et donc hemicontinu.

D’aprés la définions (2.89) on vérifie :

(A0<7 C)EixEl > 0;

. ’ ,
ie, que Ag: E7 — E| est un opérateur monotone.

D’autre part, moyennant (2.90)), comme Ag > 0 et pour tout ( € E; , on résulte :

(AoC, C)Eixbﬁ > "{OHVCH%Z(F)W

et d’ou
(Ao, C)E{xEl 2 “OHCH?:} - "fOHCH%D-
Alors, Ay satisfait la condition (1.57) du Théoréme |1.2.10| avec w = kg et A =
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2.3 Existence et unicité de la solution

Ensuite, de (2.91]) nous déduisons que A satisfait la condition (|1.58]).

Il s’ensuit maintenant de la régularité (2.34) et (2.38) et A € L?*(0,T;E,) que
G=A+qé€ L2(0,T; E()) et Oy € LQ(Q)
Finalement, nous remarquons que toutes les conditions du Théoreme [1.2.10] sont

vérifiées, donc nous concluons qu’il existe une unique fonction 8, qui satisfait

0 € L*(0,T; E\) N H'Y(0,T; Ey), 0x € L*(0,T; Ey),

0)\<t> + Ao@(f) = q,\(t) p.p. t e [O,T],
0(0) = 6.

D’autre part, on sait que ’ensemble des endommagements admissibles K est un
sous-ensemble non vide, fermé et convexe dans F; . Ainsi, le champ d’endommagement
initial o € K.

On considére 'opérateur A, : F; — E; défini par

(A6 8) g, = alC,6), V(€ € By (2.92)

Nous utilisons (2.92)) et la définition (2.40)), on peut vérifier que A; est linéaire , et
pour tout (,£ € Ey, on a

(Alg; £)E1XE1 = (A1£7 OE1><E1;
et

(A1C. ) g | < 381 VC It VE i

< cllCllm lig e

donc, A; est continu et symétrique.

Ainsi, pour tout ¢ € Ey, nous avons

(Alga S)EixEl = /€||V€||¥{,

alors
(A18,8) g, + (5 + DIENE, > sIVENE + 11E]1E,),
et d’ou
(418, g, + Call€ll, = Csli€ll,-

Alors, satisfait la condition ((1.59) du Théoréme |1.2.11{avec Cy = k + let C5 = k.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Nous remarquons que toutes les conditions du Théoréme [I.2.T1] sont vérifiées.

Ce qui termine la preuve du lemme 2.3.7] =

Deuxiéme étape : Soit (A, p,m) € C(0,7; Ey x Ey x V), nous utilisons le ), o,
obtenu dans le lemme [2.3.1] et nous considérons le probléme suivant :
Probléme PV, . Trouver le champ des déplacements wy,, : [0,7] — V, un po-
tentiel électrique py,, =: [0,7] = W, le champ d’adhésion Sy, : [0,T] — L*(T'3) tels

que :

S (Al (uh,,,), 05, of), e(vf) — e(us,, (1))
+Jue(Wnun (1), © = Unun (1)) + Fr(Wnn (1), ) — e (Wnun (F), Unun(t)) (2.93)
+(n(t), v — wruy(t)) > (f(t), v — uruy(t))yv, YveV, tel0,T],

D (€ e(uly (1) + G (B (95, (D), VO ) e = (—a(t), O)w, Vo € Wt € [0,T],

= (2.94)
Bkun(t) = Had(ﬁkun(t)agﬂx,ma RV([UMMn(t)Dv RT([UTAun(t)D)a pptle [O, T], (2-95)
Unm(0) = wo,  Baun(0) = Bo. (2.96)

Pour I'étude de ce probléme on a le résultat suivant.

Lemme 2.3.2

1. Il existe pg > 0 qui dépend de QT4 T8, Ts,py, pr, Hog et A 0 = 1,2 tels que,
i |[ptllLeery) < po, alors le Probleme PV ). posséde une solution unique

{wrun, O Baun } qui satisfait la régularité — )

2. Siuy et uy, sont deux solutions du probleme (2.93) et (2.96) correspondant auz

données ny,me € C(0,T;V), alors il existe ¢ > 0 telle que pour tout t € [0,T],
w1 (t) = ua(t)|lv < clm(t) —na(E)]lv- (2.97)

Démonstration..

Nous appliquons le Théoreme [1.2.8 ot X = V l'espace de Hilbert muni du produit
scalaire (-, )y et de la norme associée || - ||y , définies par ([1.39)) et ([1.40)).

Nous utilisons le Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet pour définir 'opéra-

teur A:V — V par

(Au,v)y = (A(e(u’), 05, ), e (v"))ue, (2.98)

(=1
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2.3 Existence et unicité de la solution

pour tout w,v € V, et définir f, € X et la fonction j: V x V. — R par

fy(t) = f(t) = n(t), vtel[0,T], (2.99)

Jj(u,v) = jue(uw,v) + jp(u,v), Yu,veV. (2.100)

Soit v € V; en utilisant (2.98]) nous avons

(Aul - Au2a v)V - Z(AZ(E(’U’@? Qi, aﬁ) - AE(E(’U,Q), Qﬁ, &ﬁ)a E(IUE))H‘"

(=1

En utilisant (2.19))(a)

WE

(Aur — Aug,v)y < ) [l A (e(ur), 05, o) — A"(e(u), 05, ) le £ () [l

o~
ol

1

IN

LAfHu{ - ugHVZH'UEHV‘U
=1

~

< Clluy — uz|lv||v|lv,
d’ou
(Auy — Auy, v)y < Clluy — usllv||vlv.

Mettons ensuit v = Au; — Aus dans léinégalité précédent pour obtinir
HA’U,l — A’LLQHV < CHUI — U'ZHV' (2101)

Soit w1, us € V. Nous utilisants (2.98]) pour trouver

2
(Au’l - Au27 Uy — U’2>V = Z(AEQE‘(U,?)’ eﬁv &ﬁ) - Ag(g('u,g)7 eiv 0/)7 8('U€ - ué))?‘l['

I
(=1

Moyennant maintenant (2.19) (b), on trouve
2
(Auy — Aug,uy — )y > Y me|[uf — us|3e,
=1
> min(mar, maz) ur — uslly,

donc

(A’U,l — AUQ, u; — UQ)V > min(mAl, mA2)”’u,1 — qu%/ (2102)

Nous concluons de (2.101)) et (2.102) que I'opérateur A est fortement monotone et

de Lipschitz sur V.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Aussi, en utilisant (2.42)) et (2.43) pour voir que la fonctionnelle j définie dans

(2.100]) satisfait la condition (1.54)(a). Moyennant (2.26) et (2.31]) encore une fois,
nous utilisons (2.77)), ([2.78)) et (2.100]), nous trouvons l'inégalité suivante

J(u, v2) = j(ur, v1) — j(uz, v2) + j(uz, v1) < Ll,cg | HLN(Fs)H u; —uy [lv]| vi—v2 v,

Vul,ug,vl,vg e V. (2103)

Finalement, ce qui montre que la fonctionnelle j vérifie la condition (1.54))(a) sur
X = V. De plus, en utilisant ([2.38)) et prenant en considération que n € C(0,7;V),
nous concluons de (2.99) que f, € C(0,T;V), i.e., f, satisfait (1.55). Soit

min(m 41, m42)

Ho =
AL, ’

et remarquons que g dépend de Q°, T¢, TS, T's, p,, pr, Hag. Supposons que | ]| Loery) <
fo. Alors

oLy ||| ooirs) < min(migr, mgz), (2.104)
et, en appliquant le résultat d’existence et d'unicité sur les inégalités quasi-variationnelles

(Théoréme m ), il s’ensuit P'existence d’un élément unique wy,, € V qui vérifie
(Atruy, v — Wry)v + (U, V) — 5 (Wamy Unpn) = ([, 0 — ng)v - Yo € V. (2.105)
Maintenent, nous montrons que
wy, € C(0,T5V).

Soit t1,t, € [0,7], et on considére les notations wy,,(t;) = w;, 0\(t;) = 0;, a,(t;) =
a;, n(t;) =mni, f(t;) = f;, i = 1,2, en utilisant des arguments basés sur (2.93)) nous
trouvons
2
Z(Ag(g(’u,g - ’U,g), 0{ - 057 O/i - ag)’ E(’Uﬁ - ug));{e < jl/C(ula Uz — ul)
=1
Five(ta, w1 — uz) + jpr (w1, W) — Jpr(wr, w1) + Jpr (w2, ur)
— Jpr(Ua, ) + (N1 — M2, w1 — Un)v + (fi — fo, ur — u2)v. (2.106)
Combinons maintenant 'inéquation précédente avec 'hypothése (2.19) de I'opé-
rateur A’ | et les propriétés (2.75), (2.78) des fonctionnelles j,., s pour trouvons

I'inégalités suivante
mel|uy — U2||%/ < C(%Lu | ||L°°(r3)|| Uy — Uz ||%/ Hlm = m2llvllur — uzlv
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2.3 Existence et unicité de la solution

+A = Bllvllwr — uellv.
Ce qui méne a l'inégalité suivante

1
mae — gLy || 1 ||lLoe(ry)

Jur — uslly < (lm = n2llv + 1A = Lllv)- (2.107)

Donc :

[ur = wallv < e(lm —n2llv + A = Lllv)- (2.108)
1

mae — Ly ||l Loe sy

ol c=

Rappelons que f € C(0,T;V) , et sous 'hypothésede petitesse c2L, |||l < m e il
vient de (2.108) que l'application ¢ — wy,,(t) : [0,7] = V est continue. C’est & dire
Unuy € 0(07 T; V)

Maintenant, nous définissons la forme bilinéaire G : W x W — R par

2
= (G'V¢' V) e Vo, € W. (2.109)
/=1

D’aprés ([1.45), (1.46), (2.24) et (2.109) avec I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous

pouvons démonter que la forme bilinéaire G est continue, symétrique et coercive on W.
Cependant, en utilisant le théoréeme de représentation de Riesz on peut définir une

forme liniéaire continue wy,,, : [0,7] — W par

(w)\/m(t)v ¢)W - <Q(t)v ¢)W Z(gl ('u’)\;m< ))7 V¢Z)Hlv v¢ € W7t € [07T]

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, pour déduire qu’ilexiste un élément

unique @y,;,(t) € W tel que

G(QO,\W](t), (b) - (wklm(t)a Qb)w

2

= (q(t), Q)w + > _(E'e(us,, (1), Ve ) e Vo€ W. (2.110)

=1
Nous prouvons maintenant dire que ¢y, € C(0,7; W) , soit t1,t, € [0,7] et pour
simplicité , on considére les notation @y, (t:)) = @i, uru(ti) = wi, q(t;) = ¢ pour

t = 1,2, nous utilisons (2.94)) et nettons ¢ = ¢; — o, on obtient

[\

2

D (G (Vor=V2), Vor—Vo)) e = (1—a2, pr—2) )w+ Y _(E'e(ur—uz), Vior—Vos)) e

/=1 /=1
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2.3 Existence et unicité de la solution

En utilisant (2.23))et (2.24)(b), nous trouvons
mgllpr — walliy < Cellur —wallvllvr — wollw + o — @2llwller — wollw,
ce qui meéne a 'inégalité suivante
le1 = @ollw < C(flur —ualv + lar — 2llw), (2.111)

ou C' est une constante positive. Notons aussi que les hypothéses combinées avec
la difinition impliquent que ¢ € C(0,7; W) avec uy,, € C(0,7;V) , I'inégalité
implique que @y, € C(0,T; W).

Finalement, nous considérons I'application Hy,, : [0,T] x L?*(I's) — L?*(I'3) défini
par

Hkun(ta B) = Had(ﬁklm(t)a fﬁAw, Ru([u/\um/(t)]): RT([uAunT(t)])>7

pour t € [0,7] et B € L?(I'3). 1l s’ensuit d’aprés les propriétés des opérateurs de
troncation R, et R, que H),, est de Lipschitz par rapport au deuxiéme argument,
et cela uniformément dans le temps. De plus, pour tout 3 € L*'3) I'application
t — Hyuy(t, ) appartient a L>(0,7;L%(I'3)). Nous utilisons maintenant une version
du Théoréme de Cauchy-Lipschitz, nous obtenons l'existence d’une fonction unique

fonction Sy,me € WH(0,T;L%(T3)) tel que
B () = Had(Brun (1), €650 B ([t (D)), Re ([urnin()])), - popt € [0, 7], (2.112)

Brnun(0) = Bo. (2.113)

D’apré la remarque 1.1.1 nous démontrons 0 < §(t) < 1 pour tout ¢t € [0, 7] p.p sur
I's nous déduisons que 0 < Sy, (t) < 1 pour tout ¢ € [0,7] p.p sur I's. Il résulte de la
définition de I'ensemble Z |, que ), € Z, ce qui conclut la preuve du lemme (2.3.2]).

Troisiéme étape : Nous considérons 'opérateur :
A C(O,T,V X Fjy X Eo) — C(O,T,V X Fjy X Eo),
défini par :

A(na )‘7 M) (t) = (Al (777 )‘7 /j“) <t>7 AQ(U: )‘7 M) (t)7 A3<T]7 /\7 :u’)(t>) €V x EO X EOu (2114)
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2.3 Existence et unicité de la solution

avec :

(A A 1)(0)s0)v = = > (EV B (@5)s (W) ae + Jad(Brun (1) (1), 0)

=1
o —s,e(u i s))ds, e(v*
+;(/OQ(t ()\1“7())9() u())d»( ))#»vve\/,
(2.115)

A*(n, N p)(t)) = (O (o3 € (), 03, ) o’ (O'Aumg(u)\mz) 03, a )), (2.116)

A3(777 )‘nu)(t)) = (¢1 (U}\/m?g(’u’)\my) 9)\7 ) ¢2 (O-Aumg(u)\,un) 9}0 )) : (2'117)

Pour tout (n,A\,pn) € C(0,T;V x Ey x Ey) 0\ et o, représentent le champ de
température et le champ d’endommagement obtenus dans le lemme (2.3.1)). wy,,, ¢, €t

B3, représentent le champ de déplacements, le potentiel électrique et le champ d’adhésion

obtenus dans le lemme 1) , et Uﬁﬁm défini par

= Al 00+ [ Q10— .l (1), 5050 s — (€7 B ()
(2.118)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.3 L’opérateur A admet un point fixe unique

(", A, w*) € C(0,T;V x Ey x Ep).

Démonstration. Nous montrons que pour un nombre entier positif m , la puissance

m iéme de l'opérateur A, notée A™ est une contraction dans C(0,7;V x Ey x Ey) .
Soient (11, A1, 1), (M2, Ao, 2) € C(0,T;V X Ey X Ey) et par simplicité, nous utilisons

les notations w,, x, u, = Wi, P xips = Pir By = Bis O, = iy, = et o, 5, 0 =

o; pour i = 1,2. En utilisant (2.118]),(2.41]) nous obtenons
A (s A ) (8) = A (12, Ao, ) ()17 < Z 1)V — (&) V(1) |3

+;/0 HQf(t—s,e(uf(s)),ef(s)’al( 1) = Ot — s, 2(ul(s), B4(5), o (s))||3#ds

+e |18 Ru([uw]) — B3 (1) Ru([uz)) 122 ry)
+e |87 () R ([wr- (1)]) — B2 (8) R ([war (D122 1) -
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2.3 Existence et unicité de la solution

En utilisant (2.20)) et (2.23))

2
1A (0, A, ) () = A (s Ao p2) (DI < D IE) e IV (8) = Vi (D)1

+ [ llat(s) - aé<s>||12(m)ds) + e 1830 Rullun]) — B3O Ro (2] 2aqrs
e |80 Rl (1)) — B2 Re[t2r (D)) [y

et en utilisant la définition de R, et R, on a

A M) 0) ~ A e ) O < max(Zon, Loo) (| ua(s) — was) s
- 101(5) — 6a(5)|% s + / lan(s) — aals) I3yds + €)1 () — a0

e ll81(8) = B3y ) -

Alors :

A1, A, )(8) — A, s ) (D) < © ( / Jua(s) — wals) s
/ 161(5) — Ba(5) [2,ds + / laa(s) — as(s)2,ds

Hlor () = ool + 18:(0)  Balt) o) - (2.119)

Ou C = max(max(Lg1, Lg2), ||(€)* HLOO ,C).
Par des arguments similaires, de (]2.116|), ([2.118) et (2.21), il s’ensuit que

A%, A, )(6) — A2 Ao )0, < C (s (6) — ws(B
[l (5) = o) s + a9 @), + [ llonts) ) s
HI(0) - 001+ [ 106~ Gt + a0l ). (2120
De méme, I'utilisation de implique :

IA® (1, Aas ) (8) — AP (2, Ao, o) () |7y < € (Jlua (£) — ua ()3

+ / s (5) — wa(s) [2ds + o (£) — an(t)|[3, + / lon(s) — anls) 13, ds
16 () — Balt) 13, + / 164(5) — B(s)[[ 2 ds + [l () — 902(t)||€v> | (2.121)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Alors, depuis (2.119)), (2.120) et (2.121]) on a

A A i) (8) = A2, Ao, 12) (O, < C () — w2 (D)5
+ [ us) = wa)Reds + flau )~ as@)f, + [ llar(s) - (o) ds
0 0
000 = 020, + [ 102(5) = a5
Hlor(t) = a5 + 181(1) — B2(t)||iz<r3)) : (2.122)
Du probléme de Cauchy ,Ious pouvons écrire
Bi(t) = Bo —/0 Haa(Bi(s), &a,(s), Bu([uin(s)]), Rr([wir (s)]))ds
et, en utilisant et , nous obtenons que
181(8) = Bo ()| z2(rg) < C/O 1B1(s) = Ba(s) || z2(ry) ds

+0 [ IR5) = Rollun () ey s

e / IR ([t17()]) — R (2t (3)]) ] 2oy .

Utilisant la définition de R, et R, et en écrivant 3; = 1 — [ + [2, nous obtenons

11 ()= Ba(t) L2y < C ( / 181(5) — Ba(s)l| ea) ds + / 1 (5) — 2ta(5) | 2 ds)

(2.123)
Ensuite, nous appliquons I'inégalité de Gronwall pour déduire
1B1(8) = Bo ()| 2ry) < C /Ot [ur(s) — wa(s)|lr2(ry)e ds,
et en utilisant la relation (|1.41]) on obtient
181(t) = Bo(0) | 72r,) < € /Ot [ (s) — wz(s)|I5 ds. (2.124)
Nous utilisons maintenant (2.94)), (L1.45)), (2.23)) et (2.36]) pour trouver
ler(t) = 2(t)[fy < Clun(t) — w2 ()] (2.125)

De ([2.86) on déduit que
(91 - éQ, 0y — 02) g, + aog(by — 02,600 — 03) + (A — Ao, 01 — O3) g, = 0.

Nous intégrons cette égalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

91 (0) = 92(0) = 90 et l’mégahté CLO<91 — ‘92, 01 - 92) Z 0 ,0n obtient
1 t
S161(t) = O>(D) I, < /0 (A1(s) = Aa(s), O1(s) — Oa(s)) s
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2.3 Existence et unicité de la solution

Ce qui implique que
1646 = 620, < [ 1) = Xl s+ [ 1046 — a0l s
Cette inégalité combinée avec 'inégalité de Gronwall conduit a
161(¢) — 62()]| 7, < C /Ot [Ai(s) — Xa(s)[|, ds Vit €[0,T). (2.126)
De plus, de nous déduisons que t € [0, 7T
(G — G, 1 — 2) g, +alag —ag,aq — ) < (U — p2, a1 — @) g, .

Intégrer I'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions

initiales a1 (0) = an(0) = g et l'inégalité a(a; — @, a1 — ap) > 0 ,on obtient

%Hal(t) — ay(t)||%, < /0 (11(s) — pa(s), a1(s) — az(s))gyds,

ce qui implique que

lon(t) — as(t)[1%, < / ln(s) — aa(s) 1%, ds + / o (s) — an(s)]%, ds.

Cette inégalité combinée avec I'inégalité de Gronwall conduit a

laa (t) — (), < C /0 lia(s) = pa(s), ds. (2.127)

Nous combinons (2.97)) ,(2.124]) ,([2.127) et dans (2.122)) et les estimations pour

obtenir

1A (01, A, ) (8) = Az, Az i) (O3 0 <

t
C [ M) (5) = (Ao 1) ()R,
0

En réitérant m fois I'inégalité précédente, on obtient

IA™ (01, Ay 1) — A (02, Aoy 1) | B0 mov sy x i) <

cmrm
—H(m,%ul) (M2, A2y b2) 10 v x o x ) DS

Ainsi, pour m assez grand, 'opérateur A™ est une contraction sur I’espace de Ba-
nach C(0,7;V x Ey x Ey), donc il existe un point fixe unique (n*, \*, u*) € C(0,T;V x
Ey x Ey), et par conséquent (n*, \*, u*) est 'unique point fixe de 'opérateur A . m

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour établir la démonstration du Théo-

reme (231)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Démonstration

Existence. Soit (n*, \*, u*) € C(0,T;V x Ey X Ejy) est un point fixe de 'opérateur A,
et soit {f«, -} est les solutions du Probléeme PV (x« oy et {@xepsps, @rene s Baeneps }
les solutions du Probléme PV« = p«y, pour A = \*, n = n* et p = p*. Nous utilisons

les notations suivantes :

U, = ’U,)\*n*#*, Py = QO)\*,,]*H*, /8* = B)\*n*u*, 9* = 6))\*, Ay = Oé“*7 (2128)
ol = Al(e(ul) 0. / Q(t — s, (ul(s), 0:(5), o ())ds — (£ E“(oL), (2.129)
= leul) + GUBY(sY). (2.130)

Nous prouvons que (ws, 0, @x, O, au, i, D) satisfait (2.63)—(2.69) et la régularité

(2.79) — ([2.85)). En effet, nous écrivons (2.93)) pour (n, A, u) = (n*, \*, u*) et en utilisants
(2.128)), on obtient

Z ), 05, %), e(v") — e(ul(t)))e
=1
Fve(We(t), v — wa(t)) + Jpr(wa(t), v) — Jipr(wa(t), ua(?))
+(* (), v — u.(t))y > (f(t),v — u.(t))y, Vv eV. (2.131)

Nous combinons les égalités A (n*, \*, u*) = n*, A%(n*, X, 1) = X\ et A®(n*, X\, p*) =
p* avec (2.115)), (2.116)) et (2.117]) pour obtenir

(" = = > (EVE(@1)), e(0)pae + jaaB(t), w(t), 0)

HE

+£ZI (/0 Q(t — Sag(ui(S)L95(8),a£(8))d5,5(v£)) Vv €V, (2.132)

Xi() = ©F (o (), (ul (1), 04(1), (1)) £ = 1,2, (2.133)

po(t) = o (ol(t), e(uc(t)), 0:(t), ol (t)) . € = 1,2. (2.134)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Maintenant, En utilisant (2.132)) dans (2.131]) pour obtenir

; ), 0%, a%), e(v”) — e(ul (1)
+; ( / Q' (t — s, e(ul(s)),0(s), ol (s))ds, e(v") — g<u5;<t>>)w

+jad(ﬁ*(t)> u*(t)7 U= u*(t)) + j,,c(u*(t), U= U*(t)) + jfr(u*(t)v ’U)
—jpr(wa(t), w(t)) = Y ((E)E(@i(D)), e(v") — e(ul(t))e
=1
> (f(t),v —u.(t))y, YveV, pptel0,T] (2.135)

Et En utilisant (2.133)) dans (2.86) on obtient
2 2
3¢ ¢ ¢
> (00.€) g F a0 =3 0. Lo (2.136)

=1 =1
pour tout § € Ey, p.p.t € [0,T].
Ensuite, de (2.134)) et (2.87)), a.(t) € K on a

Z £),6" = al(t)) pagqey +a (@a(t),€" — au(t)) 2

D (0 (h(t), e(ul(1), 0(1), al(t)) € = allD) ayye) - (2.137)

=1
pour tout £ € K, p.p.t € [0,T].
Nous écrivons (2.94)) pour (n, A, u) = (n*, A*, u*) et en employant ([2.128)), on obtient

D (GUE L), V) re + Y (Ere(ul(t)) e = (—q(t), d)w (2.138)
(=1

(=1

pour tout ¢ € W, p.p.t € [0, 7).

De plus, nous utilisons u,-x-,~ dans (2.95)) et (2.128)) on obtient

Bu(t) = Haa(Ba(1), €. (1), Rul[ua (D)), Ro([uer (1)), pp-t € [0, 7. (2.139)

Les relations (]2.131|) —([2.139) que {u., o, s, Os, u, By, D, } est une solution du pro-

bléme (2.63] . Et d’aprés les lemmes[2.3.1|et [2.3.2{on a les régularité (2.79 - -

Puisque w., ¢., 9* et «a, satisfait (2.79)), (2.80), (2.83) et (2.84) on a

o. € C(0,T;H). (2.140)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Pour £ = 1,2, on choisit v = u & ¢, avec ¢ = (¢*, ¢?), ¢* € D(Q)? et ¢>* =0, on
obtient
Divel(t) = —f5(t) Vte[0,T], (=1,2. (2.141)

La régularité (2.82) suit les formes (2.27)), (2.140) et (2.141). Soit ¢1,t, € [0,7],
d’apres (1.45), ([2.23), (2.24) et (2.130]), nous concluons qu’il existe une constante po-

sitive C' > 0 vérifiant
[D.(t1) = Di(t2)llr < C ([[px(tr) = ulta) lw + [lu(tr) — wa(t2)]lv)-
En rappelant les régularités pour u, et ¢, dans et , on a
D, e C(0,T;H). (2.142)

Pour ¢ = 1,2, on choisit ¢ = (¢!, ¢?),avec ¢ € D(Q2°)4 et ¢3¢ = 0, dans (2.138)) et
de (2.37)) on obtient

divDi(t) = ¢5(t) Vte[0,T], £=1,2. (2.143)

Et de (2.85), (2.28), @.142) et ([@2.143) on tire

D, € C0, T;W).

Enfin, nous concluons que {u., o, p., O, ., By, D,} est une solution faible du pro-
bléme PV qui satisfait les régularités —, en ce qui termine la preuve de la
partie d’existence du théoréme [2.3.1]

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du point fixe de

l'opérateur A qui est défini par (2.115)—(2.117). =
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié théoriquement un probléme de contact avec adhé-
sion et compliance normale entre deux corps en thermo-électro-élasticité avec mémoire
longue et endommagement.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce
probléme. Comme la frontiére des corps et les données des problémes ont des bonnes
régularitées. Donc, la solution du probléme électro-mécanique et du probléme varia-
tionnelle est la méme.

On a montré 'existence et I'unicité de la solution des problémes précédents par I'uti-
lisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant du temps, équation

variationnelle d’évolution, équation différentielle, le lemme de Gronwall et point fixe.
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/ Résumé \

L’objectif de ce mémoire est I’étude de problemes en Mécanique de Contact
avec adhésion et compliance normale pour des lois constitutives thermo-électro-
élastiques avec mémoire longue et endemmagement. Les résultats obtenus con-
cernent 'existences et 'unicité d’une solution faible pour les problemes étudiés.
La mémoire structurée en deux parties. La premiere partie est consacrée a rap-
peler les différents modeles mécaniques de contact étudiés ainsi que quelques
outils mathématiques nécessaires dans la mémoire. La deuxieme partie est des-
tinée a 1’étude théorique des problemes de contact avec adhésion et compliance
normale en thermo-électro-élastiques avec mémoire longue et endommagement.
Mots clés: thermo-électro-élastiques, adhésion, compliance normale, endom-
magement, inéquation d’évolution, inéquation quasi variationnelle, solution faible,

Qoint fixe. J
4 )

Abstract

The purpose of this work is the study of some problems in Contact Mechanics
with adhesion and compliance normal for thermo-electro-elastic with long mem-
ory and damage constitutive laws. The results obtained concern the existence
and uniqueness of weak solutions for the studied problems. The memory is struc-
tured into two parts. The first part is dedicated to recall different mechanical
models of contact, as well as some necessary mathematical tools. The second
part is destined to the theoretical study of the problems of contact with ad-
hesion and normal compliance in thermo-electro-elastic with long-term memory
and damage.

Key words: thermo-électro-élastiques, adhesion, compliance normale, damage,
evolutionary variational inequality, quasi-variational inequality, weak solution,

Qxed point. /
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