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Résumé

Cette these étudie des équations différentielles fractionnaires avec conditions non locales
et opérateurs hybrides, en analysant l’existence, et 'unicité des solutions. Les approches
combinent des théoremes de point fixe (Banach, Dhage, Krasnoselskii et l'alternative de
Leray-Schauder) et des techniques d’analyse fonctionnelle pour résoudre des problemes issus
de modeles physiques comme les systemes thermostatiques. Une attention particuliere est
portée aux systemes intégro-différentiels de type Volterra-Fredholm, permettant de modéliser
des phénomenes complexes a mémoire longue avec effets non locaux couplés.

Mots clés : Dérivées fractionnaires, problemes aux limites non locaux, conditions hybrides,

espaces de Banach, théoremes de point fixe, systemes intégro-différentiels, Volterra-Fredholm.

Abstract

This thesis investigates fractional differential equations with non-local conditions and hy-
brid operators, analyzing the existence and uniqueness of solutions. The approaches combine
fixed-point theorems (Banach, Dhage, Krasnoselskii and Leray-Schauder alternative) and
functional analysis techniques to solve problems arising from physical models such as ther-
mostatic systems. Particular attention is given to Volterra-Fredholm type integro-differential
systems, which enable the modeling of complex long-memory phenomena with coupled non-
local effects.

Keywords : Fractional Derivatives, Nonlocal boundary conditions, Hybrid conditions, Fixed-

point theorems, Integro-differential systems, Volterra-Fredholm.
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Notation

[' : Fonction Gamma d’Euler.

B : Fonction Beéta.

Re(.) : Partie réel d'un nombre complexe.

L'[a,b] : Espace des fonctions mesurables et intégrables sur [a,b] & valeurs dans R.

I : Opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre ¢ € R.
AT, : Opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre ¢ € R*.

D7 : Opérateur de dérivée ordinaire d’ordre j € N.

RLg: . Opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre « € R*.
LC©;+ : Opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Liouville-Caputo d’ordre « € RT.
oH D!, : Opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo Hadamard d’ordre ¢ € R*.
Lci);’f : Opérateur de dérivée fractionnaire d’une fonction par apport a une autre fonction
au sens de Liouville-Caputo.

C([a,b],R) : Espace des fonctions continues sur [a, b| a valeurs dans R.

AC([a,b],R) : Espace des fonction absolument continues sur [a, b].

AC"™([a,b],R) : Espace des fonction dont les dérivées n — 1 éme sont absolument continues
sur [a, b].

||l.]| - Norme infinie.
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Introduction

Le calcul fractionnaire, qui généralise les opérations de dérivation et d’intégration a des ordres
non entiers, s’inscrit dans une tradition mathématique aussi féconde que complexe. Si son
formalisme n’a été établi que relativement récemment, ses prémices conceptuelles prennent
source dans la correspondance fondatrice entre L’Hopital et Leibniz en 1695. Nourri par
plusieurs siecles de contributions théoriques émanant de mathématiciens illustres tels qu’Eu-
ler, Liouville et Riemann, ce champ disciplinaire s’est progressivement affirmé comme un
instrument incontournable. Loin de se limiter a ’enrichissement des mathématiques pures,
cette généralisation a engendré des applications substantielles et diversifiées. On le rencontre
désormais en médecine [60,68], en physique [29], en mécanique et dans les systémes dyna-
miques [59], mais aussi en chimie, biologie, économie, traitement du signal et de I'image,
ingénierie, optique et électromagnétisme, pour n’en citer que quelques domaines. Pour une
étude plus approfondie, nous renvoyons le lecteur aux références [16,45,55,69,73,75].

Si plusieurs définitions des intégrales et dérivées fractionnaires coexistent, les formulations
de Riemann-Liouville et de Liouville-Caputo demeurent les plus utilisées et reconnues [22,
38]. La recherche dans ce domaine est tres active, conduisant a des généralisations toujours
plus poussées. Butzer et al. [14] ont ainsi proposé un cadre novateur pour la différentiation
et l'intégration fractionnaires dans le cadre de Mellin. Katugampola [35] a introduit une
intégration fractionnaire unifiant les approches de Riemann-Liouville et de Hadamard. Plus
récemment, Almeida [10] a défini la dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo d’une fonction
par rapport a une autre fonction, offrant une généralisation d’une portée considérable.

C’est dans ce contexte dynamique que s’inscrit cette these, qui se consacre a 1’étude de
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problemes aux limites d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach. Nous porterons une
attention particuliere aux conditions aux limites non locales et hybrides, ainsi qu’a I'analyse
des systemes intégro-différentiels.

Considérons 1’équation différentielle avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes :

y'(t) +qt)y(t) =0, a<t<b,
y(a) =y() =0,

(1)

ou ¢ : [a,b] — R est une fonction continue.
Lyapunov [53] a démontré que si le probleme (1) admet une solution non triviale, alors

I'inégalité suivante est vérifiée :

b
[ lato)lds > )

Cette relation fondamentale, connue sous le nom d’inégalité de Lyapunov, constitue un outil
essentiel dans 'analyse qualitative des équations différentielles. De nombreuses améliorations
et généralisations de I'inégalité (2) pour les problemes aux limites d’ordre entier sont apparues
voir [17,70]. Ce n’est que ces dernieres années que la recherche sur I'inégalité de Lyapunov
pour les problemes aux limites fractionnaires a commencé, utilisant une dérivée fractionnaire
(dérivée de Riemann-Liouville et dérivée de Caputo) au lieu de la dérivée ordinaire classique
dans I'équation différentielle. Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Ferreira [24-26]. On
observe dans les publications récentes un développement significatif concernant les extensions
de I'inégalité de Lyapunov aux équations différentielles fractionnaires. De nombreuses formu-
lations de ces inégalités ont été développées pour différentes classes de problemes aux limites
fractionnaires, selon le travaux dans [57].

Motivés par les travaux mentionnés précédemment, le deuxieme chapitre est consacré a

I’établissement d’inégalités de type Lyapunov pour un probleme de modele fractionnaire
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hybride appliqué a la régulation thermostatique avec conditions aux limites fractionnaires :

Lems, G x(a;;l,t)Hx(t)) +qt)Wx(t) =0, a <t <b, (3)

avec les conditions aux limites hybrides

#(t) _
D <f(m<t>,Hm<t>>> ‘ =0,
w LC@S;l ( x(

(4)

=) _x)
f(m(t),Hz(t))) ‘b M ONE D) ’n =0.

Les fondements théoriques des équations différentielles hybrides (ou intégro-différentielles
hybrides) ont été établis dans plusieurs travaux. Notamment, Dhage et Lakshmikantham [20]

ont étudié I'existence et 'unicité des solutions du probleme de Cauchy classique

4 () =g (tue), tel0.T],

ong e C(0, T] xR,R) et f e C([0,T] x R,R\{0}).
Dans [21], Dhage a démontré l'existence et les approximations des solutions pour les problemes
de valeur initiale d’équations intégro-différentielles fractionnaires hybrides non linéaires sui-
vants :

opp (M) =g (bu ) fy ks u(9)ds), te 0,71,

f(tu(®))

(6)
u(0) = wy,

on0<p<l,a>0ethk:[0,T]xR— R, f:[0,T]xR — R\{0},¢:[0,T]xRxR — R
sont des fonctions données.
Laadjal et Jarad [41] ont étudié 'existence de solutions pour les équations intégro-différentielles

fractionnaires proportionnelles hybrides avec conditions aux limites de Dirichlet suivantes :

o [ wO=30Z L hi(tu(t))
IEC©§+ ( fl(tﬂ?(-;)) ) =9 (tu u (t)) , L€ [07 T]v

(7)
u(0) = ug, u(T) = ur,
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onoe (0,1, 1<pB<2 a;>0,(i=1,...,m),m € N*, up,ur € R et IEC@g’f représente la
dérivée fractionnaire proportionnelle de Caputo-Liouville d’ordre 3 et I1*? désigne I'intégrale
fractionnaire proportionnelle de Riemann-Liouville d’ordre «;, et h; : [0,7] x R — R,
f:00, 7] x R — R\{0},g:[0,7] x R — R sont des fonctions données.

Motivés par les travaux mentionnés ci-dessus, dans le troisieme chapitre, nous traitons 1’exis-

tence de solutions pour I’ équation fractionnaire hybride de type Riemann-Liouville suivante

RL
o7,

(u (t) — Z&Igt7t(]£))j3hz(t,u(t>>> = g(t,u(t)), te€(0,1), (8)

sous les conditions aux limites :

u(t) — Zz:;n il hilt, U(t))) =0, u(l)=¢ 9)

uor=r ( W(E,u(t))

ol RL®§+ est la dérivée fractionnaire de type Riemann-Liouville d’ordre 3, telle que 2 <
B <3etD= %; I'" désigne l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre ~; > 0;
GAhi€Roui=1,..m; h:[0,1]] xR —R, i=1,...m, ¥:[0,1] x R — R\{0}, et
g:10,1] x R — R sont des fonctions données.

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm, issues des probléemes aux limites paraboliques,
constituent un outil fondamental pour modéliser des phénomenes spatio-temporels complexes.
Leur formulation permet de capturer simultanément les effets de mémoire (héritage temporel)
et les dépendances spatiales, expliquant leur utilité dans des domaines variés : dynamique
épidémique [37], conduction thermique [74], écologie des populations [23] et processus de
réaction-diffusion [56]. Cette capacité a unifier temps et espace en fait un cadre puissant
pour I'analyse des systemes complexes [72].

Les avancées récentes sur les équations de Volterra couvrent tant les aspects numériques que
théoriques. Katani et al. [34] ont proposé une méthode numérique efficace validé sur un modele
épidémiologique. Hamoud [28] a ensuite établi des théoremes d’existence et d’unicité via
I’analyse de point fixe, résultats qu’Alasadi et Hamoud [7] ont généralisés a des configurations

non linéaires avec conditions aux limites mixtes.
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Les conditions aux limites non locales et non séparées prennent en compte des interactions
ou des dépendances qui s’étendent au-dela des frontieres immédiates d’'un domaine donné.
Ceci est essentiel pour modéliser des systemes ou le comportement en un point est influencé
par des conditions réparties sur une zone plus large, comme dans le transfert thermique,
la dynamique des fluides ou la dynamique des populations [18]. Récemment, dans [42], les
auteurs ont utilisé des théoremes de point fixe classiques pour analyser et établir I'existence
et 'unicité des solutions pour I'équation intégro-différentielle fractionnaire non linéaire de

Volterra-Fredholm suivante avec conditions aux limites :

LC@SJrZE(t) = () + M\ fot Ki(t, ) Fi(s,2(s))ds + Ay fol Ks(t, s)Fa(s, x(x)))ds,
(10)

px(0) + ve(l) =0,

ou “Dg, est la dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo d’ordre a5 ¢t € [0,1]; 0 < a < 1;
Ky, Ky :]0,1] x [0,1] — R sont des fonctions continues connues; Fy, Fy : [0,1] x R — R sont
des fonctions continues non linéaires; ¢ : [0,1] — R est une fonction continue; A;, Ay sont
des parametres, et u, v sont des constantes réelles avec p + v # 0.

Le dernier chapitre contribue a ce domaine émergent par I’étude d’une nouvelle classe de
systeémes couplés d’équations intégro-différentielles fractionnaires de Volterra-Fredholm (type
Liouville-Caputo) avec conditions aux limites non locales et non séparées. Nous y établissons

des conditions rigoureux pour ’existence et I'unicité des solutions du probleme suivant :

LEDUWigi(t) = Fipan(t), 1=1,2, i—1<aq;<i, t€lab],

z1(a) = pxa(b), x1(b) = vaa(n), x2(a) =0, a<n<b,

ou
2

2=t+(G-1)b
Fianw(t) = @i(t) + ) )\m‘/ Kij(t,7) (T, 21(7), 22(7) )dr, (12)

j=1
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avec —00 < a < b < 4o00; ¢; € C"[a,b] des fonctions croissantes telles que ¢.(t) # 0,
i = 1,2 pour tout t € [a,bl; LC@Z‘i’wi désigne la dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo
par rapport a une autre fonction ¢; d’ordre o;; ¢; : [a,0] = R, K;; : [a,b] X [a,b] — R,
F,j i |a,b] x R xR — R sont des fonctions continues données et p,v € R*, \;; € R, pour

tout 4,5 € {1,2}.

Notons que notre systeme couplé d’équations intégro-différentielles fractionnaires de Volterra-
Fredholm (probleme 11) généralise la dérivée de Liouville-Caputo via une fonction 1;, tandis
que le probleme (10) utilise I'opérateur de Caputo standard. Cette généralisation -Caputo
unifie plusieurs calculs fractionnaires et offre une modélisation plus adaptable des systemes
complexes. Les résultats obtenus sont non seulement originaux dans ce cadre étendu, mais
englobent également comme cas particuliers les situations suivantes :

Cas 1. Si ¢;(t) = t pour tout t € [a,b],i € {1,2}, le systéme (11) se réduit a un systéme
d’équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm (VFIDEs) impliquant les dérivées
fractionnaires usuelles de Liouville-Caputo.

Cas 2. Si 9;(t) = Int pour tout ¢t € [a,b],a > 0,7 € {1,2}, le systeme (11) se réduit a un
systeme de VFIDEs impliquant les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard.

Cas 3. Si ¢;(t) = %,d € RY, pour tout ¢ € [a,b],7 € {1,2}, le systeme (11) se réduit a un
systeme de VFIDEs impliquant les dérivées fractionnaires de Caputo-Katugampola.

De plus, les conditions aux limites non locales non séparées dans (11) sont novatrices, car
elles modélisent des interactions ou des dépendances qui s’étendent sur I’ensemble du domaine
la, b], incluant les points de frontiere immédiats.

Nous démontrons l'existence de solutions pour le probleme (11) en utilisant 1’alternative
de Leray-Schauder et le théoreme de Krasnosel’skii, et prouvons 1'unicité via le théoreme de
Banach. Le choix des points fixes est motivé par leur efficacité pour les probléemes aux limites.
En reformulant le probleme sous forme opératorielle, cette méthode offre un cadre unifié et

puissant pour l’analyse.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux fondements mathématiques du calcul fractionnaire. Nous y
introduisons les principales fonctions spéciales - notamment les fonctions Gamma et Béta - en
explicitant leurs définitions et propriétés essentielles. Par ailleurs, nous rappelons les concepts

de base et les définitions élémentaires qui sous-tendent la théorie du calcul fractionnaire.

1.1 Fonctions fondamentales

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma, dont la formulation moderne remonte aux travaux fondateurs d’Eu-
ler (1729), constitue un pilier fondamental du calcul fractionnaire. Les premieres traces de la
fonction Gamma apparaissent dans la correspondance d’Euler, notamment dans sa célebre

lettre a Christian Goldbach en date du 8 janvier 1730.

Définition 1.1.1 La fonction Gamma (noté par I') est initialement définie pour les nombres
complexes v dont la partie réelle est strictement positive (1 € C, Re(t) > 0) au moyen de

l'expression intégrale suivante :

I = /0+OO ettt (1.1)
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Proposition 1.1.1 ( [38]) On a les propriétés suivantes
1) T() = @, pour tout © € C ot Re(r) > 0.

2) T(n+1)=nl, VneNlN.

(2n —1)(2n — 3)...5.3.1
1 m, Vn e N*,
4T+ ) = 2 VT
V7, pourn =0.

1.1.2 Fonction Béta

La fonction Béta B(t, k), intimement liée a la fonction Gamma, est indispensable en mathématiques
appliquées. On la rencontre principalement en calcul intégral, dans I’étude des distributions

statistiques et pour résoudre certains problemes probabilistes.

Définition 1.1.2 ( [61]) La fonction Béta est définie sur C x C par lintégrale suivante
1
Bu, k) = / P11 — ) 'dt,  Re(t) > 0, Re(r) > 0. (1.2)
0

Proposition 1.1.2 Pour tout (1, k) € C, avec Re(t) > 0, Re(k) > 0, nous avons

1) B(t,k) = B(k, ).

9) B(u, k) = %

1.2 Intégration fractionnaire

Soit ¢ : [a,b) — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini

1§@=/wm%> (1.3)
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alors

Lo(t) =1, (Lye(t))

:/at(/asgp(r)dr)ds, (a<rT<s<t<b)

on utilise le théoreme de Fubini,
t t
I?p(t) :/ (/ ds) o(T)dr
at T
~ [ =i

plus généralement le n-ieme itéré de 'opérateur I peut s’écrire sous la forme

t t1 tn—1
I;’L(p(t) = / / / (,D(tn)dtndtgdtl
a 1a ta

- 1) / (t — )" Lo(r)dr.

a

Cette formule est appelée formule de Cauchy.

1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1 ( [38]) Soient a,b € R tel que (a < b) et v € RT. Lintégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville d’ordre v pour une fonction ¢ € L'([a,b]) est définie par

. o(t), pour =0,
Lp(t) = t (1.4)
ﬁ [t = 1) o(r)dr, pour > 0.

Proposition 1.2.1 Soient « > 0 et kK > 0 deux nombres réels, et ¢ est une fonction

intégrable, on a les propriétés suivantes

1) I(I15e(t) = I (t).
IN'k+1

9) It - a)s = D)

T(t4+r+1) (t—a)™.
3) lim, o+ (Lop)(t) = @(t), Vt € [a,b].
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Preuve

1) D’apres la définition de I!

L) = o [ (=9 (s)ds

— ﬁ /:(t — s)b_lﬁ /:(s — 1) Lo(7)drds
— m /at o(7) /Tt(t — )"t (s — )" dsdr,

on fait un changement de variable tel que s = 7 + (¢t — 7)p alors ds = (t — 7)du

on obtenir

J A e el R

= (t— 7)1 B(1, k)

PO, e
- F(L + /i) (t ) * )
on peut conclure
TIzele) = gy | (= 71 e
alors
I (Ige(t) = I (t). (1.5)

2) On définit la fonction ¢ comme suite

on a

I'(t —a)" = ﬁ/ (t — 7)Y —a)"dr, (1.6)

pour calculer cette intégrale on pose le changement d’un variable
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T=a+ (t —a)s alors dr = (t — a)ds, on obtient
1 t
L'(t—a)" = 0] /a (t — 7)1 —a)dr
(t—a)™ /t 1
= 1 st
) ) (1 —s)""s"ds
(t —a)**
= B 1
(t—a)™ T ()I(k + 1)
T Te+r+1)
on obtient
I'(k+1)
I'(t —a)f = ———2—(t — a)"*". 1.7
-0 = - (L)

3) Pour la derniere propriété, on suppose que ¢ € C°([a,b]), alors on a

(o)1) = % / (t — 7y o(r)dr,

et

(L1)(1) = — 1,

a

lorsque ¢ tend vers 07, d’ou

(1)) — L=

d’une part, on a ¢ est continue sur [a,b) qui nous permet d’écrire

Vi, T € [a,b),Ve >0, >0: |1 —t| <e = |p(T) — ()| < ¢,

S| = e [ ¢ et = g L= teti
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d’ou

L
< €
()’
d’autre part
o [ e el < s [ - el + e
0 . T o(T) — ¢ T_F(L) i T o(T @ T
2 t—e
< —— sup |p(e / t—71)"Ydr, Vtela,b
F(L)ee[a,t]w ) ’ (t—7) a, D)
2 (t—a) ¢
‘rmc( o )
ou
C' = sup |p(e),
e€lat]
alors

[ee" +2C ((t — a)' — €')]

Tt 1)‘”“”’ =T
= 1 e +2C ((t —a)' — €],

I'(e+1)
lorsque ¢ tend vers 07, on a
: (t—a)
Ve >0, 1 Lp)(t) — t)] <
£> 0, lim | (7)(1) ~ o et <

ce qui implique que

Ve > 0, lim [(I'p)(t) — p(t)] < e.
1—07F
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Ainsi
lim (I;p)(t) = ¢(1). (1.8)
1—0t
O
1 3
Exemple 1.2.1 Pour .= %, K = % et a =0, [0225% = Fr(é))t = ‘/TEt.

1.2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.2.2 ( [3]) Soit ¢ une fonction continue sur [a,b] & valeurs dans R avec 0 <
a <b<ooete>0. Lintégrale fractionnaire d’ordre v au sens de Hadamard de ¢ est définie

par
(1) = ﬁ/t (lné)hlgp(s)%, L5 0. (1.9)

t
Exemple 1.2.2 Soit p(t) = In" (—) , alors
a

Hiopk (E) — Mlnﬁﬂ (f) ]
“ a I'(k+c+1) a
1.2.3 Intégrales fractionnaire d’une fonction par rapport a une

autre fonction

Définition 1.2.3 Soit ¢ > 0, soit ¢ : [a,b] :— R une fonction intégrable et ¢ € C"[a,b] une
fonction strictement croissante telle que ¢'(t) # 0 pour tout t € [a,b]. L’intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville d’une fonction o par rapport a la fonction 1 d’ordre v est définie

par :

15 (1) / W) @(t) — () (),

ou I'(.) désigne la fonction gamma d’Euler.
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Exemple 1.2.3 Si o(t) = [¢(t) — ¢¥(a)]”, avec k > 0, alors

L) = s i) — vl

Pour calculer l'intégrale fractionnaire par rapport a une autre fonction v de cette fonction,

on utilise les étapes suivantes. Soit

by —anzit'T — (1) (s) — (a)]" ds
Ly [0(t) — ¢(a)] F(L)/a P (@) = (1) [¥(s) = P(a)]" ds, (1.10)

M alors :&sono 1en
o0 = bla) Y o on ottt

»(t) — ¥(a)

on pose y =

I Tb(t) — (a))”

1

T /0 [W(t) — b(a) —y (1) — (@) y= [(t) — ¥(a)]” [(t) — (a)] dy

1

= [0 = vt [y yray
= 57 [0 = V@) Blok+ 1)

- o blo) — vy LD

— e ) — vt

1.3 Dérivation fractionnaire

1.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 ( [38]) Soient a,b € R tel que (a < b) et « € RT. La dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville d’ordre v pour une fonction ¢ € L'([a,b]) est définie par

o I"to(t)], pour n=[]+1 avec ¢>0.

a

— { o(t), pour =0, (L.11)
at® = (d )n :
[
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Lemme 1.3.1 ( [38]) Soit n — 1 < ¢ < n, la solution générale de I’équation différentielle

d’ordre fractionnaire "D ¢(t) = 0 est donnée par
o) =wi(t —a) P Fwt —a) 2+ . Fwn(t—a)", (1.12)

ot w; € R tel que 7 =1,2,.....,n

Lemme 1.3.2 ( [38]) Soit ¢ >0, on a
(It "Dl +Z% (t—a)~, (1.13)

ot w; € R tel que 7 =1,2,...,n.

Remarque 1.3.1 L’%ntégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre v d’une

constante est donnée par

Mote=1I c= (t—a), ceR. (1.14)

I'(e+1)

Proposition 1.3.1 Soient + > 0,k >0 et t € [a,b]. On a les deuz propriétés suivantes
1) (FEDEItp) (t) = (I5"9) (t), >k, avec ¢ € Ly, 1 < p < +o0.

2) RL@Z# (t _ CL)K — F(K’ + 1)

T (t—a)", R
F(I{—L-f-l)( Ay, K>

Preuve

1) Pour faire la démonstration de deuxiéme propriété, on utilise les étapes suivantes
L Tp(t) = DL (IZ17e) (1
= (M5 I) (I7") (1),
comme FFDF [ = [; on obtient

(D Iip) (1) = (1770) (8). (1.15)
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2) Soit la fonction ¢(t) = (t — a)*,t € [a,b], kK > 0, on a

M@}@—@”:(%)%Eﬂ@—®ﬂ’

nous avons

It —a)" = : (t —a)"ti, (1.16)

alors

TRt = (i)jcxgrﬁi?—w“‘awﬂﬂ)

 D(k+1) dy’ e
_Fw+1+j—0(ﬁ>(t T

d’autre part on a

(%><r_@Hf~=w+j—om+j—t—nmw—oa—afﬂa (1.17)

donc

Fk+1)(k+j—)(k+j—t—1)(k—1)(t —a)"

RL t— K
Dt —a)" = T(k+t1+j—1)

: (1.18)

et on a

D(s+ 147 1) = (s +J — O0(s +§ — 1)
=k+j—)(k+j—t—DI(k+j—1—1)

=k+j—)k+j—t—1) . (k—t+DT(k—1r+1),

on conclure

T(k+1)(k+j—)k+j—t—1)(k— o)t —a)

RL©;+(t—CL)H: (kt+j—0)(k+7—t—=1)(k—t+ 1) (k—1t+1)

)
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alors
I'k+1)

RLy _A\E —
Pl =0 = 5020

a

(t— a)". (1.19)

Exemple 1.3.1 B t%. La formule de dérivation (1.19) se réduit pour o =1 et a =0

F'k+1), ,

—1
NG

= gt" !

d

= —t"

dt

RL©é+tﬁ —

Remarque 1.3.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'une fonction

constante n’est pas nulle ni constante, mais on a

Blgt e = (t—a)™", ceR (1.20)

L1

t—l,

Exemple 1.3.2 RL@Z.;,_l = m

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Liouville-Caputo

Définition 1.3.2 ( [38]) Soient ¢t > 0, avecn —1 <t < n, et ¢ € AC"([a,b]). La dérivée
fractionnaire d’ordre v de ¢ au sens de Liouville-Caputo est définie par
o(t), pour =0,

LC@ZJrSO(t) — (121)
Ig_‘cp("), pour ¢ > 0.

Exemple 1.3.3 La dérivée de la fonction ¢(t) = (t — a)".

Soit0<n—1<t<n, avec k >n —1, alors on a

o™ (1) = (1 —a)" ", (1.22)
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d’ot
I'(k+1)

LeL(t —a)r = t — ) — @) :
0t —0)* = g | G- e 0

en faisant le changement de variable T = a + z(t — a), on obtient

I'(k+1) i [ n—1—1_k—n
F(n—L)F(/ﬁz—nle)(t_a) /a(l—z) e
_ I'k+1)B(n—t,k—n-+ 1)(25 gy

F'(n—)l'(k—n+1)
N+ 1)l'(n—)l'(k—n+1)

LoDyt — a)f =

- 'n—)l'(k—n+1)I(k—1t+ 1)(t A
o F(H_I_l) —a)
_F(/{—L—l—l)(t "

on déduire que
I'(k+1)

LC K
D (t—a)f = )
+(t=a) I'(k—1t+1)

a

(t—a)"". (1.24)

Remarque 1.3.3 La dérivée d’une fonction constante au sens de Liouville-Caputo est nulle,
1.€.,

ot w=0, weR. (1.25)

Lemme 1.3.3 ( [38]) Soit © > 0, et ¢ est une fonction continue, on a les propriétés de
composition entre la dérivée fractionnaire et l'intégrale fractionnaire

1) (DL L) (t) = (). | |

2) (15 Die) () = () — 3y £ =

1.3.3 Relation entre la dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo

et de Riemann-Liouville

La relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et la dérivée fraction-

naire au sens de Liouville-Caputo est donnée par

Proposition 1.3.2 ( [38]) Soientt >0, avec n—1 <t < n avec ¢ € C™([a,b]), nous avons

la propriété sutvante
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L@ (a)(t — a)i
(F0Dlg) () = (D) (1) - Y 2 ()(;! " (1.26)

Remarque 1.3.4 Si ¢U)(a) = 0 tel que j = 0,1,2,....,n — 1, alors la dérivée au sens de

Liouwille-Caputo coincide avec celle de Riemann-Liouville, on obtient

Lt o(t) = FEDlp(t).

1.3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard

Soit [a, b] un intervalle de R et f une fonction définie sur AC"([a,b], R).

Définition 1.3.3 ( [30]) Soient 0 < a < b < 400, et ¢ > 0 avec n —1 < v < n. La dérivée

fractionnaire d’ordre v de p € AC™([a,b],R) au sens de Caputo-Hadamard est définie par

FDpll) = S0
5 ds
S ) (4 R

Siv=mn€N, alors “HD" o (t) = "o (t).

Lemme 1.3.4 ( [31]) Soit ¢ > 0, et ¢ € AC"([a,b],R) ou C™(|a,b],R), alors
n—1 + j

L (40) ()= 0 (0 - L (102

D7 p(a)
5

avec wW; =

1.3.5 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction

par rapport a une autre fonction

Définition 1.3.4 Soit ¢t > 0 avecn —1 <t <n oun € N, soit ¢ : [a,b] — R une fonction

intégrable et 1 satisfaisant les conditions de la Définition 1.2.2. La dérivée fractionnaire de
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Riemann-Liouville d’une fonction ¢ par rapport a 1 d’ordre v est définie par

REgyt gy — (2 A\ o
R v )

1.3.6 Dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo d’une fonction par

rapport a une autre fonction

Définition 1.3.5 ( [10]) Soit ¢t > 0 avecn —1 <t <n oun €N, soit p : C" 'a,b] - R
une fonction intégrable et 1) satisfaisant les conditions de la Définition 1.2.2. La dérivée

fractionnaire de Liouville-Caputo d’une fonction ¢ par rapport a i d’ordre v est définie par

Fepito(t) = Mot

n—1 [j] a —b(a))
90(15)_2%( )(¥(t) — ¥(a)) ] |

j=0 J'

avecn —1 <1t <n pour . ¢ N, tel que

=G g) w0

Sip e C™a,b] et v ¢ N, alors
FOD () = I oy (8).

Sit=n €N, alors

D () = o).

Lemme 1.3.5 Soient ¢ >0 et ¢ : [a,b] = R, on a

(1) Si ¢ € LY[a,b] alors, LCDIYI A o(t) = (t).

n—1
(2) Si g € C" o, 8] alors, I "CDEp(t) = o(t) — 3 wil(t) — b(a)},
=0
(5]
avec w] = spw—(a)
4!

Lemme 1.3.6 Soient , Kk > 0 et ¢ : [a,b] — R. Alors
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1) LY — (@)™ = iy b)) — @)+
[t = s (1) — gla)]
P=0,Vje{0,1,...,n—1},neN.

|

<=

—~ —~
S

~— ~—

1.4 Concepts d’analyse fonctionnelle

Définition 1.4.1 (Compacité, propriété de Bolzano-Weierstrass [39]) Une partie S C
V' est compacte si de toute suite d’éléments de S, on peut extraire une sous-suite convergente

vers un élément de S.

Définition 1.4.2 (Partie relativement compact [39]) Une partie S d’un espace métrique
V' est dite relativement compacte si son adhérence est une partie compacte de V. Ceci revient

a dire que toute suite d’éléments de A admet une sous-suite qui converge dans V.

Définition 1.4.3 (Espace de Banach [66] ) On appelle espace de Banach tout espace vec-

toriel normé complet sur le corps K =R ou C.

Définition 1.4.4 ( [39]) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour

la distance induite par la norme.

Définition 1.4.5 (Opérateur compact [39]) Une application O : (V,||.|l,,) = (W, ||.ll)
est dite compacte avec (V,|.|l,,) et (W, ||.|ly;) sont deuz espaces de Banach, si et seulement
si, elle est continue et l'image de tous ensemble bornée S C V' est un ensemble relativement

compact de W.

Définition 1.4.6 ( [39]) Soit © un domaine fermé borné de C'(0), tel que C(O) est l’espace
des fonctions continues sur O, et soit S C C(O) un ensemble de fonctions. On dit que S est

uniformément borné s’il existe une constante ¢ > 0 (indépendante de la fonction) telle que :

Vo e S,Vt € S;|po(t)] < ec.
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Autrement dit, S est borné dans C'(0) au sens de la norme uniforme.

Définition 1.4.7 (Equicontinuité [39]) On dit qu’un ensemble S C C(O) est équicontinue

st, pour tout & > 0, il existe § = §(§) > 0 tel que

Vi, ta € O, ||t —tof|, <5 = Ve € S, |pt1) — p(t2)| <&

L’équicontinuité signifie que toutes les fonctions de S ont des variations controlées uni-

formément par §(§).

Théoréme 1.4.1 (Arzela-Ascoli [39]) Soit © un sous-ensemble dans [’espace normé V ;
et soit C(O) un espace de Banach formé de fonctions continues o(t), ot t € ©. Pour qu’un
ensemble S C C(O) soit compact, il faut et il suffit que les fonctions de S soient uniformément

bornées et équicontinues.

Définition 1.4.8 (Application contractante [39]) Soit (V,dy) un espace métrique, O :

V' — V est une application contractante si

JL,0< L <1,V (u,v) € VxV;d(O(u),O(w)) < Ld(u,v).

Définition 1.4.9 (Point fixe [39]) Soit T une application d’un ensemble S dans lui méme

On appelle point fize de T tout point s € S tel que T'(s) = s.

Définition 1.4.10 (Application lipschitzienne [39]) Soit (V,||-||) un espace de Banach.
Une application ¢ : V. — V est dite lipschitzienne s’il existe une constante L, € R, appelée

constante de Lipschitz, telle que :

Vu,v €V, lp(u) = e()|| < Ly|ju — o]

On distingue deux cas particuliers importants :

I) Lorsque L, <1, l'application est dite non expansive ;
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II) Lorsque L, < 1, Uapplication est qualifiée de contraction.

Théoréme 1.4.2 (Théoréme de Fubini [39]) Soit ¢ une fonction continue sur [a,b] X

[c,d] a valeurs dans C. Alors

/ab (/Cdgp(s,f)m) ds:/cd (/abf(s,r)ds> ar

Théoréme 1.4.3 (Principe de contraction de Banach [12]) Soit S espace métrique com-

plet et T : S — S une application contractante i.e., il existe 0 < k < 1 tel que

[Tz =Tyl < kllz —yll, Vo,yes.

Alors T admet un point fize unique.

Théoréme 1.4.4 (alternative de Leray-Schauder [27]) Soit O est un espace de Ba-
nach, soit T : © — O un opérateur complétement continue (i.e. Une application restreinte
tout ensemble borné.dans O est compacte). Soit M(T) = {x € O : © = mT(x) pour certains

0 <m < 1}. Alors soit 'ensemble M(T') est non borné, soit T' a au moins un point fize.

Théoréme 1.4.5 (Krasnosel’skii [13]) Soit B un ensemble convexe, fermé et non-vide
d’un espace X de Banach. Soient QQ : B — X et T : X — X deux opérateurs tels que

(i) T est contraction,

(17) Q est complétement continue,

(177) Ju = Tu+ Qv pour tout v € Bl = u € B.

Alors il existe w € X tel que Tw + Qw = w.

Théoréme 1.4.6 (Dhage [19]) Soit B un sous-ensemble non vide, fermé, conveze et borné
d’un espace de Banach U, et soit A, & : U — U et O : B — U trois opérateurs satisfaisant
les conditions suivantes.

(1) A et € sont lipschitziens avec des constantes de Lipschitz Ly et Le respectivement.

(2) O est complétement continu.
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(3) LaMp + Le < 1, 0t My = ||O(B)|| = sup{|| Ou||: v € B}.

(4) AuOv + Cu = u = u € B pour tout v € B.
Alors, l'équation d’opérateurs

QAuOu + Cu = u,

a une solution dans B.



Chapitre 2

Probleme thermostatique
fractionnaire de Liouville-Caputo avec

conditions aux limites non locales

hybrides

Aujourd’hui plus que jamais, les mathématiques appliquées s’imposent comme un levier in-
contournable pour répondre aux défis environnementaux. Loin d’étre une utopie, la modélisation
avancée permet désormais de simuler avec précision des processus chimiques complexes,
réduisant ainsi le recours aux expérimentations physiques cotteuses et polluantes. Cette
révolution numérique repose notamment sur I’exploration des équations intégro-différentielles
fractionnaires et des systemes hybrides, qui offrent une profondeur analytique inégalée pour
décrire les phénomenes naturels multiscalaire. Investir dans ces outils mathématiques de
pointe n’est plus une option, mais une nécessité pour concevoir des solutions durables.
D’un point de vue dynamique, un thermostat constitue un systeme de controle en boucle
fermée qui stabilise la température d’un processus autour d’une valeur cible.

Ce chapitre est consacré a I'analyse d'un modele fractionnaire hybride appliqué a la régulation

thermostatique. Inspiré par [11], en étudiant plus particulierement 'inégalité de type de
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Lyapunov

LCRB (1) ) =0 a
©“+f (. 2(0), Ha() +q(t)Vx(t) =0, a <t <b, (2.1)

avec les conditions aux limites hybrides

(1) _
D (f(tx(t)ﬂx(t))) ‘ =0,

. (2.2)
w LC@SJr < x( z(t)

=0,

_>>‘ () N
fta(t),Ha(®) ) |, © fta(),He®) |,

d LC

avec D = 4,

@f . désigne la dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo d’ordre 5,1 < 5 < 2,
w>0eta<n<b H, V¥ sont des opérateurs (pouvant étre non linéaires) tels que H, U :
Cla,b] — Cla,b]; q est une fonction continue & valeurs réelles sur [a,b]; f : [a,b] x R x R —

R — {0} est une fonction continue.

2.1 La fonction de Green associée au probleme et ses
propriétés
Considérons 'espace de Banach B = C[a, b] muni de la norme ||z||; = sup {|z(t)| : ¢ € [a,b]}.

Lemme 2.1.1 Si la fonction x € Cla,b] est solution du probléeme (2.1) -(2.2), alors x satis-

fait I’équation intégrale :

b
o) = § (t.a(t), Ha(t) [ Glt,m)a(r)Wa(r)dr 2.3)
avec G(t,7) est la fonction de Green donnée par

G(t,7) = w+ gy(7) = g:(7), (2.4)
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tels que g, : a,b] — R est la fonction donnée par

(r—r)P~1 <r<r<b
r o Pboura<T <71 <D,

gr(7) = (2.5)
0, pour a <r <1 <b,

our € [a,b.

Preuve Commencgons par supposer que z résout I’équation (2.1), appliquant I'opérateur

If+ a I’équation (2.1), on obtient :

R o 0 )

D’apres le Lemme 1.3.3, il vient :

z(t)
f(tx(t), H(t))

= 10 q(t)Va(t) + ¢+ cr(t — a)

——Lt—Tﬁ_lTZ‘TTCC—CL
- i | = R dr =),

avec cg, 1 € R.

Donc

x(t) 1 t B V20 (AU dr + ¢
> () ) [ 6= =) vatryi +o

o . . . x(t) o . .
de la condition aux limites D (W) ’a =0, il vient

61:(),

donc
x(t) 1

T | —7)7 ()W (T)dT + co.
f(t,x(t), Hx(t)) r(@)/a(t )P q(m)Wa(T)dr +

Sachant que

Leniie, = 0.
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d’ou :
LC@ﬂ_l ( z(t) ) _ _LC@,B—ljﬁ o()Ua(t)
St a(t), Ha(t))
= ORI ()W (t)
= - a+Q(t)\I/CU(t)
t
= _/ q(T)Vx(r)dr,
alors
- t) b
WLCQBI< ; ) :_W/QT\IfdeT
ot \f(t,z(t), Hz(1)) )|, ’ (T)Wz(T)
En considérant la condition aux limites :
(n)

OB I(t)
Do (f(t,x(t),HSC(t)))b f(n,z(n), Hx(n))

on obtient

b 1 n .
—w/a q(m)Va(r)dr — m/a (n — 1) q(r)Wa(r)dr + ¢y = 0,

ce qui donne

co = w/ q(T)Va(r)dr + ﬁ /n(n — 1) ()W (T)dr.

Par conséquent,

2(t) = t)( )dr + g [1n 1) q(7) a(r)dr

—F—f (t — 7)*q(r)Wa(r >d¢)

= F(talt), Ho@®) ([} o(r)Wa(r)dr + o5 [0 = ) a(r) Wa(r)dr

(t)
r(,@ 5 J, 0.q(r)Wa(r)dr mfa(t—T)ﬁ Yq(T)Va(r)dr
(B) ft 0.q(7 \II:L‘(T)dT>,
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ce qui donne

Remarque 2.1.1 La fonction de Green peut s’exprimer sous la forme

w~+ gn(7T) — (t_FT();)fl, pour a < 17 <t <b,

G(t, 1) =
w + gn(7), pour a <t <7 <bh.

Dans la proposition suivante, nous établissons quelques propriétés fondamentales de la fonc-

tion de Green.

Proposition 2.1.1 La fonction de Green vérifie

(i) max; reop G(t,7) = w+ (n—a)”t

I'(B)
.. . —n)B-1
(i) ming repoy G(t,7) = w — & IJ(])B)
(iii) SiwD(B) > (b—mn)"", alors maxrepoy) [, |G(t,7)] dr = w (b— a) + 252

Preuve (i) Notons que pour 7 € [a, b] fixé, on a

oG —t—, pour a <7 <t <b,

0, pour a <t <,
on en déduit que G(t,T) est décroissante par rapport a ¢, ce qui conduit a

w + G/ o pour a <7 <17 <b,

max G(t,7) = max H) re
tela,b] te[a,b] (t—7)8—1
— TE pour a <n <71 <b.
w =) pour a < 7 < n < b,

re) -

w, poura <n <7 <b.
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Par contre, si on considere

(n—7)""
p(T =W+ -——=——— pourrTE |a,n,
) o) l
puisque p'(7) = —% < 0, p est décroissante, donc

max p(t) = p(a)
relal

alors,

max G(t,7) = max{w,w+
t,7€a,b]

(ii) Puisque G(t, ) est décroissante par rapport a ¢, ce qui conduit a

(=r)?~! _ (t=r)P
min G(t,7) = min YT My o PowrasTsush
a, ’ a,b _ 8-
reled reled —(tp(gla poura<n<7<b
wt e O fora<7<n<bh,
w_(b*FT(g_l, fora<n<r7<hb.
Posons ¢(7) = w — (b_lf(zj)_l pour 7 € [n,b]. Puisque ¢/(7) = % > 0, q est croissante,
donc
min ¢(7) = ¢(n)
TE[n,b]
(b—mn)""
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) <1 T p-1 b—1 -1
D’autre part, si 'on note h(7) = w + (n— (é) S F()B) pour 7 € [a,n],

. —1)(n—7)P~ —1 p—2 —1 _ _
puisque /(1) = _ )ér(zﬁ)) + 8 )F((,@)) _ (?(6)) ((b—T)’B 2_(np—r1)° 2) < 0, (car
1<p<2),

h est décroissante en [a, 7] ainsi,

min h(1) = h(n)

7€[a,n]
—_ )81
I k)
IN)
Ce qui nous donne
(b—n)""

min G(t,7) =w — ————.
t,7€a,b] ( ) P(ﬁ)

iii) On remarque si wI'(3) > (b —n)?~! alors G(¢,7) > 0, donc

etnar = [wdre (M= nrar - [ (-
‘ . ) /. i

(n—a)y (t—a)’

A (GRS A (CES)
Donc
_ (n—a)”
t,%?fb / |G(t,7)|dr =w(b—a)+ TG+1) (2.6)
U
Remarque 2.1.2 Si wI'(B) > (b—n)?! alors G(t,7) > 0.
Sinon dans le cas wl(B) < (b—n)°~t, puisque,
(b—n)! (n—a)™!
S R VT
on a que
|G(t, 7)| < max {w + (n ;(c;}))ﬁ 1’ (b ;(%);_1 w} , pourt,T € [a,b]. (2.7)
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2.2 Inégalité de type de Lyapunov
Nous présentons ci-dessous 'inégalité de Lyapunov applicable au probleme (2.1)-(2.2).

Théoréme 2.2.1 Supposons que ||Vl o,y < Cllzll oy pour tout z € C'la,b] tel que ¢ >0,
et = Sup( . yyeabxrxr |f (& 2(t),y)]. Siz une solution non triviale de probleme (2.1)-(2.2)

alors nous obtenons

/a ot > (ué max {w = E&Bl’ : Rnﬁ))ﬁ - “"}> R .

Preuve Soit B = C([a, b} ,R) I'espace de Banach muni de la norme

= t)|.
o] = max Ja(t)]

D’aprés le Lemme 2.1.1 on a

donc

=] = sup
te(a,b]

f(t,x(t),Hx(t))./ G(t,7)q(T)Vx(T)dr

b
pg [l sup |G (¢, )] |g(T)| dr,

a te[a,b

IN

d’apres I'inégalité 2.7, il s’en suit que pour tout ¢ € [a, b]

b
lel < pCllell [ supregey Gt ) la(r)] dr
—a)B-1 (p=p)B-1 b
o max {w + SR, O — ol [P g(r)] dr,

IA

étant donné que x est non trivial, alors

(n—a)’ ' (b—n)"" ’
1§,u§max{w+ T3 T8 —w}/a|q(r)|d7,
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donc on a

/ab lq(7)dr > (Mgmax {w L ;(;))/3—1’ b ;(Tg;_l i w})f

g

Corollaire 2.2.1 Supposons que ||V | o,y < €|l o » pour tout z € C'la, b] tel que § > 0,

et = Sup(t,x,y)e[mb}XRXR |f (tu I@)a y)| . 51

/ab lq(7)| dr < (MCmax{w L ;(%))/317 (b 1:(,/78))/31 _w})_I’

avec 1 < <2, w>0,a<n<b etq:|ab — R, alors le probléeme (2.1)-(2.2) ne posséde

que la solution triviale.
En tant que cas particulier, nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.2 Supposons que f(t,z(t), Hx(t)) = 1, Ya(t) = x(t) pour tout t € [a,b] et

B =2 alors le probleme (2.1)-(2.2)se raméne a

() +qt)z(t) =0, a<t<b,
(2.9)

2'(a) =0, wa'(b) + z(n) =0,

avecw > 0,a <n<b, etq:|a,b — R, est une fonction continue, si le probléme (2.9) admet

une solution non triviale alors

b 1
/ s = T =) = m —w)

Preuve Par 'application du Théoreme (2.2.1) pour § = 2. O
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2.3 Analyse d’un probléeme aux valeurs propres

Nous mettons en ceuvre les résultats obtenus antérieurement pour étudier un probleme aux
valeurs propres avec f(t,z(t), Hx(t)) = 1, Yx(t) = x(t) pour tout t € [a, b] .
On dit que A € R est une valeur propre pour un probleme fractionnaire avec conditions aux

limites :

LC@im(t) +Az(t) =0, a<t<b, 210)
2.10
2'(a) =0, WD a(b) +a(n) =0,

avec 1 < B <2, w>0eta<n<b, lorsque le probleme (2.10) possede une solution continue

non trivial z, le scalaire A est appelé valeur propre et x, fonction propre correspondante.

Corollaire 2.3.1 Soit A € R est une valeur propre pour le probl éme (2.10), alors,

(n—a)' (b= w})

2 (O amas o+ O Oy

Preuve Puisque A est une valeur propre pour le probleme (2.10), ce dernier admet une

solution continue non triviale x,. D’apres le Théoreme 2.2.1, on en déduit que

O

Par conséquent,

(n—a) (b—n)° _le,

R e B

ce qui démontre le résultat annoncé. O

Corollaire 2.3.2 On dit que le le probl éeme (2.10)n’admet pas de solution non triviale si la

condition suivante est satisfaite.

(n—a)™t (b—n)f" w}) B |

\Ar<(<b—a>max{w+ rG) T
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Il en résulte comme cas particulier le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.3 Considérons X comme valeur propre d’un probléeme aux limites standard

2'(t) + Ax(t) =0, a<t<b,

x'(a) =0, wa!(b) +x(n) =0,

avecw >0, a<n<betw>(b—a), alors
Al > ((b—a)max {w+ (n—a),(b—n) —w}) .

Preuve Par I'application du Corollaire (2.3.1) pour 8 = 2 sur le probleme (2.10). O

2.4 Résultat d’unicité

Nous nous intéressons ici a 'analyse d’existence et d’unicité des solutions du probleme formulé
ci-dessous

L%fv(—(tt)) +&(t,x(t) =0, a<t<b, (2.11)

muni par les conditions aux limites hybrides

—

zM) V| —
5D1<F(<tt))> B 0’< ) 212
LCyB-1 (= a(n) _
w ©a+ <m> b+ ACORE 0,

avec D = LC@f . désigne la dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo d’ordre 5,1 < 5 < 2,

4
dt’
<

w>0,a<n<b;P:[a,b] xRet [ :[a,b =R —{0} des fonctions continues.

Théoreme 2.4.1 Supposons qu’il existe Le > 0 tel que |P(t, 361) — P(t, 500)| < Lo |501 — 53],
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pour tous (t, 51, ) € [a,b] X R X R, et supyep, ) [F ()] < F*, si

1 (n —a)”
b—a< - , 213
avec w > (b}’z)ﬁiﬂ, alors le probléme (2.11)-(2.12) admet une solution unique sur |a, b].

Preuve Soit B = C([a,b],R) I'espace de Banach muni de la norme ||z|| = maxcp [(t)|,

on note

O(t)) = F (1) / Gt )D(r, o(7))dr,

avec G(t,T) est défini par (2.4), notons que la résolution du probleme (2.11) revient a trouver
un point fixe z de l'opérateur O. Pour toute (¢, z), (¢,y) dans espace produit [a, b] x B, on

obtient :

1D(x(t)) = O(y(®)] = \F(t)!/ G(t,7)|®(7,2(7)) = (7, y(7)) d7

< Lot *la(t) — y(0)| / Gt 7| dr

IN

b
LoF / Gt dr [l —

d’aprés la formule (2.6), on obtient

_ )
19 a(0) = D ()] < wlar (=) + {15 o=l

On vérifie facilement que I'hypothese (2.13) satisfait les conditions du théoreme de point
fixe pour applications contractantes. L’opérateur O étant une contraction, le probleme (2.11)

admet par consé quent une et une seule solution. Il

2.5 Exemples

Cette section est consacrée a l'illustration des résultats antérieurs au travers de deux exemples.
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Exemple 2.5.1 Considérons ’équation différentielle hybride fractionnaire du modéle de ther-

mostat
tsin (Z¢?) si t
sin (3 lsm(m( ) _o, tepl, (2.14)

LCos x(t)
©§+ cos z(t)
tz2(t)+1 +1

avec les conditions hybrides a trois points

(t) _
D cos z(t) - OJ
th(t)+1+1 t=0
1 = (2.15)
L LCqy2 =(t) z(t) =0
1_0 0+ .08 z(t) +1 + .08 z(t) +1 - Y-
x2(t)+1 t=1 @2 (t)+1 t=1

avec f =3, B—1 =1, n=§ etw = 55. Considérons les fonctions continues f(t,z(t), Hz(t)) =

EES 1, Wa(t) = )

, et q(t) =tsin (§t2) ,alors, p=2 et ( = %, donc

1

(32

= 0.318 31

et

1 -0z 1-1h2 1 _1_
(max{ﬁ—i— F(%) ) F(%) _E}> = 1. 1400,

par le théoréme 2.2.1 on obtient que le probleme (2.14-2.15) ne posséde pas x(t) comme

solution non triviale.

Exemple 2.5.2 Considérons l’équation différentielle hybride fractionnaire du modéle de ther-

mostat
Lomg [ 320 sin(x(t))
D2, | —— t+—==0, te]|0,1 2.16
0F [t+cost T 4 , telo1); (2.16)
avec les conditions hybrides a trois points
3z(t)
p [”C‘)St] =0 0 (2.17)
9 LOR?2 [ 3a(1) ] LG
0t | t+cost =1 %«#cos% o
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avecﬁ:%,ﬁ—lzé,n:}letw:l donc on a

(b—n)""

NG ~ (0.97721.

2=w>

Considérons les fonctions continues | (t) = 252t et O(t,x(t)) =t + w, alors

SUDyeo,1] IF(t)] < % =F* et |P(t,51) — P(t, 500)| < }l |01 — 52|, alors, Ly = 411, donc

1 (n—a)’
— ~2.9060 > 1, 2.18
wleF* T(6+1) (2.18)

par le Théoréme 2.4.1 on obtient que le probleme (2.16)-(2.17) admet une solution unique
sur [0, 1].

Dans I'exemple suivant, on va étudier le probleme de valeur propre

Exemple 2.5.3

LODE a(t) + Ax(t) =0, 0<t<1,
(2.19)

#(0) =0, 2:9D2,x(1) +x(k) =0,

avec 3 = %, b—1= %, n= i et w =2, donc on a si la condition suivante est satisfaite.

ORI
N < (max{2+ TEORNE) —2}) ~ 0.389 99,

par le Corollaire 2.3.2 on obtient que le probléme (2.19) n’admet pas de solution non triviale.




Chapitre 3

Probleme fractionnaire hybride de

type de Riemann-Liouville

Les équations différentielles fractionnaires hybrides représentent une classe importante de
systemes dynamiques qui combinent les propriétés des opérateurs différentiels fractionnaires
avec des termes hybrides non linéaires. Ces équations apparaissent naturellement dans di-
vers domaines appliqués, notamment la modélisation des phénomenes a mémoire longue, les
systemes de controle complexes et les processus biologiques. Contrairement aux équations
différentielles classiques, les versions hybrides fractionnaires integrent souvent des perturba-
tions non locales ou des conditions aux limites non standard, ce qui enrichit leur structure
mathématique tout en posant des défis analytiques significatifs. Ce chapitre, inspiré par [41],
aborde la question de 'existence des solutions pour 1’ équation fractionnaire hybride de type

Riemann-Liouville suivante

RL
o,

(u (t) = Sy Mg hlt, u(t))

U(t, u(t)) ) =g(t,u(t)), tel0,1], (3.1)

sous les conditions aux limites :

=0, u(l)=¢, (3.2)

0

u(t)y — S Al hi(t, u(t))
u(0)= D ( UL, ult)) )
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ol RL@§+ est la dérivée fractionnaire de type Riemann-Liouville d’ordre 3, telle que 2 <
B <3etD= %; I'" désigne l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre ~; > 0;
G eRoui=1,..m; h : [0,]] xR— R i=1,...,m, ¥:[0,1] x R — R\{0}, et
g :10,1] x R — R sont des fonctions données.

De plus, nous analysons l'unicité de ces solutions pour le cas W (t,u(t)) = 1, pour tout

t €10,1], du probleme (3.1)-(3.2).

3.1 Résultat d’existence

Lemme 3.1.1 Pour © € C([0,1],R) ; u est une solution du probléme auz limites suivant

W(t,u(t))

w(t) == Al )t ha(tu(t))
u = p (R o, u =, ¢eR
0

u _ l::TYL i Yi i(tu
“@&(ngk““”m — o), te0.1],
(3.3)

ou 2 < B <3, si et seulement si, u satisfait [’équation intégrale suivante

s-181 — Z;Zﬂ Al ha( () (1) 1 1 /t,B—l (1- 7)571 o(r)dr

u(t) = U(tu(t) |t U(L, &) F(ﬁ)O

1
INC)

/ (t—7)"'e(r)dr | + foifgihi(t,u(t)). (3.4)

avec t € [0,1].

Preuve Premierement, en appliquant 'opérateur ]g:r des deux cotés de I'équation dans

I’équation (3.3), nous obtenons

/ (t — T)’B_l O(r)dr, (3.5)

u (t) - ZZT )\Jgi hi(ta u(t)) o B—1 B—2 8-3 1
U(L, ult) Satt h el el - m

(D)= ATy (D))
I G)

ol ¢y, ¢ et ¢3 € R. En utilisant u(0) =0 et D < ) ‘ = 0, nous obtenons
0
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respectivement
C3 = Cy = O,
par u(1) = ¢ nous obtenons
1

(=S MilghaCou()() _ 1 e
U(1,¢) - 5/

(7)dr,

0

donc
1

I v O

En substituant les valeurs de ¢, ¢35 et ¢ dans (3.5), nous obtenons

w(t) = Sy Nl h(t u(t) €= S NG ul)(1)

7t u(t)) - (1.6
tﬂ—_ll —Tﬁl T T—Lt —7"371 T)dT
+r(5)0/(1 Y te(r)d F(5)0/(75 )" O(r)dr,
donc
vt [ & DI L [
(1) = Wit.un) |1 e *mm!t(1> O(r)d
—ﬁ% (¢ — 1P O +§$ﬁmwwmy

Alternativement, la fonction de (3.4) satisfait I’équation (3.3) et les conditions aux limites
prescrites. Il
Maintenant, considérons l'espace de Banach défini par U = C(]0, 1], R), avec la norme ||u|| =

sup |u(t)|. Ensuite, nous définissons la multiplication dans U par (uv) (t) = u(t)v(t), pour
0<t<1
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tout u, v € U, et 'opérateur T :U — U par

Tu(t) = Wt ul)) 18l

— ST A u()( L[5 o
1\11(1?51) F(ﬂ O/t ! 1—7‘ g(T,u(r))dr

—Lt —Tﬁ_l (1, u(7))dr Tih
F()()/(t ) +Zu (1), (3.6)

Remarque 3.1.1 Le probléeme décrit par l’équation (3.1) a une solution u € U, si et seule-

ment si u est un point fixe de ['opérateur X.

Avant de présenter nos principaux résultats concernant le probleme (3.1), nous introduisons

les hypotheses suivantes :

(Hy) Il existe une fonction continue g de [0, 1] vers R et une fonction continue non décroissante
Y de Ry vers Ri\{0}, telles que |g(t,u(t))] < g(t)¥(||lu]|), pour tout ¢ € [0,1] avec
sup g(t) = ||g]|, ou g : [0,1] x R — R est une fonction continue.

(I;j)tslll existe Ly > 0, telle que | (t,uy) — W(t,uz)| < Ly |ug — us|, pour tout (t,uy,us) €
0,1] x R x R, et [¥(t,0)| < ¥(t), ot U(t) est une fonction positive et continue sur [0, 1]
avec sup \IJ = H\IJH

0<t<1

(H3) 1l existe Ly, > 0,7 =1,...,m telles que |h;(t,u1) — h;(t,us)| < Lp, [ug — us|, pour tout

(t,up,up) € [0,1] x R x R et |hy(£,0)] < hi(t), ot h; : [0,1] x R — R , sont des fonctions

continues, et h (t) sont des fonctions positives et continues sur [0, 1], pour i = 1, ..., m, avec

sup h ‘
0<t<1
Maintenant, nous présentons le théoreme d’existence suivant pour le probleme décrit dans

I’équation (3.1) en utilisant le théoreme du point fixe de Dhage.

Théoréme 3.1.1 Soit les hypothéses (Hy) ,(Hy) et (Hs) satisfaites. S’il existe un nombre

réel R > 0 tel que

I/\\
ol

1 - (QL‘I’ +Zz 1 T(y +h1)>

(3.7)
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avec
|A|Lh
°l 0l (L, R )
&+ PRt w(R)
e= (1, 51>| ICED) 39

Alors, 'équation différentielle fractionnaire hybride (3.1) a au moins une solution sur [0, 1].

Preuve Considérons Br = {u € U, tel que ||u|| < R} et soit
Tu = AuOu + Cu, (3.10)
oufl, €:U — U et O:Br — U sont trois opérateurs définis par

Au(t) = W(t,u(t)),

L& = ET NI (L u()) (1)
Ou(t) =t° B(LE)

+ F,(t), (3.11)

Fut) = #/tﬁ 11— )5 g u —ﬁf o(r u(r))dr,

avec t € [0, 1], et
= NI hilt,u(t)), (3.12)
=1

Assertion 1. Nous prouvons d’abord que 2 et € sont lipschitziens avec des constantes de
Lipschitz Ly, L¢ respectivement.

Soit u, v € U, pour tout ¢ € [0, 1] nous avons

[2Au(t) = Av(t)] = [ (¢, u(t)) = V(E, v ({0)] < Ly [lu—of,
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ce qui donne

|Au — Av|| < Ly ||lu —v||, ot Ly = Ly.

Ensuite nous avons

cul) -] < 3k / (t =7 (. () — b, w() | dr
< Z|/\|Lh HU_UH ( ) dr
S !A|Lh
< 21 =,

ce qui donne
— I'(vi + 1)

Ainsi, 2 et € sont lipschitziens avec des constantes de Lipschitz Ly et Lg respectivement.

|€u — €v|| < L¢ ||ju — ||, ot Le =

Assertion 2. O est completement continu.
Etape 1. Nous montrons que opérateur O : Br — U est uniformément borné.
Soit u € Bg, et t € [0, 1], nous prouvons que O transforme les ensembles bornés en ensembles
bornés dans U. D’abord, nous avons

1

— 2 Ya(r ulr T
()/@ Y g(r, u(r))] dr,

0 0

en utilisant (H;) nous obtenons

IF,(t)] < 191l ¥( g))tﬂ 1/ 5 gr 4 WY HgH / 5 Ly

[e=]

0

G16(R) 5o 5 6(R)
S TGy TTaen
gl w(®)

= Tt 1)
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ensuite, en utilisant (H3) nous obtenons

ce qui donne

alors

Par conséquent,

‘hl(t>u(t))| = ’hi(tv u(t)) - hi(t> 0) + hi(ta 0)‘

|17 h(t,

|[Ou (t)]

< |hz(tvu(t)) - hz(t70)| + |hz(t70)|

hs

N

)

LiR+|

w) < i [ €= (Br i) a
0
Ly, R+ iLl .
ERCEDE
Ly, R+ ]tbl
L(vi+1)
_NEMOY 7Y
< |8 zi:1£gfozgz<.7u<.>><1> T R
i=m il h; hi .
_ el sy MO e
= W(L,&)] T(B+1)

= p < +oo.

[Oul] < 0 < 400,

ce qui signifie que O(Br) est borné. Ainsi, O est uniformément borné.

Etape 2. Nous démontrons la continuité de O sur B . Soit (“n)neN une suite ou lim u,, = u

avec u € Bp.

Pour tout ¢ € [0,1], en utilisant le théoréme de convergence dominé e de Lebesgue, nous
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obtenons
1
Jim ) = o [0 0= gl tim ()i
" t
55 = ot lim ()
= F.(t), 0
et

n1—1>r-|l-loo [gihi(v u,(.))(1) = T(v)

= Jorhi(u())(1),

(t — 1) h(r, lim w,(7))dT

n—-+o0o

—_
o
—

ainsi, nous obtenons

lim Ou, (t) =

n—-+o00

+ lim F,, (¢)

n—-+0o00

tﬁil fl - ZZiT /\z];/i hmn—H—oo hz(7 un())(1>
W(1,&)
= Ou(t),

ce qui donne lim,,,; » ||[Ou,, — Oul| = 0. Par conséquent, O est continu sur Bg.

Etape 3. Nous prouvons que O($Bz) est équicontinu. Soit t1, ¢, € [0,1] avec ty > t;. Alors,
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pour tout u € B, en utilisant (H;), nous obtenons

|[Fulte) = Fu(th)] =

_ﬁ/tﬁl(l )P g( ())dr+ﬁ/(t — )7 g7, u(r))dr
< g [ @A) a0 gt ) e

Ltl —Tﬁl T, U T—Ltl —Tﬁ T, U

+F<B)O/t Y g(r, u(r))d W)o/(tz V! g(r,u(r))d

< !igﬁ?; (tgfl —tf 1 ”9“1/) / (ts _7_) B-1 g
Il (R)
"o
1l O(R) (51 51\ | lldle(R)
T T(B+1) (tg ) ) T <2<t2 —t)" - (tg_@)

donc, |F,(t2) — Fy(t1)| — 0 lorsque t; — to, alors,

&1 — ZZT Ai[zf hi('v U())(l)

Du (ts) — Ou (t)] < U(1,&)

-1 tf_l

+ |Fu(t2) - Fu(t1)| )

Ce qui donne

|Ou (t2) — Ou (t1)| — 0 lorsque t; — to.

Par conséquent, Ou (t) est équicontinu sur [0, 1].
D’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli, O(Bg) est relativement compact. Ainsi, O est un

opérateur compact, et par conséquent completement continu.
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Assertion 3. LgMgo + Le <1, avec Mo =sup{|| Ou ||: u € Br}.
On a My = ||[O(Bg)|| =sup{|| Ou ||: u € Br} < o tel que g est donnée par( 3.9). Alors,

)\ Ly,

Assertion 4. AuOv + Cu = u = u € By pour tous v € Bpy.

Soit v € Bg, on a

full < [Rbul] - |O0]] + [|€ul]

= sup {I‘l’(t,U(t))l -

te[0,1]

o (&= ST AL b u()()
t ( T &) >+Ft

2)

S zIZi hz (t, u(t)) ‘ }

zm‘)\’
< (elll + 19D+ Y <Fw_%n

= ||ull <QL\1/ +Z 1_J)\ i| Ln, )) ||| Q—FZm

ce qui donne

1= (elo+ T2 )

Par conséquent, u € ‘Bg.

Ceci vérifie que toutes les hypotheses du théoreme du point fixe de Dhage sont satisfaites.
Par conséquent, 'opérateur T admet un point fixe dans Bg. Il en résulte que le probleme
aux limites fractionnaire de type Riemann-Liouville énoncé dans I’équation Eq (3.1) possede

au moins une solution sur [0, 1]. Ceci acheve la démonstration. O
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3.2 Unicité de la solution

Dans cette section, nous étudions l'existence et 'unicité de la solution pour le probleme

suivant

], () = ST AL bl u(®)) = gltu®), te 0.1]

- . (3.13)
u(0) = D (u(t) = ST Al bt u(®) )| =0, u(1) =,
On peut exprimer de fagon équivalente le probleme (3.13) sous la forme
u(t) = Oqu(t) + Cu(t) := Tyu(t), (3.14)

tel que D7 = O est donnée par (3.11), avec (V(1,£) = 1) et € est donnée par (3.12)

L’hypothese suivante est fondamentale pour la suite de notre analyse

(H4) Soient g € C([0,1] x R, R) et il existe L, > 0 tel que |g(t,u1) — g(t,uz)| < Ly |ug — usl,
pour tous (¢, ui,us) € [0, 1] xR xRet [g(¢,0)] < YT(t), tel que Y(¢) est une fonction positive

et continue sur [0, 1], avec sup Y(t) = || 1] .
0<t<1

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (Hs) et (Hy), le probleme (3.13 )posséde une unique
solution sur [0, 1] lorsque

A<, (3.15)

tel que

(SR _INI L, L,
A_2<ZF(%+1)+F(B+1)>' (3.16)

=1

Preuve Définir B, = {u € U, s.t. ||u]| < r}, tel que r > 0 vérifiant

avec A est donnée par Eq (3.16) et

2|/ o I [
_ 2 e E—
EERYRECIRED DS vy

=1

A= (3.17)
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On vérifie que T; (B,) C B,.. Pour u € B, et t € [0,1], on a

2)

Lo+ el | =Ml (
I'(B+1) Py Iy +1)

M)

[D1u(t)] <2 + &l

Par ailleurs,

Y

WW<§:

%+D

alors,

Bl < (Dl + ]
(1) o I (2

M)

>+m+§“’<

= T+ —~  Tu+1) I'(vi+1)
B |A| L, 27 = il ||f
- (Z (ﬁ+1)>HF(BH)H&HQ;F(%H)
= Ar+ A

< r

ce qui donne que ¥, (9B,) C B,.
Prouvons maintenant le caractere contractant de ¥; . Pour u, v € U et pour chaque ¢ € [0, 1],

on a d’abord
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en utilisant (H4) nous obtenons

B L||u—v||1 B-1(1 — p)Pt Ly |u— v|| e
() = By(8)] < e /t e /t Pt dr
0
_ Lgllu—vH ,3_1+L lu — vl\tg
Irg+1) I'(6+1)
Ly [lu— vl
< 9oZgiim ~N
- T T(B+1)
alors
1D1u(t) = Orw(t)| < 77D NI u())(1) = NI hi(v())(1)
i=1 i=1
+IF()—FU<t)I
- - Ly |[u— vl
< 8- 1 u — vl 71 g olg |l — Ul
= () ( BRL R 7Y
— |\i| Ly, 2L,
< : - .
- (;F(%+1)+F(5+1> =l
Ainsi

|P1u — D] < [|[OD1u — O] + ||€u — |

— |/\i|Lh- Lg
< 2 L —
= (;mﬁn*rmw o=l
— Allu—ol.

De la condition (3.15), nous concluons que l'opérateur T; est une contraction. Ainsi, le

probleme (3.13) a une solution unique sur [0, 1]. La preuve est compléte. O
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3.3 Exemple

Considérons 1’équation différentielle fractionnaire hybride suivante

= \/(t+|u( B 1+[u(t)]

—1
w(0) = D[ M= g T el
100\/(t+|u( %)

i— [ cos|u . 1—t)sin|u
donc 8 = % Vi = %7 Ai = 9 hi(t,u(t)) = t+‘10((§3| (i € {1,2,3}), g(t,u(l)) = el 1:)_|u(,‘5)|(t)|>

C=1, (t,u(t)) = g/ (t+ u(@®)]*) et . T(1,1) = 2.

On peut établir que

RL@g+ (u(t) ZZ 3 3( 21>21T C;)_T_lﬁ)(ézl) _ e(1—t) sinju(t)| te [O 1]

(3.18)

=0, u(l) =1,
0

1

|hi(t,ur) — hi(t,ug)| < m|u1—lm|, 1=1,...,3,
=y L i=1,..3
= 100i 2 t=1,...,9,
ha(t,0)] < — -
i\Us S vt=1,.4
1002
[Jwll
lg(t,u(t))] <e(l—1)
1+ lull

Ainsi, pour tout (¢,A) € [0,1] xR, on a

(14 |u|) cos |u] — sin |u|
(1 + [ul)?

Duglt)| = Jel(1—0) \

< 2[e,

ce qui donne L, = = ’

W(llul) = ol

D’autre part on a

,(i=1,..,3),Ly = 2[e|, pour ¢ = 1, on obtient [[g] = 1 et

1

|\If(t,u1) — \Ij(t,UQ)l < 100

|lug — ug| and |U(¢,0)] < — 00"

c-i-d., Ly = 7 et | ¥] = 15
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Pour illustrer le Théoreme 3.1.1. nous utilisons un programme Python qui nous permet de

constater que les conditions (3.7) et (3.8) sont satisfaites pour un nombre réel R > 15.791483.

Remarque 3.3.1 57 R = 15.791483 ; On obtient p = 89.525644,

i=m il ||
H\IIH Q_'_ Zz—l I( 'yl+1)

= 10.188953 < R,

et oLy + Y i) it = 0.910626 < 1.

=1 T'(

Toutes les hypotheses du Théoreme 3.1.1 étant vérifiées, on en déduit que le probleme (3.18)

possede au moins une solution définie sur [0, 1].

Pour illustrer le Théoreme 3.2.1, nous considérons la fonction W(¢,u(t)) = 1 pour tout
(t,u(t)) € [0,1] x Ret e =3

A Taide de ces parametres, nous obtenons :
A =0.632542 < 1.

D’apres le Théoreme 3.2.1, le probleme (3.18) a une solution unique.



Chapitre 4

Systeme d’équations
intégro-différentielles fractionnaires de
Volterra-Fredholm aux limites non

locales non séparées

Les résultats de ce chapitre ont fait I’'objet d’une publication dans un journal international
(voir [64]).

Inspiré par les développements récents des équations integro-différentielles de Volterra-Fredholm
7,18, 28, 42], nous étudions dans ce chapitre Iexistence et 'unicité des solutions pour une
nouvelle classe de problemes aux limites d'un systeme d’équations non-linéaires généralisées

de Volterra-Fredholm d’ordre fractionnaire avec des conditions aux limites :

e Vig,(t) = Fimm®), i=1,2, i—1<a; <i, t€][a,b], (4.1)

xl(a’) = IUCC2<b>, xl(b) = V$2(77>a £C2<CL) = 07 a<n< b7 (42)
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avec

2 (2=g)t+G-1)b
‘Fi,m,wz (t) = i (t) + Z )‘iJ / Ki,j (tv 7-)Fi,j (Ta ! (T)7 T2 (T))dTv (43)
Jj=1 “

ou —o0 < a < b < 4o00; Y € C"[a,b] est une fonction croissante tel que () # 0,
i = 1,2 pour tous t € [a,b]; LC@Z‘i’wi désigne la dérivée fractionnaire de Liouville-Caputo
par rapport a une autre fonction ¢; d’ordre o;; ¢; : [a,b] = R, K;; : [a,b] X [a,b] — R,
F,j i |a,b] x R xR — R sont des fonctions continues données et pu,v € R*, \;; € R, pour
tous 4, j € {1,2}. Les résultats principaux du probleme (4.1)-(4.2) sont établis en s’appuyant
sur le théoreme du point fixe de Banach, le théoreme du point fixe de Krasnoselskii et le

théoreme de Leray—Schauder alternative. Des exemples concrets sont fournis pour mettre en

évidence ces résultats.

Certaines dérivées fractionnaires connues sont des cas particuliers de la dérivée fractionnaire

de Liouville-Caputo par rapport & une autre fonction ;. Ainsi, nous pouvons obtenir les cas

suivants

Cas 1. Si ¢;(t) = t pour tous t € [a,b],i € {1,2}, le systeme (4.1) Réduit a un systéme
d’équations intégro-différentielles de Volterra-Fredholm (EIDVFs) impliquant les dérivées

fractionnaires usuelles de Liouville-Caputo
LD ai(t) = Fiman(t), i=1,2, i—1<a; <i, t€][ab].

Cas 2. Si¢;(t) = Int, pour tous t € [a,b],a > 0,7 € {1,2}, le systeme (4.1) Réduit & un

systeme d’(EIDVFs) impliquant les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard
CHDN 3i(t) = Fipran(t), i=1,2, i—1<a; <i, t€lab].

Cas 3. Si ¢;(t) = &,r € R, pour tous t € [a,b],i € {1,2}, le systéme (4.1) Réduit & un

systeme d’(EIDVFSs) impliquant les dérivées fractionnaires de Caputo-Katugampola

ol
L™ T ai(t) = Fiaan(t), i=1,2, i—1<a;<i, t€][ab].
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4.1 L’équation intégrale associée au probleme

Le premier résultat porte sur la variable linéaire du probleme (4.1) et joue un role déterminant

dans I'obtention des résultats principaux.

Lemme 4.1.1 Soient X; € C([a,b,R), i —1 < a; <i,i=1,2, et

A = p(tha(b) — 2(a)) — v(¥2(n) — ha(a)) # 0.
Le systeme linéaire
LeR Wiy, () = X,(t), tela,b], i=1,2,
z1(a) = pxa(b), 1(b) = vaa(n), xe(a) =0, a<n<b,
est équivalent au systeme des équations intégrales
ri(t) = 125 X, (1) - 04(1) {2 Xoln) — 1209 X, (6) — 6122 Xa(0) }

tel que

0,(t) = [(2 — i+ (¢ — 1) UL 00— vala)

et

Va(n) — 1o(a)

G= Dt By oy )

(4.4)

i=1,2, (4.6)

(4.7)

(4.8)

Preuve Par application de 'opérateur I:j’w" sur les deux cotés des équations différentielles

dans (4.5), on obtient

wit) = 10V X (1) + [(2 = 0) + (i — D)(a(t) — tn(a))] e + (i — Des, i=1,2,  (4.9)

tel que ¢1, co, c3 € R. Par la condition aux limites z5(a) = 0, nous obtenons ¢z = 0.



4.1 L’équation intégrale associée au probleme 59

Par utiliser les conditions aux limites x;(a) = pxq(b) et x1(b) = vas(n) On arrive a

cL = ,u]ff’ng(b) + pca(Po(b) — a(a)),

(4.10)
[T X4 (b) + 1 = vIgE Xo(n) + vea(da(n) — ta(a)).
Par résoudre le systeme précédent, on trouve que :
— 1 2—1 —
¢ = (4 )+ ( Z)Al(ﬁh(b) P2(a)) VI:E’TZ)QXQ(T]) _ ]chviylel (b)
—GICPV X (b)], i=1,2. (4.11)

En substituant les valeurs de c¢q, ¢y et c3 dans (4.9), nous obtenons le systeme des équations
intégrales (4.6).

Réciproquement, si z; est donné par (4.6), alors z; satisfait le systéme présenté dans (4.5).
Cela peut étre prouvé facilement en appliquant LC@gi’w" (1 = 1,2) des deux cotés de (4.6)
pour obtenir les équations différentielles LC’DZ‘iwi:UZ-(t) = X;(t), et en substituant t par a, b
(pour i = 1,2) et  (avec i = 2) pour obtenir les conditions aux limites de (4.5), ce qui achéve
la preuve. O
Soit T = C([a,b], R) un espace de Banach associé a la norme |[|x|ly = sup;efy [2(t)]. Alors,
lespace Tx T = {(z1,22),x; € T,i = 1,2} associé a la norme ||(z1, 22)||roy = |21l + 1 22]l¢
est un espace de Banach.

Maintenant, on définit 'opérateur O : T x T — T x T par

O([El, $2)(t> = (01 (1‘1, 1’2)(15), 02(1‘1, 1’2)(15)) N (412)
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avec

Oilan, m:)(t) = / i (5) T F ()
{ /% ($2(n) — $2())% Fo y (5)dls

042

_F(al) / D1(8)(@1(b) = 9a(8)) ™ Fray o (5)ds

fi b / B s as—1 $\ds i
B r(%)/a W5(5) (12(b) = ()™ Foay aa (5)d } 1,2. (4.13)

Remarquez que, d’apres le lemme 4.1.1, les point fixes de 1" opérateur O sont des solutions
du systeme (4.1).
Prenons en compte les conditions suivantes.

(H1) Fvij Vi > 0,4,5 € {1,2} tels que

|Fii (s yn y2)|l < vig + 75 (ol + [yel), (4.14)

pour tous (t,y1,y2) € [a,b] x R x R.
(Hy) Fwi; € RY, 4,5 € {1,2}, tels que

’Fi,j<t7ylvy2> - Fi,j(tayp%)’ < Wi (’yl _§1| + |3/2 - ?2’)7

pour tous (t,v1,¥2), (t,71,7s) € [a,b] x R x R.
(H3) 3 0ij € C([a,b],R"), i,5 € {1,2} de sorte que

|E,j(t7yla y2)| S Qi,,j <t> 9 v(tvyla y2) € [(l, b] x R x R. (415)
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Pour plus de commodité, nous mettons :

> (¥i(t) = Yi(a))™

Yi(t) = NOES (4.16)
2
W, = (b—a) Z |>\i,j| kz’,j%,m (4.17)
2
Wi = (b_a)zp\i,jlki,jwi,j, (4.18)
. 2
Si = llgilly +®—=a) > il kivig, (4.19)
j 1
Si = lleilly +(b—a Z [ Xijl ki figs (4.20)
N, = |gilly + (0 —a) Z [ Xigl ki ll0iglly (4.21)
j=1
0:(t) = ()W, + |04t \{ 1 W1+(u\w2( ) + |&] a(b ))W} (4.22)
0:() = BOWi+ 100 {DOWr + (o] da(n) + |61 S2(0)) Wa . (4.23)
3it) = 0S4+ 10:0)| {T )51 + (1] o) + |6l 5a(1)) B} (4.24)
5i(t) = D)+ (60 {1 (1)) + (1] Dalm) + |6l da(8)) S5} (4.25)
avec
sup |K; (t,s)| = ki; < oo, (4.26)
t,s€a,b|
et
sup |E?](t70,0)| = fi,j < 00, (427)
te(a,b]

pour i,j € {1,2}.

Dans I'analyse qui suit, on utilise I’estimation suivante :

8)(Wi(t) — vi(s))™ ds = Uy(t) < hi(b); (4.28)
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Soient (x1,22) € T x Y et t € [a,b]. En utilisant (H;) avec la formule (4.26), on obtient

2 (2—))t+(G—-1)b
Frnm®] < 1o+ Al / Ko (5, 7)) | Fog (s 01(7), ()|

j=1
2

(2=i)t+([—-1)b
< il + ) gl kig (vig + 7y Uzl + lz2lly)) / dr

Jj=1

2
< Algilly + 0= a) > il kig (i + Fis 11, 22) [l pyr)

J=1

= [l@r, 22) vy Wi+ Si (4.29)

De la méme maniere, en utilisant (Hs) avec la formule (4.26), on obtient

2
| Fianas (O] < @illy + (0= a) > Nijl ki lloislly = Ni; (4.30)

j=1

En se servent de 'hypothese (Hz) avec les formules (4.26) et (4.27), on a

2 (2=5)t+(G-1)b
|]:i,:v1,:v2(t)| S |901(t)| + Z |)\i,j| / |Ki7j(s7 T)| |E7j(77 1}1(7'), mQ(T)N dr
i=1 a
2 2=5)t+G-1)b
< lpille + D il kz]/ (|F (7, 1(7), 22(7)) — Fi3(7,0,0)]
i=1 a
+|F;(7,0,0))dr
2 (2=Ht+G-1)b
< eilly + D 1l kz]/ (wij (lzally + llz2lly) + fiy) dT
i=1 @
2
< lilly + (0= a) > sl ki (i (lally + llz2ll) + fi)
j=1
= [[(@1, 22)[lyr Wi + 55, (4.31)

tels que W;, S;, i = 1,2 sont données par (4.18) et (4.20), respectivement ; de méme maniere,

on obtient

“Eﬂ?hIZ(t) - E,T1,T2(t)’ < Wl (Hxl _fl”r + H‘CE? - fQH’I‘)

= Will(x1,22) — (1, Z2) |l r v 5 (4.32)
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pour tous (1, x2), (T1,72) € T x T et pour tout t € [a,b].

4.2 Résultats d’existence

Dans cette section, on donne la preuve d’existence des solutions du systeme (4.1), par ap-
pliquée deux théorémes. La premiere, dépend en l'alternative de Leray-Schauder [27], par

contre la deuxieme utilise le point fixe de Krasnosel’skii [13].

Théoréme 4.2.1 Supposons que la condition (Hy) soit vérifiée et
Ql(b) + 02(b) < ]-7

avec 0;,1 = 1,2 sont définis dans (4.22). Alors, le systéeme (4.1) admet au moins une solution.

Preuve En premier, on démontre que l'opérateur O est completement continue. Par la
continuité de F; ; et K; ;, opérateur O is continue pour tout (z1,z2) € T x T.
Soit A C T x Y non borné. Donc il existe un constant positive ¢ > 0 tel que ||(z1, Z2)||yxr < €

pour tout (z1,x2) € A. Maintenant, soit (z1,x2) € A, par (4.29) on a

Soit (z1,29) € A et t € [a,b], on a

1
F(Oél)

#1001 e [ 9 0a0) — balo) Pl

|01, 22)(1)] - < /wQ(S)(wi(t)—wi(S))“i_llﬂ,xm(S)ldS

b
+ﬁ / () (W1 (B) — 11(8))™ | Fas () ds

&l »
+F(a2)/a () (62(b) = 2()™* ™ P s (5)|d }
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en utilisant les estimations (4.28) et (4.33) on obtient

O, 22) ()] < Gi0) (CWi+55) + 184(0) | { ] dalm) (CTT2 + S5)
1 (6) (W + 1) + |6 a(B) (W2 + 52) |
= 0;(b)C +04(b),

ce qui implique que

10:(21, z2) [l < 0:(b)C + 84 (b),

par conséquent

1O (@1, 29) || ey Z

alors, 1 opérateur O is uniformément borné.

Ensuite, on détermine que 'opérateur O est équicontinue. Pour tous t1, ¢y € [a, b] avec t; < t3

on a

0;i(21, 22) (t1) — Os(z1, 22) (t2)]

= | Tay
o / " 5 ta) — a(3)) Fom o (5)ds
T19:(0) - / P3() (2 (n) — 1h2(8))*2 ™ Foay an (s)ds
['(ay) / Wi () (4 (b (8)* L F )y o (5)ds

fz az—1 s)das
_I"(OQ)/CL ¢2(S)(¢2(b) _¢2(5)) fQ,m,xz( )d

e O ~ ) = ) (0) = (6] Forp el
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< o / () ($s(t2) — ()™ — PU8)Wa(ta) — i(8))* | | Frmr i (5)] ds
1
F(az)

+1©i(t1) — O4(t2) {F(I;L) / |5 (5) (2 () — Ua(8))* | | Foer.an (5)] ds

W ¢z t2) wz a 1"E1122( )|d5

—1 ' ! a;—1

by [ 00 = b1 ()P0 s
|§z| ' / as—1

bl [ ) 00) = )| Fano)l s}

en utilisant 'estimation (4.33) on obtient

|0i(21, 22) (1) — Os(w1, 22)(2)]
< (CWﬁE)[wz( ) = dilta)| + 'Wrzai ﬁ;” }
+16i(t) = O3(t2) | {$1(0) (T2 +50) + (I dan) + 161 D(8) ) (W2 +52) |

ce qui donne

lim |O (Il,J]Q)(tl) O'(C(]l,l'g)(tg)| == 0, 1= 1, 2,

t1—t2

ce qui signifie que O est équicontinue indépendamment de (z1,zs) € A, donc l'opérateur O
est completement continue.
Enfin, on démontre que 'ensemble A = {(z1,29) € T X T : (21, 29) = €O(21,22),0 < e < 1}

est borné. Soit (z1,x9) € A, avec (21, x2) = €O(x1, x3). Pour tout t € [a, b], on a
Z’Z<t) = eOi(xl,xg), 1€ {1,2}
Donc

2] < Gi0) (Ier,22) e Wi +5:) + €4(0) { [V Ga0) (1, 22)lly o Wa + 52)
01(8) (@1, 22) e Wr + 51) + 166l €20) (|21, 22) [er Wa +52) }

= 0i(b) (21, 2) |y oy +0:(b),
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alors

lzilly < 0:(0) (21, 22) g x + 0i(D),

ce qui donne

Z il < Z b) (@1, 22)llyex + 0:(D)) -

Par conséquent

51(1)) +52(b)
‘|($17$2)HTXT = ( +92 )

pour tout ¢ € [a,b], avec 6;, &;, i = 1,2 sont définis en (4.22) et (4.24) respectivement, ce qui
prouve que A est borné. Donc par l'alternative non linéaire de Leray-Schauder, I’ opérateur

O admet au moins un point fixe. Alors le probleme (4.1) admet au moins une solution. [

Théoréme 4.2.2 Supposant que les conditions (Hs) et (Hs) sont satisfaites et

2
> hb)wi < 1,
=1

avec {/J\i, W; sont définis en (4.18) et (4.16) respectivement. Alors, le probléme (4.1) a au

moins une solution.

Preuve Considérez le sous-ensemble By = {(z1,22) € T X T, ||[(z1, 22)||yr < R} avec

2
B2 3 BN+ [00) {DuON + (vl da(n) + & 2(0)) N}
on défini les opérateurs T: T x T — T x T et Q: B — T x T par

T(xy,29)(t) = (Ty (w1, 2)(t), Ta(w1,22)(),  Qw1,72)(t) = (Qu(w1, 72)(t), Qa(z1,22) (1)),
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avec

Ti(en,e)(t) = ﬁ / ) Ws(8) — 6i(8) ™ Frmy aa(s)ds, i = 1,2,

Qi(wl’xQ)(t) - ®Z(t) {F(l;g) /n 1/’5(8)@2(”) - ¢2(3))a2_1]:2,11,m2 (5>d8
1 ' ! a;—1
(o) /a U1(5)(W1(b) — ¥1(8))™ ™ Fray s (5)ds,

gi ’ / _ s an—1 \ds .
F(O@)/a V5(8)(¢2(b) — a(s)) Fozyas(8)d }’ 1,2.

Clairement, O(z1, x5)(t) = T'(x1, x2)(t) + Q(z1, x2)(t). Dans les étapes suivantes, nous prou-
vons que les hypotheses du Théoreme 1.4.5 sont satisfaites.
Etape 1. L'opérateur T est une application contractante. Pour (x1,22), (T1,72) € T x T,

on a

1
['(a)

| Ti(y, ) (1) = Ti(T1, T2) (1) < / Vi) (Wi(t) = ()™ 7 | Fian a0 (5) — Fiy ()] ds,

par utilisé les estimations (4.28) et (4.32) on trouve

@i(t)Wi (21, 72) = (1, T2) |y o

Yi(O)Wil[(z1, 22) — (T1, Z2) [y oy »

|Ti(z1, 22)(t) — Ti(T1, T2) ()]

IN

IN

ce qui entraine

2
T (1, 22) = T(@1, %) by < Y Gi(O)Wi || (w1, 22) = (T1, T2) [l ycr -
=1

Alors, T est une application contractante.
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Etape 2. On démontre que Q est complétement continue sur By, puisque Fyj, Ky j,5=1,2

sont continues, donc () est continue, de plus on a

|Qi(x1, 22)(t)] < [64(t)] {F|(2|2) /" V5(8)(2(n) — ¥a(8)) 2 [ Fony 2n(8)| ds
e / () (1 () — 1()) ™ | Fr oy (5)] ds

‘le b / . s an—1 . ) .
+F<a2>/a U(s) (V2(b) = a(8))° " [ Foyoa(s)]d } _12

Par utilisé les estimations (4.28) et (4.30), on trouve

Qiera)®] < 10 {GBIN + (] daln) + 6l Fa(0)) N }
< 10:0) {h®O)Ny + (vl dan) + 161 Ba(0)) Na }
ce qui implique
Qs o)l < D OB { 1INy + (] daln) + |6 Fa(b)) N} (4.34)

D’ou, 'opérateur @) est uniformément borné sur Bg.

Puis, on prouve que () est équicontinue. Pour a < t; <ty < bon a

|Qi(z1, 22)(t1) — Qi(x1, 22) (¢
< loutt) - &)l { / V() (W) — a(s))"> Nads

1 / o s ar1—1 s
e / Y5 a(8) — r(5)) 7 N

|€Z| ’ / _ az—1 s
b [ (6 0alt) — valo) = Nads |

01(t1) — ©u(t2)| { (BN + (V] o) + 16| (b)) Mo

IN
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puisque limy, 4, |©;(¢1) — ©;(t2)| = 0, alors

lim |Q;(x1, z2)(t1) — Qi(x1, 22)(t2)| = 0. (4.35)

t1—t2

Cela implique que @) est équicontinue . Par conséquent, d’apres le théoreme d’ Arzela—Ascoli,
Q) est compact sur Bg, et donc 'opérateur () est completement continu.
Etape 3. Nous démontrons que la troisieme condition du Théoreme 1.4.5 est satisfaite. Pour

tous (zy1,22) € T x T, (Z1,T2) € Bg, on a par I'estimations (4.28) et (4.30)

||(flaf2>”T><T = HT(xlﬁxQ)_'_Q(fl?f?)HTxT
< Sl[llﬂz} T (1, 22) (1) + Q(T1,T2) (1)
2
< sup Z T3 (w1, 22)(t) + Qi(T1, T2)(1)]

tela,b] ;24
2

~

sup S G(ON; + 100 {Da(ONs + (|0l Daln) + 6] D) Vo |

telab] T2

IN

- imm + 10O {BaEN: + (] o) + 6] D)) N}
= R.

Donc (Tl,fg) € BR-
D’apres les étapes 1, 2 et 3, les hypotheses du Théoreme 1.4.5 sont vérifiées. Par conséquent,

le probleme (4.1) admet au moins une solution. d

4.3 Résultat d’unicité

Dans cette section, nous présentons le résultat d’existence et d’unicité de la solution du

systeme (4.1) via le principe de la contraction de Banach.

Théoreme 4.3.1 Supposons que la condition (Hy) soit satisfaite. Donc, le systeme (4.1)
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admet une solution unique si

01(b) + 02(b) < 1, (4.36)
tel que 0;, i = 1,2 sont définis par (4.23).
Preuve On choisi R > 0 de sorte que

91(b) + 02(b)

avec 0;, 0;, 1 = 1,2 sont définis dans (4.23) et (4.25), respectivement.
D’abord on démontre que O(Bg) C Bg, avec B = {(ml,xg) €T x T tel que. ||(z1,22) ||y ey < R} )

Soit (z1,x9) € By, pour tout t € [a,b] on a

O an) O] < e [ V) = (6D ()l
+|0;(1)] {I‘|(I;|2) /‘77 Py (s) (a(n) — w2(8))a271|]_—27x17x2 (s)|ds
1 b ’
D) / () (W1(b) = P1(5) ™ M F 1z 0 (5)|ds
. b
+r’<§l‘2> | a0 - %(s»%-l|f2,m,m<s>|d8} ,

par les estimations (4.28) et (4.31) on obtient

~

|Oi (1, 22) (1)) V() (RW; + 5;) + [64(1)] {IVI Ua(n) (RW; + S5)

IN

+01(6) (RW: + $1) + 6] Da(b) (RWV: + S5)}
= R(Dwe+ Ol {0 + (1 5200 + 161 7a(0)) 72} )

() Si + [0:D] {B1(8)S1 + (] Da(m) + |6l (b)) S5 }
RA,(b) + 6:(D),

IN

par conséquent

0(21, 22) (£)] < R[01(b) + 02(b)] + 61(b) + 62(b) < R,
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ce qui implique que ||O(z1, 22)||yryyr < R. Donc O(Bg) C Bg.
Ensuite, on prouve que O est un opérateur contractant. Pour cela, soient (x1,x2), (Z1,Ts) €

TxYettelab],ona

|O :L’1,$2 — O4i(T1,72) ()]

1/} wi(‘S))aiil |~Fi,$1,$2 (S) - ‘Fi@l,@ (8)| ds
ey {

i | GO — ) i) ~ Pl s

/% (2(n) — 2(5)) ™ | Forey s (5) — Fom i (5)] s

|€Z| b / as—1 B s .
bl 61 0a(0) — 660 Fa ) — P (9 s |

par les estimations (4.28) et (4.32), on obtient

Oi(@1,22)(t) — O4(@1, T2) (1) < )W [|(21, 22) — (@1, T2) | ey
+10:0)| { Wl dim) Wa | (@1, 22) = (@1, 7) lx
FOOW (21, 22) = @1,%2) e
6] GO (21, 2) — (@1, x|
= (Bowi + 1] {B oW + (1w Ga) + |6l da(0)) W2 })

X H<x17x2> - (El?fQ)”TXT

IN

el(b> H(xlva) - (EbE?)HTXT?
ce qui implique que
1021, 22) = O(T1, o) ||y < (01(0) + 02(0)) |21, 22) — (T1, T2) |y ey -

Par la condition (4.36), L'opérateur O est contraction. Alors, d’apres le théoreme de point

fixe de Banach, le systeme (4.1) admet une solution unique sur [a, b]. O
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4.4 Exemples
Cette section est consacrée a l'illustration des résultats antérieurs au travers de deux exemples.

Exemple 4.4.1 Considérez le systéeme suivant :

LC©0 75,5 961(15)

- 1+cos7rt+zj LA f02 =1 Ky j(t, 7)F1 (7, 21(7), 22(7) )drT,

LC©1 .25,sint 2<t> (437)

1 s .
1+t + Zj L A2, 0(2 DG Ky j(t, ) Fo (T, 21(7), xo(T))dr,

21(0) = —0.2525(1), 21(1) = 0.7525(0.5), 2(0) =0,

tel que t € [0, 1] )\11 = 16’ )\172 = _6i4’ )\271 = —%, /\2’2 = —%, Kl’l(t,T) = t7+3’ K1 Q(t T)
1
K271(t,7') = t\/?, KQ,Q(t,T) = —Cos(trtJrT), Fl,l(T; M, %2) =T+ % + 2J|:{‘L|1‘ + 3511’1:%2’

Fio(7, 301, 50) = €7 4 Zsin(se + 302), Fo1(7, 501, 50) = 5 + 2 In(1 + |54]) + % + 3J|r”‘i|2|, and

F272(7', M1, %2) = % + %ln(l + |%1 + %2’)

$0.5

Ici oan = 0.75, ay = 1.25, ¥i(t) = G5, ¥a(t) = sint, pi(t) = 1 + cos7t, po(t) = 1%1%’

pw=—025 v=0.75n=0.5.

Par des calculs simples, on obtient 1| = 2, [|pa]l = 1, kin = 2, kip = %, koq = V2
koo =+
3

Evidemment, |F1 (T, 221, 500) — Fra(T, 521, 53)| < wig (|20 — 20| + |50 — 5|) avec wiy = 3,

—_

amsi on a wio = 5

wa1 = %, et way = 3, de plus on a |Fi (1,50, 50)| < 14 2a] + 2] <1+ 3 (] + [2])

(c.-a-d Yig = %)7
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|Fia(7, 50, 30)| < e+ 1 ([sa| + |s|) (c-d-d. 7, = 3), |[Fon(7, 50, 30)| < &+ 2]+ 50| <
$+ 3 (a] + Pal) (c.-d-d.

Vo1 =3), €t |Faa(T, 50, 30)| < 1 4 5 (|5a] + [522]) (c.-d-d. 755 = 3).

A Uaide d’un programme Python et des valeurs fournies, nous obtenons ©1(1) ~ 0.36910708,
O,(1) ~ —1.47642833, & ~ 0.42731022, & = —0.25, Wy = 0.0328125, W, ~ 0.16651799,
W1 ~ 0.05364583,

W ~ 0.30120500, ¢, (1) ~ 1.82990034, (1) ~ 0.71132461, 15(0.5) ~ 0.35210351, (1) ~
0.11711917,

05(1) = 0.31574254, 0, (1) ~ 0.19755274, 05(1) ~ 0.55571057, donc

01(1) + 05(1) ~ 0.75326331 < 1,

Le Théoreme 4.2.1 permet de conclure a [’existence d’au moins une solution pour le probleme

(4.37)

sur [0,1]. Par application du Théoréme 4.5.1, nous obtenons alors

0:(1) + 05(1) ~ 0.43286171 < 1,

ce qui prouve [’existence d’une solution unique au probleme (4.37) sur [0,1].

Exemple 4.4.2 Prenons le systeme suivant :

LOm05 s
©1+ ' xl(t)

= 1+ 4 302 Ay SEIFUTV R m) B an (1), (7)),

LOR LM, (1) (4.38)
=14+ Vt+ 232':1 A2, fl(zfj)tﬂj*l)e Ky j(t, 7)Fo (T, 21(T), 2o(T))dT,

L 71(1) = —0.529(e), w1(e) = 0.525(1.5), x2(1) =0,
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tel que t e [1,6], )\171 = %, )\1,2 —1 )\271 =1 )\272 = —%, Kl,l(t,’f) = e_”, Kl,g(t,’f) =

5 47
e_(t""'r)’

e — p—2(t+7) - _ 1 _ cosmi
KQ,I(t7T) =€ ) KQ,Q(t; T) =€ ) F1,1(7—7 M, %2) — 5T+|%1|+|%2‘7 FI,Q(Ta M, %2) — 16nt +
I
Ar+ 5027

_ 1 sin 7o _ 1 tan~! 5o
F2,1(7—7 M1, %2) T 37+ + 9T et FQvZ(T’ 1, %2) T 274 | + dr 7

Dans ce cas oy = 0.5, ag = 1.5, ¢y (t) = %, Va(t) = Int, p1(t) = 1+ 12, pa(t) = 1 + V1,
pw=-—05v=05n=1.5.

Par des calculs simples, on obtient ||p1| = 1+ €2, [|pa| = 14+ Ve, ki = e, k1o = €72,
]{271 = 671, k’g,g =4

Les fonctions non-linéaires F; ; satisfaisaient

. 1
|Fia(T, 501, 500) — Fi1(T, 511, 500)| < wi1 (|50 — 51| + 502 — 520|), (ici wig = %);
on trouve aussi Wiy = 1—16, Wo 1 = %, Wo g = i, de plus
|Fi1(T, 521, 500)| < 011(7),
avec 01,1(T) = 5=, nous pouvons également obtenir que 012(7) = 51, 021(7) = L et
92,2(7') = 4;—;(.

A Uaide d’un programme Python et des valeurs fournies, nous obtenons 01 (e) ~ 0.71150824,
Oy(e) ~ —1.42301647, & ~ 0.20273255, & = —0.5, W ~ 0.00571623, W, ~ 0.01887021,
d1(e) ~ 1.21854294, 1h(e) ~ 0.75225278, 1h5(1.5) ~ 0.19422004, 6;(e) ~ 0.01527288, s (e) ~
0.03681479, donc

U1 (€)W + Ua(e) W ~ 0.02116064 < 1.

D’apres le Théoréme 4.2.2, on déduit que le probleme (4.38) posséde au moins une solution
sur

Uintervalle [1,e]. D’un autre cété, nous obtenons
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01 (e) + Os(e) ~ 0.05208767 < 1.

D’apres le Théoréme 4.53.1, on déduit que le probleme (4.38) admet une unique solution sur

Vintervalle [1, e].



Conclusion

Ce travail a approfondi I’étude des équations différentielles fractionnaires avec conditions

non locales et opérateurs hybrides, en établissant des résultats fondamentaux concernant

I’existence et 'unicité des solutions. Notre approche méthodologique a combiné de maniere

synergique :

— Des théoremes de point fixe (Banach, Dhage, Krasnoselskii et L’alternative de Leray-
Schauder)

— Des techniques avancées d’analyse fonctionnelle

Ces outils nous ont permis de résoudre des problemes complexes issus de modeles physiques,

notamment dans l'analyse des systemes thermostatiques.

Contributions majeures

Nous avons notamment :

1. Démontré 'existence de solutions pour un systeme couplé d’équations intégro-différentielles

non linéaires de type Volterra-Fredholm

2. Etudié des conditions aux limites non locales non séparées, plus générales que celles

considérées dans la littérature

Notre cadre unificateur englobe plusieurs types de dérivées fractionnaires selon le choix de la
fonction () :
Cas 1. Pour 9;(t) = t, on retrouve le systeme standard de Liouville-Caputo.

Cas 2. Avec ¢;(t) = Int, on obtient les dérivées de Caputo-Hadamard.
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r

Cas 3. Le choix 9;(t) = t?, r € Rt conduit aux dérivées de Caputo-Katugampola.

Cette étude représente une avancée significative a plusieurs niveaux. La comparaison avec les
travaux antérieurs, notamment ceux de [42], met en évidence :

— Une analyse plus exhaustive des conditions d’existence

— Une généralisation des résultats a une classe plus large d’opérateurs

Ces résultats posent les bases pour de futures recherches sur les applications pratiques de ces
systemes généralisés, notamment en physique mathématique et en ingénierie des systemes

complexes.
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