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Notations générales

* Notations générales
R : corps des nombres réels.
D, : disque unité .
|| - la norme associées aux produits scalaires.
U c C : ouvert.
Refi(z +1iy) : laréel de f .
Imfi(x +iy) : imaginaire de f .
0 : la dérivé paratial.
H : espace de Hilbert.
Ind : indice .

2 : est ouvert de R* .

or

57 - la dérivée normale extérieure sur la dérivée de V.

X : espace de Hausdorff .

K : un sous ensemble compact .

G : un ouvert .

L? : Vespace des classes de fonctions de carré intégrable pour la mesure de Lebésgue dx.

K C Q : ensemble compact .

A%(2) : un espace de Hilbert séparable .

||.|| : norme .

H(D) : . espace des fonctions holomorphe

A : Topérateur de Laplace .

L? : I'espace des classes de fonctions de puissance p;me intégrable pour la mesure de Lebésgue
dx .

S(z) : la fonction de Schwarz .

D C C un domaine .

B?(D) : ensemble des fonctions holomorphes sur le disque unité ouvert D de carré intégrable

sur D.
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* Introduction générale
Les nécessites de connaissances concernant la théorie des fonctions holomorphes d’une ou plu-
sieurs variables complexes sont trés nombreux, car ¢’est une théorie relativement ancienne et la
recherche dans ce domaine des mathématiques est toujours tres active .Ce mémoire peut étre
vu comme la premiére étape d’entrer la théorie des fonctions holomorphes d’une ou plusieurs
variables complexes et surtout ce qui concerne le calcul de l'intégration des fonctions holo-
morphes le long d’un contour de Jordan rectifiable ou bien de I'intégration le long d’une courbe
fermée .Donnons quelques explications & ce sujet. Les connaissances pour aborder la lecture de
ce mémoire sont plutot modestes. En ce qui concerne la topologie complexe du plan et rappels
sur la topologie du plan ensuite dérivation complexe et les conditions de Cauchy Riemann on ne
demande de connaitre que les propriétés élémentaires des compacts et des connexes de C. Pour
I'intégration, on n’a utilisé que les propriétés élémentaires de l'intégrale au sens de Riemann
et 'intégration des fonctions holomorphes le long d’une courbe fermée. Donnons un exemple :
Soit :
flz)=1+1i—-2z.

C’est pour ca nous avons divisé ce travail en trois parties. Le chapitre un constitue des
révisions concernant les connaissances de bases qui sont bien connus dans le programme usuel
de Licence mathématiques.On y traite les propriétés générales des fonctions holomorphes. Bien
que ne présentant aucune difficulté, on obtient déja des résultats sur la notion de la holomor-
phie ou bien la dérivabilité au cas des fonctions d’une variable complexe. Il est bien connu est
fondamental qu’'une fonction est dérivable (on dit aussi holomorphe) si et seulement si elle est
localement développable en série entiére. Dans ce chapitre 1 ,on utilise la théorie de Cauchy
locale pour obtenir les principales propriétés des fonctions holomorphes ou mésomorphes. On y
démontre, par exemple, la fameuse formule des résidus (dans des cas particuliers) qui permettra,
et c’est parfois ce qui impressionne le lecteur, de calculer des intégrales le long d’'un contour.. Le
chapitre deux constitue des révisions concernant initiation de bases sur les formules de Green
et la formule de Stokes et leurs relations avec la théorie de Cauchy. On y traite bien sir dans

le cas des fonctions holomorphes d’une variable complexe.

Le chapitre 3 compléte la panoplie d’outils construits dans les chapitre 1 et 2 par deux sujets
trés importants pour les applications et sujets :
Sujet 1 :

Calcul d’intégrale double par rapport a la mesure de surface sur le disque unité de la module
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au carré d’une fonction analytique réguliére développable en série entiére et leurs propriétés
constructives .

Sujet 2 :

Meilleure approximation d’une fonction holomorphe sur le disque unité relativement a une suite
des polynomes orthogonaux sur le disque unité et par rapport a la mesure de surface.

Sujet 3 :

Application de la formule de Stokes et la formule de Green et la formule de Cauchy de traiter le
probléme : Equivalence de Iexistence de la fonction de Schwarz et de I'identité en quadrature

de l'intégrale double d’une fonction complexe par rapport a la mesure de surface.
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*Formules intégrales de Cauchy

I Formules intégrales de Cauchy

I.1 Propriétés générales des fonctions holomorphes
I.1.1 Plan complexe

Définition 1.1 Le plan réel R? est un R-espace vectoriel de dimension 2. D’ habitude, les points
de R? sont représentent par leurs coordonnées (x,y) dans la base canonique. Nous allons identi-
fier R? avec C en identifiant un point (x,y) de R* au nombre complexe x+ iy de C dont parties

réelle et imaginaire sont les coordonnés du point :

R? > C

(x,y) — = +iy.
En particulier, la norme du vecteur (z,y) € R? s’identifie au module du nombre (z,y) € C.

Lemme 1.1 Sous l'indentification ci-dessus, la multiplication par le nombre complexe x + iy
définit une similitude du plan. La matrice de cette similitude est

TV e (). (I.1)

y T
Inversement, une telle similitude s’interprétre comme la multiplication par un nombre complexe.

La multiplication de nombres complexes correspond ainsi a la composition de similitudes du plan.

Démonstration. La base canonique de C en tant que R-espace vectoriel est (1,7). La
multiplication par x + iy est R-linéaire et applique 1 sur x + iy et i sur —y + ¢x. Sa matrice
a donc la forme prétendue. Inversement, une telle matrice agit sur les points de R? comme le
fait la multiplication par x + ¢y sur C . Enfin, la multiplication complexe (z + iy)(2’ + iy/) =
zx' — yy' +i(xy’ + ya') correspond bien au produit matriciel

Tz — - zx' — gy —(zy +yx’
y v\ _ vy —(vy y)_ 12)

Yy T y oy +yr’  xx —yy
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I.1.2 Rappels sur la topologie du plan complexe

Comme C' est un R-espace vectoriel, C est muni d’une topologie canonique. Une partie U

de C est ouverte pour cette topologie si, pour tout zy € U , il existe un disque ouvert
D, (z) ={2€C\ |z — 2| <7} (L.3)

de rayon r, de centre zp, et contenu dans U. Il s’en suit que tout ouvert de C s’ecrit comme
réunion de disques ouverts.

Une partie A de C est fermée si son complémentaire C \ A est ouvert.

Une partie A de C est compacte si A est fermée et bornée.

Une partie A de C est connexe s’il n’existe pas de d’composition en deux parties non vides
disjointes A = A; U A telles que Ay = ANU; et Ay = AN U pour deux ouverts Uy, Us de C.
Une partie A de C est connexe par arcs si, pour tous z,y € A, il existe une application continue
¢ :[0,1] — A telle que ¢(0) = zeto(1) = y. Toute partie connexe par arcs est connexe. La

réciproque est fausse en général. Cependant,

Lemme 1.2 Un ouvert de C est connexe si et seulement s’il est connexe par arcs.
L’adhérence A d’une partie A de C est la plus petite partie fermée de C contenant A. Enparti-

culier, ladhérence du disque ouvert D,.(zg) est le disque fermé
D,(2) ={2€C||z— 2| <r}.

On utilisera souvent que tout disque ouvert D,(z) contient un disque fermé Dy(zy) de meme

centre avec un rayon s vérifiant 0 < s < r.

I[.1.3 Dérivation complexe

Définition 1.2 Soit U C C un ouvert et zo € U. On dit qu’une fonction f : U — C est

C-dérwable ou holomorphe en zy st la limite

o 1) = f(z0)
=L

existe, a ugel cas elle sera notée f'(z) ou %(zo) . On dit que f : U — C est holomorphe (sur

U) si f est holomorphe en tout point de U. La dérivée de f est alors notée

f2U—=C:z— fl(2) (1.4)
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I.1.4 Conditions de Cauchy Riemann

Soit f : U + C une fonction a valeurs complexes définie dans un ouvert U de C . En

identifiant C & R? comme dans la section 1.1, on peut représenter f sous la forme :

U —R?
i I RSt (L5)
Y folz,y)
de sorte que
fle+iy) = fulz,y) +ifo(z,y) (L.6)
respectivement
filz,y) = Ref(z + iy) (L7)
et
folz,y) = Imf(x +1iy). (18)

On peut donc comparer la différentiabilité de f en (g, o) en tant que fonction de deux variables
réelles avec la dérivabilité de f en zy + iyy en tant que fonction d’une variable complexe. Si f

est différentiable en (zg,yo), la différentielle

%(%ayo) aa—j;l(ﬂﬁoayo)

Df(xo, yo) = : RQ — RZ. (19)

0
8; (-T07 y(J) %;(an yO)
est une application R—linéaire, la “meilleure approximation R—linéaire” de f en (zo, yo).
Si f est C—dérivable en xg + 1y , la dérivée f'(zo + iyo) représente la “meilleure approximation

C-linéaire” de f en xg + iy -

Proposition 1.1 Une fonction f: U — C est holomorphe en x¢+ iyo € U si et seulement si f
(en tant que fonction de deuz variables réelles) est différentiable en (xo,yo) et la différentielle

D f(xo,y0) est une similitude du plan, i.e. les conditions de Cauchy Riemann sont satisfaites :

%(%7 3/0) = 88_];(350, yo)
of: ofs

Ay (9507190) = - O (3307?/0)-

Dans ce cas , on a

, . 0 0 0 0
f(zo+iyo) = a—J;l(flfoa?/o) + Za—f(xo,yo) = a—J:;z(fﬂmyo) = _8_J;2($0’y0)'

Démonstration. La -dérivabilité implique la différentiablilité. Inversement, la différentiabilité

implique la C-dérivabilité a condition que la différentielle corresponde a la multiplication par

3
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un nombre complexe ce qui, d’aprés le Lemme 1.1, est précisément la cas quand la différentielle

est une similitude du plan, i.e. quand

9 (g o (g a —b
B (T0,50) 37 (%0, o) b a

Dans ce cas, la dérivée f'(xo + iyo) vaut a + ib.

I.2 Intégration dans le domaine complexe (Théoréme de Cauchy)
I.2.1 Intégrale curviligne complexe

Définition 1.3 Soit f(z) une fonction continue en tout point d’une courbe C' dont nous sup-

poserons la longueur finie, i.e. C sera supposée rectifiable.

Partageons C' en n intervalles au moyen des points z1, za, ..., Zn_1, arbitrairement choisis et
posons a = zg, I = z, . Sur chaque arc joignant z,_1d z [ot k varie de 1 a n/ choisissons un

point &. For- mons la somme

S = f(&)(z1 —a) + f(&)(z2 — 21) + .. [(&) (b — 2p-1) (1.11)
En posant 2k — Zp—1 = Az, ceci devient
Su =Y fl&)(z—21) = f (&) Az (L12)
k=1 k=1

Si l'on fait croitre le nombre n des subdivisions de fagon que la longueur |Azy| de la plus grande
des cordes tende vers zéro, alors la somme S,,, tend vers une limite indépendante du mode de

subdivision et nous désignerons cette limite par

/abf(z)dz ou /Cf(z)dz. (I.13)

Appelée intégrale curviligne complexe ou plus simplement intégrale curviligne de f(z) le long
de C, ou encore intégrale de f(z) entre a et b, le long de C. Dans un tel cas f(z) est dite
intégrale se long de C. On notera que si f(z) est analytique dans un ouvert connexe a qt si C'

est une courbe appartenant a a alors f(z) est certainement intégrable le long de C.

1.2.2 Intégrale curviligne réelles

Définition 1.4 Si P(z,y) et Q(x,y) sont des fonctions réelles de x et y, continues en tous les

points d’une courbe C, l'intégrale curviligne de Pdx + Qdy le long de C' peut étre définie d’une

4
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maniere semblable a celle indiquée ci-dessus et est notée

/C[P(x, y)dzr + Q(z,y)dy] ou /0de + Qdy (L.14)

la deuzieme notation étant utilisée par abréviation. Si C' est continiment différentiable et a
pour représentation paramétrique x = ¢(t),y = ¢(t) outy <t <ty , la valeur de (4) est donnée

par

/t2 [Pp(t), ()¢ (t)dt + Qo (t), 1 (t)y (t)dt]

t1

On peut adapter le résultat au cas ot C est contindment différentiable par morceaux

I[.2.3 Relation entre Intégrale curviligne complexe et reellees

Définition 1.5 Si f(2) = u(z,y) + iv(x,y) = u + v Uintégrale curviligne complexe (3) peut

étre exprimé au moyen d’intégrales curvilignes réelles de la fagon suivante

/C f(2)dz = /C (u + w)(dz + idy)

= / udx — vdy + z/ vdz + udy (I.15)
c c

Pour cette raison (5) est souvent prise comme définition de l'intégrale curviligne compleze.

1.3 Formule de Green

Définition 1.6 Soit u(z,y) et v(z,y) des fonctions continues et a dérivées partielles continues

dans un ouvert connexe R et sur sa frontiére C . La formule de Green établit que

ov  Ou
_ - _ = I.1
Ja{udm + vdy /R/ (8:5 8y) dxdy (1.16)

cette formule est a la fois vraie pour des ouverts simplement connexes ou multiplement connexes
Forme complexe de la formule de green .

Remarque 1.1 f=u+ v

ou Ov Ou ou o
= —— et C est une contour férmée alors

holomorphe : e 8_y’ 8_y 9

Preuve : En effet :

/udx—vdy+i/vda:—udy:—// (—F@%—@)dxdy—i-i// <+@—@)dxdy
c c r\ Ox Oy g\ Or Oy
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I.4 La fonction harmonique conjuguée.

Définition 1.7 Si la fonction u = wu(z,y) est harmonique dans un domaine D, on peut lui

associer une autre fonction v = v(x,y) au moyen du systéme d’équations auz dérivées partielles

sutvant :
ou Ov
— = — .17
or Oy’ (L.17)
ou ov
— = I.18
dy ox (1.18)
Théoréme 1.1 Si la fonction u(zx,y) harmonique donc elle est Laplacienne sur D C C alors :
0%u 0%u
2 & Y) = 8—y2($,y) =0 (1.19)

alors que trouve fonction v(z,y) (i.e vérifié les conditions de Cauchy Riemann ) telle que

f = u + v fonction holomorphe sur D C C telle que :

y T
o(, y) = %(m,t)dt— /0 g—Z(s,O)dS (1.20)

0

Preuve : u(x,y) harmonique donc elle accept conjugué harmonique v(x,y) alors vérifiés les

conditions de Cauchy Riemann :

ou ov
ou ov

a—y(m,y) = —%(x,y)

Complétons la premiére condition ci-dessus pour y alors
ov 0%u
—(z,y) = — | —(z,t)dt +C'(x
S == [ S+ )

v Y 9%u ,
&) = - / S+ )

en intégrons pour y

ov ou ou ,

que

g—Z(m, 0)+C'(xz)=0
donc
C(z) = — ' @(S,O)ds
o Oy
Et dessus

y
v(x,y) = i %(m,t)dt — Z—Z(S,O)ds

donc la forme (2) vrai.
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Remarque 1.2 Ce systéme d’équations est connu sous le nom d’équations différentielles de
Cauchy Riemann et joue un role fondamental dans la théorie de la cartographie conforme. La
fonction v définie par les équations (3.12) est harmonique en D
v 0%
972 + a7 = 0.
v est appelé le conjugué harmonique de u. Il convient de noter qu’en dérivant [’har-
monicité de v, nous n’avons pas utilisé le fait que u est harmonique; nous n’avons utilisé que
Uezistence de deux dérivées continues. En effet, il résulte facilement de (10) que deuz fonc-

tions u et v qui ont deux dérivées continues et sont reliées et nécessairement toutes les deux

harmoniques.

Proposition 1.2 Le fait que lintégrale droite est indépendante de la courbe C et que sa valeur

ne dépend que des bornes (x,y) et (xo,y0) se verified aussi directement. il s’ensuit que

o o0 o

dy: Oy Ox 0x”’
et c’est la condition bien connue dindépendance d’une intégrale droite du chemin d’intégration,
. 1l est important de noter que la fonction harmonique conjuguée n’est déterminée qu’a une
constante additive arbitraire qui joue le role d’une constante d’intégration en (11) et y était

exprimée comme la valeur de la fonction v au point arbitraire (xo,yo) -

I.5 Notation de base sur les formules intégrales de Cauchy
I.5.1 Intégrales de Cauchy

Définition 1.8 (Intégrales curvilignes dans le plan) Une application continue (resp. de
classe C' 7y : [a,b] — R est appelée chemin continu (resp. de classe C* ). Un lacet est un chemin

v la,b] = R tel que v(a) = ~(b).

Plus généralement, un chemin (ou lacet) continu v : [a,b] — R est dit C* par morceaux s’il

existe une subdivision finie a = ap < a; < ... < ay—_1 < ay = b telle que les restrictions Y4, a;,,]

soient de classe C* pour 0 < i < N. Un chemin affine est donnée par
Vg : [0,1] = Rt = (1 —t)r 4ty

pour deuz points x,y € R . Ce chemin parcourt le segment [x,y]; il est de classe C™
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Définition 1.9 Soient P,QQ : U — R deux fonctions continues sur un ouvert U C R et
v = (v,7%) : [a,b] = U un chemin de classe C* . Alors Uintégrale curviligne de la "forme

différentielle” P(x,y)dx + Q(x,y)dy le long de v est définie par

/ P, y)de + q(x, y)dy = / (P (1) + Q{0 (8)) .

Définition 1.10 Soit f : U — C une fonction continue sur un ouvert U C C et v : [a,b] — U

un chemin de classe C' . Alors Uintégrale de Cauchy de f le long de ~y est définie par

[z | F) (i

Ces deux définitions s’étendent aux chemins C' par morceaux en rempla, cant l'intégrale par
une somme finie d’intégrales selon la subdivision finie en chemins de classe C*
Remarque 2.3. L’intégrale de Cauchy se raméne a deuz intégrales curvilignes de la premiére
espéce en séparant parties réelle et imaginaire

/ f(2)dz = / (i () + i falr, ) (e + idy) (1.21)

v

- / fi(ey)dx — folz,y)dy + / folar, y)dz + oz, y)dy (1.22)

Pour les calculs, il est en général préférable de ne pas effectuer cette séparation en parties réelles
et imaginaire, mais de calculer la valeur de l'intégrale en explicitant une primitive de (f o y)y'
. Si f posséde elle-meme une primitive F, alors la fonction (f o v)y' admet comme primitive
Fo~. Dans ce cas, si~y est un lacet, l'intégrale est nulle! Un des premiers buts de ce cours est
de montrer que si f est holomorphe sur un disque ouvert, alors f admet une primitive sur ce

disque.

Exemple 1.1 Soit v :[0,27] — C* : t — €' . Alors

d 27 it
/ dz _ / it = [it]2 = 2mi.
5 % o €

Définition I.11 Soient v, : [a,b] — et 72 : [b,c] — C deuzx chemins tels que v1(a) = 72(b).

Alors le chemin composé 17y, : [a,c] — C est défini par

Yi(t) si t€a,b];
Y2(t) st te b .

(M72)(t) =

Le chemin opposé 7 : [a,b] — C de v : [a,b] — C est défini par

F(t) =~v(a+b—1t).

8
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Lemme 1.3 Avec les notations ci-dessus, on a pour toute fonction continue f :

() [ )z = [ f(2)d+ [, ()
) [, f()dz = — [ [(2)dz,
(c) f70¢f(z)dz = f7 f(2)dz pour tout difféomorphisme ¢ : |a, 3] — |a, D]

Démonstration. (a) suit de la régle de Chasles. (b) est immédiat. (c) est une conséquence de la
formule de changement de variable :
g

/f@mz/fmwmwmw
Yo

Proposition 1.3 (Green-Riemann pour un rectangle). Soient P(x,y) et Q(x,y) deuz fonctions
de classe C définies au voisinage d’un rectangle azial R dans R” . On suppose que le lacet OR

qui parcourt le bord de R est orienté dans le sens positif. Alors

//R (g—g(x,y) - g—lyj(x,y)) = /aR Pz, y)dz + Q(z,y)dy.

Démonstration. Nous supposons que R = [xo,yo] X [z1,y1] et que le lacet OR est issu de (o, yo)
comme ci-dessus. Néanmoins, le résultat reste valide pour un parcours du bord de R issu de

n’importe lequel de ses quatre sommets a condition que le sens du parcours soit positif

/Lg—g(x,y)dxdyz /yj ( x: g—g(m,y)d:ﬁ) dy

B /yl(Q(Ihy) = Q(xo,9))dy

Yo

= [ Qz,y)dy.
OR




Chapitre 1 Formules intégrales de Cauchy

De méme,

oP /“cl ( opP )
— —(z,y)dxdy = — z,y)dy | dx
//Ré‘y( y)dxdy o\ 8y( ,y)dy

_ /zl(P(x,yo) — P(z,y))dx

Zo

- /BR P(z,y)dz.

Théoréme 1.2 (Cauchy). Soit f : Dr(w) — C une fonction holomorphe sur un disque ouvert.

Alors f admet une primitive compleze sur Dg(w). En particulier, pour tout lacet v dans Dgr(w),

/7 f(2)dz =

Démonstration. On a déja observé en (1.14) que lexistence d’une primitive de f entraine la
nullité de lintégrale de Cauchy de f le long d’un lacet. Pour construire une primitive F de f
on

Soit zy € Dg(w). On pose F(zy) = 0 . Pour tout z # zy appartenant & Dgr(w), le rectangle
azial R = R(xo, 1, Y0,y1) tel que zg = xo + iyo et z = w1 + iy, est entiérement contenu dans
Dgr(w). Il définit un lacet unique OR = Y1727y37s issu de zy et orienté dans le sens positif. On

a pour f = fi+ify (en supposant la continuité des dérivées partielles) :

Rf(’z)d’z: fl(x,y)dx—fg(x,y)dy+z f2($>y>dx+f1($>y)dy

//< o _%(:ﬂy)dwdyﬂ//( o —%—J;(x,y))dxdy

=0

la derniére égalité étant conséquence des conditions de Cauchy-Riemann satisfaites par f, cf.
(1.5). On peut donc poser :

F(z):= f(z)dz = f(z)dz

Y172 Va3
La valeur F(z) sécrit F(x + iy) = Fi(z,y) + iFy(x,y) de sorte que, comme ci-dessus, Fy(z,y)
s’obtient comme lintégrale de la forme différentielle fi(z,y)dx— fo(z, y)dy, et Fy(x,y) s’obtient
comme lintégrale sur la forme différentielle fi(z,y)dy + fo(z,y)dz. Du fait que lintégrale se

calcule soit le long de v1y2 soit le long de 7473, on obtient

8F

fl, = —fo (1.23)

0F

f2, =—h (I.24)

La fonction F wvrifie donc les conditions de Cauchy-Riemann et sa dérivée F' = f,

10
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1.5.2 Indice d’un lacet

Définition 1.12 L’indice d’un lacet (C* par morceauz) v en zy € est donnée par lintégrale

Ind,(z) = = dz

2mi ),z — 20

(ou zp€ Image (y))
Exemple 1.2 Pour le lacet v, : [0,1] = €™ - n € Z , on obtient Ind v, (0) = n

Théoréme 1.3 (Formule intégrale de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un disque
Dpg(w). Alors pour tout lacet vy in Dg(w) et tout zg € Dr(w) \ Image(y) on a la formule :
1 f(®)

2mi ),z — 20

dz = Ind,(2) f(20). (1.25)
Démonstration. La fonction

Z— 20

est continue dans Dgr(w) est holomorphe en dehors de zy. permettent alors de conclure

Proposition 1.4 Pour un lacet donné -y, lindice Ind.(—) est une fonction continue sur
C\ Image(y) qui ne prend que des valeurs entiéres. En particulier, Ind,(—) est constante sur
chaque composante connexe de mathbbC'\ I'mage(7).

1 silz] < 1

Exemple 1.3 Pour le lacet v : [0,1]C : t — e*™ | on obtient Ind.(z) =
0 silz| > 1.

Théoréme 1.4 (Cauchy) Soit C(zy,r) un cercle de centre zy et de rayon r est :

1 dz

2m Jo 2 — 2

On pose z = zg +ret |, 0<t<2m, estdz = iredt et de lui c’est :

1 d 1 27 it
. : = = 7’61 dt = 1.
21 Jo 2z — 2 2 Jo  ret

Remarque : D bordure tricotée simplement C' fermé supposons que f(z) holomorphe sur D
comment montrer que ¢ f(z)dz =0
En effet, que le formule de Green définie par 2;me forme : D bordure tricotée simplement le

contour fermé , C' le cercle telle que la fonction f = p 4 ¢ holomorphe sur D alors que :

0(i(f(2)) _ 9(f(2))

= =0.
ox dy
On appliquons les conditions de Cauchy Riemann :
dp  0Oq d¢ _ Op
ox Oy ’ oxr Oy

11
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nous concluons

a(i(f(z))) _ 9(i(p +iq)) dq  .Op d(f(2))  dp+iq) 0dp  .0q
or Ox " o 'or ’ oy Dy "oy * "y (1:26)
donc :
ai(f(2) 9(f(2)
o =0 (1.27)
Par suite

/f(z)(dx+idy):/f(z)dx+if(z)dy
C C

/D/ (8(1(5352))) B 8(](;(;))> dedy = 0. (128)

Lemme 1.4 1. f = p+ iq Holomorphe alors :

P _ )
ox y

2. Que ce soit D simplement li€ et dont le bord est un contour en cercle fermé C' de sorte que

f holographique sur D :

/ f(z)dz=0 (1.29)
c
Preuve : on appliquer les conditions de Cauchy Riemann :
9 _ %
or Oy
9q _ _9p
or 0Oy
Nous concluons :
a(i(f(2)) _ olilp+ig)  Oq  .Op
T T TR (1:30)
De la méme maniére pour y
I(f(z) _olp+ig)  0Op  .0q
_ =471 [.31
Ay dy oy oy (L31)
Et de lui
0(u(f(2)) 9(f(z))
_ = 1.32
ox oy 0 (1.32)
Donc

/C F()(dx + idy) = / F()da+if(2)dy = / /D (8(i(§iz))) - a(g;))) dedy =0 (1.33)

Il faut le prouver.

12
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Proposition 1.5 Soit F(z,Z) une fonction continue , a dérivées partielles continues dans un
ouvert connexe R et sur sa frontiére C' | et soit z = x + 1y, zx — 1y des coordonnées complexes

conjuguées . La formule de Green peut etre écrite sous la forme complere suivante

%F@aw - %L/%;M (1.34)

ou dA représente ’élément d’atre dx dy .

/cf(z,E)dz:Qi//Rg—gdxdy (1.35)

En posont p+iq , z = x + 1y, dz = dx + idy en appliquent le formule de Green :
Alors

Remarque 1.3

/f(z,?)dz:%/ R%dxdy

Exemple 1.4 D qui est simplement conjugué et dont [’aréte est un contour fermé C' tel que la
fonction B(z,Z) soit continue et accepte les dérivées partielles sur D de sorte que :

Area(D) désigne une zone de D

//Dd:cdy = Area(D) = %/676& (1.36)

Area(D):// dxdy
D
1 1

1 1
— [ zdz = — —y)(d dy) = — d dy + = dy — yd
5 sz 5 C(x iy)(dx + idy) 22,/01‘ r+y y+2/ca:y ydx

/me:mmm

Par exemple C(0,7) = {(x,y) : 2% + y* = r?} son aire est égale & 7r? unité carrée et donc :

Preuve : On a

D’autre part

1

— zZdz = 7’ (1.37)
20 Jeor

I.6 Intégrales doubles complexes concideions 'intégrale

]:// f(z,2)dzdy , z=x+1y
[2|<R

13
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posons z = re' = x + iy

dxdy = rdrdf
0<r<R0Z6O6<L2r
Alors
I= / / f(re® re=®Yrdrdd
o Jo
R 2 ' ‘
= / rdr/ f(re® re=?)dp
0 0
2
posons w = re'?, d_w =df,w = r
w

w
R

I:/ Tdr/ f(w,@)(?—w
0 |w|=r w
R

- /0 (/|w|—1 e g)%) e

Théoréme 1.5 Soit f(z) une fonction analytique & l'intérieur d’une courbe fermée simple C

et sur C , soit a un point intérieur a C , alors

o) = = § LB 4 (1.38)

2m J. 2z —a

ot le contour C' est décrit dans le sens direct .

De meme la n-iéme dérivée de f(z) en z = a est donnée par
|
= M TE ~1,2,3 1.39
P = g f a2 (139)
Preuve :
La fonction f(2)/(z — a) est analytique a I'intérieur de C' et sur C' sauf au point z = a . nous
avons .

f(2)

cZ—a

dz (1.40)

ou 'on peut prendre pour contour 7 un cercle de rayon € ou z — a = ee? avec 0 < 6 < 27 . De

z=a+ e on tire dz = ice? | et I'intégrale du deuxiéme membre de (1) devient

2m (AN 1)
f(z) Qs = fla+ ee)iee "

0
FZ2—a ee’

0
2m
= @/ f(a+ee®)dd
0

14
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On a .
f(z

c”—a

dz—z/ f(a+ ec®)do (1.41)

En prenant la limite des deux membres de (2) et en utilisant la continuité de f(z) , on obtient

Sz

cR—a

z—hmz/ fa+€€
:i/o lg%f(a—i-ee /f )df = 2mif(a).

On a donc le résultat demandé

fla) = —— 7{ 1) 4, (1.42)

2 J.z —a

Remarque 1.4 L’ancienne constitution (1) peut étre considéré comme un cas particulier de

(2) si l'on pose 0! = 1.

les constitution sont appelés formules intégrales de Cauchy et sont trés remarquables car ils
montrent que si une fonction f(z) est connue sur la courbe fermée simple C, alors ses valeurs
et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout point situé a 'intérieur de C.
Donc si une fonction de la variable complexe admet une dérivée premiére, i.e. est analytique,
dans un ouvert simplement connexe R toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans Re.
Ceci n’est pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable réelle.

Corollaire : Si f(z) est analytique a I'intérieur d’un ouvert simplement connexe R et sur

sa frontiére C, alors :

Fla) = — ]{ G, (1.43)

2mi J. (2 — a)?
Preuve :

si a et a + h appartiennent a & |, nous avons

fla+h)—fla) 1 1 1 1
h _Q_Mjgﬁ{z—(a%—h)_z—a

_ b f(z)dz
B QWijg(z—a—h)(z—a)

e,k f(2)dz
- 7{ ( dz + (L.44)

27 J, (z — a)? 2mi J. (z —a—h)(z — a)?

} F(2)dz

On obtient alors le résultat cherché en prenant la limite de cette expression quand h — 0 , il

suffit alors de montrer que le dernier terme tend vers zéro.

15



Chapitre 1 Formules intégrales de Cauchy

Pour montrer cela nous utilisons le fait que si 7 est un cercle de rayon € centré en a et

appartenant a at (voir Fig. 5-3), alors,

o f(z)dz
+27m' 7{ (z—a—h)(z—a)?

_h f(z)dz
B 27Tifi(z—a—h)(z—a)2

On choisit alors h suffisamment petit en valeur absolue pour que a + h soit dans 7 et que

|h| < €/2; on a alors d’aprés le probléme 7(c), Chapitre 1 et le fait que I’équation de 7 est
|z —al = e,

lz—a—h| > J|z—al —1lh >e—¢/2 = ¢€/2

La fonctionf(z) étant analytique dans R, nous pouvons trouver un nombre positif M tel que

|f(2)] < M. La longueur de 7 est 2me, on en déduit

o f(2)dz
2wi£z—a—h)(2—a)2

et il en résulte que le premier membre tend vers zéro quand h — 0, ce qui compléte la démons-

|h| M(2me)  _ 2/h|M
om (¢/2)(e2) €2

tration. Il est intéressant de remarquer que le résultat est équivalent a

0= o om § 150 o {0

qui est une extension aux intégrales curvilignes de la régle de dérivation sous le signe §¢.

Théoréme 1.6 sous les mémes conditions ,
|
f(")(a) - n—j{&dz n=0,1,2,3.

2mi J. (2 — a)"t!

Preuve : Les cas n = 0 et 1 s’obtiennent & partir respectivement a condition de poser

fO(>a) = f(a) et 0! = 1.

Pour démontrer la formule dans le cas n = 2, on utilise le probléme 2 ot a et a + h
appartiennent a R ; on obtient

flath)—fa) 1 [1 1 1
h _Q_Mjgﬁ{(?;—a—h)?_(Z_a)Q}f(z)dZ (1.45)

_ 2l f(2) . h 3(z—a)—2h N
]{—( dz + f[i( f(2)d (1.46)

27 z—a)? 27i z—a—h)*(z—a)

16



Chapitre 1 Formules intégrales de Cauchy

On en déduit le résultat cherché en prenant la limite de cette expression quand h — 0, il suffit
alors de démontrer que le dernier terme tend vers zéro. La démonstration est semblable a celle

du probléme 2, on utilise le fait que les intégrales sue C et sur I' sont égales et 1'on a

h 3(z—a)—2h s |h| M (2me) _ 4|h| M
omi ]{ Erpy e e ACHL Ry pyyrey e

car il existe M tel que |3(z —a) —2hf(z)| < M. .

De la meme facon on peut établir le résultat pour n = 3,4, ... .
Le résultat est équivalent a

d" v 1 z 1 dar f(z

VI P L S C PR W S EPY
da™ da" 21t Jo 2z —a 21t Jo da™ 2z —a

Théoréme 1.7 La formule intégrale de Cauchy pour un ouvert multiplement connexe.

Preuve : Nous donnons ici une démonstation dans le cas de 'ouvert multiplement connexe

R limité par les courbes fermées Cy et Cy . On peut étendre aisément cette démonstration a

d’autres types d’ouvert multiplement connezes .

Considérons un cercle T' centré en un point a de R, tel que I' appartienne a R. Soit R’
f(2)

zZ—a

I’ensemble des points de R extérieures a I'. La fonction est analytique dans R’ et sur sa

frontiére. Le théoréme de Cauchy pour les ouverts multiplement connexes s’écrit alors

R (OIS B O [ D S o P

. . , = 0
27 Jo, 2 —a 21 Jo, 2 —a 2m Jr 2z —a

Mais d’apres la formule intégrale de Cauchy pour les ouverts simblement connexes, on a

L (O

fla) = 2 Jr 2 —a
st bient que de
1 1
fla) = — (2) dz — — (2) dz
211 Jo, 2 —a 21 Jo, 2 —a

Donc si C représente la frontiére totale de R (décrite de telle fagon qu’un observateur parcourant
C a toujours R a sa gauche) on peut écrire (3) sous la forme
1
f@ = o e

2m Joz —a

De la meme facon on peut montrer que les autres formules intégrales de Cauchy

F™a) = " fc(ﬂdz n=123..

2mi z—a)"tl

sont encore valables pour des ouverts multiplement connexes

17
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Théoréme 1.8 Théoréme de Morea (la répiproque du théoréeme de Cauchy )

Définition si f(z) =r est continue dans un ouvert simplement conneze Ret si

f{ fx)dz = 0

sur toute courbe fermée simple de R, alors f(z) est analytique dans R.
Prewve : Si ¢ f(z)dz = 0 quelle que soit C, on en déduit que F(z) = [T f(z)dz ne

depend pas du chemin joignant a et z, pourvu que ce demin appartienne a R.

Il résulte que F(z) est analytique dans R et que F'(z) = f(z). Cependant, F'(z) est égale-

ment analytique dés que F(z) l’est. La fonction f(z) est donc analytique dans R.

Théoréme 1.9 si f(2) est intégrable le long d’une courbe C' de longueur finie L , et s’il nombre

positif M tel que |f(z) < M| sur C', alors

/Cf(z)dz

[ 1= lim Y paa (L47)

<ML

Preuve : Par définition :

n

D) Az

k=1

<D f(E)AZ]
k=1

< MZ | Az
k=1

<ML

oll nous avons utilisé le fait que |f(z)] < M pour tous les points z de C' et que Y, _; |Az|
représente la somme des longueurs des cordes joignant les points z;_; et z; (ou k = 1, 2,....n,)

cette somme étant inférieure ou égale a la longueur de C.

On obtient alors le résultat demandé en prenant la limite des deux membres de (2) et en

tenant compte de (1).

On peut montrer plus généralement que

/Cf(z)dz

< / £z

18
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Théoréme 1.10 Inégalite de Cauchy

Si f(z) est une fonction analytique a l'intérieur du cercle C d’équation |z — a| = r,et sur C,

I'inégalité de Cauchy
M.n!
f™(a)] < v n=0,1,23,...

rr-’fl

ou M désigne une constante telle que |f(z)] < M.
Preuve :

On a d’apres les formules intégrales de Cauchy

|
(n) IR S (O =1,2,3
" (a) omi b G 2 n=123,..

puisque |z — a] = 7 sur C et que la longueur de C est 277,

f(z) s n!l M
R eer el

= op ymtl

n!

— 2mr =
21

f"(a)]

Théoréme 1.11 théoreme de Liouville

St quel que soit z dans le plan compleze,

(1) f(z) est analytique

M.n!

(11) f(z) est bornée [i.e. on peut trouver une constante M telle que |f(z)| < M | alors f(z) est

une constante.

Preuve : Soit a et b deux points quelconques du plan de la variable z.
Considérons le cercle C de rayon r centré en a et contenant le point b

On a d’apres la formule intégrale de Cauchy

F(b) — fla) = - fc O ()

T omi (z —b) 21 Joz—a

_ b-a f(z)dz
- 2mi fc(z—b)(z—a)'

D’autre part

lz—a] = 1 |z—b] = |z—at+a—b] = |z—a|—|z—b] =

(1.48)

(1.49)

r/2

si 'on choisit r suffisamment grand pour que |a — b|] < r/2. Alors tenant compte de |f(r)] < M

et de ce que la longueur de C est 277, on a
j{ f(z)dz |b — a|M (27r)
c(z—=0)(z—a) 27(r/2)r

b —al
21

A

[f(b) = fla)] =

2|b —a|M
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Faisant tendre r vers oo on voit alors que |f(b) — f(a)] = 0soit f(b) = f(a) ce qui montre
que f(z) est une autre méthode. En posant n = 1 dans le probléme 8 et en remplagant a par

Z, 0N a

') = M/

Faisant tendre r vers oo, on en déduit que |f'(z)| = 0| donc que f/(z) = 0. La fonction f(z) est

donc constante ce qui démontre le théoréme.

Théoréme 1.12 (Theoreme de gauss sur la valeur moyenne) Soit f(z) une fonction
analytique dans un cercle C centré en a, et sur C. le théoreme de Gauss sur la valeur moyenne :

la moyenne des valeurs de f(z) sur C est f(a) .

Preuve : D’aprés la formule intégrale de Cauchy

fla) = = f(z)dz

21 Jo 2 —a

Si C a pour rayon r, 'équation de C est |z — a|] = r ou 2z = a + re?. Donc (1)devient

1 [ f(a+re?)ire? [ :
- , o = — “)do
J(a) 27 J, reit 27 /0 Jlatret)

qui est le résultat demandé.

Théoréme 1.13 (Théoréeme de l’argument) Soit f(z) une fonction analytique a l'intérieur
d’une courbe fermée simple Cet sur C, l’exception d’un pole z = « d’ordre ( de multiplicité)
p, intérieur a C. Supposons également que dans C, f(z) a un seul zéro z = [ d’ordre (de

multiplicité) n et aucun zéro sur C.
L[ f()
— dz = —p.
2ri f{c [IER nep

Soit C] et I'y deux cercles extérieurs I'un a l'autre situés dans C, et contenant respectivement

alors que

Preuve :

z=a«aet z=/[. Alors

1 [ f(z) _ 1 f'(z) 1 f'(z)
wife 1" T w0 T w " (L50)
Le point z = «a étant un pole d’ordre P
__F(z)
f(z) = ooy (L51)
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ot F(z) est analytique et différente de zéro dans et sue Cy. En prenant la dérivée logarithmique

de (2) on trouve

= — [.52
f(z) F(z) z-« (1.52)
Si bien que
1 f'(z) 1 F'(z) P dz
— dz = — d £ — _ -
2wt Jo, f(2) - 27i 7401 F(z) 2T 27i 72 z—« 0 P P
(1.53)
Le point z = 3 étant un zéro d’ordre n
f(z) = (2= B)"G(2) (L.54)
ou G(z) est analytique et dufférente de zéro dans et sur I'y.
Par dérivation logarithmique on obtient
f'(2) n_ G
= + L.55
fa ~ T8 a0 (159
Si bien que
1 f(2) n dz 1 G'(2)
_ = — — d = 1.56
ori Jo f(2) i z—B i) a)” " (1.56)
Dans ces conditions (1), (4) et (7) donnent le résultat demandé
/ / 1 !
L,Jq{f@dz _ Ly e, —,j[f(z) dz = n — p (L57)
2mi Jo f(2) 211 Jeo, f(2) 2wt Jr, f(2)

Définition 1.13 Soit f(z) une fonction analytique a l'intérieur d’une courbe fermée simple C
et sur C, a Uexception d’un nombre fini de poles intérieurs a C. On suppose que f(z) # 0 sue
C. Si N et P sont respectivement le nombre de zéros et de poles de f(z) intérieurs & C comtés
avec leur ordre de multiplicité, On a

L[ f'(z)
2mi Cf(z)dz

Preuve : On désigne respectivement par oy, as, ..., et 51, B2, ..., B les poles et les zéros de

N-P (L58)

f(z) situés a l'intérieur de C et I'on suppose que les ordres de multiplicité sont respectivement

P1,DP2, -+, Dj et N1, Nay ..oy N

On entoure chaque pole et chaque zéro par des cercles ne se recouvrant pas Ci,Cs, ...,Cj et
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I'1, Ty, ..., 'y, Ceci peut toujours etre realisé car les poles et les zéros sont isolés.

1 [ f(z) 1 f(2) 1 f(2)
_ dZ = _ dZ b dZ
2w Jo 7(2) 2amih T ;é;znvtfi\f<z>

i k
= Z ny — Zpr
r=1 r=1
=N-P

Théoréme 1.14 (Théoréme de Rouche) Si f(z) et g(z) sont analytique a l'intérieur d’une
courbe fermée simple C, si de plus |g(2)| < |f(z)] sur C, alors f(z) + g(z) et f(z) ont le meme

nombre de zéros dans C.

Preuve : Soit F(z) = ¢g(z)/f(z) et donc g(z) = f(2)F(z) ou g = fF. Alors si Ny et Ny
désignant respitivement le nombre de zéros intérieur & C de f + g et f, on , utilisant le fait due
cse fonctions n’ont pas de poles a l'intérieur de C.

L frrg L 4r

= d Ny = —d
Yo g T T omi fo f
On a donc
1 / /F F/ 1 /
N1—N2:—.]{f+f 7 dz — —j{LdZ
27 Jo f+fF 2mi Jo f
1 "1+ F F’ 1 !
2mi Jo  f(1+F) 2mi Jo f
1 ! F’ 1 !
= — £+ dz — — Ldz
2ri Jo f 1+ F 2w Jo f
1 F' 1 ! 2 3
2 Jo 1+ F 2m Jo

=0

Utiliser le fait |f| < 1 sur C si bien que la série est uniformément convergente sur C et

I'intégration terme a terme donne la valeur zéro. On a donc £N; = N, ainsi qu’il était demandé.

[}§=mﬂ—mﬁ (1.59)

/Cg(Z)‘fc((j)) dz = ; nig(o;) — ;pjg(wi) (1.60)
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oq...0, d’ordre ny...n,,

wi...w; d’ordre py...p;.

Preuve :
f/
(loa1) = (L61)
m n ! D
_ i j
- Z— oy Z Z— W
=1 7=1 J
=

g(z) f/(Z) _ Z nzg(z) _ Z pjg(z) (162)

Exemple 1.5 utiliser le théoreme de Rouché pour démontrer que tout polynome de degé n a

exatement n zéros ( théoréeme fondamental de ’algébre) :

Soit ag+ a1z + asz® + ... + an2" le polynome considéré avec a,, # 0. On pose f(z) = a,z" et

9(z) =ap+ a1z + a2 + ...+ a,12"

St C désigne un cercle centré a l'origine et ayant pour rayon r > 1, on a sur C

Application sur les formules de cauchy soit 21, 2o, ..., 2, des nombres complexes situés
a lintérieur de cercle unite {|z| < 1}

1 (7 .
—— de_ — . z=¢" (1.63)
2m ) (2 = %) (% — Zg)

I =

d
g, |7 =1, 0<0<2r
1z
alors
dz
T (- ) - )
z
B 1 dz
27 o= (2 = 2p) (1 = 22)
B 1
o 1- 2pZq
B 1
57— 1
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Considérions l'intégrale

// d:cdy .
, 2=+
|<1 — )

z=re =z +iy, dedy=rdrdd, 0<r<1, 0<60<2r

/ / rdrd0
(re® — z,)(re7 —z,)
do
= — d - A
/o ' / (re® — 2,)(re = — z,)

onpose W =¢? dw=iwd), |wl=1

alors

Alors
dw
1 -
- / rdr/ L 7
0 fwl=1 (rw — Zp)(z — %)
Mais
1 / dw _2r 1
i Jjoj=1 (rw —zp)(r —wzg) 7 " ZpZq
r
B 2T
—r? + 2,7,
on obtient

1
d
Jpvq:27r/ —J L —
0 Tt 2pzg

= —7 log(27; — 1)y

ZpRa
= mlog —2
zpzq—l
zpzq
= ZJpvq—wlogH 1
p,q=0 p,q=0 P74
2n
Z0R1+--Rp—1
_ﬂ_log |01 p— |
(sz—q_l)

T
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+ Formules intégrales de Green

I Formules intégrales de Green

II.1 Notions de base sur les formules intégrales de Green
I1.1.1 Généralisation

Définition I1.1 Le résultat analogue en deux dimensions connu sous le nom de théoreme de
Gauss est le suiwant : Dans les fonctions p(x,y) et q(x,y) sont continues et ont des dérivées
premiéres partielles continues dans la fermeture d’un domaine D délimité par une courbe lisse

par morceaux I alors :

//Dpz(:c,y) + gy (v, y)drdy = /Fp(:v,y)dy —q(,y)dz. (IL.1)

ot l"intégrale de droite est une intégrale linéaire prolongée sur le bord I de D dans le sens positif,
c’est-a-dire de telle sorte que l'intérieur du bord parcouru.

L’intégrale droite du coté droit de (1) est définie par l'intégrale ordinaire

? Ay Ox
/ﬂ p(z,y) 5, —al@,y) 5 ldt. (11.2)
ol
r=z(t) , y=yt) , t1 <t<ty, (IL.3)

est une représentation paramétrique de la courbe I'. Nous omettons ici la peuvre du téoreme de

Gauss puisu’elle peut etre trouvée dans n’importe quel texte sur la calcul avancé.

Considérons maintenant une fonction u(z, y) qui a des dérivées partielles premiéres continues
en D+1I" et une fonction v(z,y) qui y a des dérivées partielles continues du premier et du second

ordre. Les fonctions

ov ov
p(way)=u% . q(z,y) = U, (IL.4)

satisfera alors les hypothéses du théoréme de Gauss. En vue de

g, 0
0, Ov
o a_y(ua_y) = Ulyy T UyUy, (11.6)
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il résulte de (2) que

/ / (WU + UpVy + Uy, + uyvy|dedy = / [wv,dy — uvydx]
D r

ou

/ /u(vm + vy, )dady + / /(uxvz + uyvy)drdy = /u[vwdy — v,dx]. (IL.7)
D D r

Proposition I1.1 L’ntégrale linéaire du coté droit de (2) peut étre écrite sous une forme plus
simple si nous introduisons la différenciation dans la direction de la mormale pointant vers
Uextérieur, notée d/dn. Par les régles de différenciation partielle

ov
5, = U cos(z,n) + vycos(y, n).

ou (x,n) et (y,n) désignent les angles entre la normale pointant vers 'extérieur et les axes x
et y positifs, respectivement. Puisque les cosinus directeurs de la tangente sont dx/ds et dy/ds,

ot s est le parameétre de longueur d’arc, et la normale extérieure est obtenue en tournant la

tangente dans le sens des aiguilles d’une montre de %77, il s’ensuit que

dy
cos(x,n) = 75
dx
cos(y,n) = 7
Ainsi
ov
%ds = U, dy — vydw

En utilisant cette identité et 'abréviation vy, + vy, = Av, on peut enfin mettre (2) sous la

//uAvdxdy—i—/ /(uxvx—l-uyvy)da:dy: /u@ds. (IT.8)
D D r on

Cette identité, qui est d’une importance fondamentale dans la théorie des fonctions harmo-

forme

niques, est connue sous le nom de formule de Green ; les noms identité de Green et théoréme
de Green sont également utilisés. Parfois, (4) est appelée premiére formule de Green, pour
la distinguer d’une autre formule la deuxiéme formule de Green - qui est une conséquence
immeédiate de (4) Si u(x,y) et v(x,y) sont supposés posséder des dérivées premiéres et secondes
continues, les roles de ces deux fonctions en (4) peuvent étre interverties.

Ce faisant, nous obtenons la formule d’accompagnement

//vAudxdy—i—/ /(uxvgc—i-uyvy)dxdy: /U@ds. (I1.9)
D D r on
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Si on soustrait cette formule de (4), on arrive a la deuxiéme formule de Green

/D / (uAv — vAu)dzdy = /F W2 v L10)

(4) et (5) sont généralement appelés formule de Green.

I1.1.2 intégrale double d’un fonction continue en fonction de le dérévée conjugue

0f,0 (Théoréme de Mergelyan)

Théoréme I1.1 Une formule de représentation

Dans la preuve du théoreme de Mergelyan, des fonctions non analytiques apparaissent, qui
doivent étre
représentées par une formule intégrale avec le noyau de Cauchy. Supposons maintenant que G
est un ouvert dans R? et f : G — C est contintiment dérivable dans G. On introduit deux

opérateurs différentiels :

of :%(ﬁ—zg) of :%(%—Fz%)

Is associent également G a C. Si nous écrivons f = u + iv, alors
0f =0 u, = Uy, Uy = —Vy & f analytique dans G.

Si tel est le cas, alors f'(z) = (Of)(2).

La formule de représentation suivante est parfois appelée formule de Pompéi.

Théoréme I1.2 Supposons que la fonction f : R?> — C est continiment dérivable dans R? et

a support compact. Alors

f(z) = —%//Rz ((Zf_#dmg (I1.11)

pour tout z € R2.

Preuve : Nous substituons £ = z+re'® au z € R? fixe et obtenons f(§) = f(z+7re'?) = F(r, ¢).

Par la régle de la chaine, on trouve que

@1)(E) = (. + - F)
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Donc le membre de droite de (2,2) est la limite (¢ — 0) de

/ / (F, + - F¢dq§dr
r=e J ¢p=0

Puisque F en fonction de ¢ , a une période 27 , il s’ensuit que f Fydg = 0.

lim / 7 Fle,6)do = 1)
ol

=027 Ju_o

parce que F(e,¢) = f(z) (e —0).

Théoréme I1.3 Supposons que f est continue dans R? et que q est contintiment dérivable dans

R? et a support compact ty; laisser

= %/ . W(Eg)(g)dmg (z € R?) (11.12)

alors

a) f, admet la représentation

B = 1@+ [ [ IS @g@ame e (1L.13)

b) f, est continue dans R? | et f,(z) = 0 pour z — oo
c)fy est analytique dans ty

d) si f est analytique dans G, alors f, Uest aussi;

e) si le support ty, de g a un diamétre <6, alors

5l r2 < 20w;(3)[10g]| e

Preuve : a) Cela découle de la formule de représentation (2.2) , appliquée a g.

b) Si on écrit ¢ = z — u dans (2.4), alors le second terme devient [ [ F(z — w)u™'dm,,
oul F est continue dans R? et a support compact. De la découle la continuité de f,, dans R?;

implique que f,(z) — 0 comme z — oo

¢) Pour z € t, plus de f,(z) = = f f )(€)dmg , ou lintégrale il est s’ensuit que f,,

est analytique en ¢7. Car b), fg, est meéme analythue o0
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d) Pour cette partie on forme [f,(z + h) — f,(2)]/h et évalue la limite comme h — O(h €

C; z € G). Le théoréme de Lebesgue doit étre appliqué.

e) Considérant c), b), et le principe du maximum, on voit que || f,| gz est assumé pour

certains. zy € t, . Mais alors (3.3) implique

1 = d
ol < Zer @Bl | [ &5

et l'intégrale (€ = 25 + re’®) est limitée en grandeur par f;;ro fré:o drdp = 276

Proposition I1.2 Si 3/0n et 0/0s dénotent Ecrire
différenciations par rapport a la direction n positive et a la direction s positive, respectivement,

nous avons

ou  Ou ou
o %cos(x,n) + a—ycos(y, n), (I1.14)

ot (r,n) et (y,n) sont les angles entre les positifs indiqués. De la méme manieére,

o _ @cos(x, s)+ @cos(y, s),

ds  Ox oy
Preuve : Depuis, (z,n) = (y, s) et (z,s) + (y,n) = 7, cela peut aussi s’écrire

v _ —@cos(y, n) + @cos(x, n),

ds Oz Jy

soit, compte tenu des équations de Cauchy Riemann |,

dv _Ou (y,n) + du (z,n)
e aycos y,n) + 5-cos(z, n).
ou  Ov

qui est la forme générale recherchée des équations de Cauchy Riemann , peut aussi etre mise

sous la forme

ou  Ov
5= A (I1.16)

qui découle de I'observation que l'orientation relative des directions n et s est inversée si les
directions positive et négative de n sont interverties. Une comparaison de (2.10) et (2.11) fait
d’ailleurs ressortir le fait que la relation entre les fonctions u et v n’est pas symétrique Si v est

le conjugué harmonique de u, alors ,, et non u, est le conjugué harmonique de v.
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Remarque I1.1 (2.10) peut étre utilisé pour calculer le conjugué harmonique d’une fonction
harmonique donnée u. Si C est une courbe lisse reliant deux points (z,y) et (xg,yo) et s le
parametre de longueur d’arc de cette courbe, alors

* v
_ — —d
U(‘T’y) U@ano) " 83 S,

ol s et sg sont les valeurs des paramétres correspondant aux points considérés. Il résulte donc
de (2.10) que

U('r7y) = U<I07 y(]) + / @ds (1117)
O aS

Il est laissé au lecteur, en exercice, de montrer que (2.12) est nécessairement équivalent a (11).
Dans une application pratique de (2.12), la courbe C sera bien entendu choisie de maniére
a rendre le calcul de la dérivée normale de u aussi simple que possible. A titre d’exzemple,
considérons la fonction harmonique u = logr, ou r , 6 sont des coordonnées polaires. En

choisissant les courbes C comme de cercle arcsr = const nous avons a% = % et ds = rdf. Si

1

v= / —rdf + const. = 0,
6 T

ot une valeur appropriée de la constante a été prise. On trouve donc que [’angle 0 est le Conjugué

harmonique de logr. (En ce qui concerne 6 étant une fonction harmonique, comparez l’ezercice

2, section 2.).

Il est & peine besoin de souligner que la région de convergence de (2.13’) est identique a celle

de (2.13).

Nous utilisons ensuite (2.10) pour montrer que le probléme de Neumann de la section pré-
cédente est équivalent & un probléme de Dirichlet convenablement posé. Si I'on veut construire

une fonction harmonique v qui, sur la frontiérel’ d’'un domaine D doucement borné, vérifie

g_;)z = p(s), (I1.18)

ol p(s) est une fonction continue par morceaux du paramétre de longueur d’arc s, on procéde

comme suit : On définit une fonction q(s) par

q(s) = /Sp(s)ds, (I1.19)

ol sy correspond & un point fixe arbitraire de I'. Ensuite, nous construisons une fonction har-

monique u qui a les valeurs limites —q(s) sur I, ¢’est-a-dire
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z(s) €I, par (2.15), on a
95 —p(s)

sur I'. Si v désigne le conjugué harmonique de u, il résulte donc de (2.11) que

ov
a_n - p(S),

ce qui montre que la fonction v résout le probléme de Neumann en équation.

On notera que, conformément & (9%*), la fonction p(s) doit satisfaire la condition

/Fp(é’)ds = 0.

Si ce n’était pas le cas, la fonction q(s) de (2.15) n’aurait pas une valeur unique.

Proposition I1.3 ( la formule de Green ) : dans la vérité qua la formule da Green et
définit par la forme suivante :
Soit D simplement corrélé dont [’aréte est le contour du cercle fermé C' tel que la fonction

f = p+1iq holomorphe soit sur D donc :

f p(z,y)dx + q( xydy—// (%_@)d dy. (11.20)

La premiére intégrale est cantori tandis que la seconde intégrale est aire.

Exemple I1.1 Le disque de rayon R . D = {(z,y) : 0 < 2% + y* < R%} dont l'aréte est le
cercle : C' = {(x,y) : v* + y* < R?*}

Nous résumons la loi de zone comme suit
xr=rcosf , y=rsinb.

dr = —rsinfdf , dy = rcos6db

0<o<2m,0<r<R.

2m R R2
j{ 2ydx + 3xdy = // dxdy = / / rdrd = 21— = wR?
c D o Jo 2

Proposition I1.4 ( proposition de Green ) Le disque dont le rayon est R .D = {(x,y) :
0 < 2% +y? < R?} dont laréte est le cercle C = {(x,y) : 2*> +y* = R?} de sorte que la fonction

holomorphe f = p+iq est sur D alors :

q q , 9%q  0Opdq  9pdg
j[cp(a:,y) <8xdx g ) // x,y) (8 + 052 + 5 B + 0 3y dzxdy. (I1.21)
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Preuve : Evidemment.

dq dq _ dq , dq
]ip(xay) (aydl’ &de> = fcp(fr,y)aydw p(Ly)axdy (I1.22)

Ensuite on applique la constitution du premier époux. on a :

dq dq dq dq\ 0% 0%¢ Opdg OpOdp
Ox (p(x,y)ax) Oy ( (z.9) ) - Ox? * oy? * Ox Oz * Oy Oy (11.23)

dy

Exemple I1.2 Le disque dont le rayon est v .D = {(x,y) : 0 < 2* + y? < r?} dont laréte est
le cercle C' = {(x,y) : 2* + y* = r?}
our calculer la valeur de Uintégrale double : [ fD(4x3 —2zy)dxdy Nous résumons la loi de zone

comme suit :

x=rcosf , y=rsinb.
dr = —rsinfdf , dy = rcos6db
0<6<2m
dq Op
d dy = — — — | dxd I1.24
fcp(l’,y) z + qz, y)dy //D<8x ay) dy (I1.24)

Donc

2m 2m
// (42° — 2zy)dady = j{ zyide + otdy = —7"4/ cos O sin® 0df + 7"5/ cos” 0df  (11.25)
D c 0 0

Le lecteur peut maintenant compléter le récit

Exemple I1.3 L’ellipse remplie D = {(x,y) : 0 < 922 + 8y? < 72} dont le bord est lellipse :
C = {(z,y): 922 + 8y* = 72}

our calculer la valeur de Uintégrale double : [ fD(4x3 —2zy)dxdy Nous résumons la loi de zone
comme Suit :

x=2v2cosf , y=3sinb.

dr = —2v2sin0dd , dy = cosfdb

0<0<27
dq Op
d dy = — — — | dzd I1.2
fcp(w,y)HQ(w,y)y //D(ax 8y) wdy (I1.26)
Donc
27 27
//(4373 — 2zy)dxdy = j{ vy’dr + xtdy = —72/ cos 0 sin® 0d9+3(2\/§)4/ cos® 0df
D c 0 0

(11.27)

Puis on complete les intégrales.
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Pour

Ry 0B
/CB(z,z)dz = 22//[) azdacdy (I1.28)

Preuve : En particulier D est simplement connexe de conture fermé C'

1
f/idz:// ldxdy.
21 C D
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«Applications

III Applications

III.1 Transformation d’une intégrale double de surface sur le disque

unite en intégrale de Cauchy

Resumé : nous étudions l'intégration de zone sur l'unité de disque c’est-a-dire Pour la
mesure de surface dxdy = rdr.df différence longue au carré Les images de = et y au moyen
d’une fonction f sur les différences carrées longues ont tout x et y cet effet, Taylor publie la
méme fonction f comme intégrale d’aire Un autre auxiliaire et plusieurs intégrales de Cauchy
sur le cercle unitaire pour entrer Ce dernier fait référence & une expression directe de cette

intégrale surfacique en termes de série Thérapie totale de la boite longue & Taylor.

"™ une fonction

Définition III.1 Dans tout ce probléme , on désigne par f(z) = > 07 anz
holomorphe le disque unité fermé D (défini par |z| <1 ), par f(2) la quantité imaginaire de

f(z) , et par C, la circonférence |z| =r (0 <r < 1) parcourue dans le sens et on pose

2 2 ’f )|2
/ ng/ |eup ezgo|2 de

Lemme II1.1 on a

a)-

/dy/ £ (y) ( fyw)Q (IIL1)

que J(f) est la limite , lorsque r (r < 1) tend vers 1 , de l'intégrale

n= [ [ 150 - r@r 2
b) Pour r < 1, les relations suivantes :
[ v [ 1 s =0 (111.2)
[ v [ 1P =0 (111.3)
[ v [ @ Y =0 (11L.4)
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(On appliquera la théorie des résidus , en s’appuyant sur la possibilité d’intervertir les deux

signes [ .)

c) et en utilisant la méthode du b pour obtenir la valeur de I'intégrale

- [ [ Rt

et les résultats obtenus permettent d’obtenir la valeur de J,.(f) . pour déduire I'expression de
J.(f) au moyen des coefficients a,,

d) 'égalite
=4r / / Y2y dr db. (I1L.5)

- a) La fonction f étant holomorphe dans le disque fermé z < 1, la fonction

Preuve

F(0,0) = |69 — |2t — e

est continue sur [0, 27] x [0, 27] , L’intégrale J(f) a donc un sens

D’autre part , si on pose e = z,e* =y on a
’eigp _ ei6|2 _ (eigo _ eie)(e—w _ e—ié) _ _e—i(e—l—gp)(y . ZL‘)2
et dr = ie?df), dy = ie*?dyp d’ou

dgpd@ dy d.CE
|€7,<p _ 629'2

ce qui permet d’établir I'égalité (1

Enfin , on a

27 2 zga 2 )
/ / |f 7“6 ( )| T€1(0+4p)d‘9
|7=eup _ 629|2

Ce qui montre que J,.(f) est 'intégrale d'une fonction continue de I’'ensemble * Variables r, 6, .11
en résulte que J,.(f) est une fonction continue de r pour 0 < x < 1 qui tend vers Ji(f) = J.(f)
lorsque r tend vers 1

b)- La relation (2) résulte du fait que , pour |y| < 1,on a

La relation (3) résulte du fait que , pour |z| =1, on a

2
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et de la possibilité d’échanger Les deux signed d’intergration .La relation (4) ***fait que

Af@)

lorsque |z|(car , dans ce cas , x est extérieur a Cr).

¢)- On a

1f () = f@) = fW))+ @)= fF) f(@) = fy) fx).

d’ou, en utilisant Les relations (2),(3),(4

/ dy / ) (0 s = = F )

Ou la théorie Des résidus appliquée au pole double z = y nous donne

/ R

7 = 2imf'(y)
Lorsque |y| =r < 1; d’ou
H() =~k 1) = ~2im | 1) TGy

2 X X
— 27/ Zpapdqrpﬂe(p_q)i‘pdgp

p=0 ¢=0
= 47T2Zp|ap|27"2p.
p=0

A la limite , on a

f) = 4n® Zp\apP,
p=0
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II1.2 Meilleure approximation d’une fonction complexe par une suite

des polynémes orthogonaux sur le disque unite

Resumé : Nous considérons l'espace des fonctions holomorphes H (D) sur le disque unité
de telle sorte que 'intégration carrée de ces fonctions sur le disque unité par rapport a la mesure
d’aire rdrdtheta soit présente, définie et finie. Coefficients de diffusion de Fourier pour cette
fonction afin de trouver une solution au probléme aux limites La meilleure approximation de
la différence pour la fonction au carré long f et le polyndéme de mélange linéaire qualitatif de
degré n. Bien stir, au moyen de prismes de Fourier, nous obtenons la phrase, la solution est un
polynoéme de Fourier de degré n , et la valeur limite atteinte par la plus petite distance définie
ci-dessus. On découvre alors par les coefficients de diffusion de Fourier que ce polynéme de

Fourier de degré n est un noyau de degré n pour les polynomes ¢,,.

Théoréme II1.1 D étant un domaine plan, on désigne par H(D) l’espace des fonctions holo-

morphes et de carré sommable dans D. normé par

1£0=| [ [ 15t +in)Pasay - (11L.6)

1. Prenant pour D le disque |z| < R, on pose f(z) = > a,2". || f || au moyen des coefficients
(.
2. On revient au cas général ; et, pour chaque z € D, on désigne par r(z) la distance de z a la

frontiére de D. On a les inégalités

L/ £ V2
Var(z)’ NGO

En déduire que chaque partie bornée de H(D) est formée de fonctions également continues sue

(I11.7)

F) < =75 /1) < Z="—%

chaque compact contenu dans D

3. H(D) constitue un espace de Hilbert pour le produit scalaire lorsque

(flg) = / /D f(x +iy)g(z T ig)dudy. (I1L8)

(Pour prouver que H(D) est complet, on pourra utiliser le fait que pour toute fonction ¢,

positive et continue sur D, on a

// x,y)dxdy = Sup// o(z,y)dzdy. (IIL.9)
ked ) Ji

ou H désigne I’ensemble des compacts contenues dans D )

4. On désigne par (¢,) (0 < p <n) un systéme orthonormal de H(D), et par t un point de D.




Chapitre I11 Applications

le minimum de || f || parmi toutes les fonctions de la forme
z) = Z Appp(2)(Ap = Cte)
=0
qui satisfont & f(t) = 1, est obtenu lorsque

A, = ot /Zm 200 < p <n); (I11.10)

Et pour tout systéme orthonomal (¢,) la série Y7 |, (t)|* est convergente.

5. Désignant par A, une suite quelconque de nombres complexes, en utilisant ce qui précéde
pour prouver que la convergence de Y |A,|? entraine la convergence uniforme de Y o° A, (2)
sur tout compact contenu dans D.

6. Pour t fixé, la série > ¢, (2)¢n(t) est uniformément convegente sur chaque compact contenu
dans D. Calculer sa somme k(z,t) dans le cas ou D est le disque |z] < R et ou p,(z) = k2" |
k., désignant une constante que 'on déterminera |.

7. pevenant au cas d’'un domaine quelconque on désigne par t unpoint de D, par ,, un systéme

orthonormal complet, et ’'on pose

=3 pu(2)7m(t)

le minimum de || f ||, sur 'ensemble des f € H(D) telles que f(t) = 1, est atteint pour
f(z) = K(z,t)/K(t,t), et que ce minimum est égal a 1/k(¢,t). Et k(z,t) ne dépend pas du

systéme orthonormal considéré, et que chaque élément f de H(D) vérifie la relation

=[[, K t)dudv, ot t = u + v
Preuve
1.Si
z) = Zanz”, ona f(z) = ZE,LE”,
0 0
d’ou
o0 o0
2 _ Z Z anaprnere(nfp)iH
0 o0
et

R2n+2

R 27 00
1 2 n
Hfﬂ?:/o /O 1£()] rdrd@zQwZ]anP/o 2 “dr—wZ\an\
0
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R .
| eeds —o.
0

2. Détant quelconque, désignons par zo un point de D et par A le disque défini par |z—zg| < r(zp)

car pour n # p, on a

. Le disque A étant contenu dans D, on a

|WW=/LV@+@&M@2/AV@HMMMy

Pour calculer I'intégrale de droite, on se raméne au cas du 1. en posant z—zy = u, R = r(z).

On a donc l'inégalité

)] 2n+2 1

11z 73t EEE e o, = g0
n+1 n!
0 .

On en déduit les inégalités :

LF P> 7 f () [r(z0))” et || fI*> g!f/(?:o)\2 [r(z0)]"

ce qui donne les inégalités (1).

Soit alors K un compact contenu dans D, et soit d la distance de K a la frontiére de D. Si

z€ K,onar(z)>d, dou

LFIVE _ /]
2yr &

Si z et z/ sont deux points de K tels que |2/ — z| < d, alors le segment [zz/] est contenu dans D,

[f1(2)] <

et la formule des accroissements finis nous donne l'inégalité

£(en) — £ < Lo g

Cette inégalité prouve que, quel que soit k& € R, les fonctions f € H(D) qui satisfont a
| f|I< E, sont égalament continues sur K.
3. H(D) constitue un espace vectoriel, et le produit sclaire donné dans I’énoncé satisfait bien
a (f|f) =] f ||*. Pour prouver que H(D)est un espace de Hilbert, il nous suffit donc de prover

qu’il est complect.

Soit donc f, une suite de Cauchy dans H(D). Cette suite étant une partie bornée de
H(D), les fonctions f,, sont, d’aprés ce qui précéde, également continues sur chaque compact
K contenu dans D. Soit k, une suite exhaustive de compacts contenus dans D (par exemble

k, = z||z| < R— R/p pour p = 2,3,...). D’aprées le théoréme d’Ascoli, on peut extraire de

6
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fn une suite paratielle qui converge unigormément sur ko, puis extraire de celle-ci une suite
paratielle qui converge uniformément sur ks, etc. Le procédé diagonal donne alors une suite
paratielle g, = f,,) extraire de f,, qui converge uniformément sur chaque compact contenu
dans D. La limite g de cette suite est holomorphe sur chaque compact K contenu dans D, donc
dans D, et on a suite est holomorphe sur chaque compact K contenu dans D, donc dans D, et

on a

// |g(:v—|—2'y)|2dxdy: lim// |gn($+iy)]2dxdy§K2,
K n—oo K

en posant
K =sup || full-
neN

Le compact K étant arbitraire cela prouve que g € H(D), avec || ¢ ||< k. D’autre part, on a

// |gn( + iy) — gl + iy)|* dody = lim // |9n (2 + iy) — gy(z + iy)|* dudy
K p—00 K

et

// |90 (x + iy) — gp(x +iy)[* dedy <|| gn — g, ||* -
K

La suite g,, étant elleememe de Cauchy, on peut, quel que soit 0 < &£ donné, déterminer un
entier oo tel que n > oo et p > oo entraine || g, — g, ||< €. Quel que soit le compact K contenu

dans D, on a alors
// lgn (@ + iy) — gp(z + iy)|* dwdy < %
K

et en faisant tendre p vers 'infini, on en déduit que n > oo entraine

// |9n (@ + iy) — g(z + iy)| dady < &7,
K
d’ou
|l gn — g ||*= sup // \gn(z +iy) — g(x + iy)|2da:dy < g2,
KCD K

ce qui prouve que la suite g, converge vers g dans H(D). La suite f,, donnée admet g pour
valeur d’adhérence, et converge elle-meme vers g ( car une suite de Cauchy admettant une

valeur d’adhérence, converge vers cette valeur).

Remarque II1.1 - 5% on connait le théoreme de Fatou, on peut abréger la démonstration pré-

cédente en notant que ce théoréme entraine immédiatement les inégalités :

/ / g + iy)* dedy < lim / / (e + i) dady < K2
D n—oo D
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et
H g — Ggn “S lim H 9p — In ” .
pP—00

4. On a a chercher le minimum de

IfIP=) 14,
0

sur I’ensemble des nombres complexes A, vérifiant la relation

ZAngp(t) =1

Or on a

Z Appp(t)| < Z ‘APF Z "Pp(t”z :

I'égalité étant atteinte sl existe un nombre complexe A tel que A, = Ap,(t) tel que soit p. On

a donc

1 1P=) 147 > [Z |90p(t)|2] ,

I'égalité étant atteinte s'il existe A € C tel que A, = Ap,(t). En utilisant la relation

Z Apgop(t) =1,
0

on obtient
I & )
L=l
0
ce qui donne les valeurs des A, réalisant le minimum de || f ||?. En appliquant la premiére des
inégalités (1) au point t pour la fonction f qui réalise ce minimum, on ontient

R e MO
Dl =l £ 175 5 = o

et cela, quel que soit t € D.

En appliquant I'inégalité

n ) 1
Sl < o

aux n + 1 premiers termes d’un systeme orthonormal quelconque (¢, ), on voit que la série

> lea®F

8
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est convergente et que

- 1
(D7 < .
a0l < o
5. Si K est un compact contenu dans D et si d désigne sa distance a la frontiére de D, on a,
pour tout z € K, et p < q:

Z AnSOn(z)

q

2 q n
<AL Y e € 5 S IAL,
» 0

P

: - 2 :
ce qui prouve que la convergence de la série ) |A,|” entraine normale de >~ A, p,(2)surK.

6. En posant A,, = §,,(t), on voit, d’apreés le 5., que la série > ¢, (2)®,,(t) converge normale-
ment, pour t fixé, sur chaque compact contenu dans D. Sa somme K (z,t) est donc holomorphe

dans D.

Si D est le disque |z| < R, on a un systéme orthonormal ,, en posant ¢, (z) = k,z", avec

R ror 2n+2
k2 // |22 dkdy = / / r*"drd = 7TR
D 0 0 n—+1

d’ou :
() vn+1
nl2) = —F—==—%
i \/ERn—H
et
l=n+1 __, R? _
K(z,t) ==~ "= —(R* - z1) %
20 = 23 fam T = T -2

7. Si le systéme orthonormal ¢, est complet, chaque f € H(D) peut se mettre sous la forme

f(z) = ZAn‘an(Z)-

Il résulte du 4. que le minimum de || f ||, sur 'ensemble des f € H(D) qui vérifient f(t) = 1,

est obtenu lorsque

~ -1
A, = pn(t) [Z |g0k(t)|2] pourtout n €N
0

On a alors
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et le minimum est égal a

00 ) -1 1

Il en résulte que K(t,t) ne dépend pas du systéme (p,,) considéré ; et comme la fonction qui
réalise le minimum ne dépend pas non plus de ce systéme, K(z,t) est indépendant du coix de

ce systéme.

Si f est un élément quelconque de H(D), ses coesfficients de Fourier sont :

= (flen) //f on(t dudv st t=u+iv.

et on a

= Z An@n(z)

:/Lmumwm)

car la série K(z,t) = 3 ¢n(2)@n(t) est normalement convergente sur compact contenu dans D,

soit :

lorsque z est fixé.

Théoréme II1.2 noyau Bergman : soit f € A(2) , z € A2) et 0 < r < R ot R =
dist(z,00) est la distance de z a la frontiere de Q2 Alors par la formule de Cauchy

n _n_‘ " 10\ .—n _—inf
f (z)—QW/_Ff(z%—re yr e de.

Si on prend la valeur absolue . multiplier cette équation par r™ ' | puis intégrer r de 0 @ R on

Rn+2
) < / / )| dxdy.

si on le coté droit par la méégalité de Cauchy—Schwarz on obtient

n+1 n! )2 12
" dxd
REBESRPIy g

si on définit la L* norme de f par
1/2
st = ([ [ 1ste)Pacay

ni(n +2) Al
2 n'2(dist(z,00))" 1

obtient

alors nous avons montré

/()] <

10
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On peut obtenir la méme estimation. mais avec (n+ 1)/2 remplacé par \/n+ 1 en développant

[ en série entiére dans D(z, R) puis en calculant la norme L* sur D(z, R)

L’estimation ci-dessus implique certainement que pour chaque ensemble compact K C Q il

existe une constante Cy, > 0 telle que

sup[f(2)] < Ci || f |l

zeK
1l en résulte que [’espace

A%(Q) = A(Q) N L*(Q)
est un sous-espace fermé de L*(Q2) .donc A%(QY) est un espace de Hilbert séparable.
Référence : 7|
Lecons concernées : 201, 202, 205, 208, 209, 213, 234, 243, 245. On définit I'espace de Bergman
B?*(D) := H(D) N L*(D) ensemble des fonctions holomorphes sur le disque unité ouvert I de

carré intégrable sur D. On munit cet espace du produit scalaire (.|.) de L? et de la norme |||

induite. On commence par montrer

Lemme II1.2 Pour tout K compact de D, pour tout f € B*(D),

Al
1flloo,c < Trd(K.SY) (111.11)

Démonstration. Soit a € D, et soit r > 0 tel que D(a,r) C D. Par formule de la moyenne, pour

1
0<p<r fla)= - 0 " f(a+pe?)df et donc, en multipliant par p et en intégrant par rapport

r 1 r 27 0 B 1
_ / f(a)pdp=§ /0 /0 Fla+ pe)ppds = 5 /D R

Ainsi, f MQ | Dlar) ) et par inégalité de Holder,

! L) v _ Il
|()|<m(/l)(a’r)|f<2)| i) ([ ae) < v - Uk

On fait alors tendre r vers d(a,S'), et on conclut avec d(a,S') > d(K,S' pour a € K. On utilise

ap:

le lemme pour montrer la complétude de 'espace B?(D).

Proposition II1.1 L’espace de Bergman B*(D) est un espace de Hilbert.

11
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Démonstration. On considere (f,,), une suite de Cauchy dans B?*(ID). Pour tout K compact de

D, on a, d’apreés le lemme, pour tous m,n >0 ,

1o = Fllooze < M= Jmllz

Vrd(K,S!)

et donc par hypothése, (f,), vérifie le critére de Cauchy uniforme sur tout compact de D
donc converge uniformément sur tout compact de D vers f € (D) d’aprés le théoréme de
Weierstrass. D’autre part, puisque L*(ID est complet d’aprés le théoréme de Riesz-Fischer, il
existe g € L*(D) telle que f, converge dans L*(D)vers g. De plus, d’aprés ce théoréme, il existe
¢ : N = N strictement croissante telle que (f,m))n converge presque partout vers g dans D.
Alinsi, par unicité de la limite simple, presque partout dans D, f = g et donc

f € LN H(D) = B?(D) On va enfin exhiber une base hilbertienne de I'espace B?(ID). On pose,
pour n > 0,

D—-C

n+1 .,
en:  z =4/ 2",
T

12
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IT1.3 Formule de Stokes et formule de Cauchy avec I'utilisitation de

la fonction de Schawrz :

Resumé : Avant de parler de 'objectif de calculer I'intégration de surface d’'une fonction
continuef sur le disque unité, bien stir, en ce qui concerne la mesure de surfacedzdy = rdrdf,
nous précisons que la constitution de Stokes convertit l'intégration de surface sur le disque
unité en une fonction f, bien str, multiplié par 1 et le rend égal a I'intégrale longitudinale sur
le bord du cercle unité de la méme fonction f avec substitution 1b conjugué z ou z. Il existe
une fonction célébre S(z) Schwarz qui atteint I'égalité avec zZ . C’est pour une fonction de
prisme sous la forme d’une somme en termes de fractions dans laquelle ses poles apparaissent.
En substituant la somme, nous nous retrouvons devant les intégrales de Cauchy sur le cercle
unitaire des fractions dont les pdles sont marqués, et donc on applique la constitution de Cauchy
et ainsi de suite Nous avons obtenu la valeur de l'intégrale ci-dessus au moyen de la constitution
de Stokes, de la constitution de Cauchy et de la fonction de Schwarz f .

Certains domaines D du plan complexe admettent des identités en quadrature pour tout f
appartenant & un ensemble prescrit de fonctions analytiques sur Avant d’entrer dans 1’étude

détaillée de ces domaines, nous avons besoin de quelques préparations.

LP(D) désignera la classe de Lebesgue par rapport a la surface mesure do, = dxdy. Nous
noterons ’ensemble des fonctions analytiques & valeur unique dans LP(D) par LP(D), et le

sous-ensemble de LP(D) constitué des fonctions avec intégrales a valeur unique par L? (D).

Nous verrons qu'un domaine D C C qui admet une quadrature l'identité de la forme (0.1)
a une fonction distinguée. Cette fonction, notée S(z) , est appelée fonction de Schwarz de D.
Elle est caractérisée par les propriétés suivantes : Elle a un nombre fini de poles dans D et les
valeurs de S(z) différent de Z par une constante sur chaque composante connexe du bord de D.

On voit facilement que chaque fois que cette fonction existe, elle est unique.

La fonction Schwarz est un outil trés efficace pour traiter les identités en quadrature. Il
posséde de nombreuses propriétés, mais nous nous intéresserons ici aux propriétés lices aux
problémes d’identité en quadrature. Pour de nombreuses autres applications de cette fonction,

voir Davis .

13
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IT11.3.1 Equivalence de D’existence de la fonction de Schwarz et de I’identité en

quadrature

Pour un domaine DCC donné, trouver la fonction de Schwarz est généralement un probléme
difficile, et tous les domaines en C n’ont pas de fonctions de Schwarz. Pour pouvoir prouver
I'existence de la fonction de Schwarz pour un domaine de quadrature D, il apparait que nous
devons imposer une sorte d’hypothése supplémentaire sur D en plus de ’hypothése que D

admet une identité en quadrature. Notre hypothése sera que la fonction potentielle

- / / log |w — 2|dow o (I11.12)
D

existe pour toutes z € C . Il est bien connu que les dérivées premiéres de V(z) sont continues
pour tout z € C. De plus, V(z) est la solution de I’équation différentielle 572V = —27 dans D,
ot 2 = 0/0x*+ 0/0y?* est le Laplacien. Pour un traitement complet de la fonction potentielle

voir Courant-Hilbert .

Dans la suite, nous utiliserons plusieurs fois des sous-parties de fatégration. Cette formule,

parfois appelée formule de Stokes, stipule que

/ / f(z daz—; f(2)g(2)dz (I11.13)

ou f et g sont des fonctions analytiques réguliéres dans D.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver :

Lemme II1.3 Soit D C C un domaine tel que la fonction potentielle V(z), définie par (4.11),

existe pour tout z € C. Alors la fonction de Schwarz S(z) de D existe sous la forme spéciale
S(z)=2 (I11.14)

pour tous z € OD si et seulement si D admet une identité en quadrature de le type (0,1) pour

tous f € LL(D).

preuve

a)  Supposons que S existe et soit de la forme

n Ti—1

1
=Y e

21]0

14
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ouz; € Deta;(i=1,..,n;j=0,1...,7,—1sont des constantes complexes et g(z) est analytique

réguliere dans D . Hense pour tout f € L!(D).

/ [ o - b ey

1
=5 § FS():

nTkl
1

:ZZ QWngD z—zk“rl 2 f()()

k=1 I=1
n Tk-1

= Z Z aklf(l)(zk)

k=1 I=1
Dans la derniére étape, nous avons utilisé la formule de Cauchy
! f(w)dw
(n)(y) = & f S\ I11.15
fG) 271 7£D (w — z)n+l ( )

et le fait que 558 p M(z)dz = 0 pour toute fonction analytique réguliere h dans D .

b)  Supposons a l'inverse que D admette une identité en quadrature du type (0.1) . Ensuite

on obtient
n Tk-1

doy, l'
[ -y

k=1 1=0

pour tous z € D by (0.1). pour z € D nous savons que V2V = —2m.

RYY NS

ou g(z) est analytique réguhere dans d . Par conséquent nous avons

Ceci implique que

CLkll!

-S> Zml— pour z € D
-1z +mg(z) pour z € D
R o) (A
Or la contiomité de 5 implique que
z
n Tk-1 a l'
—mzZ+7g(z) = — Llﬂ pour z € OD.
el Chal)
1 U, akll!
S(z) = — —— 4 9g(2) (I11.16)
T o (oAt

Par cette définition ’égalité (1.3) est satisfaite sur le bord de D . Il en a un nombre fini dans

D . Donc S(z) est la fonction de Schwarz de D .Q.E.D

15
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Resumé

Soit B le domaine simplement connexe sur le plan C de la variable complexe x, dont le
contour 7 est la courbe rectifiable de Jordan et f(x) , la fonction réguliére holmorphe a l'intérieur
de B. Le premier but de ce travail est d’indiquer quelques résultats sur la validité des formules

de Cauchy et de Green et de Stokes
1
flz) = — / FIOFS
0T Jr@yr 2T

1 0G(z, )
— 2)———=ds
27 Jr (@) =) an

Et

G(z,x) =log |z — x| , qui est nommée la fonction de Green , est la fonction harmonique

réelle a l'intérieur de B égale a zéro sur le contour et avec une telle singularité au point x que
la différence G(z,x) — log |z — z| ;n’a pas de singularité au point x . Nous désignons par f(z)
les valeurs limites de la fonction f(z) sur le contour 7 suivant les chemins non tangents par 7

la direction de la normale extérieure sur 7.Aussi la formule de Stokes

//Bf(z)g’(z)dxdy:%/Tf(z)mdz

f(2),et g(z) sont continues et réguliéres sur B

Abstract

Let B be the simply connected domain on the plane C of the complex variable x, whose contour
7 is the rectifiable Jordan curve and f(x) , the holmorphic regular function inside B. The first
goal of this work is to indicate some results on the validity of the formulas of Cauchy and Green

and of Stokes

1 f(z)
f(m) - s (z)7 Z — .Z'dz
and
1 <Z>8G(z,x)d8
27 7(z) 877

G(z,x) = log |z — x| which is named Green’s function, is the harmonic function
real inside B equal to zero on the contour and with such a singularity at the point x that the

difference G(z,x) — log |z — x| , has no singularity at the point x . We designate by f(z) the

16
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limit value s of the function f(z) on the contour 7 following the nontangent paths by 7 the

direction of the external normal on 7. Also the Stokes formula

//Bf(z)dedy = %/Tf(z)ﬁdz

f(2) and g(z) are continuous and regular on B.

17
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*Conclusion On a étudié dans ce mémoire, quelques principes sur la théorie des fonctions
holomorphes d’une variable complexe et surtout le calcul de I'intégration des fonctions holo-
morphes le long d’un contour de Jordan rectifiable ou bien les formules intégrales de Cauchy
et les formules intégrales de Green et les formules de Stokes et leurs relations avec les formules
intégrales de Cauchy.

Dans le chapitre 1 ,on a utilisé la théorie de Cauchy locale pour obtenir les principales propriétés
des fonctions holomorphes ou méromorphes. On y démontre, par exemple, la fameuse formule
des résidus (dans des cas particuliers) qui permettra, et c’est parfois ce qui impressionne le

lecteur, de calculer des intégrales le long d’un contour.

Le chapitre deux constitue des révisions concernant initiation de bases sur les formules de
Green et la formule de Stokes et leurs relations avec la théorie de calcul des intégrales de Cauchy.
Le troisiéme chapitre s’occupe a étudier quelques utilisations des formules intégrales de Cauchy
et les formules intégrales de Green et la formule de Stokes et leurs relations avec les formules
intégrales de Cauchy. On a proposé de traiter trois sujets
Sujet 1 :

Calcul d’intégrale double par rapport a la mesure de surface sur le disque unité de la module
au carré d’une fonction analytique réguliére développable en série entiére et leurs propriétés
constructives

Sujet 2 :

Sur un probléme extrémal de la meilleure approximation d’une fonction holomorphe sur le
disque unité relativement a une suite des polyndémes orthogonaux sur le disque unité et par
rapport a la mesure de surface.

Sujet 3 : :

Application de la formule de Stokes et la formule de Green et la formule de Cauchy de traiter le
probléme : Equivalence de Iexistence de la fonction de Schwarz et de I'identité en quadrature

de l'intégrale double d’une fonction complexe par rapport a la mesure de surface

18



Chapitre I11 Applications

Références

[1] L. V. Ahlfors, Complex analysis, an introduction to the theory of analytic functions of one

complex variable, International series in pure and applied mathematics, McGraw-Hill, 1953.

[2] E. Amar , E. Matheron, Analyse complexe, Cassini, 2004. [BD| L. Bonavero and J.—P.

Demailly, Variable Complexe, Notes de cours mise en ligne par J.—P.
[3] G. André, Initiation a I'analyse complexe - Cours et exercices corrigés, El- lipses, 2014.
[4] F. Bayen ,C .Margaria , Espaces de Hilbert et opérateurs ,Ellipses , 1986
[5] S. Bensid , M.B Zahaf, Fonction d’une variable complexe, Université de Tlemcen, 2020.

[6] C. Berenstein , R. Gay, Complex variables : an introduction, Graduate Texts in Mathema-

tics, vol. 125, Springer Verlag, 1991.

[7] H. Cartan , Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou plu- sieurs variables

complexes, Hermann, 6iéme édition, 1985.

[8] B. Chabat, Introduction & I'analyse complexe. Tome 1, Fonctions d’une variable, Editions

Mir Moscou, 1990.

[9] J. B. Conway, Functions of one complex variable, second edition ed., Graduate Texts in

Mathematics, vol. 11, Springer Verlag, 1978.
[10] P. Dolbeault, Analyse complexe, Maitrise de mathématiques pures, Masson, 1990.

[11] M. Heins, Selected Topics in the Classical Theory of Functions of a Complex Variable,
Selected topics in Mathematics, Holt, Rinehart and Winston, 1962.

[12] S. Lang, Complex analysis, second edition ed., Graduate Texts in Mathematics, vol. 103,
Springer Verlag, 1985.

[13] A.L. Markuschevich, Theory of funtions of a complex variable, revised second edition ed.,

Chelsea publishing company, 1985.
[14] R. Narasimhan ,Y. Nievergelt, Complex analysis in one variable, Birkhauser Verlag, 2001.
[15] B. Palka, An Introduction to Complex Function Theory, Springer-Verlag New York, 1991.
[16] W. Rudin, Analyse réelle et complexe, Masson, Paris, 1975.

[17] S. L. Segal, Nine Introductions in Complex Analysis, Mathematics Studies, vol. 53, North-
Holland, 1981.

[18] P. Tauvel, Analyse complexe pour la Licence 3 : Cours et exercices corri- gés, Collection :

Sciences Sup, Dunod, 2006.

19



Chapitre I11 Applications

[19] A. Yger, Analyse Complexe un Regard Analytique et Géométrique, El-lipses, 2014.

[20] A. Yger, Analyse complexe et distributions, Ellipses, 2001.

20



	Formules intégrales de Cauchy
	Propriètès générales des fonctions holomorphes
	Plan complexe 
	Rappels sur la topologie du plan complexe
	Dérivation complexe
	Conditions de Cauchy Riemann

	Intégration dans le domaine complexe (Théorème de Cauchy) 
	 Intégrale curviligne complexe 
	Intégrale curviligne rèelles
	Relation entre Intégrale curviligne complexe et reellees 

	Formule de Green
	La fonction harmonique conjuguée.
	Notation de base sur les formules intégrales de Cauchy
	Intégrales de Cauchy
	Indice d'un lacet

	 Intégrales doubles complexes concideions l'intégrale

	Formules intégrales de Green
	Notions de base sur les formules intégrales de Green
	Généralisation
	 intègrale double d'un fonction continue en fonction de le dérévée conjugue f , (Théorème de Mergelyan)


	Applications
	Transformation d'une intégrale double de surface sur le disque unite en intégrale de Cauchy
	Meilleure approximation d'une fonction complexe par une suite des polynômes orthogonaux sur le disque unite
	Formule de Stokes et formule de Cauchy avec l'utilisitation de la fonction de Schawrz: 
	Équivalence de l'existence de la fonction de Schwarz et de l'identité en quadrature



