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RESUME

Dans ce mémoire on expose quelques basiques propriétés et principales connaissances des opérateurs linéaires continus
auto-adjoints d'un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert . On a débuté par quelques préliminaires des opérateurs
linéaires continus sur les espaces de Hilbert . Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacrée a I'étude des propriétés
fondamentales générales des opérateurs linéaires continus auto-adjoints d'un espace de Hilbert vers le méme espace de
Hilbert. Le troisiéme chapitre de ce mémoire est consacrée aux deux projets applications sur les opérateurs linéaires continus
d'un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. La premiére application concerne des résultats trouvés sur les
opérateurs linaires continus de deux variables (opérateurs 2-linaires bornés sur les ensembles 2-normés ). Aussi les
Théorémes de Banach-Steinhaus pour les opérateurs 2-linéaires bornés

La deuxiéme application s'occupe principalement sur I'étude La deuxieéme application s'occupe principalement sur
quelques classes des opérateurs linéaires continus auto adjoints normaux, et unitaires discréte et continus un espace de
Hilbert

Mots clés : opérateur-linéaire —borné —continu-norme-Hilbert

ABSTRACT

In this memorial we expose some basic properties and main knowledge of continuous linear operators from a Hilbert
space to the same Hilbert space. We started with some preliminaries of continuous linear and self-adjoint linear operators on
Hilbert spaces. The second chapter of this memorial is devoted to the study of the general fundamental properties of self-
adjoint continuous linear operators from a Hilbert space to the same Hilbert space. The third chapter of this memorial is
devoted to two application projects on continuous linear operators from a Hilbert space to the same Hilbert space. The first
application concerns results found on continuous linear operators of two variables (2-bounded linear operators on 2-normed
sets).

Also Banach-Steinhaus theorems for 2-bounded linear operators The second application mainly deals with the study
examples of self-adjoint continuous linear operators this second application mainly deals with some classes of normal self-
adjoint continuous linear operators, and unitary discrete and continuous on Hilbert space

Keywords: linear-operator —bounded —continuous-norm-Hilbert
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Notations générales

[]  ensemble des combinaison linéaires.
.|| norme.
B(xo,r) ={z;|| x —x0 ||[< r} boule ouverte, centrée en z¢ de rayon r.
Bp(xo,r) ={z;|| x —x0 ||[< 7} boule fermée, centrée en xy de rayon r.
d(.,.) une distance.
(.,.) produit scalaire.
H espace de Hilbert.
| .| module.
A1+ orthogonal de A.
T~ inverse d’un opérateur 7.
I; opérateur identité.
ker(T) noyau de lopérateur T'.
Im(T) image de opérateur 7.
La(X,Y) espace des opérateurs linéaires de X dans Y.
L(X,Y) espace des opérateurs linéaires borné de X dans Y.
L,(X) ensemble des opérateurs linéaires réguliers de X dans X.
L.(X,Y) ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.
X' espace dual de X.
G(T) graphe de l'opérateur T.
T* opérateur adjoint de 'opérateur 7.
(T') ensemble spectrale de 7.

o
p(T) ensemble résolvante de 7.

op(T) ensemble spectre ponctuel.
o.(T) ensemble spectre continu.
o.(T")  ensemble spectre résiduel.

M,(R) ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

Q CR™ ouvert.

LP()) = {u mesurable sur Qet [ |u[P<oo} 1<p< oo}

L>*(Q) = {u mesurable sur Q et il existe C tel que | u(x) |< C presque partout sur Q}.
C(£2)  espace des fonctions continues sur €.

C.(Q) fonctions continues & support compact dans §.

C*(Q)  fonctions k fois contintiment différentiables sur © (k entier > 0).



Introduction générale

L’étude des opérateurs linéaires continus sur les espaces de Hilbert demande de bien connaitre
les opérateurs adjoint d’un opérateur linéaire continu d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hil-
bert qui est aussi un opérateur linéaire continu les deux normes d’un opérateur linéaire continu sur un
Hilbert et son opérateur adjoint sont égales. 'opérateur linéaire adjoint possede les mémes propriétés
de 'opérateur linéaire original. Aussi I'opérateur inverse d’un opérateur linéaire continu inversible et
posséde l'inégalité de I’énergie d’un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert qui est aussi un
opérateur linéaire continu.

Dans ce mémoire, on veut traiter quelques propriétés et notions des opérateurs linéaires continus auto

adjoints d’un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert , Ce travail est composé de 3 chapitres :

Le premier chapitre est consacré a des sujets qui sont supposés étre connus par le lecteur. Nous
donnons un court résumé des théorémes et définitions que nous allons utiliser dans les autres chapitres.
Ce chapitre est consacré au rappel sur les espaces et sous espaces linéaires aussi les ensembles linéaire-
ment indépendants , sous-espaces engendrés. On expose rappel sur les espaces métriques, et les espaces
normés , et sur les espaces de Hilbert, citons : produits scalaires et orthogonalité et bases orthogonales
et orthonormées ,on parlera sur quelques propriétés fondamentales comme 1’égalité de parallélogramme
, aussi le théoreme de la projection orthogonale d’un point quelconque sur un sous ensemble fermé et
convexe de cet espace de Hilbert, en plus des quelques notions sur les opérateurs linéaires continus de

deux variables ([11] Z. Lewandowska )

La deuxiéme chapitre est composé de 3 parties : La premiere partie est consacré a ’étude des
propriétés des opérateurs linéaires continus sur un espace normé on met ’accent sur les réguliers et
les opérateurs compacts et les fonctionnelle linéaires continus ( formes linéaires).

La deuxiéme et la troisiéme parties est consacré a I’étude des fonctionnelle linéaires continus et les
fonctionnelle linéaires continus sur un espace de Hilbert.

A la fin de ce chapitre. On présente les définitions des opérateurs linéaires continus d’un espace de
Hilbert. On définit aussi quelques classes des opérateurs linéaires continus, citons : opérateurs isomé-

triques, opérateurs unitaires , opérateurs normaux, opérateurs positifs. On trouve enfin des résultats



sur le spectre opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert.

Le troisieme chapitre contient deux applications sont illustrées par les propriétés structurelles citées
aux premier chapitre et deuxieme chapitre .
La premiere application concerne des résultats trouvés sur les opérateurs linéaires continus de deux
variables (opérateurs 2-linéaires bornés sur les ensembles 2-normés ). Aussi les Théoremes de Banach-
Steinhause pour les opérateurs 2-linéaires bornés ([10]) .
La deuxieme application s’occupe principalement sur quelques classes des opérateurs linéaires continus

auto adjoints discrete et continus, le manuscrit se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces linéaires

Définition 1.1.1  Un espace linéaire (vectoriel) X sur le corps K est un ensemble non vide des

éléments x,y, ..., appelés vecteurs, muni de deuzr opérations.

1. La premiére opération, l’addition, est une opération interne pour laquelle X devient un groupe

abélien. Il existe donc une application X x X — X, notée
(z,y) >z +y,

qui a les propriétés suivantes : pour tout x,y,z € X
(a) 24+ (y+2)=(x+y)+=z (associativité).
(b) 1l existe en X un vecteur 0, le vecteur zéro, tel que pour tout x € X on aura x+0 = 04z = z.
(¢) Pour tout x € X, il existe dans X un vecteur (—x), l'opposé de x,
tel que x + (—z) = (—z) + =z = 0.
(d) x+y=y+=z (commutativité).
2. La deuxieme opération, la multiplication des vecteurs par les scalaires est donc une opération

externe. C’est Uapplication K x X — X, notée (o, x) — ax, qui posséde les propriétés suivantes :

pour tout x,y € X et a, f € K

(a) SileK alors lx = z.

(b) (af)x = a(fx) (associativité).
(c) (a+ B)x = ax + Bz (distributivité par rapport d la somme des scalaires ).
(d) a(x+y) = axr+ ay (distributivité par rapport a la somme des vecteurs ).

Définition 1.1.2  Soit X un espace linéaire sur le corps K. Sous-espace linéaire de X est un sous-

ensemble X1 C X qui forme lui-méme un espace linéaire, sur le méme corps K, par rapport aux



opérations de X restreintes d X.

On peut vérifier facilement que X1 C X, Xy # 0, est un sous -espace linéaire de X si et seulement si
Ve,y € Xy = (r+vy) € Xy.

et
Vo € X;,Va € K= ax € X|.

Exemple 1.1.1 Le corps K est un espace linéaire sur K

Exemple 1.1.2 (R2,+, x) est espace vectoriel En effet,
1 (z,y)+ (@ +y)=(+2,y+v)
a(z,y) = (o, ay)
2. Cl0,1]=A{f,f:10,1] = R, f continue }
est un espace vectoriel sur R
E={ffeC0,1] f(z) =1}
n’est pas un sous espace vectoriel sur C[0,1], En effet
YVaoe EVf,pe E af+peEFE
af + p est continue
(af +p)(x0) = af(zo)+ p(xo)
= a+1
=>af+p¢E

1.2 Ensembles linéairement indépendants,sous-espaces engendrés

Définition 1.2.1  Soit X un espace linéaire sur K et A = {x1,x9,...,2p} CX
n
Z QT (1.1)
k=1

S’appelle une combinaison linéaire. Les éléments aq, g, ..., an, € K, s’appellent les coefficients de la

combinaison linéaire.

n
Remarque 1.2.1 [A] = { > agxr  ,00,Q9,.....,ap € K} L’ensemble des combinaison linéaires
k=1

sur A.

Définition 1.2.2  Soit A = {x1,x2,x3,...,x,} un ensemble fini contenu dans X.
L’ensemble fini A est linéairement indépendant < (3 p_ apzr =0= a1 =0,a0 =0, ...,a,, = 0).
c-a-d

n
Jay; # 0, tel que Z oz, =0 (1.2)
k=1

Dans le cas contraire A est linéairement dépendant.



Exemple 1.2.1  Dans l’espace linéaire C([a,b]) a < b, 'ensemble A = {1,t,t%,#3} est linéairement
indépendant.
En effet, la relation

ol + ait + ast? + ast> =0

pour tout t € [a,b] entraine

a; =0,1=0,1,2,3
. Par convention, on considéré l’ensemble vide () comme étant linéairement indépendant.
Définition 1.2.3  Un sous-ensemble B de X s’appelle une base algébrique de l’espace linéaire X si :

1. B={x1,ma,...,x,} est un ensemble linéairement indépendant.

2. |[B] =X, i.e. le sous-espace linéaire engendré par B est X.
n
c-a-dVr € X dag+as+---+a, €K tel quex = Y arrg
k=1
1.3 Espaces métriques

Définition 1.3.1  Soit X un ensemble quelconque non vide. Une semi-métrique, ou semi-distance,

sur X est une application

d:XxX—=>R
telle que, pour tout x,y,z € X on a
c1) d(z,y) >0, (propriété de non-négativité).
) z=y=d(z,y)=0, (propriété d’identité).
c3)  d(z,y) =d(y,x), (propriété de symétrie).
cq) dz,y) <d(z,z)+d(zy), (inégalité de triangle).

L’ensemble X muni d’une semi-métrique d s’appelle espaces semi-métrique que nous notons par (X, d).

Définition 1.3.2  Soit X un ensemble quelconque non vide. Une métrique ou encore une distance
sur X est une semi-métrique d : X x X = R, telle que

¢cs). d(z,y) = 0 implique © = y.

L’ensemble X muni d’une métrique d s’appelle espace métrique, noté par (X,d) .

Exemple 1.3.1 d(z,y) = |z — y| est la distance usuelle sur R, pour tout z,y € R on a :
1.dz,y) =0&|lz—y|=0s2—y=0=z=1.
2. d(z,y) =z —yl=| =1y —z[ =y — 2| = d(y, z).
3. Pour vérifier la propriété c4), il est suffisant d’observer que pour tout x,y,z € R on a

[z —yl=lr—z+z—yl<|x—z[+]|z—y|



Définition 1.3.3 On dit que deuzr distances dy, ds sur un ensemble E sont équivalentes s’il existe

deux constantes réelles § > a > 0 telles que :
ady (z,y) < da(x,y) < Bdi(z,y), pour tout x, y € E.

Exemple 1.3.2 Soit (d;)1<i<p une famille finie de p distances sur E; on pose

p
E=]]E
=1

et on définit sur le produit cartésien E X E deux distances comme suit :

Dy(z,y) = sup di(xi,y:)
1<i<p

P

Da(z,y) = di(xi, yi)-

=1

Pour tout x = (x1,22,...,T5n) et y = (y1,Y2, -, Yn) de E On a :

$z7yz <pls<ul<) d; (l'uyz)
i<p

sup d;(z;,y;)
1<i<p

i M’@

donc

Dy (x,y) < Da(x,y) < pDi(x,y)

Alors Dy et Dy sont équivalentes telles que o = 1,8 = p.
Un espace vectoriel complexe minu d’une norme est dit espace normé.
1.4 Espaces normés

Définition 1.4.1  Soit X un espace linéaire sur K. On appelle semi-norme pour X, une application

l.| : X = R, telle que pour tout v,y € X et A€ K on a :

Ni) |z| >0, (propriété de mnon-négativité).
No) |Az| =| A |z, (propriété d’homogénéité absolue).
N3) |z +y| < |z + |yl (propriété de sous-additivité).

Il est possible que |x| =0 et x # 0.

L’espace linéaire X muni d’une semi-norme s’appelle espace semi-norme.

Définition 1.4.2  Soit X un espace linéaire sur K. On appelle norme sur X, une application
|- |l: X — R*, telle que || . || est une semi-norme pour X et de plus
Ny) || z ||= 0 implique x = 0.

Un espace linéaire X muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par (X, | . ).

Exemple 1.4.1 E = C([0,1]) on pose :



1. o= :
(vl Jnax £ ()]

1
2. || f|h= /0 F(0)]dp.
9.0 £ lla= (& | £(0) 2 dp)2.

|- Mooy || - 151 - |l2 sont des normes définies sur C[0,1] Un espace normé est un espace métrique dont

la distance est définie par

d(z,y) = ||z -yl

Définition 1.4.3  On dit que deuz normes ||.||1, ||.||2 sur un ensemble E sont équivalentes s’il existe

deuz constantes réelles 5 > a > 1 telles que

alz |||z 2L Bz ||l1, pour tout x € E.
Remarque 1.4.1 Il Nloos Il - 115 | - |2 sont des normes équivalentes
Exemple 1.4.2 Tout les normes sur R sont des normes équivalentes

Définition 1.4.4 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace linéaire normé complet.
Note : On dit qu’'un espace normé (X,|| . ||) est complet si toute suite de Cauchy de (X,|| ||) est

convergente dans (X, || |]).

Exemple 1.4.3  L’espace E = C([a,b]),R™) des fonctions continues de [a,b] dans R™. Le nombre

17 = max, £

ot |.| est la norme dans R™, définit une norme rendant (E,|.||) un espace de Banach

1.5 Espaces de Hilbert

Définition 1.5.1  Soit X espace linéaire, s’il existe un nombre complexe x,y pour tout couple de

vecteurs = et y dans X qui vérifie les conditions suivantes :
1. VzeX, (x,z) > 0.
2. Ve eX, (x,2) =0z =

Ve,y e X, (z,y) = (y,z).

vx?z/?zexf <x+y7z>:<w7z>+<y7z>'

A

Ve,ye X, VAeC (Az,y) = Mz, y).

Alors (z,y) est dit produit scalaire de x et y, et on note par (z,y).



Définition 1.5.2  (Espace préhilbertien)
Soit X un espace linéaire sur le corps complexe muni par un produit scalaire (., .)

donc (X, (.,.)) est un espace préhilbertien.

Définition 1.5.3  (Espace de Hilbert)

Un espace préhilbertien et complet par raport la norme induite par le produit scalaire (., .),est un espace
de Hilbert .

En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite par un

produit scalaire.

Exemple 1.5.1 L’espace

2([0,1]) = {z : (z3)s; 2 € (CZ |lz:|? < oo}
i=1

muni du produit scalaire
o0
i=1

est un espace de Hilbert.

Proprietés générales

Pje Inégalité de Cauchy-Schwarz

pour touts x,y € H, on a

[z, )| < {200/ (Y, ) (1.3)

Preuve L’inégalité (1.3) est trivialement satisfaite si (x,y) = 0.

Nous supposons donc que (x,y) # 0. Alors nous obtenons

.  (zyy . (zyy >
(z,2) Nz, )V w) Viex) Kz
P ()] 1
T Vma)(yy)
donc
0<1 2(z, )| 1o 2(z.y)l

Ve o)y, y) ~
= [(z,y)| < /(@ 2)\/ (v, y).

= V@)

Corollaire 1.5.1
((z,2) + (y,9))- (1.4)

DN | —

Preuve



2

0< (i)~ lw)? = (Vi) +(M)2—2mm.
> i < 3 () + (Vo))

d’aprés Uinégalité de Cauchy-Schwarz (1.3),0n obtient

(@, )| < s ((z,2) + (y, ).

N

Pre Inégalité de Holder

La stricte concavité de la fonction logarithme est a la base de la démonstration de I'inégalité de

Holder, cette derniere inégalité permettant de montrer que pour tout réel p > 1 'application

n v
z = |zl = <Z !wi\p>
i=1

défnit une norme sur R"(ou C"). Dans ce qui suit on désigne par p et ¢ deux réels strictement

positifs tels que

Théoréme 1.5.1 ( L’inégalité de Holder) Pour tous vecteurs x,y dans C" et % + % =lona:

< (Zil m’p)’l’ (Zil |yi|q>;

L’inégalité de Holder s’écrit, en notant (x,y) le produit scalaire hermitien canonique de C"

n
Z TiY;
i=1

[z, )| < [lzllpllyllq

et cette inegalite est encore valable pour p =1 et ¢ = +00. Pour p = q = 2 on retrouve l’inegalite

de Cauchy-Schwarz.

Pse  Loi du parallélogramme
Pour tout z,y € X,on a
lz+yl?+lz—ylP=20= >+ [yl (1.5)
Pye Corollaire pour tout z,y € X Vu € C,on a
| Az 4y |2+ | Ax — g 2= 2002 |2 [P+l [y |2). YAueC
(C[0,1],]] ||co) ne verifie pas la loi du parallélogramme

par exemple,

| sint 4 cost|® + || sint — cost||? # 2(|| sint||* + || cost||?)



Théoréme 1.5.2 [/]  Soit X est un espace de Hilbert (i.e. sa norme est induite par un produit

scalaire) si et seulement si pour tout x,y € X, on a

le+y1?+lz—y =20 >+ 1y .
Le produit scalaire est unique, et on a

1 . . . .
. <x,y>=1(llx+yH2— lz—y | +i|z+iy|?—ilz—idy|?).

1
o |zl = (z,2)>

Théoréme 1.5.3  Soient H un espace de Hilbert, A C H un ensemble non vide convexe et fermé et
xg € H \ A.

Alors , il existe un et seulement un yg € A, tel que

_ — inf _
I 20~ 30 1= inf, | 20~y |

Preuve
a) Montrons que || zg — yo ||= d. Nous avons
a<lzo —vo 1<l 20 = o |+ v = w0 < d+ -+, sim > mofe),
d’ou
I z0 — yo ||= d.
b) Il nous reste ¢ montrer 'unicité de yo. Soit zgp € A, tel que || zo — yo ||= d. En utilisant la loi du

parallélogramme (1.5) , on a

I 20 — o I*=Il (20 — o) — (o — z0) ||
_ 2 2 2
=2z0—zo |*+2 [ yo— o ||” — || 20+ yo — 220 ||
=4d’ —4 || Zo—gyo — 20 ||°< 4d® — 4d* = 0.

D’ou 20 = Yo-

1.6 Orthogonalité

Définition 1.6.1  Soit H un espace de Hilbert.

Deux vecteurs x,y € H sont orthogonaux si (x,y) =0, on note x_Ly.

Remarque 1.6.1  La relation d’orthogonalité possédé les propriétés suivante :
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1. OgLlx pour tout x € H.

2. zly=ylx.

3. xlx = x = 0f.

4. xlay,, neN, et lim || z, —x0 ||= L.
n—oo

SrlzeteKi=1..,n=x Ll \z;

6. soit (xj,xzj) = 0,i # j,i,j = 1,..,n alors Montrons d’abord 1’ existence de yy .Soit (d =

infyeallzo —yll > 0).

1
Choisissons une suite yp; ||xo — yn|| < d+ —,n € N C A .D’aprés la loi du parallélogramme, nous
n

obtenons

21 + oo+ 2|2 = ]2 4 o+ [ (1.6)

Définition 1.6.2 Considérons deur ensembles Ay et As non vides d’un espace de Hilbert H.
Nous disons que Ay est orthogonal a As, noté par A1 1L As, si pour tout x € Ay et pour tout y € As
onazly, cda.d. (z,y) =0.

Théoréme 1.6.1  Si A est un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H, alors
At ={z;z cH, etxlA}

est un sous-espace linéaire fermé de H.

A+ s’appelle la complément orthogonal de A.

Preuve Observons d’abord que A+ # ), puis que au moins Oy € A+. Soient 1,9 € A+ ; A, 2 € K

et y € A alors
(A121 + Aow2, y) = A1 (71, 9) + A2(x2,9) =0

donc \ix1 + Aoz € AL et A+ est un sous-espace linéaire de H.
Soit maintenant zo € AL alors il existe une suite {z,; n € N} C AL telle que lim | ©n — x0 ||= 0.
n—oo

Nous avons pour tout y € A

Donc zg € A+ et AL est un sous-espace linéaire fermé.

Théoréme 1.6.2 Soient H un espace de Hilbert, A C H un ensemble non vide convezxe et fermé et

xo € H \ A. Alors il existe un et seulement un yo € A , tel que
To — = inf||xg — 1.7
2o — yol| ;E |20 — ol (L.7)

Preuve
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a) Montrons d’abord 'existence de yo Soit d = ing |lzo — y|| > 0 Choisissons une suite
ye
{Un; |0 —ynl| <d+1/n;neN}C A

D’aprés la loi du parallélogramme, nous obtenons

ym+yn

o 2
S g,

lym = a1 = 11y — 20) = (¥n — 20)1* = 2llym — zo|* + 2llyn — zol|* — 4|

Il vient alors ||y, — ynl||? < 2(d + 1/m)? + 2(d + 1/n)? — 4d>
si m,n > no(e) puisque A est ensemble convexe, n € A et |25 — 24|12 > d? donc{y,;n €
N} C A est une suite de cauchy et il existe un yp € H tel que y,, — yo parce que Aest fermé,yo € A

b) Montrons que

|z0 — ol = d. (1.8)

Nous avons d < |lzo — yol| < ||zo — ynll + [|yn — w0l < d+1/n+€ sin > n(e), d’ou le point (1.9)

c) Il nous reste a montrer I’ unicité de yo Soit zgp € A, tel que|zg — xo|| = d. En utilisant la loi du
parallélogramme ( 1.4) on a ||z0 — yol|> = ||(z0 — 0) — (vo — 70)|?

|20 + Yo — 2z0||? = 4d? — 4[| 0 — z|| < 4d? — 4d% = 0 d’o 29 = yo.

= 2|20 — wo||* + 2[|yo — wo||* —

Corollaire 1.6.1 Soit Hy un sous-espace d’un espace de Hilbert H Alors il existe pour tout r € H
fizé, un seul yo(x) € Hy, tel que

—z|| < inf ||V - X 1.9

oo — 2l < jnf IV = X]| (L9)

Théoréme 1.6.3 Si Hy est un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H, alors tout x € H se

décompose d’une maniére unique
x:y—i—z,oayEHl,zEHlL. (1.10)
Preuve L’existence d’une telle décomposition vient du fait que
x=Px+ (I — P)z,
Preuve Ou P est projection orthogonale de H sur Hi. Supposons maintenant que
r=y+zy€c H,zec Hi.

Alors Pr = Py+ Pz =y et

(I-Plx=(I—-Ply+(I—P)z=z.
Cette décomposition est donc unique.

Définition 1.6.3  Un ensemble non vide A d’un espace de Hilbert est un systéme orthogonal si :

pour tout x,y € A,x #y, onax L y.

12



Définition 1.6.4  Un ensemble E = {e;;i € I} d’un espace de Hilbert H est un systéme orthonor-

mal st :

1, i i=j
(ei,€j>=5z‘j={ o
0, si 1#£]

I1 est bien connu que (z,y) =0 <=z L y.

(@,z) = |

Remarque 1.6.2 Un systéme orthonormal d’un espace de Hilbert est linéairement indépendant. Fn
effet, si E = {e;;i € I} est un systéme orthonormal dans H, et si > j_; Axej, = 0,alors, nous avons,
pour tout p =1, ...,n,
n n
0=(0,¢5,) = (D i €j,) = (D M €5,
k=1 k=1
autrement dit

> Miebip = Ap = 0.
k=1

Définition 1.6.5  soit H un espace de Hilbert non trivial i.e.H # 0
et soit xo € H, xo # 0. Le coefficient de Fourier d’un élément x € H par rapport a x, noté Cx,(z) se
définit par

Cx, () = (2, 0) /||

Montrons la signification géométrique d’'un coefficient de Fourier.soit P le projection orthogonale de

H sur Hy = [z9], donc

Pzzgx()

alors ,nous avons

Cxo(2) = (2, 20)/l|z0ll* = (Po + (I = P)z,z0)/|[xoll* = (Pz, z0)/l|zol|*

Px = CXO ((L‘).CC[)

Théoréme 1.6.4  Soit {e1,...,en} un systéme orthonormal fini dans espace de Hilbert H, alors,

pour tout x € H,
n
S Crelo) < Jla? (1.11)
k=1

ot Ck(x) = (z,ex) , i.e. le coeffcient de Fourier de x par rapport da {ey;k = 1,...,n} La série

Yi—1 Cx(x)ex s’appelle la série de Fourier de x relativement au systéme ey,

Preuve Si P est la projection orthogonale de H sur le sous espace Hi = [eq, ..., €,] , alors pour tout

x € H,
Px = ZCK(a;)ek
k=1
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En effet, si P, = Y 5_; &key , alors
0= (x— Py,ex) = (x,ex) — &k

pour tout k£ =1,...,n. Mais

|1Pe||” = (Py, Py) ZCK ek, y_ Cj(x)e;)
j=1

- Cuel)Cali] = 3 [Clo)f < |
k=1 k=1

Théoréme 1.6.5  (Inégalité de Bessel )
Soit E = {ep; k € N} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout x € H,

on a

Z Cx (2)]* < [|=]* (1.12)

Preuve

a) Soit x, =Y p—; Ck(z)er € H en vertu de (1.12) on a pour tout n € N ,
Z Cx(2)]* < |||

, De plus
n
lzal® = D |Cxc () ?
k=1

ce qui entraine que
n

lyl* = > 1Ck (2)]* < [|=]®

k=1
b) pour tout y € Hg (I’ensemble des combinaisons linéaires ). Nous avons y = Y 7 ngey donc

n

Cji(y) = (y,¢5) =lm(Y_ nicex,e;)
k=1

d’autre part
n

(y, €)= lim(z,, e5) = im()_ nxex, e;) = Cj(x)
k=1
Définition 1.6.6  On appelle base orthonormale dans un espace Hilbert H = {0}, un systéme ortho-

normale maximal, i.e.on peut plus ajouter un vecteur non nul qui est orthgonal a une base orthonormale

Autrement dit, un systéme orthonormal {e;,i € I} d’un espace d e Hilbert est une base orthonor-

male s’ appelle aussi systéme orthonormal compléte en encore systéme orthonormal total.
Théoréme 1.6.6 soit E = {e;;i € In} un systéme orthonormal dans un espace de Helbert H.

Les énoncée suivants sont equivalents :
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i) FE est une base orthonormale.
ii) [F] i.e.l’ensemble des conbinaisons lineaires finies sur F, est dense dane H, c-a-d, [F] = H

iii) chaque z € H posséde une représentation unique z = > C;(x)e;, qui converge en norme, c-a-d.
i€l
H=Het ||z = X/ |Cl2)

Preuve
a) i) = ii). Soit [E] # H. Montrons qu'il existe un e L [E],e # 0, tel que
E ne serait pas une base orthonormale. En effet, il existe x € H\[E], tel que (I — P)x # 0 est
prenons

¢ el OL (1.13)

1= Pyl
ou P est la projection orthogonale de H sur [E].

b) ii) = iii). Soit x € H. Alors il existe {z,, € [E];n € N}qui converje vers z. Mais x,, € H. ; donc
d’aprés( Theoreme ) x € H.. L’unicite de la representation vient du fait que si z = Y, &ies,

alors & = Cj(x), pour tout i € I. (voir demonstration du Théoréme [?]

c) iii) = 1i). Soit x € H = H,. Alors

T = Z Ci(z)e; = Z Ci, (@)ei,
g=1

el

dont les sommes partielles convergent en normes.

Théoréme 1.6.7  un systéme orthonormal E = {ex;k € N} dans un espace de Hilbert H.est dit
fermé si pour tout x € H on a l’égalité suivante :
2
2]* =" 1C(x) (1.14)
el

appelée Identité de Parseval

Théoréme 1.6.8  Si H est un espace de Hilbert séparable de dimension infinie (dénombrable) muni
d’une base hilbertienne {ex}72, xn € H : le produit scalaire (T,,yn), de x, avec un autre élément

quelconque y, de H :
o0
Yn = Z Cr(y)ex
k=1

qui est lui aussi décomposé selon cette méme base, s’obtient en sommant les produits(conjugués) de

leurs coefficients :
o

(Zns Yn) Z z)erCr(y)ex
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1.7 Opérateurs linéaires bornés a 2 variables

1.7.1 Préliminaires

Définition 1.7.1  Soit X un espace linéaire réel de dimension supérieure a 1 et soit ||.,.|| une
fonction a valeurs réelles sur X x X satisfaisant la quatre propriétés suivantes :

(1) ||z, y|| = 0 si et seulement si les vecteurs x et y sont linéairement dépendants ;

(2) Nz, yll = lly, =l ;

(3) ||z, ay|| = |al||lx, y|| pour tout nombre réel o ;
(4) llz,y + 2| < |z, yll + [, 2|| pour tout x,y,z € X.
La fonction ||.,.|| sera appelé une espace linéaire 2-normé sur X et le couple (X,|.,.]|) un espace

linéaire a 2-normés.

Définition 1.7.2 [/] Soit X un espace linéaire sur le corps K (ou K est le corps de nombres réels
ou complezes). Un sous-ensemble flou N de X x R (R est I’ensemble des nombres réels) est appelée

2-norme sur X sst pour tout t,u € X et c € K

(N1) pour toutt € R, avect <0, N(z,t) #0
(N2) pour tout t € R, avect >0, N(x,t) =1 si et seulement si z = 0.

(N3) pour tout t € R,avec t > 0,

N(cx,t) = N(z,—)sic# 0

(N4) pour tout s,t € R, z,u € X ,

N(x 4+ u,s+t) > min{N(z,s), N(u,t)}

(N5) N(z,e) est une fonction non décroissante de R et

lim N(z,t) =1

Le couple (X, N) sera appelé un espace linéaire 2-normé

Définition 1.7.3 [5] : Soit X un espace linéaire sur un corps F . Un sous-ensemble flou N de
X x X x R (R est l’ensemble des nombres réels) est appelée une 2-norme floue sur X si et seulement

st
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1. pour tout t € R, avect <0, N(x1,x2,t) =0.

2. pour tout t € R, avec t > 0, N(x1,z2,t) = 1 si et seulement si x1 et xo sont linéairement

dépendant.
3. N(z1,x2,t) est invariant sous toute permutation de x1,xs.

4. pour toutt € R, avect > 0,

t
N(z1,cxe,t) = N(x1,22, ﬂ),si c#0,ceF
c

5. pour tout s,t € R,
N(z1 + x2 + xh, 5 +1t) > min{N (21, 79,5), N(z1,25,t)}

6. N(x1,x2,e) est une fonction non décroissante de R et tl_i>m N(x1,x2,t)
(0.0

alors N(X,N) est appelé un espace linéaire 2-normé

Exemple 1.7.1 Soit (X, |.,.||) étre un espace linéaire de 2-norme définit
Nor,aa,t) =
r1,%2,t) =
t = [z, 2z

quandt >0t € R x1,29 € AXB =0, quandt < 0,t € R,x1,29 € A X B Alors (X,N) espace

linéaire flou de norme 2.

Définition 1.7.4 [0] : Un opérateur linéaire de 2-norme T est une fonction de A x B vers C' x D o1
A, B sont des sous-espaces de l’espace linéaire flou de norme 2 (X, Ny) et C, D sont sous-espaces de
Uespace linéaire de 2-norme (Y, N2) tels que T (x1+x, xo+a') = T(x1, x2)+T (21, 2" )+ T (z, 22)+T (x, 2")
et T(axy, fra) = afT(x1,x2).

1.7.2 Opérateur linéaire a 2-bornés

Dans cette section, nous définissons la notion de 2-borne faiblement floue et fortement 2-limitation
floue pour les opérateurs linéaires 2-bornés flous sur linéaire 2-normé flou les espaces et la relation
entre la 2-continuité floue et la 2-limitation floue sont étudiés. Soit X et Y deux espaces linéaires sur
le méme champ de scalaires. Soit N1 et No soit deux normes floues 2 sur X et Y respectivement. Alors

(X, N1) et (Y, N2) sont flous Espaces linéaires a 2 normes.
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Définition 1.7.5 Soit T : Ax B — C x D un opérateur 2-linéaire flou, ot A, B sont les sous-espaces
de (X, N1) et C, D sont des sous-espaces de (Y, Na) alors T est dit fortement flou 2- borné sur Ax B

si et seulement si Ja un nombre réel positif M tel que ¥(x,2') € A x B et

Vs € R, No[T(z,2'), 5] > N1[(z,2"), %}

Définition 1.7.6 Soit T : Ax B — C x B un opérateur 2-linéaire flou, ou A, B sont les sous-espaces

de (X,N1) et C, D sont des sous-espaces de (Y, Na), alors T est dit faiblement floue 2-bornée sur
A x B si pour tout o € (0,1),3IM, > 0 tel que V(z,2') € A x B, Vt € R,

t

Ni((z,2"), E) > a = No((z,2),t) > a

Théoréme 1.7.1 Soit T : Ax B — C x B un opérateur 2-linéaire flou, ou A, B sont les sous-espaces
de (X, N1) et C, D sont des sous-espaces de (Y, Na), alors T est fortement flou-2 bornée alors elle est

faiblement floue 2-bornée mais pas l'inverse.

Preuve Supposons d’abord que T est fortement flou 2-borné. Donc IM > 0 tel que V(x,2') € Ax B
et Vs € R, on a No[T(z,2',s)] > Ni(z, o, %) Ainsi pour tout o € (0,1), M, (= M) > 0, tel que

Ni(z, 2, %) >a= No(T(z,2',5)) > aV(z,2') € Ax BVs € R
ceci implique que T est faiblement flou 2-borné. A Uinverse, on considére l’exemple suivant
Exemple 1.7.2 Soit X = R? un espace linéaire sur R . Soit v = (a,b), 2’ = (a’,b") Définir
|z, 2'|| = |ab/ — a’bl,z = |a,b| =b—a

puis (X, |.,.]]) un espace linéaire de 2-normé
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Chapitre 2

Les opérateurs linéaires continus

2.1 Opérateurs linéaires

Dans ce paragraphe, nous donnons des caractérisations des opérateurs linéaires continus.

soient (X, . ||x) et (Y,]| . ||y) deux espaces normés sur le méme corps K.

Définition 2.1.1  Soient X et Y deuz espaces linéaires sur le méme corps K.

Une application T : X — Y est additive si :
T(xl + wz) =Tx1 4+ Txo

pour tout x1,xs € X.

Une application T : X — Y est homogéne st :
T(A\x) = AT'z.

pour tout A € K et z € X.
Une application T : X — Y est linéaire si elle est additive et homogéne.

En d’autres termes, lapplication T : X — Y est linéaire si et seulement si
T(Az1 + z2) = NTx1 + Ty

pour tout A € K et x1,x9 € X.

Notons par L,(X,Y) l’ensemble des opérateurs linéaires de X dons Y.

Exemple 2.1.1  L’application T : C;°(R) — Cp°(R) donnée par

@i =10

est un opérateur linéaire. Cy°(R) désigne ’ensemble de fonctions infiniment dérivables et bornées sur

R.
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Notations :

e  On notera ker(7T') le noyau de l'opérateur T'; i.e.
ker(T) = {z € X; Tz = 0}.
Et aussi noté parfois N(T').

On remarque ker(7) C X; Im(T) C Y

e Im(T) désignera 'image de X par T'. On le notera aussi TX; i.e.
Im(T) ={Tx; z € X}
Et aussi noté parfois R(T).

Théoréme 2.1.1  Soit T un opérateur linéaire T : X — Y. Alors
i) T(0) = 0.

ii) TX est un sous-espace linéaire de Y.

iii) ker(T) = {x € X; Tz = 0} est un sous-espace linéaire de X.

iv) T est une application injective si et seulement si T'(x) = 0 entraine x = 0, i.e. ker(T) = {Ox}.

Preuve
i)  Nous avons

TO)=T(x+ (—2)) =T(x) + T(—z) =T(x) = T(xz) = 0.
ii)  Soient y1,y2 € TX tels que y1 = T'(z1) et y2 = T'(z2). Pour tout «, 5 € K, on a

ayr +yo = aT(z1) + T(x2) = T(ax + x2).

Donc ay; +y2 € TX.
iii)  Soient x1,x9 € ker(T) et a € K, alors T'(ax1+x2) = oT(x1)+T(22) =0 = ax1+z2 € ker(T).

iv)  Soit T une application linéaire injective. Alors z # 0 entraine T'(z) # T'(0) = 0, donc ker(T") =
{0x}. Supposons maintenant que ker(T") = {Ox}. Alors T(x) = 0 entraine x = 0, donc T est
injectif, parce que si x1 # x9 alors x1 — x9 ¢ ker(T'), donc T'(x1 — x2) # 0, d’ou T'(z1) # T'(x2).

Définition 2.1.2 Soit X et Y deux espace linéaire ett : X — Y un opérateur linéaire, T' est inversible
sur TX si et seulement si : T injective.

et T7H:TX — Y, T Y (y)=2 = y=T(z)

Théoréme 2.1.2  Soit X et Y deuz espaces linéaires sur le méme corps K et T : X — Y un opérateur
linéaire. Alors T est inversible sur TX et T : TX — X est opérateur linéaire si et seulement si T

est injectif.
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Preuve
a) Pour tout y;,y2 € TX, il existe un seul z; € X et un seul z5 € X tel que y; = Tx; et yo = Txg
alors, pour tout A\, u € K

T(Ax1 + px) = Ay1 + py2 € TX.

Donc

T~ (Ayr + py2) = a1 + pao

=T~ yy + pT ™y

donc T~! est linéaire .
b) Si T~! existe = T est injectif.

T est injectif = T~ existe sur TX

2.1.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 2.1.3  L’opérateur linéaire T € Lo(X,Y) est borné s’ il existe un nombre M > 0, tel que
| Tz [ly< M || =[x - (2.1)

Pour tout x € X.
L’opérateur identité I est défini par Ix = x pour tout 0 x € X.

L’opérateur zero 0 est défini par Ox = 0 pour tout x € X.

Exemple 2.1.2 1. une applicatoin linéaire entre espaces vectoriels normés de dimension finie

est toujours un opérateur borné.

2. L’opérateur de multiplication T' défini sur l’espace C([1,2]), alors :
ITf |l = sup |Tf(x)]
z€[1,2]

— s |z ()|
z€[1,2]

<20 fl (M=2) VfeC(L2).
Définition 2.1.4  L’opérateur linéaire T est continu a xg € X i :
Ve>0,30 >0, Ve e X ||o—x||x<o=]Tr—Tx ||y<e (2.2)

Puis que la continuité de T peut étre caractérisée par les suites, T est continu a xy si pour toute suite
{zn; n e N} C X telle que :

lim || z, —zo ||x= 0.
n—oo

On a

lim || Tz, — Txo ||y=0.
n—oo
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en effet

| Tzn —Txo |y < || 0 — w0 [Ix

= nll_)Irolo | Ty —Txo ||ly=10

Théoréme 2.1.3  Soit zg € X quelconque, si T € L,(X,Y) alors on a :
Test continu en xg < T est continu sur X.

Preuve
T est continu en xy < { lim | zn — 20 ||x=0= lim | Ty, — Txo ||y= O} . Soit z € X quelconque il
n—oo n—oo

suffit de montrer que :

lim ||z, —z ||x=0= lim || Tz, — Tz |[y=0.
n—oo n—oo

. / . ’
Jim ||z, — 2 [lx=0& lim || (2, —2+z0) — o [x=0.

On pose y, = (=, — x + xo) on a T est continu en zy = Jim | Tyn — Txo ||y=0, i.e.
nh_}ngo | T(x,, —x+ x9) — Txo ||[y=0
= lim | Tz, — Tz +Txo—Txo |ly=0= lim || Tz, — Tz ||y=0.
n—oo n—oo
Donc T est continu sur X.
Définition 2.1.5  L’opérateur T : X — Y est dite uniformément continu si :
Ve> 0,30 >0,Vz,y € X ||z —y|x<o=|Tz—-Ty ||y<e (2.3)

o ne dépend pas de €.

Définition 2.1.6 (Application lipschitzienne) Si k est un réel positif, on appelle application

lipschitzienne de rapport k, toute opérateurs T vérifiant :
[ Te =Ty lly<klz—-ylx-

Eventuellement on précise : k-lipschitzienne.

tout application lipschitzienne et borné donc continu .
Exemple 2.1.3  Soit E C (R4, |.|), on définit lopérateur T par :
T(x) =

r
5
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On aVxr € Ry
T(z) =Ty =

Il
N~ N~ N8
—
8
|
<
SN—

N <

8
|
<

1
< 5‘ -yl
C’est-a-dire T' est lipschitzienne de rapport % sur Ry.

On remarque T est linéaire .

Remarque 2.1.1 [l est clair que, si T est lipschitzienne alors, T est uniformément continu mais le
contraire n’est pas toujours juste, par exemple lopérateur T : ]0;1] — R qui est définie par Tz = \/z

est uniformément continu sur Ry, mais elle est non lipschitzienne.
Théoréme 2.1.4 T € L,(X,Y) est continu <= T est borné .

Preuve

a) Soit T un opérateur linéaire borné et soit zy € X quelconque. La relation (2.1) appliquée & (x — xg)
| T(x) = T(xo) [ly=| T(x — xo) [y< M || & — 2o ||x .

montre que T est continu a xg et donc sur X.

b) Montrons que (2.2) entraine (2.1) en vérifiant que non (2.1) entraine non (2.2). Supposons donc
qu’il existe des vecteurs x,, € X, || z,, [|x= 1 tels que
| Tzn [[y>n | 20 x=n.

Tn

La suite {y, = Jene N*} converge vers 0 .

Tn

I Tw =1 T = ;ﬁ|

| Tn, [|Znso0e= 0="T(0)

=— T n’est pas continu

T0)=0,y, — 0,7y, -»T(0) =0

Exemple 2.1.4  Soit T € L,(C;°(R)), Cp°(R)) défini par

Tf(t) = d{g).

Pour tout f € Cp°(R). Alors nous avons pour f(t) = sinnt,

[ f llo=1, et || TS ||=[l ncosnt [loo=n
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,oT(Nf+g) =(\f+9) =\f"+¢ soncT linéaire

ofn(t) = sin(nt) || fn l|co= supscr(sin(nt)) =1 = {fn}nest borné

o1 (fn) = (sin(nt)) = ncos(nt). || T(fn) |lco=mn — 00 = T est non borné donc non continu

Notons par L(X,Y) C Lo(X,Y) l'ensemble des opérateurs linéaires continus de X dons Y. Observons
d’abord que L(X,Y) # 0, puis que au moins lopérateur nul 0 € L(X,Y). Nous donnons maintenant

des caractéristiques différentes pour un opérateur linéaire continu.

Théoréme 2.1.5 Soit T € Lo(X,Y). Les énoncés suivants sont équivalents
1) T est continu a 0.

2) T est continu sur X.

3) T est uniformément continu sur X.

4) IM >0 : || Tz |[y< M || z ||x, pour tout z € X.

5) IM >0 : || Tz ||[y< M, pour tout x € Bp(0,1), i.e. {Vax € X;| = ||x< 1}.

Preuve
5) = 4)
x=0:4) est vérifié

x#0: 2= € Bp(0,1) donc

[EE3
T

TG

[

1
= —||Tx |y <M
(KA

)y <M

=|Tx|ly <M z|x VreX-—{0x}
4) = 3)
T est uniformément continu < Ve > 0,3X > 0 tel que Vz,2 € X || z—2 ||x< A =| Tz—Tz |y<e.
Soit € > 0, on pose A = 57 on a
| Tz — T2 ||y =|| T(x —2) |Iv
<M|z—a |x.
Donc

lz—a |x <~
r — X e
S M
=M|z—2a |x<e
=|Te—Tz ||y <M | z—2 |x
€

<M(M):e

=| Tz - Tz ||y <e.
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3) =2) et 2)=-1) évident par définition.
1) =5)

Ve>0,3A >0 tel que |z |x< A= Tz |y<e. Poure=1ona
dx\ >0 H x Hx< A1 :>H Tx Hy< 1.

Soit = € Bp(0,1) =]z |x<lona:

A1 A1 A1
Aollg=2 Iz g < 22 <A

A
= T(G2) v <1

A
= 5 I Tz ly <1

2
=Tz ||y < N =M, Vx € Bp(0,1).
1

2.1.2 L’espace norme (L(X;Y),| . |)

Dans ce qui suit, L(X,Y) signifie ’ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y qui est
un sous-espace linéaire de I'espace linéaire L, (X,Y). Donc L(X,Y) peut étre regardé lui-méme comme

un espace linéaire sur le corps K. Introduisons maintenant une norme pour L(X,Y).

Théoréme 2.1.6 T € L(X,Y)

HTHCHY}
x#£0,zeX Hx”X
= sup{||Tzly, =[x <1}
= inf{M >0, |Tzlly < M|z|x}

17l

est une norme pour L(X,Y).

Preuve
Pour tout 7' € L(X,Y), || T [|> 0 et | T || est finie. Si || T ||= 0, alors Tx = 0 pour tout x € X. En

effet pour x # 0

xT
I Tz ly=[l 2 x| T7—— llv=0.
I [l

Donc Tz = 0 sur X et T'= 0. Pour tout A € K, || AT ||= |\| || T" || parce que

AT [| = sup{[| (AT)z [ly; [| = [lx< 1}
= sup{|Al [| Tz |ly; || 2 [lx< 1}

= AT
En fin, pour tout = € X, tel que || z ||x< 1, nous avons

(T + To)z |ly=| The + Tox [ly <[ Taz |y + || Tox [ly
Sl + 11T -
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Théoréme 2.1.7  Soient (X, || . ||x) un espace normé et (Y,|| . ||y) un espace de Banach. Alors

(L(X,Y), ||Il) est un espace de Banach.

Preuve
On sait déja que L(X,Y) est un espace normé . Il nous reste & montrer que L(X,Y) est complet. Soit
{T;n € N} C L(X,Y) une suite de Cauchy. Alors || T, — T\, [|[< e si n,m > np(e). Pour z € X fixé

I'inégalité

| Te —Thx |y <[|T—-Tu| - || =[x

<ellwllx
sup ||| T =Tnllz|lly <e
zllx<1
Montre que { T,z;n € N } C Y est une suit de Cauchy. Mais (Y, || . ||y) est un espace de Banach,

donc T,,x est convergente, i.e. lirf T,z existe pour tout « € X. Définissions ’application 7' : X — Y
n—-+0oo

par Tz = lim T,x, pour tout z € X. Montrons que 7" € L(X,Y).
n—-+o0o
D’abord T est linéaire parce que
T(azx+ py) = lim T,(azx+ By)
n—-+o0o

= lim (aThz + ST,Y)

n—-+o0o

=aolz+ BTy

pour tout a, 5 € Ket z,y € X.
D’autre part, nous avons

| Thx |[y< M ||  ||x, pour tout z € X.
Ce qui entraine, pour n — oo, que

| Tz ||y< M || z ||x, et donc T € L(X,Y).

Enfin, montrons que T, M> T.

Nous avons
| T — To |ly <|| T = T || - | @ I
<elz|x-

Si n,m > ng(e) et pour tout x € X.

En fixant n, nous obtenons pour m — oo. Nous avons
[ Te = Tox |ly <[ T=To || - || 2 lIx
<e | x|x, sin>ng(e),

et donc

| T —T,|<e, sin>ng(e), cca-d T, LR
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Corollaire 2.1.1  Soit (X,|| . ||) un espace normé. Alors lespace dual topologique X est un espace

de Banach. En effet X' = L(X,K) et K est un espace de Banach.

Théoréme 2.1.8  Soit T € L,(X,Y). L’opérateur inverse T—' existe et est continu sur TX C Y si

et seulement s’il existe un nombre k > 0, tel que
| Tz ||y> k|| z ||x, pour tout z € X. (2.4)

Preuve

Si X = {0x} il n’y a rien & dire. Supposons donc que X # {0x}
L axy 4z =T Hayr +y2) = oT (1) + T~ (y2)

2. Soit T-! € L( TX, X). Evidemment T~ # 0.
vy e TX, [Ty Ix<I T -y llv
et donc, en posant y = Tz, nous obtenons

lz =< 77 - ) Tl

parce que || 771 ||> 0, la relation (2.4) est montrée avec k = =

3. Supposons maintenant qu’on a (2.4). Alors
ker(T) = {x; Tz = 0} = {0x},

done T~ 1 existe sur TX et T—! est linéaire.

Montrons que T~ est continu
Ve e Xk ||z ||x<|| Tz ||y -

Soit = Ty, i.e. y = Tz, alors
kT y k<]l lIv

entraine que

1
| Ty [|x< Z |y lly, Yy € TX, et T~! est continu.

Exemple 2.1.5 Soit E = [2,(\,)n>1 une suite bornée dans C et M = sup,, |\n|. Soit T : 1? — [
définie par : Tx = (Apxp)n>1 ,5t ¢ = (Tp)n>1 € E.

Montrons que T € 1.
La linéarité de T’ est évidente.

T est bornée.
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En effet : VYx e E on a

IT(l3 =) [Anznl?

n>1

< [Anl Z ||

n>1

< M2 Z |xn|2

n>1
< M?|z|3.
[Tl

]2

< M,x # 0.

Donc || T [[;q2y< M.

Soit (en)n la base hilbertienne canonique de E. Alors pour tout n

Ml = ITeull
_ IT=)y
EE

<[ T [liz2)

x # 0.

donc M = sup,, [An| <[| T [|;2)
Conclusion : || T ||;q2y= M.

Théoréme 2.1.9 (Hahn-Banach, forme analytique) [?]  Soit E un espace linéaire sur R et

p: E — R une fonctionnelle vérifiant
p(Ax) = Ap(z), Vo € E et VA > 0. (2.5)

plx+y) <plx)+ply), Ve,y € E. (2.6)

Soit d’autre part, G C E un sous-espace linéaire et soit g : G — R une fonctionnelle linéaire tel que
g(x) < p(z), Vz € G. (2.7)
Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e.
g(z) = f(z),Vz € G

et telle que
f(z) <p(x), Yo € E. (2.8)

Corollaire 2.1.2  Soit G un sous-espace linéaire de E et soit g : G — R une application linéaire

et continu. Alors il existe f € E' qui prolonge g et tel que
I llg=gle -
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Preuve Appliquer le théoreme (2.1.9) avec p(z) =[/ g || - | = || E -

Corollaire 2.1.3  Pour tout xg € E il existe fo € E' tel que

I fo llz=l 2o ll&, et (fo, o) =|l 2o ||% -

Preuve Appliquer le corollaire (2.1.2) avec G = Rz, et g(tzo) =t || z¢ ||% de sorte que

19 ller=ll ol -

Corollaire 2.1.4  Pour tout x € E on a

lalle= sup |(f,a)|= max |{f.2)].
fer’ fer
Il gr<1 1l g <1

Preuve Supposons que z # 0. Il est clair que

sup | (f,2) |<[| 2 & -
feE’
11 <1

D’autre part (corollaire (2.1.3)) on sait qu'il existe fo € E' tel que || fo || 7=l = |5 et (fo,2) =] = ||% .

On pose f1 =|| z HEl fo de sorte que || f1 ||pr=1et (fi,2) =l z |5

Théoréme 2.1.10 (Banach-Steinhaus)[’] Soient E et F' deuz espaces de Banach. Soit (T;)icr
une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continus de E
dans F'. On suppose que

sup || Tix ||< o0, Va € E.
i€l

Alors

sup || T; [lLz,r)< o0-
i€l

Autrement dit, il existe une constante c telle que

| Tz ||[<c|z|,VzeEViel.

Théoréme 2.1.11 (Arzela-Ascoli)[37] Soit (X,| . ||x) un espace norme compact, (Y,| . |ly) un

espace norme complet. Une partie A de C(X,Y) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinu, c’est-d-dire :
Ve eX, Ve>0, >0VfeA VWeX [z—ylx<n = | flz) - fly) [ly<e

2. Pour tout x € X, Uensemble A(x) = {f(x); f € A} est relativement compact, (i.e. A est

uniformément borné).
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2.1.3 Opérateurs réguliers

Définition 2.1.7  Soient (X, || . ||) un espace de Banach. Un opérateur T € L(X) est réqulier, si
a) TX = X.
b) T emiste sur X, et T~ € L(X).

L’ensemble d’opérateurs réguliers sur X est noté par L, (X).
Exemple 2.1.6  Considérons (X = Cla,b], || . ||«), et T € L(X) défini par

T(f)t)=tf(t), feX
Alors T € L,(X), si et seulement si 0 ¢ [a,b].

Théoréme 2.1.12  Soient Th,T» € L, (X) alors Ty o T5 € L, (X), et AT} € L, (X)
pour tout A € K \ {0}.

Preuve Montrons d’abord que 17 o 15 admet une inverse sur X, et que
(TyoTy) =Ty oty

En effet
(Tl o TQ)X = Tl(TQX) = T1X =X

et
(Ty o Th) o (T{l onl) = (T;1 onl) o(Ty oTh) = Ix.

Puis que I’élément inverse, s’il existe, est unique
(TyoTy) =Ty oTy L.
D’autre part
(T o)™ = Ty o T I T |- | T3 < oo

Ce qui montre que Ty o Ty € L(X). Si A # 0, (A\T1) "' =1/ et
1

I (AT) ™ [I= B 1T < 0.
Donc AT} € L,(X), pour tout A € K \{0}.
2.1.4 L’algébre de Banach L(X)
Si (X,]| . ||) est un espace de Banach, alors L(X) = L(X,X) muni de la norme introduite dans
(2.1.6) est aussi un espace de Banach. De plus (L(X), || . ||) est une algebre linéaire avec identité.

Définition 2.1.8  Une algébre linéaire X munie d’une norme s’appelle une algébre normée si on a
pour tout x,y € X
lz-ylI<l=|-[lyl- (2.9)
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Remarque 2.1.2  La condition (2.9) assure la continuité du produit de deux vecteurs dans une

algébre linéaire. En effet, st lim || zp, — 2o ||=0, et im || yn —yo [|[=0
n—-+o0o n—o0
| Znyn — oyo || =Il Tnyn — Toyn + Toyn — oyo ||
<lan—zo |- [y [l + T zo |- | yn —yo |l— 0 lorsque n — occ.

Définition 2.1.9  Un algébre de Banach est une algébre normée qui est compléte par rapport a la

norme, i.e. Un espace de Banach.
Théoréme 2.1.13  Soit (X, || . ||) un espace de Banach. Alors L(X) est un algébre de Banach .

Preuve Nous savons déja que X est un espace de Banach et que X est une algebre linéaire avec

identité. Il nous reste & montrer que pour 77,75 € L(X) on a
[TioT <[ Tyfl-[[ T2 .
Soient donc 17, T» € L(X). Alors

| (T 0o T2)x || =| T1(Tox) ||
SIT |- | Tox ||

STl I = |
VeeXdoncTioTh e LX), et |ThoTa <[ Th |- | T2 -
2.1.5 Convergence dans (L(X,Y),| .||

Définition 2.1.10  Soient {T,,; n € N} CL(X,)Y) et T € L(X,Y).

a) La suite {T,; n € N} converge en norme, ou uniformément vers T si
lim || 7, —T ||=0,
n—oo
7’ . u
et nous écrivons T, — T.

b) La suite {T,; n € N} converge ponctuellement vers T si
lim || T,z — Tz |ly= 0, pour tout x € X.
n—oo

~ . S
et nous écrivons T, — T.

c¢) La suite {T,,;; n € N} converge faiblement vers T si
2 (Tpa) — z (Tx),
pour tout ey et pour tout z € X, et nous écrivons T, — T.
Théoréme 2.1.14 a) T, — T entraine que T,, — T.
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b) T, = T entraine que T,, — T.

Preuve

a) Nous avons pour tout z € X
| Thx — Tz ||y=|| (T, — D ||y<|| T =T || - || x ||x— 0, si n — oo.
b) Nous avons pour tout z € Y', et pour tout = € X fixé
@ (Thw) — 2 (T)| = |&' (T — T)z))|
<z ||| Tne =Tz |y —0, sin— oo.

Remarque 2.1.3 T, = T n'entraine pas T, — T. Considérons X =Y = 12, et soit T, € L(X)

la projection orthogonale de X sur (en41,€nt2,- "), i-€.

7%((C17C27"')> ::(0707"' a0a<ﬁ4—lacn+2?"'>'

n fois
Alors nous avons pour tout ¢ € X,
o0
| (T}, — 0)z ||3= Z ICk|? — 0, si n — o0,
k=n+1

et T,, = T = 0. Mais d’autre part,

I T 2]l Trengr fla=1 - 0
c-a-d. T,, + T = 0.
Remarque 2.1.4 T, =% T n’ entraine pas T, — T.

Remarque 2.1.5  Rappelons qu’ une suite {xn;n € N} d’éléments d’un espace normé (X, | . ||)

converge en normé vers un élément x € X si
lim ||z, —x|=0.
n—oo
De plus la suite {zp;n € N} converge faiblement vers x si
. /
lim Tx, =Tx VT € X.
n—oo
comme dans les cas précédents la convergence en norme implique la convergence faible mais pas in-
versement.
2.1.6 Opérateur compact

Soient (X, || . ||x) un espace normé et (Y, || . ||y) un espace de Banach.

Définition 2.1.11  Un opérateur linéaire T € L,(X,Y) est compact ou complétement continu si
limage de chaque ensemble borné de X est relativement compact dans Y.

Notons par L.(X,Y) C Lo(X,Y) ’ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.
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Remarque 2.1.6 SiT € L. (X,Y) alors T € L(X,Y) i.e. Un opérateur linéaire compact est continu.

Exemple 2.1.7
e soit F = C([0,1]), espace des fonctions continues sur [0,1], d valeurs complexes, muni de la
norme uniforme || f||so-
e soit E=C'([0,1]), espace des fonctions a valeurs complexes, continement dérivables sur [0, 1],

mauni de la norme || f|| = || fllco + 1/ lloc

Uinjection canonique T : {E — F, f — f} est un opérateur compact.
Exemple 2.1.8  On définit l'opérateur T comme suit T : C(]0,1]) — C([0,1]) tq
Tf(z) = /01 K, 6)f(t)dt
ot K :[0,1] x [0,1] — C est continu.
On montre :
1) T est un opérateur linéaire compact.

2)  Dans le cas K(x,t) = e**t détermine la norme de T.

Solution :
1)  La boule unité dans C([0,1]) est Bp(0,1) = {f € C([0,1]);] f o< 1}.
Pour montrez que TBr(0,1) est relativement compact dans C([0,1]) on, utilise le théoréme d’Arzela-

Ascoli (2.1.11).

i) TBp(0,1) est uniformément borné : En effet Vf € Br(0,1) on a
1
I Tf@) | =| [ K@ns]
1
< [ 1K@y 1) | d
1
< Sl [ 1K) | de
1
< [ 1K@ |d
0

= swp | Tf(@)|< sup [l | K(xb)]d.

FfeBr(0,1) z€[0,1]
On pose M = sup fol | K(z,t) | dt on trouve || Tf ||< M. D’ot TBp(0,1) est uniformément
z€[0,1]
borné.

ii) TBpr(0,1) est équicontinu : En effet Vf € Bp(0,1) et pour tous x,y € [0,1] on a
1
TS =TS @) | =] [ (K(.0) = K@ 0)f (0 |
1
SIS oo 10K (t) = K1) | de
0

< [ ) - Kt i

1
</ edt = e.
0

Donc 30 =€ tel que |y —x |< 9, d’ou TBp(0,1) est équicontinu.
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2) Déterminons la norme de T on a
1
I TS@) | =] [ ettt
1
:ex|/ e F(t)dt |
0
1
< f o [ clat
0

<ele=1) | flloo

= Tf llo<ele =1) || £ lloo - Done || T [|< e(e —1).

Maintenant, on montre || T ||> e(e — 1), on prend g(x) =1 Vx € [0,1]

1
Tg(x) :/0 "t

1
:ez/ etdt.
0

I T = ele —1).

Donc || T ||>]| Tg ||oo= e(e — 1), alors

2.1.7 Théoréeme du graphe fermé

Définition 2.1.12  Soient X, Y deux espaces linéaires sur le méme corps K, et T € L,(X,Y). Alors

le graphe de l'opérateur linéaire T est l’ensemble
G(T)={(z,Tx);x € X} X xY.

Définition 2.1.13  Soient (X, || . |Ix) et (Y, . ||y) deux espaces normés, et T € Lo(X,Y). Alors T
est opérateur linéaire avec un graphe fermé si pour tout xg € X ;

Jim || 2 — o [lx= 0

et = Yo = Txg.

Jim || Tz —yo [y=0
Observons que T' € Lo (X,Y) est un graphe fermé si et seulement si son graphe

G(T) ={(z,Tx);x € X} est un ensemble ferme dans X x Y.

Théoréeme 2.1.15 [/]  Soient X,Y deux espaces de Banach, et T € L,(X,Y). Alors T € L(X,Y) si

et seulement si T est un opérateur avec un graphe ferme.

2.2 Fonctionnelle linéaires continus

2.2.1 Fonctionelles linéaires sur un espace linéaire

Aprés avoir donné quelques exemples de fonctionnelles linéaires , nous montrons qu’une fonction-
nelle linéaire est caractrérisée par son noyau .

Soit X un espace linéaire sur le corps K.
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Définition 2.2.1 [/] Une application f : X — Ks’appelle une fonctionnelle.

Dans le cas ou K = C(i.e. X est un espace linéaire complexe ), on considére des fonctionnelles
a valeurs réelles , i.e. des fonctionnelles réelles . Si K = R (i.e. X est un espace linéaire réel) ,on

considére seulement des fonctionnelles réelles .

Définition 2.2.2 Une fonctionnelle réelle f, définie sur un espace linéaire réel ou complexe X, s’ap-

pelle sous-additive si

flz+y) < f(x)+ f(y), pour tout z,y € X (2.10)

La fonctionnelle f s’appelle positive si
flax) = af(z), pour tout x € X et pour tout nombre o > 0. (2.11)

Une fonctionnelle sous-additive et positive-homogéne s’appelle fonctionnelle sous-linéaire ou encore

fonctionnelle conveze .
Remarque 2.2.1 Une fonctionnelle sous-linéaire f sur ’espace linéaire X a les propriétés suivantes :
f0)=0 et - f(-2)< f(z)
En effet , si on prend dans (2.10) , « =0 , on obtient f(0) = 0. Deplus ,
0=f(0) = flz+ (—2)) < f(z) + f(—x)

Exemple 2.2.1 Soit (X, ||||) un espace normé . Alors la norme ||||est une fonctionnelle convexe sur

X.

Définition 2.2.3 Une fonctionnelle f : X — K est homogéne si
flax) = af(z), por tout « € K et z € X.

Une fonctionnelle linéaire est une application f : X — K additive et homogéne , en d’autres mots :

flaxz + By) = af(x) + Bf(y)

pour tout x,y € X et pour tout a, f € K.

Nous allons noter I’ensemble de fonctionnelles linéaires sur X par L,(X,K) et seséléments ,les
fonctionnelles linéaires , par z’,7/, ... Remarquons que L,(X,K) n’est pas vide parce que z'(z) = 0

pour tout x € X, notée par ' = (', est une fonctionnelle linéaire .

Exemple 2.2.2 Considérons l’ensemble de suite convergent c. Alors pour x = (£1,&2,...) € c,

(o]
lim & =¢&o et {ap € C;E e NU{0}}, > | ag |< oo, Uapplication
k—oo k=0

oo
o (z) = oy
k=0
est une fonctionnelle linéaire.
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De plus ,2/(f) = f(3) est une fonctionnelle linéaire .

Exemple 2.2.3 Soit (X, M) un espace mesurable et p une mesure complexe . L’application x’
LY(dp) — K définie par
:/ fdp, pour tout f € L*(du)
X

est une fonctionnelle linéaire .

Théoréme 2.2.1 Siot Xun espace linéaire sur le corps K.Alor l'ensemle Lo,(X,K) est un espace li-
néaire sur K , par rapport aux opérations habitulles d’addition et de multplicationpar un scalaire des

application.
Preuve Soit z}, 7, € L,(X,K) . Alors pour tout o, 8 € K, ax) + fz} : X = K, et

(ax) + Bah) Az + py) = azl(A\z + py) + Brh(A\x + py)

= a (A2} (2) + pzi(y)) + B (A\ay(2) + pas(y))
= A(az)(z) + Bry(x)) + 1 (ax) (y) + Bry(y))
= A ((oz) + B25) (2)) + p ((ax) + Ba3) (y))

Définition 2.2.4 L’espace linéaire L,(X,K) s’appelle lespace dual algébrique de X

Puis que L,(X,K) est un espace linéaire , on peut parler de son espace dual algébrique, i.e.

Lo(Lo(X,K),K) , qui s’appelle I'espace bidual algébrique de X .

Remarque 2.2.2 Si dimX =n € N alors dim L, (X, K) = n.

o0
En effet , soit uy, ..., u, une base algébrique pour X . Alors pour tout e € X ,ona x = > {pug et si
k=0
2’ € Lo(X,K) nous avons
o0
= &a'(ug),
k=0
donc une fonctionnelle linéaire est déterminée de fagon unique par les n nombres z’'(u1), ..., 2" (uy) -

Montrons qu’on peut construire les fonctionnelles linéaires u; € Lo(X,K), telles que wj(uj) =
i, 1 <4, j < n.

En effet , nous définissons
n
:u;(kauk) =&, i1=1,...,n.
k=1

Evidemment u) sont des fonctionnelles linéaires et de plus indéprendantes , donc dim L, (X,K) > n

D’autre part si 2’ € dim Lo (X, K) , alorson a pour tout z € X .

x'(z é’kuk Z §k$ Uk Z gk)\k = Z )\ku%(x)a
k=1 = k=1 k=1
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donc
n
7 = Z pYRTA
k=1
c-a-d . dim Ly (X, K) = n.
Puis que chaque espace linéaire sur le corps K ,de dimension algébrique n , est isomorphe a I’espace

linéaire K™ .

En d’autres mots , nous avons pour tout y € X ;| la représentation

/
y=x+ x/ ) zo, ou z € kerx'. (2.12)
' (xo)
Donc
X = ker 2’ + [z0] et ker ' N [xo] = {0},
c-a-d .

X = ker 2’ @ [xo].

Puisque 1 = dim[zg] = codim ker ', les sous-espace ker 2’ est , d’aprés , un sous-espace maximal de

X . Le résultat réciproque est donné par :

Théoréeme 2.2.2 Si X est un sous-espace linéaire maximal de l’espace linéaire X , alors il existe une

fonctionnelle linéaire ©’ € Lqo(X,K) telle que ker 2’ =X .

Preuve Soit zy € X\ Xp, un élément fixé . Alors tout vecteur x € X s’écrit de fagon unique sous la

forme x = y+ Azp , ot y € Xp et A € K (puisque X = Xy & [zg]) . L’application 2’ : X — K définie par
2'(z) = 2'(y + Azo) = A,
est une fonctionnelle linéaire sur X et de plus ker ' = Xj.
Montrons enfin que le rayon d’une fonctionnelle linéaire détermine la fonctionnelle linéaire a une
constante multiplicative prés .

Théoréme 2.2.3 Soient 2,24 € Lo(X,K), 2} # o et afy # 0. Si ker x} = ker x4, alors x4 =

pxy, p€ K\ {0}

Preuve Supposons que ker zj = ker xf, # X et choisissons 29 € X\ ker 2} . Alors z € X posséde

une décomposition unique z =y + \xg,y € ker a2, A € K. Les égalités
2y (v) = Ary(20) , wy(x) = Aay(wo)

entrainent pour tout x € X




2.2.2 Fonctionnelles linéaires sur un espace normé

Puisque tout espace normé est un espace linéaire , tout les résultats du paragraphe

restent valides pour ce cas . De plus , ’existence d’une norme sur ’espace X nous permet de trouver

des propriétés intéressantes pour les fonctionnelles linéaires continus.

Définition 2.2.5 Soit (X, ||||) un espace normé et soit ©’ € L,((X,||||),K). On dit que =’ est borné

s’il existe un M > 0, tel que
| 2/(z) |< M || z ||, pour tout x € X
Nous notons par X' = L(X, K) I'ensemble des fonctionnelles linéaires bornées sur X .

Théoréme 2.2.4 L’ensemble X' est un espace linéaire sur K , normé par la norme

| " |'= sup |a'(z)]. (2.13)
l[=]I<1

Preuve Notons d’abord que X' # ¢, puis que au moins la fonctionnelle linéaire identique nulle

x' = o’ appartient a X .

Soient 2/, y' € X' . Alors
|2/ (x) |[<K M || x| et |y (x)|<N| z],pour tout x € X.
Pour tout «a, 8 € K et x € X, nous avons
| (a2’ + By')(2) | =| az'(z) + By () |<] aa’(z) | + | By'(2) |
<la[M[z|+]B|INI=z]|

=(a| M+ |B[N) |z,

donc (az’ + By’) € X et X/ est un espace linéaire sur K.

Il nous reste a montrer que (2.13) est une norme sur X' . On a || 2’ ||'> 0, pour tout 2’ € X'. Si

| ' ||'= 0, alors sup | 2/(x) |= 0, donc 2/(z) = 0 , pour tout = € X, telque || = ||< 1. De plus ,
el <1
2/(z) =0, sur X, parce que pour un z avec || z ||> 1, on a 2/(z) = /(]| = || o) =l 2 |l x’(”i—n) =0

D’aute part , nous avons

| Az’ [I'= sup [ A-a'(z) [=| A[- sup [2(z) [=[ A]- [ 2" ||
llz]|<1 [lz]|<1

et
2" +y |'= sup |2'(z) +y'(x) [< sup [2'(2) [+ sup |y (2) |

[l=]I<1 [lzf|<1 ]| <1

=l 1"+ 1y I
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Remarque 2.2.3 On peut obtenir la norme || 2’ ||" par

I2"|I'= sup |a'(z) |= sup |a'(z)|= sup [|2'(z) |/ ] =]
Jall <1 Jall=1 Jall£0

=inf{M;| 2'(z) |[< M || z || pour tout z € X}.

Définition 2.2.6 On appelle l'espace X' muni de la norme définie cidessus ’espace dual topologique

de X . De plus l’espace dual topologique de X', X", s’appelle I’espace bidual topologique .

Exemple 2.2.4 Soit (Y, M, ) un espace mesuré et soit X = LPc,1 < p < oo, muni de la norme

(151 dn)s, si1<p< o
Y

ess. sup{| f(t) [;t € Y}, sip=o0

If llp=

De plus , soit g € L4(du), % + % = 1. D’apres I'inégalité de Holder, nous avons

[ 790 < £l -l = 151,

Donc 2/(f) = [y f - gdp est une fonctionnelle linéaire bornée ,i.e. dans X', et nous avons

I2'[1" < llgllq

Remarque 2.2.4 En considérant

e}
W= Z 0p; keN
k=1
nous obtenons l’analogue pour /,,.

Exemple 2.2.5 Considérons l'espace normé (C([0,1]), ]| . [ljo1]), et la fonctionnelle linéaire x'(f) =

f(%) Alors

[0,1]>

[2/(7) 1=] £(5) <N T
et nous avans || 2’ ||'=1.
Théoréme 2.2.5 Soit (X, || . ||) un espace de Banach et soit ' une fonctionnelle linéaire sur X .Les
quatre énoncés suivants sont équivalents.
1. 2’ est bornée .
2. x' est uniformément continu sur X .
3. x’ est continu a l’orgine .

4. kera' est formé .
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2.3 Fonctionnelles linéaires sur un espace de Hilbert

ce paragraphe nous montrons d’abord le théoréme de Rize qui dit qu'une fonctionnelles linéaires
sur un espace de Hilbert posséde une représentation par un produit scalaire; ce qui entraine qu’un

espace Hilbert est réflexif .

Théoréme 2.3.1 (Riesz) Si H est un espace de Hilbert sur le corps K et si ' € H' | alors il existe

un et un seul élément y € H, tel que
2'(z) = (z,y), pour tout x € H (2.14)
et de plus
<" 1=yl (2.15)
Réciproqguement , pour tout élément y € H |, la formule (2.14) définit une fonctionnelle linéaire
continu x' sur H et on a Uéglité (2.15) .

Preuve

a Montrons d’abord I’existence de y . Soit 2’ € H'. Si 2’ = o' , prenons y = o . Soit donc 2’ # o’ .
On sait que ker 2’ est un sous espace maximal et férme de H.

Alors (ker ')+ # {0} . Choisissons un z € (kerz’)* \ {0} et posons

x'(2)z
)T
1 2]]

De plus soit P la projection orthogonale de H sur le sous espace ker 2’ . Alors pour tout z € H

(z,y) = (x”’rz)‘:r;(z) _ (- szli)f,z)x'(z)

(= Pz, 2)x'(z)
12|

Mais (I — P)z € (ker2')* et dim(ker2/)* = 1 (ker 2’ est un sous espace maximal de H) entraine

que (I — P)x = Az .

Nous avons donc
(Az,2)2'(2)
(@,y) = —— 5
1]
Déautre part , 2/(z) = 2/((I — P+ P)x) = 2/((I — P)z) = 2/(\z) = \2/(2),
ce qui montre que z'(z) = (z,y) .
b Montrons maintenant 1'unicité de y . Soit 2'(x) = (z,y) = (x,y1), pour tout x € H . Alors

(x,y —y1) =0 sur H , et pour x = y — y; nous obtenons y = y; .

¢ De | (z,y) |< llzll- Iyl on a /| < llgll » et 2'(y) = lyl]? entraine que [[2/]/ > |1y, done Pégalité
(2.15) est vérifiée .
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d Réciproquement x'(xz) = (x,y) pour un y € H fixé est une fonctionnelle linéaire . La continuité

s’ensuit de | 2'(x) |< ||z] - |ly]| et de ¢) nous avons ||2'||" = ||y|| -

Corollaire 2.3.1 Considérons l’espace de Hiilbert L*(du) sur X avec le produit scalaire
(f.9) = /X fadp
Alors pour 2’ € (L?(du))" il existe une fonction g € L?(du) tel que
2(f) = / fgdu, pour tout f € L*(du).
X

De plus g est u-presque partout unique .

Le théoréeme (2.3.1) suggére une liaison forte entre un espace de Hilbert H et son dual topologique
H .
Dans ce qui suit , L(X,Y) signifie 'ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y qui est un
sous-espace linéaire Ly (X,Y) .Donc L(X,Y) peut étre regardé lui-méme comme un espace linéaire sur

le corps K.

Introduisons maintenant une norme pour L(X,Y).
Théoréme 2.3.2 L’application || || : L(X,Y) — RT, donnée par
|T|| = sup{||Tx|y;z € X et ||z]x <1} (2.16)
est une norme pour L(X,Y).

Preuve Pour tout T'e L(X,Y), ||T']| > 0 et ||T|| est finie .
Si tout ||T'|| = 0, alors Tx = 0, pour tout x € X. En effet pour = # 0,
|Tz|ly = |z||x||T 2=y =0, donc Tz = 0 sur Xet T = 0.

l[llx

pour tout A € K, [|A\T|| =| A | ||T|| parce que

AT = sup{|(AT)z|ly; l|#llx <1} = sup{| A | [|T#[ly; [l«]lx < 1}

=[ AT
Enfin , pour tout z € X | tel que ||z||x < 1, nous avons

I(Th + Ta)zlly = [[Thie + Toxlly < ||Trially + [Toxlly < [|Tyz| + [[T2z].

Remarque 2.3.1 Soit T € L(X,Y), alors
1Tl = sup {|ITzv} = sup {[| Ty} = sup {|T=[lv/[lz]x}
llzllx<1 lleflx=1 llzllx#0

= inf{M, | Tx|y < M|z|x, pour tout z € X}
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Exemple 2.3.1 Considérons la transformation de Fourier

T: L'(dt) = (Co(R, || ||r).

[e.e]

@) = [ g

—o00
Nous avons
[e%S) " )
ITf e =sup | [~ et pwdel< [~ |5 |de= £l
z€R —00 —00
Donce |T|p < 1.

D’autre part , pour f >0, f € L'(dt) , nous avons

75l = (THO) = [ Fide = |fl.

ce qui entraine que ||T'||; =1 .

Montrons maintenant que si (Y, || ||2) est un espace de Banach , alors cette structure se transmet

sur L(X,Y).

Théoréme 2.3.3 Soient (X, || ||1) un espace normé et (Y, || ||2) un espace de Banach . Alors L(X,Y)

est un espace de Banach .

Preuve On sait déja que L(X,Y) est un espace normé . il nous reste a montrer que L(X,Y) est

complet . Soit {T},;n € N} € L(X,Y) une suit de cauchy . Alors
T — Tl < € sin,m >mnp(e) .
Pour z € X fixé , 'inégalité
[Tne = Tmll2 < | Tn = Tl - |2l < ellzlly, n,m > no(e)

montre que {T,,z;n € N} C Y est une suit de cauchy . Mais (Y, || ||2) est un espace de Banach; donc

T,hx est convergente , i.e. n11_}1%10 T,x existe pour tout x € X . Définissons I'application T : X — Y par
Tr = lim T,z, pour tout xr € X .
n—oo

Montrons que T' € L(X,Y) .

D’abord T est linéaire parce que

T(ax + py) = nh_{go Ty (ax + By)

nl;ngo(aTnx + BThy)

=aoTx + BTy,

pour tout o, B € K et ,y € X.
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D’autre part , nous avons
Tzl < M||x|1 , pour tout z € X,
ce qui entraine , pour n — co , que
Tzl < M||x|1 , et donc T € L(X,Y).

Enfin, montrons que T, ﬂ T.

Nous avons

[Tz = Tozll2 < T = Tall - |2l < ellzlh

si n,m > ng(e) et pour tout x € X

En fixant n, nous obtenons pour m — oo
[Tz = Toxlly < |T = Tollllz]ly < ellzll1, sin>mnole),

et donc

T —T,| < e sin>ng(e) c-a-d. Ty, v

Corollaire 2.3.2 Soit (X, || ||) un espace normé. Alors l’espace dual topologique X' est un espace de

Banach . En effet X' = L(X,Y) et K est un espace de Banach .

Exemple 2.3.2 Considérons l’espace de Banach X =Y = (R, || ||ec). pour T € L(R™,R™) nous
avons :

[Tz]loo < [Tl

2.4 Opérateurs linéaires continus sur un espace de Hilbert

2.4.1 Généralités sur les opérateurs linéaires continus dans un espace de Hilbert

Soient H et H' deux espaces de Hilbert sur C.

Définition 2.4.1 Toute application linéaire continu T : H — H' s’appelle un opérateur. L’espace

vectoriel L(H,H') des applications linéaires continus de H dans H' est l’espace des opérateurs de H

dans H'.

Notations :

1) Pour alléger les écritures, 'image d’un vecteur x € H par Popérateur T € L(H, H') sera généra-

lement notée Tz mais la notation traditionnelle T'(x) sera parfois utilisée également.
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2) La norme de T est le nombre

1T = sup [Tl (2.17)
lollm<1

c’est la norme usuelle assujettie aux normes de H et H'.
3) On notera KerT le noyau de opérateur T i.e. kerT = {x € H; Tz = 0}

4) ImT désignera le sous-espace de H' image de H par T'. On le notera aussi 7'(H).

Remarque 2.4.1 KerT (resp. ImT) est un sous-espace vectoriel de H (resp. de H'). On notera que

KerT est toujours un sous-espace fermé de H mais ImT n’est pas forcément fermé dans H' .

Définition 2.4.2 : T € L(H,H') est dit continu si :

V(zyn) C H, z, —>5 dans ||.||u = Txn — Tx dans ||.||w

Proposition 2.4.1 soint H et H' deux espaces vectoriels normés sur K et T un opérateur linéaire de
H dans H'. il y a équivalence entre :

1.Dopérateur linéaire T est continu.

2.1 opérateur linéaire T est continu en 0.

S.Uopérateur linéaire T est continu en un point.

4.1l existe une constante ¢ > 0 telle que ||Tx||w < c||z|g pour tout x € H.

Exemple 2.4.1 L’opérateur défini de L2([0,1]) dans La([0,1] par
Tu(x) = zu(z)dx
est continu pour la norme
lullz = (g u(x)*dz)?
et de plus

[Tu(@)ll2 < llull2, [[T]l2 = 1

2.4.2 Inverse d’un opérateur
Soient H et H' des espaces de Hilbert et A € L(H, H') un opérateur.
Définition 2.4.3 On dit que A est inversible s’il existe B € L(H',H) tel que
AoB=BoA=1y (2.18)
Vopérateur B (lorsqu’il existe ) est unique.on Uappelle l'inverse de A note par A1,

Cas particulier ou H = H' : Soit T' € L(H, H'). Dans le cas ou H est de dimension finie, on sait que
I'inversibilité de T a plusieurs aspects équivalents. Plus précisément, rappelons I'important résultat

suivant :
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Théoréme 2.4.1 Si dimH < +o0, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est inversible.

T est injectif.

T est surjectif.

T admet un inverse a droite (i.e. il existe U € L(H,H) tel que T o U = Iy).

Gro o e

T admet un inverse a gauche (i.e. il existe V € L(H,H) tel que V oT = Iy).

Exemple 2.4.2 :soit E =12, Uopérateur T défini par :

T est inversible, et son inverse est donné par :

T Y21, 29, ..y ) = (21,222, ..., nTy)

2.4.3 Opérateurs adjoints

Théoréme 2.4.2 (Représentation de Riesz)

soit H un espace de hilbert.alors
Vie LH,K), Iy eH: f(z) = (y,x),Vax € H.

Définition 2.4.4 [15] (Opérateur adjoint)
Soit T € L(H,H'). Alors il existe un unique opérateur T* € L(H',H) tel que

VeeH, VyeH, <Txy>w=<uzTY >y (2.19)
Lopérateur T* s’appelle 'adjoint de T.
Exemple 2.4.3 [ l'opérateur de l’identité : soit x,y € H c’est clair que :

(Iz,y) = (z,y) = (2, ["y)

doulI* =1

Exemple 2.4.4 supposons que S et T soient les opérateurs de décalage droit et gauche sur le espace

de séquence 12(N) défini par
S(z1, 2, 23,...) = (0,21, 22,23, ...), T'(x1, 22, 73, ...) = (T2, T3, 24, ...)
ensuite T' = S*, puisque

(z,Sy) = Tay1 + Tay2 + Tays + ... = (Tx,y).
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2.4.4 Opérateurs isométriques,unitaires,normaux,auto-adjoints,positifs

Définition 2.4.5 Soient H et H' deux espaces de Hilbert. Lorsque H = H', L(H,H') est noté L(H).
a. Un élément U € L(H,H') est appelé isométrique si |U(z)| = ||z| pour tout x € H.
b. Un élément U € L(H,H') est appelé unitaire si U*U = Idy et UU* = Idy
c. Un élément N € L(H) est appelé normal si NN* = N*N
d. Un élément S € L(H) est appelé hermitien ou auto-adjoint si S = S*

e. Un élément P € L(H) est appelé positif (notation : P > 0) si P est autoadjoint et si pour tout
relE (P(x),z) >0

Exemple 2.4.5 1.0’opérateur Shift S sur 1?(N) est isométrique.

2.Uopérateur Shift sur 1?(7Z) est unitaire

Exemple 2.4.6 Soit lopérateur T définit sur l’espace de Hilbert L]0, 1]

T : L*[0,1] — L?[0,1]
[ Tf

(Tf)(@) =af(x),Vz € [0,1]
1 1 1
@15 = [ @N@i@= [ of@ds = [ e @0
donc T est opérateur positif

2.4.5 Spectre d’un opérateur linéaire continu

soit H un espace vectoriel et T € £(H).

Définition 2.4.6 (ensemble résolvante)[10] soit T € L(H), on dit que A € C appartient a [’en-
semble résolvant de T si T — NI est une bijection de H dans H, et que (T — \I)~' € L(H) l’ensemble

résolvante de T est noté p(T),i.e.
p(T) = {X € C,T — A inversible }

Définition 2.4.7 (Spectre d’un opérateur) le spectre d’un opérateur T est le sous-ensemble défini

par

o(T) = C\p(T)
o(T):={AeC: (T — \) nest pas inversible}

un élément o(T) est une valeur spectrale de T
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Définition 2.4.8 (valeurs propres et vecteurs propres d’un opérateur)[l>] soit T € L(H), le
nombre complexe X, est dit valeur propre de T s’il existe un vecteur x dans H—{Og}( s’appelle vecteur

propre associé a \), tel que :
(T —X)x=0,Tx =z .
Remarque 2.4.2 o(T)Up(T) =C. et o(T) N p(T) = 0.

Définition 2.4.9 (Spectre ponctuel)

on appelle Spectre ponctule de T 'ensemble des valeurs propres de T, noté op(T') tel que
op(T) ={A € o(T), T — X non injectif }.

Définition 2.4.10 (spectre continu)

on appelle spectre continu de T et on note par o.(T),l’ensemble
o(T)={X€o(T), T — A\ injectif et Im(T — XI) # Im(T — \I) = H}.

Définition 2.4.11 (Spectre résiduel)

on appelle spectre résiduel de T et on note par o,(T) ;I’ensemble
0. (T) = {\ € o(T), T — I injectif et Im(T — \I) # H}
Définition 2.4.12 (le spectre ) le spectre o(T) est la réunion disjointe de trois ensembles
o(T)=o0,(T)Ua.(T)Uo.(T)

Définition 2.4.13 soit T € L(H).
si T est inversible,alors o(T1) = {1/X: X € o(T)}
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Chapitre 3

Applications

3.1 Opérateurs 2-linaires bornés sur des espaces vectoriels 2-normés

3.1.1 Introdiction

Dans [7] S. Géhler a introduit la définition suivante d’un espace & 2 normes :

Définition 3.1.1 [7]  Soit X un espace linéaire réel de dimension supérieure a 1 et soit ||.,.|| une
fonction a valeurs réelles sur X x X satisfaisant la quatre propriétés suivantes :

(G1) ||z,y|| = 0 si et seulement si les vecteurs x et y sont linéairement dépendants ;

(G2) Nz yll = lly, =l ;

(G3) ||z, ay|| = |a||z, y|| pour tout nombre réel o ;

(G4) N,y + 2l < ll, yll + [l || pour tout x,y,z € X.

La fonction ||.,.|| sera appelé une 2-norme sur X et le couple (X, ||.,.||) un espace linéaire a 2 normes.

Dans [10] et [11] nous avons donné une généralisation de l’espace 2-normé de Gahler. A savoir
une norme 2 généralisée n’a pas besoin d’étre symétrique et de satisfaire la premiere condition de la

définition ci-dessus.

Définition 3.1.2 [10]  Soient X etY des espaces linéaires réels. Notons D un sous-ensemble non
vide de X XY tel que pour tout x € X, y € Y les ensembles
D, ={yeY,(z,y) € D} et DY = {z € X;(z,y) € D} sont linéaires sous-espaces de espace Y et X,

respectivement.
Une fonction||.,.| : D — [0,1) sera appelée norme 2 généralisée sur D s’il satisfait auz conditions
susvantes :

(N1) ||z, ay| = |al||z, y|| = ||ax, y|| pour tout nombre réel a et tout (z,y) € D ;

(N2) o,y + 2| < |l2,yl + ||z, 2| pour v € X,y,z €Y tel que (2,y),(z,2) € D;
(N3) |z +y, 2| < |2, 2| + ||y, 2|l pour z,y € X,z €Y tel que (x,2),(y,2) € D;
L’ensemble D est appelé un ensemble 2-normé.

En particulier, si D = X xY , la fonction ||.,.|| sera appelé un 2-norme généralisée sur X x Y et le
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couple (X x Y5 ||.,.]|) a généralisé Espace a 2 normes.

De plus, st X =Y , alors Uespace 2-normé généralisé sera noté par (X, |.,.||)

Supposons que la norme 2 généralisée vérifie, en plus, la symétrie état. Ensuite, nous définirons la

2-norme comme Ssuit :

Définition 3.1.3 [10] Soit X un espace linéaire réel. Notons x un sous-ensemble non vide de X x X

L et tel que l’ensemble

avec la propriété x = x~
XY ={z € X;(x;y) € x} est un sous-espace linéaire de X, pour tout y € X.
Une fonction ||.,.|| : x — [0,1) remplissant les conditions suivantes :

(51) ||z, yll = |ly, || pour tout (z,y) € x ;

(S2) ||z, ay|| = |al||z,y|| = ||z, y|| pour tout nombre réel av et tout (x,y) € x ;

(S3) ||z, y+ z|| < ||z, y|| + ||z, z|| pour z € X,y,z €Y tel que (z,y),(x,2) € X ;

sera appelée une 2-norme symétrique généralisée sur X. L’ensemble X est appelé une ensemble symé-
trique & 2 normes. En particulier, si X = X x X, la fonction ||., .|| sera appelée une 2-norme symétrique
généralisée sur X et le couple (X, ||.,.]|) un espace symétrique généralisé & 2 normes.

Dans [10], [11], [12], [13] nous avons considéré les propriétés des espaces 2-normés généralisés et en-
sembles & 2 normes

Dans ce qui suit nous utiliserons les résultats suivants :

Théoréme 3.1.1 [10] Soit (X xY,|.,.||) un espace 2-normé généralisé.
Alors la famille B de tous les ensembles définis par :
n
Mz € X;llz,pill < e}
i=1
0l Y1, Y2, -, Yn € Y,n € N ete > 0, forme un systéme complet de voisinages de zéro pour une topologie

localement convexe dans X.

Nous le noterons par le symbole 7(X,Y). De méme, nous avons le précédent théoréme pour une
topologie T(X,Y) dans l'espace Y . Dans le cas ou X = Y nous écrira : T1(X) = T(X,Y) et
T2(X) =T(X,Y)

Soit (X x Y5 |.,.||) un espace 2-normé généralisé et soit ¥ un ensemble dirigé. Un {z,;0 € X} est
convergent vers x, € X dans (X, 7 (X,Y)) si et seulement si pour tout y € Y et £ > 0 il existe o, € 2
tel que ||z, — 20, y|| < €

pour tout o > 0, . De méme on a la notion de convergence dans(Y, 7 (Y, X)). Une séquence {x,,n €
N} C X est une suite de Cauchy dans (X,7(X,Y)) si et seulement si pour tout y € Y et € > 0
il existe un nombre n, € N tel que inégalité n,m > n, implique ||z, — Zn,y|| < &. Un espace
(X, T(X,Y)) est appelé séquentiellement complet si toute suite de Cauchy dans (X,7(X,Y)) est
convergente dans cet espace. De maniere analogue, nous avons la notion de complétude séquentielle

pour l'espace (Y, T (Y, X)).
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Exemple 3.1.1 [10] Soit X un espace linéaire réel qui a deux normes (semi-normes) ||.||1, ||.||2. Alors

(X, ||, .]]) est un espace 2-normé généralisé avec la norme 2 définie par la formule
2, yll = llzlli-llylle pour chaque x,y € X

Remarquons que les topologies engendrées par ces normes ||.||1 et ||.||2 coincident avec les topologies

Ti(X) et To(X) données dans le théoréme

Exemple 3.1.2 Dans l'exemple (3.1.1) , nous pouvons obtenir ||.||1 = |.||2. Puis (X,|.,.]|) est un

espace 2-normé symétrique généralisé avec le symétrique 2-norme définie par la formule
|z, yll = l=||.|lyll pour chaque z,y € X (3.1)

Remarquons qu’un espace symétrique de norme 2 n’est pas nécessairement un espace de norme 2

espace au sens de Géahler. Par exemple donné dans l'exemple (3.1.2)  # 0 , y = kx, k # 0 on obtient
|z, yll = llz, kx| = |k|. |z, || = [&].|«]* > 0

mais malgré cela = et y sont linéairement dépendants. L’espace & 2 normes de I'exemple (3.1.2) n’est
pas un espace 2-normé au sens de la définition (3.1.1) Il est facile de voir que si (X, ||.||) est un espace
normé, 7i-la topologie générée par cette norme et Ta-la topologie générée par la 2-norme définie par
la formule (3.1), alors 71 = Tz. De plus une suite {z,,n € N} est un Suite de Cauchy dans (X, ||.||) si
et seulement si c’est une suite de Cauchy dans (X, ||.||) avec la norme 2 définie dans 'exemple (3.1.2)

Ainsi s’ensuit le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.2 Un espace normé (X, ||.||) est un espace de Banach si et seulement si l’espace de

norme 2 symétrique avec la norme 2 définie par (3.1) est séquentiellement Achevée.

3.1.2 L’espace de tous les opérateurs 2-linéaires bornés

Dans [11] A. G. White a défini et considéré les propriétés de 2- fonctionnelles linéaires de B x B, ou
B désigne un espace 2-normé au sens de Géhler. Il a prouvé que ’ensemble de toutes les fonctionnelles
2-linéaires bornées est un Espace Banach.
S.S.Kim, Y. J. Cho et A. G. White dans [9] et A. Khan dans [¢] ont donné la propriétés des opérateurs
bornés de X x X a valeurs dans un espace normé Y, ou X désigne un espace 2-normé au sens de
Gahler. Ils ont montré que I'ensemble B(X x X, Y ) de tous les opérateurs bornés deX x X dans Y
est un espace semi-norme. De plus, si Y est un espace de Banach, alors B(X x X,Y) est un espace
complet.
Dans cette section, nous considérerons les opérateurs 2-linéaires bornés définis sur un Ensemble 2-
normé dans un espace normé. Nous allons montrer, comme dans ce qui précede papiers, que 1’espace
de ces opérateurs est un espace de Banach. Nous prouverons que sous certaines conditions supplé-
mentaires, il s’agit d’un espace symétrique a 2 normes. Considérons un espace linéaire réel X. Soit

D C X x X un ensemble 2-normé, ¥ un espace normé
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Définition 3.1.4 Un opérateur F : D — Y est dit 2-linéaire s’il satisfait les conditions suivantes :
1. F(a+c¢,b+d) = F(a,b) + F(a,d) + F(c,b) + F(c,d) pour a,b,c,d € X tel que a,c € D" D?.

2. F(aa,fb) = a.f.F(a,b) pour o, € R, (a,b) € D.
Définition 3.1.5 Un opérateur F de norme 2 est dit borné s’il existe un nombre positif K tel que
|F(a,b)|| < K.||a,b|| pour tout (a,b) € D
Définition 3.1.6 Si F' est un opérateur borné, alors le nombre suivant
|F|| = inf{K > 0;||F(a,b)| < K.||a,b|| pour (a,b) € D}
sera appelée la norme de 'opérateur 2-linéaire F.

Exemple 3.1.3 Soit (X, (. /. )) un véritable espace de produit interne. Puis X est un espace

2-normed symétrique généralisé avec la 2-norm définie comme suit :
[z, y|l = [(z]y)| pour tout z,y € X

Cette norme 2 génére une topologie faible dans ’espace de Hilbert (voir l'exemple (3.1.1) dans [10]).
Un opérateur F : X x X — R défini par la formule

F(a,b) = (alb) pour a,be X

est 2-linéaire et borné. De plus |F|| =1 Dans le théoréme suivant, nous donnerons les propriétés des

notions mentionnées ci-dessus.

Théoréme 3.1.3 Soit F' un opérateur 2-linéaire borné. Puis :
(a) |F|| < K pour K € PF) = {K' > 0;||F(a,b)|| < K".||a,b|| pour (a,b) € D};
(b) ||F(a,b)|| < ||E||-||la,b|| pour tout (a,b) € D;
(c)

I1F]l = sup{||F(a, b)[|; (a,b) € D; [la, b]| = 1}

= sup{[|F'(a,b)|}; (a,b) € D;|la, b]| < 1}

— sup(1F @Ol N
= sup{ 7 @S (0,6) € D b # 0)

Preuve La condition (a) découle de la Définition (3.1.6)

(b) Comme 'opérateur F' est borné, alors il existe K > 0 tel que
|1F(a,b)|| < K.[|a,b]| pour (a,b) € D

Ainsi , c’est-a-dire

(e, )| < [[F]]-|a, ]
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[£(a, )]

(c) d’aprés (b) Sup{m(a, b) € D;|la, b|| # 0} < [|F|| Laisser A = sup|| F(a,b)[|; (a,b) € D, [|a,b]| = 1

ensuite
F
sup (12 @O0 (o ) € D b = 1)
[(a,a; b)]|
I (avb)ll
< sup{ (a,b) € D;|la, bl <1}
[(a,a; )|
|1F'(a,b)]]
< Sup{i(av b) € D7 HaabH 7é 1}
(a,a; )]
<|F]
en outre
F
A =sup{ o0 1""< 8 € D; o] < 1) (32
Soit (a,b) € D tel que ||a,b|| # 0. Parce qu'un || ———— ”( oIk ,b|| = 1, alors HF(W,I)) < A . Et de plus
en vertu des égalités. 7
a 1 1
1E (=70 0) = |l F (@, b) || = 77— [ F(a, )|
1(a, b)] 1(a, )]l [(a, 0|

on obtient ||F(a,b)|| < A.||a,b||. D’autre part, si (a,b) € D et |la,b|| = 0, alors 0 < [|F(a,b)|| <
IIE||.||a, ]| = 0, soit ||F'(a,b)| =0 = AAla,b|| Par conséquent ||F(a,b)|| < A.|la,b|| pour tout (a,b) €
D, ce qui signifie que A € P(F). En vertu de (a) on obtient

IF]l < A (3.3)
Les conditions (2.9) et (3.2) impliquent

I1F]] = sup{[|F'(a, b)[]; (a, b) € D; [la, b]| = 1}

1P, bl »
*Sup{H(a?a’b)H( 7b)€D7” 7bH7é1}

De (b) on a sup{||F(a,b)|; (a,b) € D;|a,b|| < 1} < ||F||, qui avec (3.2) donne 'égalité ||F|| =
sup{[|F'(a,b)|; (a,b) € D, [|a,b]| < 1}, et la preuve est terminée.

Définition 3.1.7 SoientD C X x X un ensemble 2-normé et Y un ensemble normé espacer. Notons
Ls(D,Y) lensemble de tous les opérateurs 2-linéaires bornés de D en Y.
En particulier, on écrira Lo(X,Y), si X est un 2-normé généralisé l'espace et D = X x X. Soit

F,G € Ly(D,Y) et définissons
1. (F+ G)(a,b) = F(a,b) + G(a,b) pour tout (a,b) € D

2. (a.F)(a,b) = a.F(a,b) pour o € R, (a,b) € D.

Théoréme 3.1.4 Si D est un ensemble 2-normé et Y un espace normé, alors le l’ensemble Lo(D,Y)

est un espace normé de norme ||.| défini dans la Définition (3.1.6)
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Preuve Prenons F,G € Ly(D,Y) o, 3 € R et a,b,c,d € X tel quun; a,c € D’ N D¢ Pour F + G

on obtient :
(F+G)a+ce,b+d)=(F+G)(a,b)+ (F+G)(a,d) + (F + G)(c,b) + (F + G)(c,d); (3.4)

(F 4+ G)(aa; pb) = aB(F + G)(a,b) (3.5)

De plus en vertu de la condition (b) du Théoréeme (3.1.3) on a

I(F + G)(a,b)]| = [[F(a,b) + G(a, b) | (3.6)
< [|F(a,0)l| + |G (a, b)[| < [[F[|-la, bl} + [|&]]-l|a, b] (3.7)
= (IF1 +1G1)-lla, o] (3.8)

Ainsi F' 4+ G € Ly(D,Y ) De maniere analogue, nous montrons que a.F' € Ly(D,Y )et
(. F)(a, b)|| = [le-.F(a,b)|| < |el.[|F[|.[a, b] (3.9)

De plus il est facile de montrer que ’ensemble Lo(D,Y) est un espace linéaire réel. Nous allons
maintenant montrer que la fonction ||.|| : La(D — [0,1) donnée en La définition (3.1.6) satisfait toutes

les conditions d’une norme.
Si |[|[F|| = 0, alors ||F(a,b)|| = 0 pour tout (a,b) € D. Ainsi F(a,b) = 0 pour chaque (a,b) € D.

Inversement, si F' est un opérateur nul, alors
I1F]| = sup{|[[F(a,b)], (a,b) € D, la,bl| =1} =0
En conséquence on a la condition
|F|| = 0 si et seulement si F' =0

D’apres (3.9) nous avons |al.||[F|| € P ce qui avec le théoreme (3.1.3) (a) implique I'inégalité

|o.F|| < |a|.||F|. Supposons « # 0. Alors
1 1
IF] = ll=a.F|| < =.|laF]|
a a

c’est-a-dire |a|.|F|| < ||a.F||; donc |al.||F|| = ||a.F||.
Pour o = 0 I'égalité ||o.Fao = |a|.||F|| est évidente. Donc ||a.F|| = |a|.||F|| pour a € R. La condition
(3.6) implique || F|| + |G| € PF+E). Dot et d’apres le théoréme (3.1.3)(a) nous avons ||[F + G| <

|F|| + ||G||. Ceci acheve la preuve.

Théoréme 3.1.5 Si D est un ensemble de norme 2 et Y est un espace de Banach, alors La(D,Y')

est un espace de Banach.

Preuve D’apres le théoreme (3.1.4),L2(D,Y) est un espace normé. Soit {F,;n € N} une suite de
Cauchy dans Ly(D,Y’). Puis

lim |[F, — Fpl| =0
n,m—1
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et pour tout (a,b) € D I'inégalité suivante
£ (a,b) = Fon(a, b)|| = |(Fn = Fin)(a, b) || < [[Fn = Finl|.[la, b

est vrai. Ainsi {F,(a,b);n € N} est une suite de Cauchy dans Y pour tout (a,b) € D. Comme Y est

complet, la suite {F,(a,b);n € N} est convergent pour tout (a,b) € D. Notons
(a,b) = %;ml Fo(a,b)
Nous allons montrer que F € Lo(D,Y) Pour un a,b,c,d € X tel que a,c € D’ N'D? nous avons
Fla+c¢,b+d) =1lim F,(a+ cb+d)
n—1
= 71L1_>n11 F,(a,b) + limy_1F,(a,d) + 1111_>rnl Fy(c,b) + 7111_>m1 F,(c,d)
= F(a,b) + F(a,d) + F(c,b) + F(c,d)
De plus pour a, 3 € R et (a,b) € D on a :
F(aa, fb) = lim F,(aa, Bb)
n—1
= Tlgm1 af.Fy(a,b)
= cyﬁ.7lll_>1rr11 F,(a,b)
= af.F(a,b).
Ainsi F' est un opérateur 2-linéaire. L’inégalité

ERll = 1 Emll] < [ Fn = Fonll

implique que {||Fy,|[;n € N} est une suite de Cauchy dansR. Par conséquent, cette est bornée, c’est-

a-dire qu'il existe K > 0 tel que ||F,,|| < K pour tout n € N. En utilisant ce résultat, nous obtenons

[1F(a,b)| < |[Fn(a, b)|| + [ F(a,b) — Fu(a,b)||
< Kla,b|| + [[Fn(a, b) — F(a, b)||

Laisser n — oo on obtient ||F(a,b)|| < K.||a,b|| pour tout (a,b) € D , qui signifie que F' est borné.
Nous avons donc montré que F' € Ly(D,Y’). Supposons maintenant que (a,b) € D et ||a,b|| # 0. Soit

e > 0. Parce que {F,;n € N} est une suite de Cauchy, il n’existe pas de ng € N tel que
€
| Fn — F| < 7 powr tout n,m > n,
Ainsi ||F,(a,b) — Fp(a,b)|| < ||Fn — Ful|-||a, bl < Z.Ha,b” pour tout n, m > n,. L’égalité

F(a,b) = nh_)ngo F,(a,b)
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implique qu’il existe ny = ni(a,b) > n, tel que
|Fus(@,8) = Fla,b)] < 5 -Jla,
|la,b|]| En conséquence on obtient
[1En(a,b) = F(a,b)|| < |[Fn(a,b) = Fu, (a,b)|| + [|Fn, (@, 0) — F(a, )|
< 5 -lla.bl

pour n > n,,(a,b) € Detl|la,b|| # 0. Si ||a,b|| = 0, alors Fy,(a,b) = 0 = F(a,b), donc ||Fy(a,b) —
F(a,b)| = %.Ha,b”. Donc ||Fy(a,b) — F(a,b)|| < g.Ha,bH pour tout n > ny; (a,b) € D, c’est-a-dire
= e pUn—F) pour n > n,

2

€
Donc ||F,, — Fx|| < 5 <e€pourn > n,, ce qui signifie que la suite {F},;n € N} est convergent vers
F dans Lo(D,Y). C’est pourquoi nous avons montré que La(D,Y’) est un espace de Banach, ce qui

termine la preuve. Du théoréme (3.1.5) et du théoréme (3.1.2) découle le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1 Si x est un ensemble 2-normé symétrique et Y est un Banach espace, alors La(x,Y")

est un espace symétrique séquentiellement complet a 2 normes avec la norme 2 définie comme suit :

IE, G|l = [|F|l.|G|| pour F,G € Ly(x,Y)

3.1.3 Théoremes de Banach-Steinhaus pour les opérateurs 2-linéaires bornés

() Dans cette section, nous examinerons les propriétés des suites d’opérateurs de La(D,Y"). Nous

formulerons les théoréemes de Banach-Steinhaus pour une famille de ces les opérateurs.

Proposition 3.1.1 Soient D un ensemble 2-normé, Y un espace normé et {Fp;n € N} C La(D,Y)

. Si la suite de normes {||Fy|;n € N} est bornée, alors pour chaque (x,y) € D la suite de normes

{I|Fn(z,y)|;n € N} est délimité.

Preuve De I'hypothese il s’ensuit qu’il existe un nombre positif M tel que ||F,|| < M pour chaque

n € N. Ainsi pour (z,y) € D on obtient

[ (@, )| < 1 Fnll |z, yll < M|z, yl| pour chaque n € N

Théoréme 3.1.6 Soit X un espace 2-normé généralisé et Y un espace normé espacer. Si {Fn;n2N} C
Ly(X,Y) est ponctuellement convergente vers F et la séquence de normes {||Fy||;n € N} est borné,

alors F € Ly(X,Y)
Preuve Pour tout z,y € X nous avons
F(z,y) = lim Fu(,y)
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Ainsi Vopérateur F est un opérateur 2-linéaire. Parce que la suite de normes{||Fy,||;n € N} est borné,
alors il y a existe M > 0 tel que ||F,|| < M pour tout n € N. Ainsi ||F,(z,y)k < || Fa|x,y| <
M.||xz,yl||. Prenons z,y € X. Alors

1F @)l < |, Falz,y) — F(z, )| + | Fn(z,y)|l

En laissant n — 1 on obtient ||F(x,y)|| < M.||z,y|| pour chaque z,y € X. Ce donne que F' est

bornée. En conséquence nous avons montré que F' € Ly(X,Y).

Théoréme 3.1.7 Soit Y un espace de Banach, (X, ||.,.||) un 2- généralisé espace normé et soit A un
ensemble linéairement dense dans les espaces (X, Ti(X)) et (X, T2(X)). Si une suite{F,;n € N} C
Ly € (X,Y) est convergente ponctuellement sur ’ensemble A et la suite de normes {||F,|;n € N} est

borné, alors le séquence {F,,(xz,y);n € N} est convergent en'Y pour chaque z,y € X.

Preuve Soit X, le sous-espace linéaire de X engendré par A. On considérera X, comme un espace
de norme 2 de méme norme 2 induite par celui de X. Soit z,y € X,. Alors x = a1x1 + ... + aprg,y =
biyr + ... + bys, ou a;, by € Ray,y; € Aje=1,2, .., k;5=1,2,.,t;k,t € N et

t

Fo(z,y) = ZZ“sz (i, )

i=1j=1
Parce que la suite {|| F},(zi, yj)||; n € N} est convergent pour tout x;,y; € A, alors {F,,(z,y);n € N}
est convergent en X, Soit ||F},|| < M pour tout n € N Prenons un nombre € > 0 et z,y € X Puisque

X, est un ensemble dense dans (X, 71(X)) on peut choisir z, € X, tel que
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Lyl < —

De plus il existe y, € X, avec la propriété
€
Han Yy — yo“ < m

car X, est aussi un ensemble dense dans (X, 72(X)). La suite F,,(z,,¥,);n € N est convergente, donc

c’est une suite de Cauchy en Y. Il existe donc un nombre n, € N tel que
€
| (o, Yo) — Fin(Zo, yo)|| < 3 pour chaque n;m > n,
En conséquence on obtient
[En(z,y) = (2, 9)|| = [|1Fn(z — 2o + 20,y) — Fin(z — o + Zo, )| < |1Fn(z — 20, y) || + [[Fm (2 — 2o, )
+ 10 (20, y) — Fin(2o, y)|
< ”F (x Loy Y )H + HF ( xmy)H + HFn(xmy - yo)” + HFm(xmy - yo)H
+ HFn(xoa yo) - Fm($07yo)“
€
< 1l llz = 2o, yll + [Fmll-l2 = 2o, yll + 1Enllll 2o, y = Yoll + [Fmll-lzo, ¥ = voll + 5

S
<2M ||z — w0, Y| + 2M |20,y — Yol + 3
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pour n,m > n,. Nous avons donc montré que {F,(z,y);n € N} est un Cauchy séquence en Y pour
chaque z,y € X. Parce que Y est complet, alors la suite {F,(z,y);n € N} est convergent en Y , ce

qui termine la preuve.

Théoréme 3.1.8 Soit (X, ||.,.||) un espace 2-normé généralisé et Y un espace de Banach. Si une suite
{Fn;n € N} C Lo(X,Y) est ponctuel convergent vers F' € Lo(X,Y) sur un ensemble A linéairement
dense dans les espaces (X, Ti(X)) et (X,T2(X)) et la suite de normes {||Fy|[;n € N} est borné, alors

{Fu;n € N} est ponctuellement convergente vers F' et l'inégalité ||F|| < sup,, || Fn| tient.

Preuve Il résulte du théoréme (3.1.7) que la suite {F,(z,y);n € N} est convergente en Y pour
chaque z,y € X Notons
H(z,y) = lim1 F,(z,y) pour tout z,y € X
n—

Il faut montrer que H(x,y) = F(x,y) pour tout x,y € X. En utilisant le Théoréme (3.1.6) nous
voir que H € L9(X,Y). De 'hypothese, il s’ensuit que H(x,y) = F(z,y) pour tout x,y € A, soit
(H — F)(z,y) = 0 pour x,y € A Parce que L2(X,Y) est un espace linéaire, alors H — F' € Ly(X,Y).
Par conséquent H — F' est une 2-linéaire opérateur et (H — F')(x,y) = 0 pour z,y € X,, ou X, désigne
I’ensemble de tous combinaisons linéaires d’éléments de A. De plus H — F est borné, donc il existe
K > 0tel que ||(H—F)(z,y)| < K.||z,y|| pour tout z,y € X. Soit € > 0;z,y € X. Comme l'ensemble
X, est dense dans (X, 71(X)) on peut choisir z, € X, tel que

Il existe y, € X, avec la propriété

%oy — Yol < == 2K

car X, est aussi dense dans (X, 72(X)). Ensuite nous avons

0<|[|(H = F)(z, )|l = [I(H = F)(z — 2o + o,y

= (H = F)(z — z0,y) + (H — F) (20, )|

= (H = F)(# — 20,y) + (H — F)(%0,y — Yo + ¥o)||

=(H = F)(# — 20,y) + (H — F) (w0, y — yo) + (H — F)(0, 90) ||
= [|(H — F)(z — z0,y) + (H — F)(%0, ¥ — o) ||

< |(H = F)(z = 2o, y)| + |(H — F)(@0,y — )|

< Kz —zo, yll + K. |lo, y — ol <

Cela donne ||(H—F)(x,y)|| = 0 pour chaque x,y € X, soit H(x,y) = F(z,y) pour chaque z,y € X.
Notons M = sup,, ||F}||. Alors pour tout n € N et z,y € X tel que ||z,y|| <1ona

()| < I, Fnll-ll, yll < M

o7



Ainsi

1E (2, )l = [1F (2, y) = Fa(z,y) + Faz, )|
< |F(z,y) = Fa(z, y)|| + [[Fn(z,y)]|

En laissant n — 1 on obtient |F(z,y)|| < M pour z,y € X tel que [|z,y|| < 1. Ceci implique
1F| = sup{I P&, )]l X,y € X, [z, y]) < 1} < M, ce qui finit la preuve,
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3.2 Opérateurs autoadjoints positifs dans un espace de Hilbert.

3.2.1 Introduction

Cette application présente le concept et I'utilité de quelques opérateurs linéaires bornés sur un
espace de Hilbert. On expose dans cette deuxiéme application certains caractérisations de leurs types,et
leurs propriétés numériques et en donnant des exemples sur les utilisations et I’emploi de ces opérateurs
continus sur les espaces de Hilbert.Enfin nous apprenons combien il est important de faire etudier ce

type des opérateurs hilbertien continus
3.2.2 Opérateurs et formes linéaires continus.

Rappel :

Définition 3.2.1 soit E un espace vectoriel sur R ou C.
Opérateur dans E est une application linéaire E — F';

Forme linéaire dans E est une application linéaire E — R ou C.

Définition 3.2.2 : si E est normé,alors un opérateur A est continu si pour v, — v dans E,Av,, —
Av dans E,c.a.d. ||v, —v| = ||Av, — Av|| — 0;

une forme linéaire | est continue si pour vy, — v dans E,l(v,) — l(v) dans R ou C.

Exemple 3.2.1 1) pour w € E fizé, v — (w,v) est une forme linéaire continue. En particulier,dans

Uespace de Hilbert H(a,b),pour g(x) fixé,

b
f@) — (g, f) = / drg(@) f() (3.10)

est une forme linéaire dans H(a,b).

2) projection sur un sous-espace V' engendré par une suite {pn,n=1,2,...,N}:

F@) — Po(f)(@) = [ da' P, a) @) (3.11)

avec N
Po(e,) = 3 onla)on(@) (3.12)

n=1

un opérateur continu dans H(a,b).

3) Opérations de multiplication par x et de dérivation % sont des opérateurs dans H(a,b) ;

f(@) — af(z) (3.13)

F@) — 2 pa) (314)

4) Hamiltonian d’une particule dans un potentiel U(x), dans la mécanique quantique :

— + U(l‘) (3.15)



(nous avous mis m = h = 1). Il agit,comme un opérateur,sur fonction d’one ¥(x) :

1 d?
L4 ——— U(z). 1
@) — (25 U@ (3.16)
donc dans Uespace de Hilbert H(—o00, +00).

Matrice d’une Opérateur sur un base hilbertienne.

Si {un(z)} est une base hilbertienne et A est un opérateur dans H(a, b), alors on pose
A = (U, Auy) (3.17)
Avec cette définition I'opérateur A agit sur les vecteurs de base comme une matrice :
Ay, (x) = Zun(:n)Anm (3.18)
n

Effectivement, en développant Au,,(x) dans la série de Fourier dans la base {u,(z)}, on trouve :

At (2) =Y un(2)an (3.19)
an = (Up, Atm) (3.20)

Donc :
Auy(x) = Zun(m)<un, Aup,) = Zun(x)Anm (3.21)

Pour une fonction f(z) € H(a,b), en la développant dans une série dans la base {u,(x)} :
fl@) = un(x)en (3.22)

on trouve :

Af(z) = %:Aun(x)cn = Zn:(%; U (T) Arn ) Cn
= ;n: Um(x)(Zn: AmnCn)

(3.24)

On conclut que sur un vecteur @ = {cn}, qui représente f(x) dans la base {u,(z)},’'opérateur A agit

comme une matrice :
Ac,y, = ZAmncn (3.25)
n
Observons encore une fois que dans I'espace de Hilbert les vecteurs et les matrices sont de dimension
infinie.

Dual topologique.

Pour un espace vectoriel E on définit I'espace dual topologique E’ comme un espace vectoriel des

formes linéaires continues sur FE.
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Théoréme 3.2.1 Dans l’espace de Hilbert H, pour tout w € H, 'application
v — (w,v) (3.26)

est dans H' ; inversement, sil € H', ’espace des formes linéaires continues sur H, alors il existe w € H
tel que
l(v) = (w,v) (3.27)

pour tout v € H. (Sans démonstration).

3.2.3 Opérateur adjoint. Opérateur hermitien
Opérateur adjoint.

L’adjoint de 'opérateur A est I'opérateur A* tel que pour tous v,w € H
(w, Av) = (A*w, v) (3.28)

Propriétés de ’adjoint
1)
(A+ B)* = A* + B*;(A\A)* = \A*

(A*)* = A; (AB)* = B*A*

3)Si A est continue A* sussi.

4) Si A est inversible (il existe un autre opérateur A~! tel que A~1A = 1,alors
(A1) = (A7) (3.29)

5)Matrice de 1’adjoint :

Preuve

1) Pour la démonstration on met (A + B)* dans un produit scalaire
(A+ B)'w,v) (3.31)

avec v,w € H quelconques. Onsuite on utilise la définition de I’adjoint et la linéarité du produit

scalaire :
((A+ B)*w,v) = (w, (A+ B)v) = (w, Av) + (w, Bv) = (A*w,v) + (B*w,v) = (A" 4+ B*)w,v) (3.32)

Donc on trouve que (A + B) = A* + B*.

De la méme maniére :
(M) *w,v) = (w, \Av) = Mw, Av) = MA*w,v) = (AA*w,v) (3.33)
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Dot (AA)* = AA*.

2)
(A7) w,0) = (w, Av) = (A0, w) = (v, Aw) = (Aw,v) (3.34)
Done (A*)* = A.
3)On compare
| Av, — Av||? = (A(vn — v), A(vp — ) = (A*A(vy — v), v — v) (3.35)

qui tend vers 0 quand v, —> v, par la définition de continuité de 'opérateur A, et
|A* v, — A*v||* = (A% (v, — v), A% (v, —v)) = (AA* (v, — V), vy — V) (3.36)
La différence des deux expressions sera donnée par :
1A% v, — A"0|? — || Av, — Av|? = ([A, A*)(vn — v),vn — v) <[4, A(vn = )P X [lon —v[|* (3.37)

Ici [A, A*] = AA* — A* A, le commutateur et nous avons utilisé I'inégalité de Schwarz pour le produit
scalaire, cours 14. Si, en plus, on suppose que le commutateur [A, A*] n’est pas un opérateur singu-
lier,c.a.d. que ||[A, A*](v, —v)||? — 0.

4)D’une part,pour tous w,v € H :
(w,v) = (w, A7 Av) = ((A™1)*w, Av) (3.38)

D’autre part :

(1w, 0) = (A*(47) " w, ) = ((A%)"w, Av) (3.39)
On peut conclure que (A71)* = (4*)~L.
5)

(A" )y = (U, A% up) = (A%Up, Up) = (Un, Aup) = Apm (3.40)

Exemple 3.2.2 1) Opérateur intégral dans H(a,b) :

1@) — A1) = [ ayK(a,) ) (3.41)

K(x,y) est un noyau de A. Il est facile a vérifier que lopérateur A* est aussi un opérateur intégrale

avec a un noyau égala K(y,z).En effet :

(9. Af) = [ dzg(x)Af(z)
= [ dag(x) [ dyK (z,y) f(y)
= [ dy([ deK(z,y)g(x))f(y) (3.42)
= [ da([ dyK (y,x)g(y))f (x)
= [dzA*g(x)f(z) = (A*g|f)

(
(
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2) Opérateur de dérivation dans lespace H(—oo,+00), des fonctions f(x) avec |f(z)|* intégrable sur

(—00,+00). On a :

d
A= T (3.43)
Fla) — Af() = & f(a) (349
On vérifiera a titre d’exercice,que ;
A = o (3.45)
Opérateur Hermitien.
A est dit hermitien, ou auto-adjoint, si A* = A.
Pour une matrice d’un opérateur hermitien on a :
Amn = Amn

Exemple 3.2.3 1) Opérateur de projection sur un sous-espace V,{pn,n = 1,2,...N} Cet opérateur

posséde un noya

N
Av(z,y) = ea(@)en(y) (3.46)
n=1
On trouve que

Donc lopérateur est auto-adjoint.

2) Opérateur d’impulsion dans la mécanique quantique :

. . d
p=—ir (3.48)

dans lespace H(—oo,+00) des fonctions d’ondes, d’une particule dans une dimention spaciale. On

vérifie que

it = p (3.49)

3) Hamiltonian de la mécanique quantique.
A 1 d?

On vérifie également que

H=H (3.51)
Proprétés.
1) Pour A hermitien, dans H(a,b), (v, Av) est réel pour tout v € H(a, b).
Démonstration :

(v, Av) = (Av,v) = (v, A*v) = (v, Av) (3.52)
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Définition 3.2.3 Opérateur A est dit positif si (v, Av) = 0 pour tout v € H(a, b)

le carré d’un opérateur hermitien. En effet, supposons que B est un opérateur hermitien,B* = B.
Alors
(v, B>v) = (B*v, Bv) = (Bv, Bv) = (Bv, Bv) = | Bv||? (3.53)

2) Les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles.
Preuve

Soit Wy (x) est un vecteur propre correspondant a la valeur propre A.
AUy = AUy (2) (3.54)

Alors
(Ur, ATy) = A 0,2 (3.55)

(¥, AWy ) est réel pour A hermitien — \ est réel.

3) Les vecteurs propres d’un opérateur hermitien correspondants a des valeurs propres différentes sont

orthogonaux.
Preuve
AU (z) = M ¥y (2) (3.56)
AWs(x) = NaWa(7) (3.57)
ou A\iet Ay sont réels. Ensuite :
(Wa, AUy) = Ay (Vg, W) (3.58)
(A", Uy) = A(Va, ¥y) (3.59)
(AW, Uy) = A (Vg, W) (3.60)
(AaWo, W) = A (W, Uy) (3.61)
Ao (W, Uy) = A\ (Uy, Uy) (3.62)

Si A1 # Ag,alors (Uy, ¥) = 0.

3.2.4 Opérateurs unitaires

Définition 3.2.4 U est un opérateur unitaire si

Ur=u"! (3.63)
Propriété d’un opérateur unitaire.
Pour U un opérateur unitaire :
1)
U'U=U0U"= (3.64)
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ou 1 est un opérateur d’identité : 1v = v, pour tout v.

2)
(Uv,Uw) = (v,w) (3.65)
pour tous v, w.
Preuve 2)
(Uv, Uw) = (U*Uv,w) = (U Uv,w) = (v, w) (3.66)

3) Ses valeurs propres sont de module 1.
Preuve

Pour Wy ,tel que UV, = A¥,d’une part on a :
(U, U¥y) = (), ¥y) (3.67)
D’autre part :
(UT, UTy) = (AT, ATy = [A2(T)y, T)) (3.68)

Conclusion : A2 =1
4)Si ¥y est un vecteur propre de U,UV¥, = AV, alors ¥, est un vecteur propre de U* aussi avec la

valeur propre \.

Preuve
U¥y =\U
AT ATA (3.69)
UUT, = AU,
Comme U*U = 1,alors
Uy = \U*W
A A (3.70)
UWy, = )\_1\11)\
Comme || = 1,alors A~! = X\.Donc :
Uy = AU, (3.71)

5) Les vecteurs propres d’un opérateur unitaire, correspondants a des valeurs propres différentes, sont
orthogonaux.

Ul = M0y, U0y =\, (3.72)
Uy = AUy, U*Tsy = Aoy (3.73)

ol A1, A2 sont complexes, |A\1| = 1,\; = )\1_1, Ao =1, = )\Q_I.On trouve :

(Wy, UWs) = Ay (g, Ty) (3.74)
(U, Ty) = Ay (U, Ty) (3.75)
Moy, Uy) = Ay (Uy, T,) (3.76)
Ay (W, Uy) = Ay (U, Ty) (3.77)

Si A1 # Ag,alors (Wg, W) =0
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Exemple 3.2.4 1)La matrice de transformation linéaire entre des deux bases orthonormées est un
opérateur unitaire.

En effet, supposons que {on(x)} et U, (z)} sont les deux bases ortonormées hilbertiennes et que

U, (z) = Z Om () Upn, (3.78)
Alors, d’une part :
(Woy W) = Sy (3.79)

D’autre part :

<\II7L> \Ilk’> = %: :<90mUmn7 SOm’Um/k>
= 72”: Z@m, (Pm/>Uanm/k (3.80)

Nous avons utilisé (Qm, Pm/) = Om m-De 3.79 et 3.80 :
> UpinUnmk = i (3.81)
m

qui signifit que U}, = UL, donc U est unitaire.
2)Si A est un opérateur hermitien, alors

U =e4 (3.82)

est un opérateur unitaire.

L’exponentiel d’un opérateur pourrait étre définit par la série :

et =" —(iA)" (3.83)

| =

(A = 3 (AT = e = i (3.84)

3

(eiA)* — Z
n=0

Nous avons utilisé :(A™)* = (AA...A) = A*A*...A* = (A)", et que A* = A pour A est hermitien.
Donc on a :

U* = () =74 (3.85)

Pour UU* on obtient :
UU* = e (3.86)

Les opérateurs 1A et —i A dans les deux exponontiels commutent entre euz, car is sont identiques. Dans
le cas de commutation on peuxr multiplier des exponontiels des opérateurs comme des exponontiels des

nombres ou des variables ordinaires. On trouve :

UU* =1 (3.87)
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ou=1 est un opérateur d’identité. Donc U est unitaire, U* = U~'.

3)Exemple physique des opérateurs de spin d’une particule dans la mécanique quantique :

7 = o, Ty, 02 (3.88)
0 1 0 —1 1 0

Oy = Oy = L0, = (3.89)
1 0 1 0 0 —1

& sont appelées les matrices de Pauli. L’opérateur de spin d’une particule fermionique, d’un électron
en particulier, est donné par l'opérateur :

§ =— (3.90)
On vérifie facilement que @ et § sont des opérateurs (des matrices) hermitiens :
=7, =7 (3.91)
L’opérateur :
U(w@) =57 (3.92)

est un opérateur de rotation de spin, W sont les angles de rotation. U(ﬁ) est un opérateur unitaire.
1l faut observer que lopérateur de spin s et l'opérateurs de rotation U(W), ils agissent, dans la

mécanique quantique, sur des fonctions d’onde de la forme :
U (7) (3.93)

ot 7 est une variable spaciale et o est un indice spinoriel, prenant deux valeurs o = 1,2, pour une
particule avec un spin, donc avec des degrés de liberté internes en plus de sa position dans [’espace,
7. On considére dans ce cas l’espace de Hilbert plus général, des fonctions qui dépendent de 7, mais
en plus de l’indice spinoriel a. Les opérateurs et U(ﬁ) agissent sur cet indice comme le font des

matrices sur un vecteur bidimensionnel :
FUL(T) = %@)a,ﬂ%(?), U(W)Wa(7) = > U(@)a,s9s(7) (3.94)

C’est dans ce sens que les matrices de dimension fini, bidimensionnelles, représentent des opérateurs
dans l'espace de Hilbert généralisé. On peut ajouter que dans la mecanique quantique non-relativiste
la dynamique de spin d’une particule est indépendante de son déplacement dans [’espace est, par

conséquence, la fonction d’onde pourrait étre pris dans la forme factorise :
Uo(7) = ¥(7) X Xa (3.95)

Exemple 3.2.5 (pratique) :

Vérifier que :
1)

(02)* = (0y)? = (0.)> = 1= (3.96)
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2)

O30y =10,, Oy0, =10y, 0,0, =10y (3.97)

5)
(02, 0y] = 0,0y — 040, = 2i0, (3.98)
[0y702] = 210y, [Uza Uz] = Qin (3'99)

Observons que 1), 2) et 3) pourraient étre mis dans la forme générale suivante :
00 = (5@'1 + iEiijk (3.100)

ot i,j = 1,2,3(oux,y, z) ; €iji est un symbole entiérement antisymétrique dans ses indices : €123 =
€913 = €312 = 1, €913 = €132 = €391 = 1 reste des composantes sont zéros. L’équation 3.100 définit
Ualgébre (la régle de multiplication) des matrices de Pauli.

On se pose ensuite le probleme de démontrer I’équation suivante :

eijﬁ = (@MY cos% + z(?ﬁ)sm% (3.101)

ot
w= ¥, 7=2 (3.102)

Le groupe de rotation engendré par des matrices U(E?) = exp{i%ﬁ} est appelé le groupe SU(2) :

spécial, unitaire, qui agit sur des vecteurs a 2 composantes.
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Conclusion

On a étudié dans ce mémoire, les caractérisations fondamentales des opérateurs linéaires continus
auto adjoints d’un espace de Hilbert vers le méme espace de Hilbert. Dans les chapitre trois de
ce travail nous avons apporté deux applications différentes illustrées dans le domaine de la théorie
des opérateurs linéaires continus d'un espace de Hilbert vers autre espace de Hilbert. La premiere
application concerne I’étude des opérateurs linéaires continus de deux variables (opérateurs 2-linéaires
bornés sur les ensembles 2-normés ). Aussi les Théorémes de Banach-Steinhause pour les opérateurs
2-linéaires bornés La deuxiéme application s’occupe a étudier et les représentation matricielles des
opérateurs linaires continus auto adjoints sur un espace de Hilbert séparable ( on considére une base
orthonormée puis on trouve la propriétés matricielle des opérateurs linéaires continus autoadjoints
associés .On trouve enfin des résultats sur le spectre opérateur linéaire continu autoadjoint sur un
espace de Hilbert séparable, Le spectre d’un opérateur linéaire continu auto adjoint sur un espace de
Hilbert séparable est bien expliqué dans cette deuxieéme application. On trouve que tout opérateur

auto adjoint possede des valeurs propres réelles.
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