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Notations

Ouvert de RY |

Frontiere de €.

Espace des fonctions continues sur [a,b].

Espace des fonctions k-fois continiment dérivables sur [a,b].

Espace des fonctions puissance p-iéme intégrables sur ).

Espace de Sobolev d’ordre 1.

Sous-espace des fonctions de H'() de trace nulle sur la frontieére 9.
Norme dans 'espace C([a, b]; R).

Norme dans 'espace LF((2).

Norme dans Pespace H; ().

(8u ou ou )
= grad u.

8251’ (91’2, o 3mN
2

0
Zi]\; 8_22 = laplacien de u.

Convergence faible.
Convergence forte.
L’injection continue.
Produit scalaire dans R¥.
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Introduction

Ce mémoire explore ’étude de quelques classes de problémes elliptiques non locaux en-
gendrés par des équations aux dérivées partielles et une équation différentielle ordinaire
qu’elles peuvent étre utilisées pour modéliser plusieurs systémes physiques et biologiques.
Le but de ce mémoire est d’étudier I'existence de solutions pour certains problémes ellip-

tiques non locaux :

—M(||ul])Au = |[uP"ru + Af(z) dans Q, )
u=20 sur oS}

a (f Juldt) w'(5) = a(®)g(u(t)) dans 10,1,
uw'(0) =u(l) =0,

(2)

ot € est un ouvert borné de RY(N > 2) a frontiére réguliere 992, A est I'opérateur laplacien,
Jul> = [, |Vul?dz , A\, p € R%, g € [1,+o0c[ et f: Q = R, M : Rt - R, a: [0,+o00[—
10, +o0[, g : [0, +00[— [0, +o0], a : [0, 1] —]0, +00] sont des fonctions données qui satisfont
quelques hypothéses.

Si N =1 et Q =0, L[, la vibration non linéaire d'une corde élastique (voir Kirchhoff [11])

est a l'origine de la premiére équation de (1) quelle est associée a

0% (Po Eh

6vy, 2
P (@.1) = 37 (d) () =0, O<z<L,t>0,

ou v la flexion latérale, L est la longueur de la corde, t est le temps, p est la masse volumique,
h est l'aire de la section transversale, E est le module d’Young et P, est la tension initiale.
De tels problémes elliptiques sont souvent appelés non locaux (de type de Kirchhoff) car
I’équation n’est plus une identité ponctuelle et elle contient une intégrale sur €.

Dans [7] Carrier a également établi le modéle

0*v L 5, \ 0%
aﬂ%ﬂ—@%+ﬂ£ld%md@5§@ﬁ70<x<Lt>Q



Introduction

ou Py et P; sont deux constantes.

Dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire, on prouve, sous certaines hypothéses relatives a
M, f,p et A, 'existence d’une solution de (1) en utilisant deux différentes méthodes de réso-
lution, ce sont la méthode de Galerkin et la théorie de point critique. Le troisiéme chapitre
est consacré a prouver l'existence d’une solution positive du probléme (2) en utilisant le
théoréme du point fixe de Krasnoselskii (voir [10]) sous certaines hypothéses relatives a a,
et g. Nous donnons également deux exemples pour illustrer le résultat. Le premier chapitre
contient des notions et quelques outils utilisés aux chapitres 2 et 3 concernant ’analyse

fonctionnelle. Les résultats des chapitres 2 et 3 se trouvent dans [2] et [§].



Chapitre

Préliminaires

Ce premier chapitre sera consacré aux notions et résultats utilisés dans toute la suite du

mémoire.

1.1 Rappels sur les espaces fonctionnelles

Espaces de Banach

Définition 1.1.1. [15/ (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme ||.| sur E est une application
I:E— R,

vérifiant
o Vx € E.VA € K, || Ax|| = |\|||z|| ( homogénéité) ;
eVr,ye E |x+yl <zl + |yl (inégalité triangulaire) ;
eVx e E, (||z|| =0« = =0) (séparation).

On dit alors que U'espace (E, ||.||) est un espace vectoriel normé .

Définition 1.1.2. [15] (Convergence d’une suite)

Soit (x,)nen une suite a valeur dans un espace vectoriel normé (E, ||.||). On dit que la suite



Chapitre 1 1.1.Rappels sur les espaces fonctionnelles

(Zn)nen converge vers élément x € E si
Ve e RY,3Ing e N,Vne N, n>ng= |z, —z| <e.

Définition 1.1.3. [15/ (Suite de Cauchy)
Soit E un espace vectoriel normé de norme ||.||. Une suite (xy)nen d’éléments de E est dite

de Cauchy si
Ve e RY,3ng e N,Vp,g €N, p,q>ng= ||z, — 2] <e.

Définition 1.1.4. [15] (Espace de Banach)
On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire dans lequel

toute suite de Cauchy est convergente.

Espace de Hilbert et base hilbertienne

Définition 1.1.5. [15] (Produit scalaire hermitien)

Soit E un espace vectoriel sur C. On appelle produit scalaire hermitien sur E une application
(,):ExE—C

qui vérifie
oV, y € E, (x,y) = (y,x) (symétrie hermitienne) ;
o Vr,y,2 € E,VAEC, (z+ Ny, 2) = (1,2) + Ay, 2) et (x,y+ A\2) = (z,y) + Mz, 2)
(sesquilinéarité) ;
oV e E, (x,x) >0 (positive) ;
eV e E ((x,x) =0« z=0) (définie positive).

Un produit scalaire réel définit de maniére naturelle une norme sur l’espace vectoriel :

o]l = v/, ).

Définition 1.1.6. [15] (Espace de Hilbert)
On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et complet pour

la norme associée a ce produit scalaire.



Chapitre 1 1.1.Rappels sur les espaces fonctionnelles

Définition 1.1.7. [15] Soient H un espace de Hilbert et A un ensemble de H.
e On dit que A est dense dans H si A= H.

e On dit que H est séparable s’il posséde une suite de points qui est dense dans H.

Définition 1.1.8. [15]/ (Base hilbertienne)
Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base hilbertienne de H tout sous-ensemble

ni ou dénombrable {e,}, qui vérifie
fi q
(1) llenll =1 et (en,em) =0 sin #m,
(11) le sous-espace vectoriel engendré par {e,}, (par combinaisons linéaires finies) est

dense dans H.

Théoréme 1.1.1. [15/

Tout espace de Hilbert séparable admet au moins une base hilbertienne dénombrable.

Espaces des fonctions k-fois contintiment différentiables et de fonc-

tions intégrables

Définition 1.1.9. [6/(L’espace C*([a,b];R))
Soient k € N* et [a,b] un intervalle fermé de R (—oo < a < b < 4+00). L’espace C*([a,b]; R)
est défini par Uespace des fonctions k-fois contindment dérivables sur [a,b] & valeurs dans

R. C’est un espace de Banach quand on le munit de la norme

k

k
I llor sz = > NFP @) =D sup [f™)(@)].
n=0

n—0 z€[a,b]
En particulier, pour k = 0, C°([a,b];R) = C([a,b];R) est 'espace des fonctions continues
sur [a,b] muni de la norme

I flle(asm = sup [f(z)].

z€[a,b]
Définition 1.1.10. [}/ (L’espace L*(Q)) )
Soient Q un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesque dx et p € [1,+00|. L’espace LP()

est défini par :

LP(Q)) = {f : Q = R; f mesurable et /Q|f(x)|pdx < —1—00}.
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Pour tout f € LP(QY), on note

1 flloe = ( / |f(fc)|pdx>; |

Proposition 1.1.1. [/ (Inégalité de Hélder)
Soient Q un ouvert de RN et p,p’ € [1,+oo| deux exposants conjugués (i.e. % - z% =1).5i

feLP(Q) et ge LP(Q), alors fg € LY(Q) et

/Q F@e@)d < 1 fllzrllgl .

Théoréme 1.1.2. [12/(Convergence dominée de Lebesgue)
Soit Q0 un ouvert de RY. Soient p € [1,+00[ et (fn)nen une suite de fonctions de LP(Q)
convergeant presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose qu’il existe une

fonction g € LP(QY) telle que pour tout n € N,

|fu(z)] < g(x) p.p sur Q.

Alors f € LP(Q) et on a
Jm [l f = fllze@) = 0.
Théoréme 1.1.3. [12] (Réciproque du théoréme de convergence dominée)
Soit Q un ouvert de RY. Soient (f,)nen une suite de LP(2) et un fonction f € LP(S2)
telles que || f,, — fll, = 0. Alors il existe une sous suite (fn, )ken C (fn)nen €t une fonction
g € LP(Q) telles que :
1. fo.(x) = f(z) p.p. surQ;

2. Vk e N, |f,(z)] < g(z) p.p. sur Q.

Espaces des Sobolev

Définition 1.1.11. [15/ (Espace des fonctions test)
Soient Q0 un ouvert de RY, ¢ : Q — R une fonction.

e On appelle support de p l’ensemble

supp(p) = {z € Q: p(z) # 0}.
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e On dit que la fonction ¢ & support compact si il existe une partie compacte K de RY telle
que supp(p) C K.
e On appelle lespace des fonctions test et on note D(Q2) (ou C°(R2)) lespace des fonctions

de classe C*° a support compact dans 2.

Définition 1.1.12. [1/ (L’espace H'(Q))
Soit Q un ouvert de RYN. L’espace de Sobolev H*(Q)) est défini par :

ou
8:1:1-

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € {1,..., N}, € L*(Q)},

U
est la dérivée partielle faible de u au sens des distributions définie par :

(9@

ol

Jv € L*(Q) : /Qu(x)g;’ida: = —/Qv(:v)tp(x)dx, Vo € D(Q).

Proposition 1.1.2. (/1],[4]) L’espace H*(Y) muni du produit scalaire :

(U, v) 1) = /Q (u(z)v(x) + Vu(z)Vo(z)) dx

et de la norme 1o
lell iy = ( [ uta+ |Vu<x>12>das) ,

est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.1.13. [1] (L’espace Hj(Q2))
Soit Q un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H}(Q) est défini comme ’adhérence de D(L)
dans H'(Q). C’est-a-dire

H3 () = D)

On note

Hy () = {ue€ H'(Q) dans Q et u=0 sur 9Q}.

Proposition 1.1.3. [1]/ (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction de l’espace. Il existe une constante

C > 0 telle que pour toute fonction u € H} (),

/Q u(x)Pdz < C /Q \Vu(z)|*dz.
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Corollaire 1.1.1. [1/

Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction de ’espace. Alors la semi-norme

1/2
lllrz oy = ( / |Vu<x>|2da:)

est une norme sur H}(Q) équivalente a la norme usuelle induite par celle de H(S2).

Théoréme 1.1.4. [1/(Rellich)
Soit Q est un ouvert borné régulier de RY, alors de toute suite bornée de Hi(S)) on peut
extraire une sous-suite convergente dans L*(Q) (on dit que linjection canonique de H}(Q)
dans L*(2) est compacte) .
Théoréme 1.1.5. [5/(Rellich-Kondrachov pour H}(())
Soit Q C RN un ouvert borné de classe C'. Alors, les injections suivantes sont compactes
1. Si N <2, alors H}(Q2) < C(9).
2. Si N =2, alors H}(Q) — L*(Q), Vp € [1, +o0].
3. Si N > 2, alors HI(Q) — L7(Q), ¥p € [1, NQ—J_VQ[.

On particulier, on a toujours

H(Q) — L*(Q).

Théoréme 1.1.6. [5/

Soit Q C RN un ouvert borné de classe C'. Alors, on a les injections continues suivantes :

1 1 1
1. Si N > 2, alors H'(Q L¥(Q), ot — = = — — .
Si N > 2, alors H'(Q) — L* (), ou =5 W

2. 81t N =2, alors H'(Q) — L%(Q), Vq € [2, +o0].
3. Si N <2, alors H'(Q) — L*>(Q).

1.2 Quelque notions de convergence faible, de point cri-
tique et théorémes de continuité et dérivabilité sous

I'intégrale
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Définition 1.2.1. [12/(Convergence faible)
Soit (xn)nen une suite d’un espace de Hilbert H muni de prouit scalaire noté (.,.). On dit

que la suite (x,)nen converge faiblement vers x et on note x,, — x si

lim (z,,y) = (z,y), VYye€ H.

n——+oo
Proposition 1.2.1. [12] Soit (uy)nen une suite d’un espace de Hilbert H muni de norme
noté ||.|| qui converge faiblement vers x € H. Alors la suite (u,)nen est bornée dans H et on
a

|z]| < lim inf ||z,
n—oo

Extremum d’une fonction, suite minimisante et coercivité

Définition 1.2.2. [12] Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et soit a € I.
e On dit que f admet un maximum en a si, pour tout x € I, f(z) < f(a). On dit que f
admet un minimum en a si, pour tout v € I, f(x) > f(a).

e On parle aussi de mazximum ou de minimum global de la fonction, et on dit que f(a) est
le mazimum (resp. le minimum) de f sur I.

e On dit aussi que a est un extremum de [ si ¢’est un maximum ou un minimum.

Théoréme 1.2.1. [12] Soit I un intervalle owvert et f : I — R dérivable. Si f admet un

extremum local en a, alors f'(a) = 0.

Définition 1.2.3. [17] (Suite minimisante)
Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction. Une suite minimisante pour J

est une suite (uy,)nen telle que
J(un) — inf J quand n — oo.

Définition 1.2.4. [17] (Coerciveté)
Soient X un espace de Banach et J : X — R une fonction. On appelle que J est coercive
St

lim J(u) =400

[lull x —+o0
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Fonction définie par une intégrale et dérivation sous l'intégrale

Théoréme 1.2.2. [9/(Continuité d’une intégrale a paramétre)

Soit un sous-ensemble mesurable Q@ C RY, soit un intervalle I C R d’intérieur non vide et
soit une fonction f : Q x I — R. Si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est mesurable ;

2. pour presque partout x € €2, la fonction t — f(x,t) est continue sur I ;

3. il existe une fonction g : Q — R* Lebesque-intégrable telle que

‘%(x,t)‘ <g(x) pp.reQVtel.

Alors la fonction :
t— / f(z, t)dx
Q

est continue sur lintervalle I.

Théoréme 1.2.3. [9/(Dérivation sous l’intégrale)

Soit un sous-ensemble mesurable Q C RY, soit un intervalle I C R d’intérieur non vide et
soit une fonction f : Q x I — R. Si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout t € I, la fonction x — f(x,t) est Lebesque-intégrable ;

2. pour presque partout x € S, la fonction t — f(x,t) est dérivable de dérivée : z,t);

e
3. il existe une fonction g : Q@ — Rt Lebesque-intégrable telle que

‘88—{(@75)‘ <g(x) pp.rzeQVtel.

Alors la fonction :

t— / f(z, t)dx
Q

est dériwable sur I de dérivée :

d [ of
E/Qf(x,t)dx—/ga(x,t)dx.

Théoréme 1.2.4. [9] Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] & valeurs dans R.
Soient I un intervalle de R et u,v : I — [a,b] deuz fonctions de classe C'. Alors la fonction

G définie sur Uintervalle I par
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est de classe C' sur I et de dérivée :

G'(t) = o'(t)f(o(t) — ' () f (u(?))-

1.3 Elément de la théorie de point fixe

Définition 1.3.1. /6] (Point fize)
Soient X un espace de Bannch et T : X — X un opérateur. On appelle point fize de T tout
point x € X tel que Tx = .

Définition 1.3.2. [10/(Opérateur continu)

Soient X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur T : X — Y est appelé continu en
x € X, si pour toute suite (z,)nen C X qui converge par la norme vers x , (T'(xy))nen
converge par la norme vers T(z).

T est dit continu sur un ensemble A C X si T est continu en tout point x € A.

Définition 1.3.3. [10] (Opérateur complétement continu)
Soient X et'Y deux espaces de Banach. Un opérateur T : X — Y est appelé compact s’il
transforme tout ensemble borné de X dans un ensemble relativement compact de'Y . De plus,

on dit que T" est completement continu sur X s’il est continu et compact.

Définition 1.3.4. [6] Soient E = C([a, b];R) l’espace des fonctions continues sur [a, b] muni
de la norme ||.||s et A est un sous-ensemble de E.

e On dit que A est uniformément borné, s’il existe une constante C' > 0 telle que
If(@)lle < C, Va €[a,b],Vf € A.
e On dit que A est équicontinue, si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que
Yo,y €la,b] |z —yl <0 = [[f(2) = f(y)llec <& Vf €A

Théoréme 1.3.1. [16/(Ascoli-Arzela)
Soit A un sous-ensemble de lespace C([a,b],R). Alors, A est relativement compact si et

seulement si les fonctions de A sont uniformément bornées et équicontinues.

11



Chapitre 1 1.3.Elément de la théorie de point fixe

Définition 1.3.5. [12] (Ensemble convexe)

Soit X un espace de Banach. On dit qu’une partie K de X est convexe si :
Ve,ye K, VA€ [0,1], X+ (1-Nye K.

Définition 1.3.6. [6/ (Ensemble fermé)
Un ensemble C' est fermé si et seulement si la limite de toute suite convergente d’éléments

de C' appartient a C.

Théoréme 1.3.2. [13/ (Point fize de Brouwer )

Toute application continue d’une boule fermée de RN dans elle-méme admet un point fize.

Théoréme 1.3.3. [15] Soient F : RN — RN une application continue et B(0,7) la boule
fermée de RN centrée a l'origine et de rayonr > 0. Si (F(x),z) > 0 pour tout v € d(B(0,7)),
alors il existe o € B(0,7) tel que F(xo) = 0.

Preuve. Par absurde, on suppose que F(x) # 0 pour tout x € B(0,r). On considére l’ap-
plication suivante :
g:B(0,r) — B(0,r)
r
|F' ()]

Comme g est continue et B(0,r) est une boule fermée, on déduit facilement du théoréme du

r— —F(x)

point fize de Brouwer qu’il existe zo € B(0,7) tel que

r

0= 9(o0) = ~Flan)
ce qui nous conduit a |xo| = r. Puisque

(20, 70) = ——— (F (1), z0),

| F (o)

il vient

(F(x0),z0) = —r[F(z0)| <0,
ce qui est absurde. [ |

Définition 1.3.7. [10] (Cone)
Un sous-ensemble non vide P d’un espace de Banach E est dit cone sur E s’il est conveze,

fermé et vérifie les deux conditions suivantes :

12
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1) Pour tout x € P et A\ > 0, implique Az € P.

2) Pour tout x € P et —x € P implique x = 0.

Théoréme 1.3.4. [10/(Krasnoselskii)
Soient E un espace de Banach, P C E un cone de E, )y et Qo deux ensembles ouverts bornés
de E tels que 0 € Qy et Q; C Qy. Soit S : PN (Qy/Q) — P un opérateur complétement

continu tel que 'une des conditions suivantes soit satisfaite
(2) [|Sz|| < ||z|| pour tous x € PN Oy et ||Sx|| > ||x|| pour tous x € PN OS.

(73) ||Sz|| > ||z| pour tout x € PNOQy et ||Sx|| < ||z]| pour tout z € PN OQs.

Alors lopérateur S admet au moins un point fize dans PN (Qa/Q).

1.4 Rappel sur la fonction de Green
On considére les équations différentielles ordinaires :
(H) (py) +py =0,

(NH) (py') +py =1,

ou p € C*([a,b],R), p(t) # 0 pour tout t € [a,b], f € C([a,b],R) ainsi que les conditions

aux bords associées :

(aly(a) + agy'(a) =0
(CB)n

K51y(b) + Boy/(b) = 0,

(01y(a) + asy/(a) =
(CB)nh

kﬂly(b) + B2y (b) = 9,

ol a, (g, f1, B2,y et & sont des constantes telles que |aq| + |asl, |B1| + |52] # 0.
Définition 1.4.1. On appelle fonction de Green associée au probleme homogéne (H) —

(C'B)y, une fonction G : [a,b] X [a,b] — R vérifiant les propriétés suivantes :
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Chapitre 1 1.4.Rappel sur la fonction de Green

(a) G est continue sur [a,b] X |[a, b];
(b) G est symétrique : G(t,s) = G(s,t) pour tout (t,s) € [a,b] X [a,b];
: 0G :
(c) pour s € [a,b], la fonction t E(t, s) est continue pour tout t # s;
1
(d) lim,_, .+ aa—f(t, s) — limy - %—f(t, s) = o) pour tout s € [a, b];
(e) pour s € |a,b], la fonction partielle t — G(t,s) est une solution de l’équation (H) pour
tout t # s;
(f) pour s € [a,b], la fonction partielle t — G(t,s) vérifie les conditions (CB)p,.

Théoréme 1.4.1. (Ezistence et unicité de la fonction de Green)

Supposons que le probléme homogéne (H) — (CB);, n’adment pas de solution non triviale.
Alors, il existe une (et une seule) fonction G ne dépendant pas de f, et dite fonction de
Green, telle que, pour toute fonction f, la solution y du probleme non homogéne (NH) —

(CB)y, s’écrit de maniére unique sous la forme :

1
Vt € [a, b y(t) :/ G(t,s)f(s)ds.
0
Exemple 1.4.1. Considérons le probléme suivante :

—u"(t) =0, 0<t<l,
(1.1)
' (0) =u(l) =0.

Construisons la fonction de Green de (1.1). On a, tout solution de (1.1) est de la forme
u(t) = at+b. D’apreés les conditions auz bords associées, on obtient a = b = 0, ce qui montre
que (1.1) n’adment pas de solution non triviale.

On considére maintenant la fonction de Green comme suit :

Glt.s) = aj(s)t+bi(s), 0<t<s<1, 12)

as(s)t 4+ ba(s), 0<s<t <1

N
N

En utilisant les propriétés de la fonction de Green on obtient :
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Chapitre 1 1.5.Un principe de la méthode de Galerkin et la formule de Green

1. La fonction G est continue sur [0, 1] x [0, 1], alors

ai(s)s + b1(s) = az(s)s + ba(s). (1.3)
2. 1l résulte de
. 0G . 0G
tlirsqr E(ta S) - tlirsn* E(ta 8) =-1, Vse [07 1]
que
as(s) —ay(s) = —1. (1.4)

3. Comme G vérifie les conditions aux limites, il vient
ai(s) =0, as(s) = —ba(s). (1.5)

De (1.4) et (1.5), on a
ai(s) =0, as(s) =—1, by(s) = 1. (1.6)

En utilisant (1.2)-(1.3) et (1.6), on obtient

—_
|
\TF
(e
N
Va)
N
~
N
\.}—‘

1.5 Un principe de la méthode de Galerkin et la formule
de Green

La méthode de Galerkin est une méthode trés générale. Ici, on essaie d’expliquer le prin-
cipe de cette méthode pour résoudre certains problémes de type (1). Si on veut trouver une
solution du probléme (1) dans l'espace Hj(S2), il s’agit d’abord de construire une approxi-
mation de problémes liée a une suite croissante de sous-espaces de dimension finie de Hj ().
Ensuite, on essaie de résoudre le probléeme approché qui est en général plus facile que de
résoudre directement en dimension infinie. Enfin, on passe a la limite quand la dimension

des espaces d’approximation tend vers 'infini pour trouver une solution du probléme (1).

15



Chapitre 1 1.5.Un principe de la méthode de Galerkin et la formule de Green

Définition 1.5.1. [1/] Soit Q un ouvert de RY. Pour toute fonction scalaire u € C1(2,R)
et tout champ de vecteurs F = (I, ..., F,) € C*(Q,R") on définit
1. Gradient de u est l'application défini par

Vi) = (o). 5—())

2. Divergence de F' est la fouction définie par

div F(x Z (9x

3. Laplacien de u est la fonction définie par
nooo2
Au(z) = div(Vu) = Ou
Théoréme 1.5.1. [1/] (Formule de Green)

Soit 2 C RN un ouvert borné de classe C. Soient u une fonction de C*(Q) et v une fonction

de CY(Q). Alors

/Au(x)v(a:)da: = —/ Vu(z).Vo(z)dx + %(x)v(x)ds
Q Q a0 On
. ov , ou o
ot Vu = (z—)1<i<n est le vecteur gradient de u et — = Vu.n est la dérivée normale de u

or;

sur 02 avec n est la normale extérieure a O0f).

on
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Chapitre 2

Existence de solutions pour certains problémes

elliptiques non locaux de type Kirchhoff

On s’intéresse a I’étude de 'existence de solutions pour la classe de problémes elliptiques
non locaux de type Kirchhoff suivante :

—M(||lul|*)Au = |ulP~ u + Af(z) dans €2, 21)

u=>0 sur 02,

o 2 est un ouvert borné de R¥(N > 2) a frontiere réguliere 99, p €]0, 1{U]1, FE2[, A €
R, lull® = [, |Vuldz et f: Q — R, M : Rt — R sont deux fonctions données. Par
convention, [0]7~10 = 0 si p €]0, 1[. Deux résultats d’existence de solutions pour telle classe
sont donnés sous certaines hypotheéses relatives a M, f, p et A en utilisant deux différentes
méthodes de résolution, ce sont la méthode de Galerkin et la théorie de point critique.
Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie la premiére équation de (2.1) par
une fonction test réguliére ¢ et on intégre par parties. Ce calcul est principalement formel

au sens oul I’on suppose 'existence et la régularité de la solution u afin que tous les calculs

effectués soient licites. A I'aide de la formule de Green (voir le Théoréme 1.5.1) , on trouve
/ (|uffu+ Af(z) pde = —M(||ul®) / Au.pdx
Q
= M(||ul|*) /Vu V(pd:z—/ gods (2.2)
o0 0

Comme u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet, u = 0 sur 052, on choisit un
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Chapitre 11 2.1.Resultat d’existence de solutions par la méthode de Galerkin

espace de Hilbert V tel que toute fonction ¢ € V vérifie aussi ¢ = 0 sur 0¢2. Dans ce cas,

I'égalité (2.2) devient

/Q(]u|p_1u+)\f($))goda: = M(HU,HQ)/QVU.VSOd:E. (2.3)

Pour que le terme de gauche de (2.3) ait un sens il suffit que ¢, f € L*(Q), |u|P" up € L'(Q)
et pour que le terme de droite de (2.3) ait aussi un sens il suffit que Vu et Vi appartienne
a (L*(Q))N. Par conséquent, un choix raisonnable pour 'espace de Hilbert est V = H}(Q2)
(a l'aide des théorémes 1.1.5 et 1.1.6). En conclusion, la formulation variationnelle proposée
pour (2.1) est

;

trouver u € Hy(€2) tel que :
M(|[ul?) / Vu.Vids — / (" + M (2)) g d, (2.4)
Q Q

Vi € Hy ().

2.1 Resultat d’existence de solutions par la méthode de
Galerkin

Théoréme 2.1.1.
Soient f € L*(Q), f # 0 et M : RT™ — R une fonction continue telle que pour une certaine

constante mg > 0,
M(s) > mgy, Vs>0. (2.5)

Alors,
(i) si 0 < p <1, le probleme (2.4) admet une solution non triviale pour tout A > 0,
N+2

(ii) si1 < p < 375, il existe \g > 0 tel que le probleme (2.4) admet une solution non triviale

pour 0 < A < Ag.

Preuve.
Soit (ex)ren+ une base hilbertienne de H} (). Pour n € N* soit V,, =< ey, ..., e, > lespace

vectoriel de dimension finie n engendré par {ey, ...,e,}. Les espaces (V,,, ||.||) et (R™,|.|) sont
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Chapitre 11 2.1.Resultat d’existence de solutions par la méthode de Galerkin

isométriques dont tout élément § = (&1, ...,&,) € R" peut étre identifié a v =Y., &e; et

|v|| = |&|. Alors, on écrit

R"3 (&0 &) =8 =v= i&'@i € Hy().
i=1
Considérons application F : R™ — R"™ définie par
F(u,) = (Fi(up), ..., Fn(uy))
avec U, = Z?:l &e; et pour toutk=1,...,n :

Fi(un) = M(||un|?) /Q Vu,.Veydr — /Q(|un|p_1un + M (z))erdz

= unll? ; .6;).Vepdr — unlP Y, + AN (2))erde
(] ||>/Qv<;§ Veuds = [ (ualu, + Af@)er
:M(||un||2)/Q(Z&-Vei).Vekdx—/Q(|un|p_1un—|—/\f(:v))ekdx

= M(||un\|2)Z(§i/QVe,-.Vekdx) — /Q(|un|p1un + M (z))erdz

= M([lun|*)&kllexl* — /Q(\Un|p1un + Af(x))erdx
= M(||un|/*)& — /Q |t [P up e da — )\/Qf(x)ekdx.

Montrons que Fy, est continue. Soit (ul)jen une suite convergente vers une limite u,, dans

(Vi I-1]) et on note

lim w! = u, dans (V,].]). (2.6)
J—+00
Il existe £ = (€1,...,€0), € = (&, ...,&) € R" pour tout j € N tels que & = ul, € = u, et
lim & =¢ dans (R, ].]). (2.7)

Jj—+oo

On écrit,

Fu(ul) = Ml |2)él - / [P ey — A / f(@)erde.
Q Q

On utilise (2.6)-(2.7), la continuité de M et le théoreme de convergence dominée, il vient

lim Fk(ujl) = M(||un\|2)§k — / \un\p’lunekdx — )\/ f(z)erdz.
Q Q

Jj—+o00o
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Chapitre 11 2.1.Resultat d’existence de solutions par la méthode de Galerkin

D’ow, limj_, 4 oo Fi(u) = Fi(uy,) dans (R, |.|) pour tout k =1,...,n et F est continue. D’autre

part, on a

(F(un), un) = Z Fr(un)8k

k=1

M (|[un®) D &7 —/ [ (me) dx
k=1 Q k=1
) /Q Fz) (; fkek> dz

= M ([[wnl*)l[nl | —/Qlunl”“dﬂf—k/gf(:ﬂ)undx-

En appliquant les inégalités de Holder et de Poincar et le Théoreme 1.1.5, on obtient pour

certaines constantes ¢y et co,
[tk < e, (2.
Q
oy F@)uada] < 1 lallunlle < callfalluall (2.9
En utilisant (2.5) et (2.8)-(2.9), il vient

(F(un), ) > mollun]|* — e flun|[P* = Aea| £l

= (mollunl — callunl[” = Aca|l fl2) [unl|
Sip €]0,1] et A > 0, on obtient pour ||u,| suffisamment grand,
mol|unll = Acall fll2 > collunl”

et si p €)1, N[ et ||lu,|| suffisamment petit (||lu,| €]0, (T—f)v%l[), il existe \g > 0 tel que

pour tout A €]0, Xol, on a

mol[un|| — erl|unll? > Acal| f][2-

Alors, on en déduit qu’il existe r > 0 tel que
(F(up),un) >0 sil|uyl =7
D’apres le Théoréme 1.3.3, il existe u, € V,, avec ||u,|| < r tel que :

F(u,) =0
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Chapitre 11 2.1.Resultat d’existence de solutions par la méthode de Galerkin

qut peut s’écrire comme suit
M(||un|\2)/QVun.Vede; - /Q(|un|p1un FAf(2))erdz, k=1,..n. (2.10)
Ainsi, pour k € N* fizé, on trouve
M(Hun||2)/QVun.Vekd:x = /Q(|un]p_1un + Af(x))exdz, Vn > k. (2.11)

Comme la suite (uy,)nens est bornée dans H (), on en déduit, d’aprés le Théoreme 1.1.5,

qu’il existe une sous-suite (Un,)jen C (Un)nen+, une fonction u € Hy(Q) et v € Ry tels que

U, = u faiblement dans Hg(Q) quand j — +oo, (2.12)
Un; — u fortement dans L*(Q2) quand j — 400, Vq € [1, N3 [, (2.13)
|tn, || =~ dans R quand j — +oo. (2.14)
En utilisant (2.1]) et la continuté de M, on obtient
i Ml ) = MOl I2) = M) (2.15)

En outre, si k € N* est fizé, il résulte de (2.12)-(2.13) et du théoréme de convergence

dominée et sa réciproque, pour une suite extraite encore notée nj, que

lim /|unj]p1unjekdx:/\u]p1uekdx, (2.16)
I+ Jo Q
lim Vunj.Vekdx:/Vu.Vekdx. (2.17)
J—+0o0 Q e}

Combinant (2.11) et (2.15)-(2.17), on trouve
M(~?) / Vu.Vepdr — /(Iulp_lu + M (z))epdr =0, Vk € N*,
0 Q

Comme le sous-espace vectoriel engendré par (ex)ren+ (par combinaisons linéaires finies) est

dense dans H}(Q), il vient

M(72)/9Vu.Vg0dx - /Q(|u|p_1u + Af(2))pdr =0, Ve Hy(Q). (2.18)

Pour ¢ =u € HL(Q), on obtient

M () Jull* - /Q(IUV’+1 +Af(w)u)dr = 0. (2.19)
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D’autre part, on utilise (2.10) et le fait que (ex)i<k<n, est une base de V,,., on obtient

M(Jlum, |12 / Vi, Vdr — /(|unj|p1unj CAf@)pdr =0, VeV,
Q Q

ce qui nous conduit, pour ¢ = u,; € Vy,, a

Mt ) = [ (7 + A, o =0,

En faisant tendre j vers +00, on obtient

M) — / (ulP** + Af(z)u)dz = 0. (2.20)

On déduit alors de (2.19) et (2.20) que

M) |l = M(v*)y*
et comme M(~?*) > 0, il vient
[ull = 7.

On insére v = ||u|| dans (2.18) pour voir que u est une solution non triviale de (2.4) puisque

Af # 0 p.p. dans SQ. |

2.2 Resultat d’existence de solutions en utilisant la théo-
rie de point critique

Théoréme 2.2.1.

On suppose que les hypothéses du Théoreme 2.1.1 sont satisfaites, M est croissante, f change
de signe sur 2 et X\ > 0. Alors, pour tout p €)0,1], le probléeme (2.1) admet une solution
non triviale a énergie négative.

Preuve.

Pour prouver lezistence d’une solution du probléeme (2.4), on cherche un point critique de

la fonctionnelle d’énergie suivante :
J:H;(Q) =R

u— J(u) =

N —

W) = = [ e = [ fajuds
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Chapitre IT 2.2.Resultat d’existence de solutions en utilisant la théorie de point critique

ot
t
M(t) = / M (s)ds.
0
En appliquant les inégalités de Hélder et de Poincaré et le Théoréme 1.1.5, on obtient pour

certaines constantes ¢y et cg,

/ lu|Prde < cq|jul/PTY, (2.21)
Q
| [ s@yuda] < 17lellulla < el el (2.22)
En utilisant (2.5) et (2.21)-(2.22), il vient
1 c
T(u) = gmollull* = Sl = Xl (2.23)

Comme p € (0,1), la fonctionnelle J est coercive au sens suivant :
lim J(u) = 4o0. (2.24)
Soient a = inf,c (g J(v) et (uj)jen C Hy(Q) une suite minimisante qui satisfait :

jginoo J(u;) = a. (2.25)

Il résulte de (2.23) et de

C2
2l = oAl flallul } = 4o

1
lim {§m0||u||2 -

l[ul| =00

que o # —oo. En outre, la suite (u;)jen est bornée dans H} (). En effet, on suppose par

Uabsurde que (u;)jen n'est pas bornée, donc,

lim |[u;| = +o0. (2.26)

Jj—+oo
En utilisant (2.23) et (2.26), il vient
lim J(u;) = 2.27
Jlim J(u;) = +oo, (2.27)
ce qui contredit (2.25). Alors, d’aprés le Théoréme 1.1.5, il existe une sous-suite (u;, )gen C

(u;)jen et une fonction u € Hg(Q) telles que

uj, —u faiblement dans Hy(Q)) quand k — +o0, (2.28)
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2N
N -2

La fonction M étant strictement positive, M est croissante. Donc, comme

u;, — u  fortement dans LY(Q) Vq € [1, [ quand k — +o0. (2.29)

o
lull < tim_inf s, |,

on obtient

BI(lP) < B(( lim_int [y, )?) (2:30)

Par ailleurs, comme M est continue et ||uj, || > 0, on a bien
~ . . A 2y _ ~ . . C12) — . . ~ 12
NE(( lim_ i [, [)?) = 31 lim_inf ) = B in 31, [2). (231
Combinant (2.50) et (2.51), il vient
(JJul?) < lim inf M(||u;, [|?). :
NIl < im_inf 81y ) (232)

De plus, il résulte de (2.28)-(2.29) que

: 1 1
kgrfoo{m/Q|ujk|p+1dm+)\/gf(x)ujkda:} :m/§2|u|p+ldx+)\/gf(a:)udx. (2.33)

On déduit alors de (2.32) et (2.33) que l'on a

J(u) < lim inf J(u,,),

k—4o00

ce qui nous conduit a

a < J(u) < lim inf J(u;) = a.

k—+o00
D’ou,
Ju)=a= inf J(v),

vEHL(Q)
ce qui montre que J atteint son infinimum en u. Pour montrer que u est solution de la

formulation variationnelle (2./), on définit la fonction suivante :

j:R—R

tis j(t) = J(u + £€)
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ou & € Hy(Q). D’apres le théoreme de dérivation sous l'intégrale, j est dérivable sur R et

sa dérivée est
§'(t) :M(||u—|—t§]|2)/V(u+t§)-V§d9§—/ lu + &P~ (u + t€)éda
0 Q
- dr VteR
/Q f(x)eds VteR,

et comme

J(0) = J(u) = vegllf(sz) Jw) < J(u+t€) =j(t) VteR,

le point 0 est un point de minimum pour 5. D’ou

7'(0) = M(||u||2)/QVu -Védr — /Q lu|P~ uédr — )\/Qf(x)fdx =0 Vée Hi(Q).

Donc v € H}(Q) est une solution du probleme (2.4) et puisque f change de signe sur 2, u
est une solution non triviale.

Finalement, la solution u est d’énergie négative. En effet, on considére
T={reQ:flx)>0}, Q ={zeQ: f(z) <0}
Soient ¢ € H3(Q), 0# ¢ >0, supp(p) C QT et t €]0,1]. On a
1
It9) = 5P = [ poP*iaa
—A f(x)tedr — A f(z)tedz. (2.34)
o+ Q-
Comme supp(p) C QF et ¢ >0, on obtient
f(@)tedr =0 (2.35)

et
f(w)tgodx > 0. (2.36)

Combinant (2.54), (2.35) et (2.36), zl vient

tr +1
M(ltel) = = [ ol ide.

Puisque M est croissante, on a pour tout t €]0, 1[,

J(tp) <

l\DIH

M(s) < M([tl*) < M(llel*) Vs €]0, |ltell”[,
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ce qui nous conduit a
M(|ltell?) < M ([l lItell®.
D’ou,
o) < MU — 2 [ ot
2 p+1Jjq

Alors pour t suffisamment petit, on a bien J(te) < 0 dés que p € (0,1). Donc
J(w)= inf J(w) < inf J(tp) <0,
(u) . (v) < jinf J(tp)

ce qui acheve la preuve du théoréme. [ |
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Chapitre 3

Existence d'une solution positive pour un

probléeme elliptique non local de type Carrier

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de I'existence d’une solution positive pour un
probléme elliptique non local de type Carrier en dimension un en utilisant le théoréme du

point fixe de Krasnoselskii. En outre, nous donnons deux exemples pour illustrer le résultat.

3.1 Existence d’une solution positive pour un probléme
elliptique non local de type Carrier en dimension un

On étudie l'existence d’une solution positive du probléme :

—a (fy Jultdt) w'(t) = h(t) f(u(t) t €0, 1],
uw'(0) =wu(l) =0,

(3.1)

ot q € [1,400[, a : [0,400[—=]0,400[, f : [0, +00[— [0, +00[ sont deux fonctions continues

et croissantes,

heC(0,1,R), 0<hy= inf h(t) < he = sup h(t) (3.2)

t€[0,1] t€[0,1]

et pour un certain b €0, 1[:

lim inf (= b)) 1

t—ot  ta(t?) ” hob(1 —b/2)’ (3:3)
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: f(@) 1
1 —
P (1 — 0)t0) e

(3.4)

Théoréme 3.1.1.

Sous les hypotheses ci-dessus sur q, a, h et f, le probleme (3.1) admet une solution positive.

Preuve.
On veut appliquer le théoreme du point fize de Krasnoselskii (voir le Théoréme 1.5.4) pour

prouver [’existence d’une solution positive au probléme (3.1). Soit

—_
|
=+
(@)
N
»
VAN
~
VAN
\t—‘

(3.5)

ot g : [0,1] — R est une fonction continue (voir I’Exemple 1./.1 ). Notons que ['unique

solution du probléme (3.5) est donnée par (voir le Théoréeme 1.4.1) :

1
vee[0,1]: ult) = / G(t, 5)g(s)ds.
0
Done, siu e C([0,1]) est une solution de (3.1), alors u est aussi solution de

hs)f(uls)

vt e[0,1]: u(t) = /01 G(t, S)a (fl |u|th>

(3.6)

en remplacant g par la fonction
M) (uls)
a <f0 |u\‘1dt>

Réciproquement, si u est une solution de (3.6), on a bien u € C*([0,1],R) et

o [ e BO)
we 0] W) /0 ; <f01|u|th>d, )= (Fupa]

Comme u'(0) = u(1) = 0, la fonction u est une solution de (3.1). On considére

S C([0,1]) = C([0,1]), o — Sy
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ol

f(e(s))
1
a ( fo |g0|th>
qui est une application bien définie d’apres le théoreme de continuité des intégrales a para-

metres (voir le Théoréme 1.2.2) puisque G € C([0,1] x [0,1],R), ¢ € C([0,1],R) et f, h sont

Vte [0,1]: Se(t) = /1 G(t,s)h(s) ds, (3.7)

des fonctions continues de sorte que la fonction

f(e(s))
t»—>/ (t,s)h(s (fo |¢\th> —————ds

appartient a C([0,1],R) pour toute fonction p € C([0,1],R). On va chercher un point fize
positif de 'application S en appliquant le théoréeme du point fixe de Krasnoselskii. Notons
que C([0,1],R) muni de la norme uniforme ||.|| est un espace de Banach. Le reste de la
preuve se fait en trois étapes successives.

Etape 1 : S: Et — E* est continue et compacte o
Tt ={peE; o(t) =0 pour tout t € [0,1]}.

e S est continue. Soient (¢;)jen C ET une suite et ¢ € E* telles que

li i — 0|l = 0. 3.8
Jlim flo; — o (3.8)
Cect nous conduit
Vte[0,1]:  lm |@;j(t) —e(t)] =0 (3.9)
Jj—+oo

et pour une certaine constante p > 0 :

VieN, Vte[0,1]: ¢;(t), p(t) €0, p]. (3.10)
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On a

1Sp;(t) — Se(t)] = ‘/01 G(t, s)h(s)mds — /01 G(t,S)h(S)%dsl

fol |90j’th>
1 ) )
) {a <fo1 |90j|th> K (fol leth> }/0 Gt s)h(s)f(ip(s))ds
) m /01 G(t. 8)h(s)|f(p5(s)) = f(p(s))lds
1

1 1
) ‘a (fol |%”th> L <fo1 ’@!q(it) ‘/0 Gl s)h(s)f(els)ds: (3.11)

Comme 0 < G <1, on obtient
11 (2s) = FDllse 7)1
a <fo1 |90j|th> /0 o)
1 1 1
' ‘a <fo1 |30j|th) . a (fol |90|th> ‘ /0 Ms)f () ds. (3.12)

1S0; — Splle <

De (3.8), (5.10), la continuité uniforme de f sur [0, p] et la continuité de a, il vient
i 12D = I
J—r+0o0 a (f() |<Pj|th>

D’autre part, en utilisant (3.9)- (5.10) et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

= 0. (3.13)

(voir le Théoréeme 1.1.3), on obtient

1 1
lim 17 dt = o
Jim [Cgtrae= [ 1ol

jli){rnooa</ol |g0j|th> = a(/ol \go]th) (3.14)

puisque a est continue. Combinant (3.13) et (3.14), on déduit de (3.12) que

ce qui nous conduit a

lim_[[Sip; — S0 = 0. (3.15)
J—+o00
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D’ow la continuité de S : ET — ET.

e S:ET — E* est compacte. Soit A C ET un ensemble borné. On pose
B ={Sy¢; p € A}.
Remarquons que
Vo € A, Vi, ty € 10,1] :

1Si(t) — Sip(ts)] < / Glt1, ) — Glta, 9)|h(s)—L 2D g

a (fol |<,0|th>

En utilisant (3.16), la continuité uniforme de G sur [0, 1] x [0, 1], la continuité des fonctions

(3.16)

h, f,a et le fait que A est borné de (E,||.||), on déduit que B est équicontinue de E en
tout t € [0,1]. D’autre part, comme A est borné dans (E,|.||«) €t h, f,a sont continues,

[’ensemble

B(t) = {S¢(t); ¢ € A}
est borné dans (R, |.|) pour tout t € [0,1], alors, B(t) est relativement compact. D’aprés le
théoréme Ascoli-Arzela (voir le Théoréeme 1.3.1), on déduit que l’ensemble B est relativement

compact. Donc, S : ET — E*1 est compacte.

Etape 2 :0n pose

P = {(,0 €EE; >0 et min p(t) > (1 — b)||g0Hoo}
te(0,b]

et on montre que P est un cone de E et S(P) C P.
e P un sous-ensemble convexe non vide de E. Il est clair P C E et P # () puisque 0 € P.
De plus, si o € [0,1] et p, v € E telles que @, > 0 et

] > — ] > —
tgég]w(t)/(l D)[|©ll oo, tgég]¢(t)/(1 D9l so

ona(l—a)p+ap >0 et

(1= = a)p+ apllec < (1= H){(1 = )¢l + alldllec}
< (1= 9)flgllee + al[tlloo
< min ((1 = a)p + ap)(t),

te[0,b]
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ce qui montre bien que P est convexe.

o P est un fermé de E. Soit (p;);en C P une suite admettant une limite ¢ € E. Donc,

VieN: ¢ >0, (3.17)
GEN: (1=l < min i) < g,() Vo€ 00 (3.15)
li . = 1
i flegllec = lelloc; (3.19)
Vvt e [0,1]:  lim |p;(t) — p(t)| = 0. (3.20)

J—+too

En passant a la limite dans (3.17) et (3.18) et utilisant (3.19) et (3.20), on trouve
20, (1-0)lpllec <(s) Vs el0,0],

ce qui nous conduit a

© >0, (I1-b)]elle < min ¢(s).
s€[0,b]

Donc, o € P et P est un fermé de E.
e S5i A >0 est un nombre réel et ¢ € P, on a Ap > 0 et

(1 =0)[[Apllc = (1 = b)Allplloc < A min o(t) = min (Ap)(t),

t€[0,0] t€[0,b]
d’ou A\p € P.
o [l est clair que st p € Py, —p € P ona v >0, —p <0. Dou, ¢ = 0.
e Montrons que S(P) C P. Soit ¢ € P. Comme G > 0 et h, f,a > 0, il vient Sp > 0. De

plus, st on pose

h(s)f(e(s))

(o)
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on trouve

nin Se(t) = Jnin, </Ot(1 —t)g(s)ds + /tl(l - s)g(S)dS)
> min (/Ot(l —b)g(s)ds + [(1 - S)Q(S)dS)
> (1-0) Jnin, (/Otg(S)dS + /tl(l - 8)9(8)d8>

> -0 min ([a-sais+ [ )
—(1-0) /01(1 _ $)g(s)ds

== mas ([ 1= oas+ [ 1= olsas)
> -0 mar ([ 0- 0gtepas + / =)t )

t€[0,1]

(1-10) max/ G(t,s)g = (1 =0)[[5¢|s0>

te[0,1]

ce qui montre bien que

min So(t) 2> (1 = 0)|[5¢ |-

t[0,b]
D’ou, Sp € P.
Etape 3 : Montrons que la condition (i) de le Théoréme 1.3./ est satisfaite.

On a
hS) e(s)

( )
/ G(0 a(f \th) ————ds

M) (95)
/0 G(0,5) (fo |¢|th>d
h(s)f(e(s))

a (fol |g0|th)

est non négative sur [0,1] et [0,0] C [0,1]. Comme

puisque la fonction

s+— G(0, s)

Vipe P Vs €[0,0]: p(s) = (1 =0)l[¢llo
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et f,a sont des fonctions croissantes, on obtient

FA=D)elle) [*
Se(0) > 215 /0 G(0, s)h(s)ds

F0 - B)ele), [

Z el h°/o G0, 5)ds

OBl

=) e = b/2) (3.21)

D’autre part, d’apres (3.3), il existe une constante Ry > 0 telle que

FO-Dllgl) 1

[€lloe < By = > : (3.22)
lellcalllellde) ~ hob(1 —b/2)
Combinant (3.21) et (3.22), il vient
[ello < By = [[S¢llec = 5¢(0) = [l¢]lo-
Donc, si on pose
U ={v e E; |ollo < Ru},
on trouve
15¢llec = [l¢lloe Vip € PN O (3.23)

Par ailleurs, si p € P et s € [0,b], on a

[e(s)|" = (1= b)lll%,

ce qui nous conduit a
b
[ lete)rds = b1 - vyl
0

Comme a est croissante, on en déduit que

b
o [ leps) = a1 - byelL)
0
En outre, il résulte de (3.4) qu’il existe une constante Ry > Ry telle que

FUlello) 1

[¢llec = Ry =
lplloo @ (b(1 = b)]|pl[%)

_ 1
hoo
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Par conséquent, si ||¢||l > Ra, on obtient

/ ot omie) L)
a( fy |¢yqu)
fo |g0|qu /
hoo f(lPll0)
~ a(b(1 - b)7|pl|%

en utilisant (3.2) et la croissance de la fonction f. Alors, si on pose

< [l
)

D ={p e b; ||l < Ra}
on obtient
15¢]leo < [l¢lloe Vo € PN OSY,. (3.24)

On déduit de (3.23) et (3.24) que la condition (i) de Théoréme 1.5.] est satisfaite. On
conclut que Uapplication S admet un point fize u dans P N (Q\Qy) qui est une solution

positive du probléeme (3.1) telle que

Vi e [0,1] - u(t)zm / G(t, s)h(s) F(u(s))ds.

]
Exemple 3.1.1.
Soient b €]0,1[, ¢ €]1,400[ et h: [0,1] — R une fonction satisfaisant (3.2). Considérons
2tet
Vt € [0 cf(t) = t) = €.
Les fonctions f, a sont continues et croissantes sur [0, 4o00] et
f(A=0b)t) _ 2
t : 2
A E]Ou +OO[ ta(tq) hO (1 _ b/2) (1=b)t+ta”’ (3 5)
t 2
0 _ (3.26)

ta(b(1 — b)at7) — hob(1 — b)(1 — b/2)e-t+b(1-b)at”’
Il résulte de (3.25)-(5.26) que

L F(a=b) 2 N 1
ot ta(tt)  hob(1—0/2) ~ hob(1 — b/2)’
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lim /(1) = lim 2
t—+oo ta(b(l — b)9t?)  t—+oo hob(1 — b)(1 — b/2)etq(b(1—b)q—t1*q)

=0< !
= o
Donc, les fonction f,a et h satisfont aux hypothéses du Théoréme 3.1.1 et le probléme

2u(t)e ™

(e M = bt S ey

t €]0,1],

a une solution positive u € C*([0,1],R) telle que

2
~ hob(1—b)(1 —b/2)

1
vVt e [0,1] 0 w(t) e b Iulqu/ G(t, s)h(s)u(s)e"®ds,
0

ou G est la fonction de Green du probleme (5.5).

Exemple 3.1.2.
Soient h : [0,1] — R une fonction satisfaisant (3.2), b €]0,1] et q € [1,4+o00[. Considérons

2tIn(t + 2)

= bl b1 by A0 =+ D2,

Yt € [0,+oof: f(t)

On a
@ =bt) 21— byt +2)
Ve ool T T T R = bt T D2
f(t) B 2In(t + 2)
ta(b(1 — b)at?)  hob(1 —b)(1 —b/2)(b/2(1 —b)t +1)In2’
D’ou,

L F(a=b) 2 N 1
ot ta(t)  hob(1—0/2) ~ hob(1 — b/2)’

. f(t) _
A e =y~

1
Comme f : [0, 4o00[— [0,400], a : [0, +00[—]0, +00[ sont des fonctions continues et crois-
santes, le probléme

2u(t) In(u(t) + 2)

—w" () (Jull, + 1) In2 = h<t)h0b(1 ) (1—0/2)

t €]0,1],

admet une solution positive u € C*([0,1]; R).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons vu trois méthodes pour résoudre certains problémes ellip-
tiques non locaux pour des équations aux dérivées partielles et une équation différentielle or-
dinaire qu’ils apparaissent naturellement dans plusieurs phénomeénes de sciences appliquées.

Ces méthodes sont la méthode de Galerkin, la théorie de point critique et le théoréme du

point fixe de Krasnoselskii.
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Résumé

Ce mémoire a pour but d’étudier 'existence de solutions de quelques classes de pro-
blemes elliptiques non locaux engendrés par des équations aux dérivées partielles et une
équation différentielle ordinaire en utilisant la méthode de Galerkin, la théorie de point
critique et le théoreme du point fixe de Krasnoselskii.

Mots Clés : Problemes elliptiques non locaux, Méthode de Galerkin, Point critique,

Théoreme du point fixe de Krasnoselskii, Existence.

Abstract

The aim of this work is to study the existence of solutions for some classes of nonlo-
cal elliptic problems related to partial differential equations and an ordinary differential
equation using the Galerkin method, the critical point theory and the Krasnoselskii’s fixed
point theorem.

Key Words: Nonlocal elliptic equations, Galerkin method, Critical point, Krasnoselskii’s

fixed point, Existence.
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