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Notations générales

H1, H1
0 , H

2 Espaces de Sbolev,

B(X) Espace des opérateures linéaires bornés de X dans X,

X ′ Espace dual de X,

〈, 〉, (, ) Produit scalaire dans la dualité X ′, X,

∂ L’opérateur de différentiation partielle,

D(A) Domaine de l’opérateure A,

ρ(A) Ensemble résolvant de l’opérateur A,

σ(A) Spectre de l’opérateur A,

lim|β|→∞‖(iβI −A)−1‖ = inf |β|

(
supk≥|β| ‖(ikI −A)−1‖

)
,

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

Dérivée partielle par rapport au multi-indice α,

C0(Ω) Fonctions continues à support compact dans Ω,

A∗ L’adjoint d’un opérateur A,

R(., T ) Application résolvante de T.
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Introduction générale

Durant les trois dernières décennies, une intense importante a été donnée aux

stabilités des systèmes des EDP modélisant des phénomènes physiques, chimiques

ou biologiques.

Dans ce mémoire on va donner une démonstration rigoureuse du théorème

( Gearhat 1978, Prüss 1984, Greiner 1985) qui lie la stabilité d’un système à l’é-

tude de l’ensemble rèsoulvant du générateur infinitésimal d’un semi-groupe fote-

ment continu T (t), t ≥ 0, puis on applique le thérème de Hauang sur l’étude de

la stabilité d’un systéme en vesco-élasticité linéaire.

Notons qu’à une solution non triviale d’un système en EDP, il s’associé

une énergie non nulle, si cette énergie est dissipative ( la dérivée par rapport au

temps est négative), le système va maintenir le repos après un certain période du

temps, on dit, alors que le système est stable.

Ce mémoire se divise en trois chapitres constituées de :

Le premier chapitre est consacré aux définitions, et théorèmes importants le-

quels nous avons besoin dans notre étude, tels que quelques inégalités utiles, la

théorie des semi-groupes, les’epaces des Sobolev, la théorie de Hille-Yosida, les opé-

rateur maximaux monotones.
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Dans le second chapitre nous présentons quelques théorèmes du stapilité exponen-

tielle d’un semi-groupe fortement continu, avec la preuve de théorème ( Gearhat

1978, Prüss 1984, Greiner 1985).

Un problème de type Temoshenko était l’objet du troisième chapitre, l’existence

et l’unicité ont prouvé en utilisant le thérème de Hille-Yosida, la stabilité exp-

onentielle de la solution est était démontré.
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Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théorèmes fondamentales,

les espaces de Sobolev et le théorème de Lax-Milgram et le théorème de Hille-Yosida

que nous utiliserons dans les chapitres 2 et 3.

Commençons par rappeler quelques résultats généraux.

Théorème 1.0.1 (Plancherel)[5] Soient H un espace de Hilbert et f ∈ L2(R, H) ,

alors

‖F (f)‖2 =
√

2π‖f‖2,

i.e, 1/
√

2π F est une isométrie, où F est le transformé de Fourier.

Théorème 1.0.2 (Cauchy)Soient D ⊆ C un domaine, f : D → C une fonc-

tion holomorphe et C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D.

Alors ∫
C
f(z)dz = 0.

1.1 Quelques inégalités utiles
Les inégalités suivantes sont d’une grande importance
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Inégalité de Young

Soient p et q deux réels conjugués :
1

p
+

1

q
= 1.

Alors

∀(a, b) ∈ R2
+, ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

En partieulier si u, v ∈ L2(Ω), alors

∫
Ω

|uv| ≤ ε

∫
Ω

|u|2 +
1

4ε

∫
Ω

|v|2, ∀ε > 0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (., .), alors,

∣∣∣(u, v)
∣∣∣ ≤ (u, u)

1
2 (v, v)

1
2 , ∀u, v ∈ H.

1.2 Quelques propriétés spectrales
Définition 1.2.1 [1] Soit T un opérateur défini sur H, l’ensemble résolvant ρ(T ) est

l’ensemble des λ ∈ C tel que λI − T inversible.

Définition 1.2.2 [1] Soit T un opérateur défini sur H, le spectre σ(T ) est le complé-

ment de l’ensemble résolvant, i.e.

σ(T ) =
{
λ ∈ C, λI − T est non inversible

}
Définition 1.2.3 [1] On appele application résolvante de T :

R(., T ) : ρ(T ) ⊆ C −→ B(H)

λ −→ R(λ, T ) = (λI − T )−1.

Théorème 1.2.1 [3] Soit H un espace de Hilbert complexe et soit T ∈ B(H).
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1. Si |λ| > ‖T‖, alors λ /∈ σ(T ).

2. σ(T ) est un ensemble fermé.

Théorème 1.2.2 [3] Soit X un espace de Banach et soit {xn} une suite dans X. Si

la série
∑∞

k=1 ‖xk‖ converge alors la série
∑∞

k=1 xk converge.

Lemme 1.2.1 [3] Soit X un espace vectoriel normé.

1. B(X) est une algèbre avec l’identité et donc un annaeau avec l’identité.

2. Si {Tn} et {Sn} sont des série de B(X) telle que limn→∞ Tn = T

et limn→∞ Sn = S alors limn→∞ SnTn = ST

Théorème 1.2.3 [3] Soit X un espace de Banach. Si T ∈ B(X) est un opérateur

tel que ‖T‖ < 1 alors I − T est inversible et l’inverse est donnée par

(I − T )−1 =
∞∑
n=0

T n.

Preuve. Comme ‖T‖ < 1 la série
∑∞

n=0 ‖T‖n converge et par suite, la série
∑∞

n=0 ‖T n‖

converge également, car ‖T n‖ ≤ ‖T‖n pour tout n ∈ R Donc
∑∞

n=0 T
n converge

par le théotème (1.2.2).

Soit S =
∑∞

n=0 T
n et soit Sk =

∑k
n=0 T

n. Ensuite, la série {Sk} converge vers S

dans B(X). Nous avons

‖(I − T )Sk − I‖ = ‖I − T k+1 − I‖ = ‖ − T k+1‖ ≤ ‖T‖k+1

D’après ‖T‖ < 1 on en déduit que limk→∞(I − T )Sk = I. Par conséquent

(I − T )S = (I − T ) lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

(I − T )Sk = I,

par le lemme (1.2.1). De même S(I−T ) = I alors I−T est inversible et (I−T )−1 = S
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1.3 Semi-groupe fortement continue

Définition 1.3.1 [6] Une famille T (t)(0 ≤ t <∞) d’opérateurs linéaires bornés

dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continue ( en bref,

un C0-semigroupe) si

1. T (t1 + t2) = T (t1)T (t2) ∀t1, t2 ≥ 0,

2. T (0) = I,

3. Pour chaque x ∈ X,T (.)x est continue en t sur [0,∞).

Définition 1.3.2 [7] Le générateur infinitésimal de T (t) est l’opérateur linéaire A

de domaine

D(A) =
{
x ∈ X : lim

t↓0

T (t)x− x
t

existe
}
,

défini par

Ax = lim
t↓0

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

, pour x ∈ D(A).

Proposition 1.3.1 [5] Soit T (t) un C0-semigroupe. Il existe deux constantes ω ∈ R

et M ≥ 1 telles que :

|T (t)‖ ≤Meωt pour 0 ≤ t <∞. (1.1)

Proposition 1.3.2 [5] Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X,

le spectre σ(A) est toujours compact et non vide, d’où son rayon spectral

r(A) := sup{|λ| : λ ∈ σ(A)},

est finie et satisfait r(A) ≤ ‖A‖.
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Définition 1.3.3 [5] Soit A : D(A ⊂ X −→ X un opérateur fermé. Alors

S(A) := sup
{
Reλ : λ ∈ σ(A)

}
est appelée la borne spectrale de A.

Pour le générateur A d’un semigroupe fortement continu τ = (T (t))t≥0, la borne

spectrale S(A) est toujours dominé par la borne de croissance

ω0 = ω0(τ) = inf
{
ω ∈ R il existe Mω ≥ 1 tel que ‖T (t)‖ ≥Mωe

ωt ∀t ≥ 0.
}

Définition 1.3.4 [5] Pour la borne spéctrale S(A) de générateur A et pour la borne

de croissance ω0 du semigroupe génére (T (t))t≥0, on a

−∞ ≤ S(A) ≤ ω0 = inft>0
1

t
log‖T (t)‖ = lim

t−→∞

1

t
log‖T (t)‖

=
1

t0
log(r(T (t0))) <∞

pour chaque t0 > 0. En particulier, le rayon spectral de l’opérateur de semigroupe

T (t) est donné par

r(T (t)) = eω0t ∀t ≥ 0.

Théorème 1.3.1 [5] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur l’espace

de Banach X et soit ω ∈ R, M ≥ 1 les constante qui verifient

‖T (t)‖ ≤Meωt pour t ≥ 0.

Pour le générateur (A, D(A)) de (T (t))t≥0 les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Si λ ∈ C tel que

R(λ)x :=

∫ ∞
0

e−λsT (s)xds (1.2)

existe pour tout x ∈ X, alors λ ∈ ρ(A) et R(λ,A) = R(λ).
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2. Si Re(λ) > ω, alors λ ∈ ρ(A), et le résolvant R(λ,A) est donné par l’expres-

sion l’intégrale (1.2).

3. ‖R(λ,A)‖ ≤ M

Reλ− ω
pour tout Reλ > ω.

Corollaire 1.3.1 [5] Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu τ = (T (t))t≥0 sur X. Alors

T (t)x =
(k − 1)!

tk−1

1

2πi
lim
n→∞

∫ ω+in

ω−in
eλtR(λ,A)kxdλ

pour tout ω > ω0(τ), k ∈ N, t > 0, et x ∈ D(Ak).

Proposition 1.3.3 [5] Pour chaque λ ∈ ρ(A) on a

d(λ, σ(A)) =
1

r(R(λ,A))
≥ 1

‖R(λ,A)‖
.

1.4 Théorème de Lax-Milgram

Définition 1.4.1 [2] On dit qu’une forme bilinéaire

a(u, v) : H ×H −→ R

est :

1. Continue, s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C|u||v| ∀u, v ∈ H,
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2. Coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α|v|2 ∀v ∈ H.

Théorème 1.4.1 (Lax- Milgram) [2] Soit H un sepace de Hilbert, a(., .) une

forme bilinéaire, continue et coercive sur H et L : H −→ R une forme linéaire

continue.

Alors, il existe u ∈ H unique solution du probléme

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H,

de plus si a est symétrique u définie par

1

2
a(u, u)− L(u) = min

v∈H

{1

2
(v, v)− L(v)

}
1.5 Les espaces de Sobolev

Soit I =]a, b[ un intervalle (borné ou non) et soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞.

1.5.1 Espace de Sobolev W 1,p(I)

Définition 1.5.1 [2] Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ; on pose

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R; f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}
.

On note

‖f‖Lp =
(∫

Ω

|f(x)|pdx
)1/p

.

Définition 1.5.2 [2] On pose

L∞(Ω) =
{
f : Ω→ R; mesurable et ∃ une constante C telle que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
.
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On note

‖f‖L∞ = inf
{
C; |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω

}
Définition 1.5.3 [2] L’espace de Sobolev W 1,p(I) est défini par

W 1,p(I) =
{
u ∈ Lp(I); ∃g ∈ Lp(I) tel que

∫
I

uϕ′ = −
∫
I

gϕ ∀ϕ ∈ C1
0(I)

}
.

On pose

H1(I) = W 1,2(I).

Pour u ∈ W 1,p(I) on note g par u′ est on l’appelle dérivée faible de u.

Proposition 1.5.1 L’espace W 1,p muni de la norme

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp

est un espace de Banach
(
ou parfois, si 1 < p <∞, de la norme équvalente

(‖u‖pLp + ‖u′‖pLp)
1
p

)
.

L’espace H1 est muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 ;

est un espace de Hilbert.

La norme associée

‖u‖H1 = (‖u‖2
L2 + ‖u′‖2

L2)
1
2

est équivalente à la norme de H1.
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1.5.2 Espaces de Sobolev Wm,p(I)

Définition 1.5.4 [2] Étant donnés un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞, on

définit par rècurrence l’espace

Wm,p(I) =
{
u ∈ Wm−1,p(I), u′ ∈ Wm−1,p(I)

}
.

On pose

Hm(I) = Wm,2(I).

On vérifie aisément que pour u ∈ Wm,p(I) on peut considérer les dérivées successives

u′ = g1, (u′)′ = g2... jusqu’à l’ordre m ; on les note Du, D2u... Dmu.

L’espace Wm,p est muni de la norme

‖u‖Wm,p = ‖u‖Lp +
m∑
α=1

‖Dαu‖Lp

et l’espace Hm est muni du produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑
α=1

(Dαu,Dαv).
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1.5.3 Espace W 1,p
0 (I)

Définition 1.5.5 [2] Étant donné 1 ≤ p <∞, on désigne par W 1,p
0 (I) la fermeture

de C1
0(I) dans W 1,p(I). On note H1

0 (I) = W 1,2
0 (I).

Remarque 1.5.1 Si I est bornéW 1,p
0 (I) sera muni de la norme ‖u‖W 1,p

0
=
∑

1≤i≤n ‖Diu‖L2,

c’est une norme équivalente à celle induite par W 1,p(I).

L’espaceW 1,p
0 (I) est muni de la norme induite parW 1,p(I) ; l’ espace H1

0 est muni

du produit scalaire induit par H1.

Théorème 1.5.1 [2] Soit u ∈ W 1,p(I), alors u ∈ W 1,p
0 (I) si et seulement si u = 0

sur ∂I, où ∂I est la frontière de I.

1.6 Théorème de Hille-Yosida

Soit T (t) un C0-semigroupe. D’après le théorème 1.3.1 il s’ensuit qu’il existe des

constantes ω ∈ R et M ≥ 1 tel que ‖T (t)‖ ≤Meωt pour t ≥ 0.

Définition 1.6.1 [7] Si ω = 0, T (t) est dit uniformément borné et si de plus M = 1

il est appelé C0-semigroupe de contractions.

Théorème 1.6.1 (Hille-Yosida)[7] Un opérateur linéaire (non borné) A est le gé-

nérateur infinitésimal d’un C0-semigroupe de contraction T (t), t ≥ 0 si et seul-

ement si :

1. A est fermé et D(A) = X.
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2. L’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0,

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
.

Remarque 1.6.1 [7] Soit A le générateur infitésimal d’un semigroupe de contrac-

tion T (t). L’ensemble résolvant de A contient toujoursle demi-plan ouvert droit,

i.e, {λ : Reλ > 0} ⊆ ρ(A) et pour λ

‖R(λ, λ)‖ ≤ 1

Reλ
.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Définition 1.6.2 [2] Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire non-borné.

On dit que A est dissipatif si

(Av, v) ≤ 0 ∀v ∈ D(A),

A est maximal Im(I +A) = H i.e.

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u+Au = f.

On dit que A est monotone si −A est dissipatif i.e (Au, u) ≥ 0 pour tout u ∈ D(A).

Théorème 1.6.2 (Lumer-Phillips)[4] Soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur

linéaire et D(A) dense dans H. Alors, A est le générateur infinitésimal d’un

C0-semigroupe de contractions si et seulement si :

1. A est dissipatif.

2. Il existe λ > 0 tel que Im(λI −A) = H. (A est maximal).

1.7 Résolution d’un probléme d’évolution
Etant donné, le problème d’évolution suivant :

13




du

dt
+Au = 0 sur Ω× [0,+∞[

u(x, 0) = u0(x)

(1.3)

Théorème 1.7.1 (Hille-Yosida)[2] Soit A un opérateur maximal monotone dans

un espace de Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction unique

u ∈ C1
(

[0,+∞[;H
)
∩ C

(
[0,+∞[;D(A)

)
solution du (1.3).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

Remarque 1.7.1 [2] L’intérêt principal du théorème 1.7.1 réside dans le fait que

pour résoudre le problème d’évolution (1.3) on se rameǹe à vérifier que A est maxi-

mal monotone, c’est-à-dire, à étudier l’équation stationnaire u+ λAu = f .
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Chapitre 2

Stabilité exponentielle

2.1 Notions de stabilité
Définition 2.1.1 [6] Le semigroupe T (t) = eAt est dit être exponentiellement stable

s’il existe deux constantes α > 0 et M ≥ 1 telle que :

‖T (t)‖ ≤Me−αt ∀t ≥ 0.

Définition 2.1.2 [5] Un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 est dit :

1. Uniformément exponentiellement stable s’il existe ε > 0 telle que :

lim
t→∞

eεt‖T (t)‖ = 0.

2. Uniformément stable si :

lim
t→∞
‖T (t)‖ = 0.

3. fortement stable si :

lim
t→∞
‖T (t)x‖ = 0 ∀x ∈ X.

4. faiblement stable si :

lim
t→∞
〈T (t)x, x′〉 = 0 ∀x ∈ X et x′ ∈ X ′.
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Proposition 2.1.1 [5] Pour un semi-groupe fortement continu (T (t))t≥0 les asser-

tion suivantes sont équivalentes :

1. (T (t))t≥0 est uniformément exponentiellement stable.

2. (T (t))t≥0 est uniformément stable.

3. Il existe ε > 0 telle que limt→∞ e
εt‖T (t)x‖ = 0 ∀x ∈ X.

Preuve. Il est clair que, (1) implique (2) et (3).

D’après le définition (1.3.4) eω0t = r(T (t)) ≤ ‖T (t)‖ pour tout t ≥ 0 car :

ω0 = inf
t≥0

1

t
log ‖T (t)‖.

Alors ω0 ≥
1

t
log ‖T (t)‖ ∀t ≥ 0, donc eω0t ≤ ‖T (t)‖ ∀t ≥ 0, (2) implique

ω0 < 0 (ω0 := inf{ω ∈ R, limt→0 e
−ωt‖T (t)‖ = 0}), donc ∃ω tel que ω0 < ω < 0

tel que limt→0 e
−ωt‖T (t)‖ = 0.

On choisit ε = −ω

alors limt→0 e
εt‖T (t)‖ = 0 donc (1).

Si (3) est vérifiée, alors (eεtT (t))t≥0 est fortement donc uniformément, bornée, alors

∃α > 0 tel que : ‖eεtT (t)‖ ≤ α

=⇒ eεt‖T (t)‖ ≤ α

=⇒ e
ε
2‖T (t)‖ ≤ αe−

ε
2
t

qui implique limt→∞ e
ε
2
t‖T (t)‖ = 0 donc (1)

Proposition 2.1.2 Soit (T (t))t≥0 un semigroupe de générateur A, alors (T (t))t≥0

est uniformément exponentiellement stable si et seulement si

ω0 < 0.
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Proposition 2.1.3 Pour un semigroupe fortement continu (T (t))t≥0, les asser-

tions suivante sont équivalentes

1. ω0 < 0, i.e, (T (t))t≥0 est uniforément exponentiellement stable.

2. limt−→∞ ‖T (t)‖ = 0.

3. ‖T (t0)‖ < 1 pour certain t0 > 0.

4. r(T (t1)) < 1 pour certain t1 > 0.

Preuve. Voire [5]

2.2 Stabilité exponentielle

Théorème 2.2.1 [6] Soit T (t) = eAt un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert.

Alors T (t) est exponentiellement stable si et seulement si

sup{Reλ;λ ∈ σ(A)} < 0 (2.1)

et

sup
Reλ≥0

‖(λI −A)−1‖ <∞. (2.2)

Théorème 2.2.2 [6] Soit T (t) = eAt un C0-semigroupe des contractions sur un

espace de Hilbert. Alors T (t) est exponentiallement stable si et seulement si

ρ(A) ⊇ {iβ, β ∈ R} ≡ iR (2.3)

et

lim|β|→∞‖(iβI −A)−1‖ <∞. (2.4)
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Dans la suite on donne la preuve de l’équivalence de ces deux théorème à la condition

que T (t) = eA est un C0-semigroupe des contractions sur espace de Hilbert.

Preuve. D’abord, nous provons que (2.1)-(2.2) implique (2.3) et (2.4)

Supposon que sup{Reλ : λ ∈ σ(A)} < 0, alors ∀λ ∈ C, si Reλ ≥ 0 on a λ /∈ σ(A)

par suite iR ⊂ ρ(A), donc (2.1) entraîne (2.3).

Si supReλ>0 ‖(λI −A)−1‖ <∞, alors

‖(ikI −A)−1‖ ≤ sup
Reλ≥0

‖(λI −A)−1‖ <∞ ∀k ≥ |β|

donc

sup
k≥|β|
‖(ikI −A)−1‖ ≤ sup

Reλ≥0
‖(λI −A)−1 <∞

ce qui implique que

inf
|β|

(
sup
k≥|β|
‖(ikI −A)−1‖

)
<∞

on a

lim|β|→∞‖(iβI −A)−1‖ <∞

alors (2.2) entraîne (2.4).

Ensuite, nous prouvons que (2.3)-(2.4) imlique (2.1) et (2.2) à condition que

‖T (t)‖ ≤ 1. D’après la remarque (1.6.1) l’ensemble résolvant ρ(A) de A contient

le demi-plan ouvert droit, i.e {λ : Reλ > 0} ⊆ ρ(A), et ‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

Reλ
.

Ceci implique que pour tout δ0 < 0 donné, quand Reλ > |δ0|, nous avons

‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

Reλ
<

1

|δ0|

alors
sup

Reλ≥|δ0|
‖λI −A)−1‖ < 1

|δ0|
(2.5)
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Deuxièmement, nous montrons qu’il existe σ0 < 0 avec |σ0| étant suffisamment petite

telle que σ(A) ⊆ {λ, Reλ ≤ σ0}.

En effet soit λ = µ+ iν,

λI −A = µI + iνI −A = (µ(iνI −A)−1 + I)(iνI −A).

D’après (2.3) iνI−A est inversible et pour |µ| est suffisamment petit, par théorème

(1.2.3) µ(iνI −A)−1 + I est inversible.

Ainsi (2.3) implique σ(A) ⊆ {λ, Reλ ≤ σ0 < 0} avec |σ0| suffisamment petit,

par conséquent σ0(A) = sup{Reλ, λ ∈ σ(A) ≤ σ0 < 0} et pour Reλ ≤ |δ0| ≤ |σ0|,

‖(λI −A)−1‖ ≤ 2M car d’après (2.4) supν∈R ‖(iνI −A)−1‖ ≤M et on choisit

|µ| ≤ 1

2M
d’abord, on a

‖(λI −A)−1‖ = ‖(iνI −A)−1(µ(iνI −A)−1 + I)−1‖

≤ ‖(iνI −A)−1‖‖(µ(iνI −A)−1 + I)−1‖

≤M‖(µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ (2.6)

et |µ| ≤ 1

2M
≤ 1

2‖(iνI −A)−1‖
, alors

‖µ(iνI −A)−1‖ ≤ |µ|‖(iνI −A)−1‖ ≤ 1

2M
M < 1

donc par le théorème (1.2.3) µ(iνI−A)−1+I est inversible et l’inverse est donnée par

(µ(iνI −A)−1 + I)−1 =
∞∑
n=0

(µ(iνI −A)−1)n

donc
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‖µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ = ‖
∑∞

n=0(µ(iνI −A)−1)n‖

≤
∑∞

n=0 ‖(µ(iνI −A)−1)n‖

≤
∑∞

n=0 ‖(µ(iνI −A)−1)‖n

≤ limn→∞
1− ‖µ(iνI −A)−1‖n

1− ‖µ(iνI −A)−1‖

comme ‖µ(iνI−A)−1‖ < 1, alors limn→∞
1− ‖µ(iνI −A)−1‖n

1− ‖µ(iνI −A)−1‖
=

1

1− ‖µ(iνI −A)−1‖

donc

‖µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ ≤ 1

1− ‖µ(iνI −A)−1‖

comme ‖(iνI −A)−1‖ ≤M et |µ| < 1

2M
on a

‖µ(iνI −A)−1 + I)−1‖ ≤ 2 (2.7)

additionnons (2.6) et (2.7), on obtient

‖(λI −A)−1‖ ≤ 2M.

En combinant ceci avec (2.5) on obtient (2.2).

Théorème 2.2.3 (Gearhart 1978, Prüss 1984, Greiner 1985)[5] Un semi-

groupe fortement continu τ = (T (t))t≥0 sur un espace de Hilbert H de génŕateur

infinitésimal A, alors (T (t))t≥0 est uniformément exponentiellement stable si et

seulement si le demi-plan {λ ∈ C : Reλ > 0} est contenu dans l’ensemble résol-

vant ρ(A) du générateur A avec le résolvant satisfaisant

M := sup
Reλ>0

‖R(λ,A)‖ <∞. (2.8)

Preuve. Si (T (t))t≥0 est un semigroupe uinformément exponentiellment stable alors

20



d’apès la proposition 2.1.2 ω0 < 0 et comme ω0 = inf
{
ω ∈ R il existe Mω ≥ 1

tel que ‖T (t)‖ ≥Mωe
ωt ∀t ≥ 0.

}
, alors ∃ ω : tel que ω0 < ω < 0

d’après le théorème 1.3.1 (3) on a

‖R(λ,A)‖ ≤ M

Reλ− ω
∀Reλ > ω

donc supReλ>0 ‖R(λ,A)‖ ≤ supReλ>0

M

Reλ− ω
≤ M

−ω
donc l’estimation (2.8).

Supposons que ∃iλ0 ∈ iR : iλ0 ∈ σ(A), alors pour ε assez petit ε+ iλ0 ∈ ρ(A)

d(ε+ iλ0, σ(A)) ≤ ε

d’après le corollaire 1.3.3 on a

‖R(ε+ iλ0,A)‖ ≥ 1

ε

quand ε→ 0 alors ‖R(ε+ iλ0,A)‖ → +∞ et Re(ε+ iλ0) = ε > 0, ce que contredit

le fait que supReλ>0 ‖R(λ,A)‖ ≤ M

−ω
donc ∀λ0 ∈ R, iλ0 /∈ σ(A) , par conséquent

iλ0 ∈ ρ(A), alors iR ⊂ ρ(A), donc l’estimation (2.8) s’étend par continuité à

Reλ ≥ 0.

Ensuite, on prenons ω > |ω0|+1 et considérons le semi-groupe réechelonné (T−ω(t))t≥0

avec

T−ω(t) := e−ωtT (t).

Puis, d’après (1.2) dans le théorm̀e 1.3.1 et pour x ∈ H, s ∈ R, on a

R(ω + is,A)x = R(is,A− ω)x =

∫ ∞
0

e−istT−ω(t)xdt.

Utilisant la transformée de Fourier F : L2(R, H) −→ (R, H), nous obtenons

R(ω + is,A)x = F (T−ω(.)x)(s)

où nous prolongeons T−ω(.) à R en mettant T−ω(t) := 0 pour t < 0.
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(T−ω(t))t≥0 est exponentiellement stable, car :

∀ε > 0,∃αε ∈ R,∃Mε ≥ 1, ‖T (t)‖ ≤Mεe
αεt.

Comme ω0 := inf{ω ∈ R : ∃Mω ≥ 1 tell que ‖T (t)‖ ≤Mωe
ωt ∀t ≥ 0}, donc

ω0 ≤ αε < ω0 + ε, on peut choisir αε = ω0 +
ε

2
, alors

‖T−ω(t)‖ = ‖e−ωtT (t)‖ ≤Mεe
−(ω−α)t

≤Mεe
−(ω−ω0− ε

2
)t

comme ω > |ω0|+ 1 =⇒ ω > ω0 + 1

=⇒ ω − ω0 > 1

=⇒ −(ω − ω0) < −1

=⇒ −(ω − ω0 −
ε

2
) < −1 +

ε

2

donc ‖T−ω(t)‖ ≤Mεe
−(1− ε

2
)t, pour ε < 2 (T−ω(t))t≥0 est exponentiellement stable.

Nous avons T−ω(.)x ∈ L2(R, H), car :

∫ +∞

−∞
‖T−ω(t)x‖2dt =

∫ +∞

0

‖T−ω(t)x‖2dt

= ‖x‖2

∫ +∞

0

‖T−ω(t)‖2dt,

puisque (T−ω(t))t≥0 est exponentiellement stable alors, il existe une constante posi-

tive α et M ≥ 1 telle que :

∫ +∞

−∞
‖T−ω(t)x‖2dt ≤ ‖x‖2

∫ +∞

0

M2e−2αt

≤ 1

2
‖x‖2M2.
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C’est à ce point que nous utilisons l’hypothèse que H est un espace de Hilbert

pour conclure, d’après le théorème 1.0.1, que

∫ +∞

−∞
‖R(ω + is,A)x‖2ds = 2π

∫ ∞
0

‖T−ω(t)x‖2dt ≤ L2.‖x‖2

pour une certaine constante L > 0 et pour x ∈ H.

D’après l’équation résolvante nous avons(
(ω + is)I −A

)−1

+ ω(isI −A)−1
(

(ω + is)I −A
)−1

= (is−A)−1
(

(is−A)
(

(ω+

is)I−A
)−1

+ω
(

(ω+ is)I−A
)−1)

= (is−A)−1
(

(is−A) +ωI
)(

(ω+ is)I−A
)−1

= (is−A)−1
(

((is+ ω)I −A)
)(

(ω + is)I −A
)−1

= (is−A)−1

on a

R(is,A) = R(ω + is,A) + ωR(is,A)R(ω + is,A)

pour tout s ∈ R et d’après (2.8) on obtient

‖R(is,A)‖ ≤M

donc

‖R(is,A)x‖ =
∥∥∥(R(ω + is,A) + ωR(is,A)R(ω + is,A)

)
x
∥∥∥

=
∥∥∥(I + ωR(is,A)

)
R(ω + is,A)x

∥∥∥
≤ (‖I‖+ ‖ωR(is,A)‖)‖R(ω + is,A)x‖

≤ (1 +Mω)‖R(ω + is,A)x‖

pour tout les s ∈ R et tout x ∈ H.
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En combinant ces faits, nous obtenons

∫ +∞

−∞
‖R(is,A)x‖2ds ≤ (1 +Mω)2

∫ +∞

−∞
‖R(ω + is,A)x‖2ds

≤ (1 +Mω)2.L2.‖x‖2

(2.9)

pour tout x ∈ H.

Comme ‖T‖ = ‖T ∗‖ pour chaque T ∈ L(H), par symétrie l’estimation est vraie

pour le résolvant du générateur A∗ du semi-groupe adjoint (T (t)∗)t≥0 i.e,

∫ +∞

−∞
‖R(is,A∗)y‖2ds ≤ (1 +Mω)2.L2.‖y‖2 (2.10)

pour tout y ∈ H.

Ensuite, nous utilisons la formule d’inversion du corolaire 1.3.1 pour k = 2

on conclut que

(tT (t)x, y) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e(ω+is)t(R(ω + is,A)2x, y)ds

=
1

2π

∫ +∞

−∞
eist(R(is,A)x,R(−is,A∗)y)ds

pour tous x ∈ D(A2) et y ∈ H. Pour la deuxième égalité, nous avons utilisé le

théorème (1.0.2), qui est applicable puisque R(λ,A) est uniformément

borné pour Reλ ≥ 0 et donc

‖R(λ,A)x‖ =
1

|λ|
‖R(λ,A)Ax+ x‖ ≤ 1

|λ|
(M‖Ax‖+ ‖x‖).
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Avec, (2.9), (2.10), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz cela donne

(tT (t)x, y) ≤ 1

2π

(∫ +∞

−∞
‖R(is,A)x‖2ds

) 1
2

.
(∫ +∞

−∞
‖R(is,A∗)x‖2ds

) 1
2

≤ (1 +Mω)2.L2

2π
‖x‖.‖y‖

pour tous x, y ∈ D(A2). Comme D(A2) est dense dans H, cela implique

‖tT (t)‖ = sup{|(tT (t)x, y)| : x, y ∈ D(A2), ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

≤ (1 +Mω)2.L2

2π
.

par suite ‖T (t)‖ ≤ (1 +Mω)2.L2

2πt
.

Donc limt→∞ ‖T (t)‖ = 0 et par suite T (t) est uniformément exponentiellement

stable d’après la proposition 2.1.3.
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Chapitre 3

Éxistence et unicité de la solution
d’un problème de type Timoshenko

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera l’existence et l’unicité de la solution d’un systéme

linéaire de type Timoshenko, en utilisant le théorème de Hille-Yosida.

On considère le problème suivant :

ρ1utt − k(ux + ψ)x + ut = 0 dans ]0, 1[×]0,+∞[, (3.1)

ρ2ψtt − bψxx + k(ux + ψ) + ψt = 0 dans ]0, 1[×]0,+∞[, (3.2)

u(0, t) = u(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 t > 0, (3.3)

où u est le déplacement transversal, ψ l’angle de rotation et ρ1, ρ2, k, b sont

des coefficients constitutives que l’on suppose positives.

On désigne par H l’espace de Hilbert est

H := [H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)]2,

on le munit du produit scalaire :
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〈U, Ũ〉 =

∫ 1

0

[k(ux + ψ)(ũx + ψ̃) + ρ1vṽ + ρ2ϕϕ̃+ bψxψ̃x]dx,

où U = (u, v, ψ, ϕ)T , Ũ = (ũ, ṽ, ψ̃, ϕ̃)T ∈H .

La norme de H correspondant est donnée par

‖U‖2
H =

∫ 1

0

[k(ux + ψ)2 + ρ1v
2 + ρ2ϕ

2 + bψ2
x]dx,

et on définie l’énergie du système (3.1)-(3.2) par

E(t) :=
1

2

∫ 1

0

[ρ1u
2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + k(ux + ψ)2]dx

3.2 Existence et unicité

On pose v = ut et ϕ = ψt le système (3.1)-(3.2) et (3.3) s’écrit



ut = v,

vt =
k

ρ1

(uxx + ψx − v),

ψt = ϕ,

ϕt =
1

ρ2

(bψxx − kux − kψ − ϕ),

ce qu’on peut écrire sous la forme


AU = Ut,

U(0) = U0,
(3.4)
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où U := (u, v, ψ, ϕ)T et A est l’opérateur différentiel

A =



0 I 0 0

k

ρ1

∂xx
−1

ρ1

I
k

ρ1

∂x 0

0 0 0 I

− k

ρ2

∂x 0
b

ρ2

∂xx −
k

ρ2

I
−1

ρ2

I



où I est l’opérateur identité. Le domaine de A est alors

D(A) = [(H2(]0, 1[) ∩H1
0 (]0, 1[))×H1

0 (]0, 1[)]2.

Théorème 3.2.1 Pour tout U0 = (u0, v0, ψ0, ϕ0) ∈H le problème (3.4) admet

une solution unique U = (u, v, ψ, ϕ) satisfaisant

(u, v, ψ, ϕ) ∈ C([0,+∞[,H ).

De plus, si U0 ∈ D(A) alors la solution satisfait

U ∈ C([0,+∞[, D(A)) ∩ C1([0,+∞[,H ).

Il suffit de prouver que A est dissipative et 0 ∈ ρ(A).

Preuve. Dissipativité de A
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AU =



v

k

ρ1

uxx −
1

ρ1

v +
k

ρ1

ψx

ϕ

− k

ρ2

ux +
b

ρ2

ψxx −
k

ρ2

ψ − 1

ρ2

ϕ



alors,

〈AU,U〉H =

∫ 1

0

[k(vx − ϕ)(ux − ψ) + kuxxv − v2 + kψxv + kuxϕ

+bψxxϕ− kψϕ− ϕ2 + bϕxψx]dx

= k

∫ 1

0

vxuxdx+ k

∫ 1

0

vxψdx+ k

∫ 1

0

ϕuxdx+ k

∫ 1

0

ϕψdx+ k

∫ 1

0

uxxvdx

−
∫ 1

0

v2dx+ k

∫ 1

0

ψxvdx+ k

∫ 1

0

uxϕdx+ b

∫
ψxxϕdx− k

∫ 1

0

ψϕdx

−
∫ 1

0

ϕ2dx+ b

∫ 1

0

ϕxψxdx

= k[vux]
1
0 −

∫ 1

0

uxxvdx+ [ψv]10 − k
∫ 1

0

vψxdx+ k

∫ 1

0

uxxvdx−
∫ 1

0

v2dx

+k

∫ 1

0

ψxvdx+ b[ψxϕ]10 − b
∫ 1

0

ϕxψxdx−
∫ 1

0

ϕ2 + b

∫ 1

0

ϕxψxdx

= −
∫ 1

0

v2dx−
∫ 1

0

ϕ2dx ≤ 0

donc A dissipatif.

Pour montrer que 0 ∈ ρ(A), en prend F = (f1, f2, f3, f4)T ∈H , et on cherche

U = (u, v, ψ, ϕ)T ∈ D(A) solution de

AU = F,
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ceci s’écrit en termes de composants, comme suit

v = f1, (3.5)
kuxx − v + kψx = ρ1f2, (3.6)

ϕ = f3, (3.7)
−kux + bψxx − kψ − ϕ = ρ2f4, (3.8)

substituons (3.5) et (3.7) dans (3.6) et (3.8) respictivement on obtient

kuxx + kψx = ρ1f2 + f1 (3.9)
−kux + bψxx − kψ = ρ2f4 + f3 (3.10)

Il reste à prouver qu’il existe u et ψ satisfaisant

kuxx + kψx = ρ1f2 + f1 = g1 ∈ L2(0, 1) (3.11)
−kux + bψxx − kψ = ρ2f4 + f3 = g2 ∈ L2(0, 1) (3.12)

On définit l’espace W = H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1).

En multipliant les deux équations (3.11) et (3.12) par des fonctions ũ ∈ C1
0(0, 1),

ψ̃ ∈ C1
0(0, 1) respectivement et on intégre sur [0, 1], on obtient

k

∫ 1

0

uxxũdx+ k

∫ 1

0

ψxũdx =

∫ 1

0

g1ũdx,

−k
∫ 1

0

uxψ̃dx+ b

∫ 1

0

ψxxψ̃dx− k
∫ 1

0

ψψ̃dx =

∫ 1

0

g2ψ̃dx,

ce qui implique que

k[uxũ]10 − k
∫ 1

0

uxũxdx+ k[ψũ]10 − k
∫ 1

0

ψũxdx =

∫ 1

0

g1ũdx,

−k
∫ 1

0

uxψ̃dx+ b[ψxψ̃]10 − b
∫ 1

0

ψxψ̃xdx− k
∫ 1

0

ψψ̃dx =

∫ 1

0

g2ψ̃dx,
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donc

−k
∫ 1

0

uxũxdx− k
∫ 1

0

ψũxdx =

∫ 1

0

g1ũdx, (3.13)

−k
∫ 1

0

uxψ̃dx− b
∫ 1

0

ψxψ̃xdx− k
∫ 1

0

ψψ̃dx =

∫ 1

0

g2ψ̃dx, (3.14)

additionnons (3.13) et (3.14), on obtient

−
∫ 1

0

(g1ũ+g2ψ̃)dx = k

∫ 1

0

uxũxdx+k

∫ 1

0

ψũxdx+k

∫ 1

0

uxψ̃dx+b

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+k

∫ 1

0

ψψ̃dx

pour U := (u, ψ) et Ũ := (ũ, ψ̃) on définit sur W une forme bilinéair a(., .) et une

forme linéair L(.) par

a(U, Ũ) = k

∫ 1

0

uxũxdx+ k

∫ 1

0

ψũxdx+ k

∫ 1

0

uxψ̃dx+ b

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+ k

∫ 1

0

ψψ̃dx

L(Ũ) = −
∫ 1

0

(g1ũ+ g2ψ̃)dx.

On applique le théorème de Lax-Milgram, sur l’espace W pour la forme bilinéaire

a(U, Ũ) et la forme linéaire L(Ũ).

1) Continuité de a(., .)

∣∣∣a(U, Ũ)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ 1

0

kuxũx + kψũx + kuxψ̃ + bψxψ̃x + kψψ̃dx
∣∣∣,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient
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∣∣∣a(U, Ũ)
∣∣∣ ≤ k‖ux‖L2‖ũx‖L2 + k‖ψ‖L2‖ũx‖L2 + k‖ux‖L2‖ψ̃‖L2

+b‖ψx‖L2‖ψ̃x‖L2 + k‖ψ‖L2‖ψ̃‖L2 ,

≤ max(k, b)
(
‖u‖H1

0
‖ũ‖H1

0
+ ‖ψ‖H1

0
‖ũ‖H1

0
+ ‖ψ‖H1

0
‖ψ̃‖H1

0
+ ‖u‖H1

0
‖ψ̃‖H1

0

)
≤ C1

(
‖u‖H1

0
+ ‖ψ‖H1

0

)(
‖ũ‖H1

0
+ ‖ψ̃‖H1

0

)
≤ C1‖U‖W‖Ũ‖W .

Donc a(.,.) est continue.

2) Coercivité de a(., .)

a(U,U) = k

∫ 1

0

u2
xdx+ 2k

∫ 1

0

ψuxdx+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

ψ2dx

en utilisant l’inégalité de Young, on aura

−
∫ 1

0

uxψdx ≤
∫ 1

0

|uxψ|dx

≤ ε

2

∫ 1

0

u2
xdx+

1

2ε

∫ 1

0

ψ2
xdx

donc ∫ 1

0

uxψdx ≥ −
ε

2

∫ 1

0

u2
xdx−

1

2ε

∫ 1

0

ψ2
xdx

on a

a(U,U) ≥ k

∫ 1

0

u2
xdx− 2k

(ε
2

∫ 1

0

u2
xdx+

1

2ε

∫ 1

0

ψ2dx
)

+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

ψ2dx

≥ (k − kε)
∫ 1

0

u2
xdx+ (k − k

ε
)

∫ 1

0

ψ2dx+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx

en prend ε =
1

2
,

32



a(U,U) ≥ k

2

∫ 1

0

u2
xdx− k

∫ 1

0

ψ2dx+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx

≥ k

2

∫ 1

0

u2
xdx+ b

∫ 1

0

ψ2
xdx

≥ min(
k

2
, b)

∫ 1

0

(u2
x + ψ2

x)dx

notons que
∫ 1

0

u2
xdx et

∫ 1

0

ψ2
xdx définie une norme sur H1

0 (0, 1) on oura

a(U,U) ≥ C2‖U‖2
W

Donc a(., .) est coercive.

3) Continuité de L

∣∣∣L(Ũ)
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ 1

0
g1ũdx+

∫ 1

0
g2ψ̃dx

∣∣∣
≤ ‖g1‖L2‖ũ‖L2 + ‖g2‖L2‖ψ̃‖L2

≤ max
(
‖g1‖L2‖, ‖g2‖L2

)(
‖ũ‖L2 + ‖ψ̃‖L2

)
≤ C3

(
‖ũ‖H1

0
+ ‖ψ̃‖H1

0

)
≤ C3‖Ũ‖W .

Donc L(.) est continue.

a(., .) est bilinéaire, continue et coercive sur W , et L(.) est linéaire et continue

sur W . D’après le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution

unique (u, ψ)T ∈ W = H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1) telle que

a(U, Ũ) = L(Ũ), ∀Ũ ∈ W.
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ce qui signifie que u ∈ H1
0 (0, 1), ψ ∈ H1

0 (0, 1), v = f1 ∈ H1
0 (0, 1) et ϕ = f3 ∈ H1

0 (0, 1),

il reste à montrer que u, ψ ∈ H2(0, 1).

En prenant (ũ, ψ̃) = (ũ, 0) ∈ C1
0(0, 1)× C1

0(0, 1) ⊂ W dans (3.13) elle devient

−k
∫ 1

0

uxũxdx− k
∫ 1

0

ψũxdx =

∫ 1

0

g1ũdx

alors ∫ 1

0

uxũxdx = −
∫ 1

0

1

k

(
− kψx − g1

)
ũdx

ce qui signifie que ux admet une dérivée faible dans L2(0, 1), car −kψx−g1 ∈ L2(0, 1),

et on a

uxx = (ux)x =
1

k
(−kψx − g1)

par suite ux ∈ H1
0 (0, 1) donc u ∈ H2(0, 1). De la même manière si en prend

(ũ, ψ̃) = (0, ψ̃), on prouve que ψ ∈ H2(0, 1).

Donc, ∃(u, v, ψ, ϕ)T ∈ D(A) qui vérifie AU = F pour tout F ∈H , et 0 ∈ ρ(A).

Le théorème de Hille-Yosida assure l’existance et l’unicité d’une solution

de (3.4), ceci termine la démonstration.

Lemme 3.2.1 soit (u, ψ) est la solution du (3.1)-(3.2) alors lénergie E(t) vérifie

d

dt
E(t) = −

∫ 1

0

u2
t −

∫
ψ2
t ≤ 0

Preuve. On multiplie (3.1) par ut et on intégre sur ]0, 1[, il vient

34



ρ1

∫ 1

0

uttutdx− k
∫ 1

0

uxxutdx− k
∫ 1

0

ψxutdx+

∫ 1

0

u2
tdx = 0,

ce qui implique que

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

u2
tdx− k[uxut]

1
0 + k

∫ 1

0

uxuxtdx− k[ψut]
1
0 + k

∫ 1

0

ψuxtdx+

∫ 1

0

u2
tdx = 0,

vu que u = 0 et ψ = 0 en 0 et 1 donc

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

u2
tdx+

k

2

d

dt

∫ 1

0

u2
xdx+ k

∫ 1

0

ψuxtdx+

∫ 1

0

u2
tdx = 0,

et par suite

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

u2
tdx+

k

2

d

dt

∫ 1

0

u2
xdx+ k

∫ 1

0

ψuxtdx = −
∫ 1

0

u2
tdx. (3.15)

On multiplie (3.2) par ψt on intégre sur [0, 1], il vient

ρ2

∫ 1

0

ψttψtdx− b
∫ 1

0

ψxxψtdx+ k

∫ 1

0

uxψtdx+ k

∫ 1

0

ψψtdx+

∫ 1

0

ψ2
t dx = 0,

ce qui implique que

ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx−b[ψxψt]10+b

∫ 1

0

ψxψxtdx+k

∫ 1

0

uxψtdx+
k

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2dx+

∫ 1

0

ψ2
t dx = 0,

donc

ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

uxψtdx+
k

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2dx = −
∫ 1

0

ψ2
t dx, (3.16)
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combinons (3.15) et (3.16) on obtient

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

u2
tdx+

k

2

d

dt

∫ 1

0

u2
xdx+ k

∫ 1

0

ψuxt +
ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx

+k

∫ 1

0

uxψtdx+
k

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2dx = −
∫ 1

0

u2
tdx−

∫ 1

0

ψ2
t dx,

ρ1

2

d

dt

∫ 1

0

u2
tdx+

k

2

d

dt

∫ 1

0

u2
xdx+ k

d

dt

∫ 1

0

ψuxdx+
ρ2

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx

+
k

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2dx = −
∫ 1

0

u2
tdx−

∫ 1

0

ψ2
t dx,

d

dt

{1

2

∫ 1

0

[ρ1u
2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + k(ux + ψ)2]dx
}

= −
∫ 1

0

u2
tdx−

∫ 1

0

ψ2
t dx

D’où
d

dt
E(t) ≤ 0,

alors le système (3.1)-(3.2) est dissipatif

3.3 Stabilité exponentielle
Lemme 3.3.1 Soit A est l’opérateur défini dans (3.4), alors

{iλ, λ ∈ R} ⊂ ρ(A). (3.17)

Preuve. La preuve sera donnée en trois étapes :

1. Puisque 0 ∈ ρ(A) alors, en utilisant le théorème (1.2.3) on constate que (iλA−1

−I) est inversible pour ‖λA−1‖ < 1. Par conséquent, Iλi−A = A(iλA−1− I)
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est inversible pour |λ| < ‖A−1‖−1. En outre, ‖(iλI −A)−1‖ est continue dans

l’intervalle (−‖A−1‖−1, ‖A−1‖−1).

2. Si sup
{
‖(iλI −A)−1‖, |λ| < ‖A−1‖−1

}
= M <∞, alors, pour

|λ0| < ‖A−1‖−1 l’opérateur

iλI −A = (iλ0I −A)
(
I − i(λ0 − λ)(iλ0I −A)−1

)
est inversible si ‖i(λ0 − λ)(iλ0I −A)−1‖ < 1 ce qui donne |λ0 − λ|‖(iλ0I−

A)−1‖ < 1, alors |λ0 − λ| <
1

|(iλ0I −A)−1‖
≤ 1

M
en utilisant la définition

de M on obtient, iλI −A est inversible pour |λ0 − λ| < M−1.

Par conséquant, si nous choisisons λ0 assez proche de ‖A−1‖−1 l’ensemble

{iλ, |λ| < ‖A−1‖−1+M−1} ⊂ ρ(A) car, iλI−A inversible pour |λ0| < ‖A−1‖−1

et |λ0 − λ| < M−1, comme
∣∣∣|λ0| − |λ|

∣∣∣ < |λ0 − λ|, alors |λ0| − |λ| < M−1,

qui implique

|λ| < M−1 + |λ0|

< M−1 + ‖A−1‖−1

et ‖(iλI−A)−1‖ est continue dans l’intervalle
(
−‖A−1‖−1−M−1, ‖A−1‖−1+

M−1
)
. Alors, le sous-ensemble {iλ, |λ| < σ} ⊂ ρ(A) peut être prolongé si

sup
{
‖(iλI −A)−1‖, |λ| < σ

}
<∞.

3. Supposons que {iλ, λ ∈ IR} n’est pas inclu dans ρ(A), de (2) ci-dessus, on

conclut qu’il existe σ ≥ ‖A−1‖−1 tel que {iλ, |λ| < σ} ⊂ ρ(A), mais sup
{
‖(iλI−

A)−1‖, |λ| < σ
}

=∞. Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres

réels (λn) et une suite de vecteurs unitaires (Un) ⊂ D(A), telle que |λn| < σ,
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λn −→ σ et

‖(iλnI −A)Un‖ −→ 0. (3.18)

C’est à dire

iλnun − vn −→ 0 dans H1
0 (3.19)

iρ1λnvn − kD2un + vn − kDψn −→ 0 dans L2 (3.20)
iλnψn − ϕn −→ 0 dans H1

0 (3.21)
iρ2λnϕn + kDun − bD2ψn − kψn + ϕn −→ 0 dans L2 (3.22)

Nous avons tout d’abord

Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 −→ 0

et Re〈(iλnI −A)Un, Un〉 = Re(〈iλnUn, Un〉 − 〈AUn, Un〉)

= −Re〈AUn, Un〉

= ‖vn‖2 + ‖ϕn‖2

donc

vn −→ 0 dans L2,

ϕn −→ 0 dans L2.

On prend le produit scalaire de (3.20), (3.22) par un, ψn dans H on obtient

respectivement

iρ1λn〈vn, un〉+ k‖Dun‖2 + 〈vn, un〉+ k〈ψn, Dun〉 −→ 0, (3.23)
iρ2λn〈ϕn, ψn〉+ k〈Dun, ψn〉+ b‖Dψn‖2 − k‖ψn‖2 + 〈ϕn, ψn〉 −→ 0. (3.24)

Puisque vn −→ 0 dans L2, λn est bornée et d’ après (3.19), on obtient

lim
n−→∞

un = lim
n−→∞

vn
iλn

= 0,

alors
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un −→ 0 dans L2

donc

〈vn, un〉 −→ 0.

Puisque ϕn −→ 0, λn est bornée et d’après (3.21), on obtient

lim
n−→∞

ψn = lim
n−→∞

ϕn
iλn

= 0,

alors

ψn −→ 0 dans L2,

et comme ‖Un‖H = 1 donc ‖Dun‖L2 est bornée, on a

〈ψn, Dun〉 −→ 0.

Ensuite, d’après (3.23) et (3.24) on a respectivement

‖Dun‖2 −→ 0 dans L2,

‖Dψn‖2 −→ 0 dans L2.

Enfin

‖Un‖2
H = ‖Dun‖2 + ‖vn‖2 + ‖Dψn‖2 + ‖ϕn‖2 −→ 0,

ce qui contredit le fait que ‖Un‖2
H = 1 et la preuve (3.17) est complète.

Lemme 3.3.2 Soit A l’opérateur défini ci-dessus, alors

lim|λ|−→∞‖(iλI −A)−1‖ <∞. (3.25)
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Preuve. La preuve sera donnée par l’argument de la contradiction.

Supposant (3.25) n’est pas vrai, alors, il existe une suite (λn) ⊂ ρ(A), |λn| −→ +∞

et une suite de vecteurs unitaires(Un).

Comme dans le lemme précédent,

Re〈(iλnI − A)−1Un, Un〉 = ‖vn‖2 + ‖ϕn‖2 −→ 0,

par conséquent, vn −→ 0, ϕn −→ 0 dans L2, d’après (3.19) et (3.21) on trouve

iλnun −→ 0 et iλnψn −→ 0 dans L2

de même un −→ 0 et ψn −→ 0 dans L2 car

lim
n−→∞

un = lim
n−→∞

vn
iλn

= 0

et

lim
n−→∞

ψn = lim
n−→∞

φn
iλn

= 0

On prend le produit scalaire de (3.20) par un dans H on obtient

ρ1〈iλnun, vn〉+ k‖Dun‖2 + 〈un, vn〉 − k〈un, Dψn〉 −→ 0, (3.26)

en utilisant le fait que Dψn et Dun sont bornés nous déduisons que

ρ1〈iλnun, vn〉+ 〈un, vn〉 − 〈un, Dψn, 〉 −→ 0,

par conséquent, (3.26) conduit à

‖Dun‖ −→ 0 dans L2.

On prend le produit scalaire de (3.22) par ψn dans H on obtient

ρ2〈iλnψn, ϕn〉+ k〈ψn, Dun〉+ b‖Dψn‖2 − k‖ψn‖2 + 〈ψn, ϕn〉 −→ 0, (3.27)
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alors

ρ2〈iλnψn, ϕn〉+ k〈ψn, Dun〉 − k‖ψn‖2 + 〈ψn, ϕn〉 −→ 0,

D’après (3.27) nous obtenons

‖Dψn‖ −→ 0 dans L2.

En combinant tous les résultats ci-dessus, nous concluons que Un −→ 0 dans H

qu’est en contradiction avec ‖Un‖H = 1.
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ملخص
لى التعریف بطریقة حالّة المؤثر المتناھي لدراسة الاستقرار الأسي لحلول جمل المعادلات ذات المشتقات تھدف ھذه المذكرة إ

. الجزئیة
ول من المذكرة خصصناه لجملة من التعاریف و النظریات التي تعتبر كمدخل للبحث، مثل متراجحتي یونغ وكوشي الفصل الأ

.الزمر المستمرة بقوةنشاءفضاءات سوبولاف و نظریة اشوارز وكذلك 
سي، كما ي  المنتظم،  الاستقرار الأسر المنتظم، الاستقرار الأالاستقرا: الفصل الثاني عرفنا فیھ مفھوم الاستقرار وأنواعھ

.سي و برھنا أحداھمائتین للاستقرار الأاستعرنا فیھ نظریتین متكاف
مثبطین و برھنا على وجود ووحدانیة الفصل الثالث ھو تطبیق للنظریتین على جملة معادلتین من نوع تیموشینكو تحتویان على 

.الحل وأن الجملة مستقرة أسیا

.فیلیبس، جملة تیموشینكو-یوشیدا، نظریة لیمر- سي، نظریة ھیلالاستقرار الأ:الكلمات المفتاحیة

Résumé

Dans ce mémoire on a présenté la méthode des résolvant pour la stabilité exponentielle du
générateur infinitésimal d’un semigroupe de contraction associé à un système de équations aux
dérivées partièlles.

Le premier chapitre était consacré aux quelques définitions et théorèmes fondamentales qui sont
utiles pour notre travail, tels sont les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, les espaces de
Sobolev, la théorie de C0- semigroupes.

Dans le second chapitre on a définit les différents type de stabilité : uniforme, exponentielle,
uniformément exponentielle, nous avons encore cité deux théorèmes équivalents et démontrer leurs
équivalence et un parmis eux.
Le troisième chapitre était consacré à l’étude d’un système de type Timoshenko avec deux

dissipations, on a montré l’existence et l’unicité d’une solution et on a montré que cette solution est
exponentiellement stable.

Mots clés : Stabilité exponentielle, théorème de Hille-Yosida, théorème de Lumer-Phillips,
système de Timoshenko.

Abstract

This note is devoted to clarify the  resolvent  method for the exponential stability of the
infinitesimal generator of C0-semigroups associated with PDEs systems.

The first chapter is devoted to some preliminary inequalities such Young and Cauchy Schwarz
inequalities, Sobolev spaces and C0-semigroups theory.

In the second chapter we dfine the several stability notions, such as: uniform stability, uniformly
exponential stability, we also cited two equivalent theorems and prove the equivalence and one of
them.

In the third chapter we study a Timoshenko type system with two dissipations and prove the
wellposedness and the exponential stability.

Keywords: Exponential stability, Hille-Yosida theorem, Lumer-Phillips theorem, Timoshenko
system.
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