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Notations générales

H' H;, H? Espaces de Sholev,

B(X) Espace des opérateures linéaires bornés de X dans X,
X' Espace dual de X,

(), () Produit scalaire dans la dualité X', X,

0 L’opérateur de différentiation partielle,

D(A) Domaine de Iopérateure A,

p(A) Ensemble résolvant de I'opérateur A,

o(A) Spectre de lopérateur A,

s 181 = A) 1| = infi (supyo 1GRT = A1),

olely
D% = s—F— Dérivée partielle par rapport au multi-indice «,
Ox{' ... 0xon

Co(Q) Fonctions continues a support compact dans €2,
A* L’adjoint d’un opérateur A,

R(.,T) Application résolvante de T
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Introduction générale

Durant les trois derniéres décennies, une intense importante a été donnée aux
stabilités des systémes des EDP modélisant des phénoménes physiques, chimiques
ou biologiques.

Dans ce mémoire on va donner une démonstration rigoureuse du théoréme
( Gearhat 1978, Priiss 1984, Greiner 1985) qui lie la stabilité d'un systéme a 1’é-
tude de I'ensemble résoulvant du générateur infinitésimal d’un semi-groupe fote-
ment continu 7'(t), ¢ > 0, puis on applique le théréme de Hauang sur I’étude de
la stabilité d’un systéme en vesco-élasticité linéaire.

Notons qu’a une solution non triviale d’un systéme en EDP; il s’associé
une énergie non nulle, si cette énergie est dissipative ( la dérivée par rapport au
temps est négative), le systéme va maintenir le repos aprés un certain période du
temps, on dit, alors que le systéme est stable.

Ce mémoire se divise en trois chapitres constituées de :

Le premier chapitre est consacré aux définitions, et théorémes importants le-
quels nous avons besoin dans notre étude, tels que quelques inégalités utiles, la
théorie des semi-groupes, les’epaces des Sobolev, la théorie de Hille-Yosida, les opé-

rateur maximaux monotones.



Dans le second chapitre nous présentons quelques théoréemes du stapilité exponen-
tielle d'un semi-groupe fortement continu, avec la preuve de théoréme ( Gearhat
1978, Priiss 1984, Greiner 1985).

Un probléme de type Temoshenko était I'objet du troisiéme chapitre, 1’existence
et I'unicité ont prouvé en utilisant le théréme de Hille-Yosida, la stabilité exp-

onentielle de la solution est était démontré.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théorémes fondamentales,
les espaces de Sobolev et le théoréme de Lax-Milgram et le théoréme de Hille-Yosida
que nous utiliserons dans les chapitres 2 et 3.

Commencons par rappeler quelques résultats généraux.

Théoréme 1.0.1 (Plancherel)[5] Soient H un espace de Hilbert et f € L*(R, H) ,
alors

17 (N2 = V2rl £,

i.e, 1//2m F est une isométrie, ou F est le transformé de Fourier.

Théoréme 1.0.2 (Cauchy)Soient D C C un domaine, f : D — C une fonc-
tion holomorphe et C un chemin fermé contenu ainsi que son intérieur dans D.

Alors

/Cf(z)dz = 0.

1.1 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes sont d'une grande importance



Inégalité de Young

1 1
Soient p et ¢ deux réels conjugués : — + — = 1.
P g
Alors
a? bl

V(a,b) e R2, ab< — 4 —.
(a,b) € R s

En partieulier si u, v € L*(2), alors

1
/\uv|§€/|u]2—|——/\v\2, Ve > 0.
Q Q de Jq

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), alors,

ol
ol

< (u,u)

’(u,v) (v,v)2, Yu,ve H.

1.2 Quelques propriétés spectrales

Définition 1.2.1 [1] Soit T un opérateur défini sur H, l’ensemble résolvant p(T') est
l’ensemble des \ € C tel que ANl — T inversible.
Définition 1.2.2 [1] Soit T un opérateur défini sur H, le spectre o(T') est le complé-

ment de [’ensemble résolvant, i.e.
o(T) = {/\ € C, Xl =T est non mversible}
Définition 1.2.3 [1] On appele application résolvante de T :
R(,T):p(T)CC — B(H)
A — R\T)=(\-T)"

Théoréme 1.2.1 [3] Soit H un espace de Hilbert compleze et soit T' € B(H).



1. Si |\ > ||T|, alors A & o(T).
2. o(T) est un ensemble fermé.
Théoréme 1.2.2 [3/ Soit X un espace de Banach et soit {x,} une suite dans X . Si

la série Yo ||lxzx|| converge alors la série Y o | x), converge.

Lemme 1.2.1 [3/ Soit X un espace vectoriel normé.
1. B(X) est une algébre avec lidentité et donc un annaeau avec l'identité.

2. Si{T,} et {S,} sont des série de B(X) telle que lim, o, T, =T
et lim,_,o S, = S alors lim,,_,o, S, T, = ST
Théoréme 1.2.3 [3] Soit X un espace de Banach. Si T € B(X) est un opérateur

tel que ||T'|| < 1 alors I — T est inversible et l'inverse est donnée par
(I-T)t=>"1"
n=0

Preuve. Comme ||T'|| < 1lasérie Y ||T||" converge et par suite, la série >~ || 7|
converge également, car ||T"|| < ||T'||" pour tout n € R Donc )" > 7™ converge

par le théotéme (1.2.2).

Soit S = Y T™ et soit S), = ZZ:O T". Ensuite, la série {Si} converge vers S
dans B(X). Nous avons

I =T)Sk = I = |1 =T —I|| = || = T < |71

D’apreés ||T']] < 1 on en déduit que limg_,oo (I — T')Sy, = I. Par conséquent

(I-T)S=(—-T)lim S = lim (I —T)Sy = I,

k—o00 k—o00

par le lemme (1.2.1). De méme S(/—T) = I alors [ —T est inversible et (I—-T)"! = S
]



1.3 Semi-groupe fortement continue

Définition 1.3.1 /6] Une famille T(t)(0 <t < 00) d’opérateurs linéaires bornés
dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continue ( en bref,

un Cy-semigroupe) si

]. T(tl -+ tg) - T(tl)T(tQ) th,tg Z 0,

3. Pour chaque x € X, T(.)x est continue en t sur [0,00).

Définition 1.3.2 [7] Le générateur infinitésimal de T'(t) est 'opérateur linéaire A

de domaine

D(A) = {x € X :lim LT =

e:m'ste} ,
t10

défini par

_ -
A — Tim T(t)x —x _ dtT(t)z
£10 t dt

, pour x € D(A).

t=0

Proposition 1.3.1 [5] Soit T'(t) un Cy-semigroupe. Il existe deux constantes w € R
et M > 1 telles que :

ITt)|| < Me** pour 0<t < oo. (1.1)

Proposition 1.3.2 [5] Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X,

le spectre o(A) est toujours compact et non vide, d’ou son rayon spectral

r(A) :=sup{|\|: A€ a(A)},

est finie et satisfait r(A) < || A|l.



Définition 1.3.3 [5]/ Soit A: D(A C X — X un opérateur fermé. Alors
S(A) := sup {Re/\ A€ O'(A)}

est appelée la borne spectrale de A.
Pour le générateur A d’un semigroupe fortement continu T = (T'(t))i>0, la borne
spectrale S(A) est toujours dominé par la borne de croissance

wo = wo(7) = inf {w € R il existe M, > 1 tel que ||T(t)|| > M,e“" Vt > 0.}

Définition 1.3.4 [5] Pour la borne spéctrale S(A) de générateur A et pour la borne
de croissance wy du semigroupe génére (T'(t))i>0, on a
< S(A) Swo = infio Tog|T(O)] = Jim FogT(0)]
00 = S Wo —1Ht>0t09 _tgnootog

_ %log(r(T(to))) <%

pour chaque ty > 0. En particulier, le rayon spectral de l’opérateur de semigroupe
T(t) est donné par

r(T(t)) = e" vt > 0.

Théoréme 1.3.1 [5] Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur l’espace

de Banach X et soit w € R, M > 1 les constante qui verifient

IT@)|| < Me**  pour t>0.

Pour le générateur (A, D(A)) de (T'(t))i>0 les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Si A € C tel que
R(\)x = / e T (s)xds (1.2)
0

existe pour tout x € X, alors A € p(A) et R(\, A) = R(\).



2. Si Re(\) > w, alors A € p(A), et le résolvant R(\, A) est donné par 'expres-

sion l'intégrale (1.2).

3. || RN A < pour tout Re\ > w.

Rel —w

Corollaire 1.3.1 /5] Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu 7 = (T(t))i>0 sur X. Alors

k—1)! 1 wikin
( ) 1 lim MR(N, A)Fzd)

th=1  2mi n—>oo J

T(t)r =

—in

pour tout w > wo(7), k €N, t >0, et z € D(A").

Proposition 1.3.3 [5/ Pour chaque X € p(A) on a

1 1
ROVA) = TR A

A\, o(A) = -

1.4 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.4.1 [2/ On dit qu’une forme bilinéaire

a(u,v) : Hx H— R
est :

1. Continue, s’il existe une constante C' telle que

la(u,v)| < Clullv] Yu,v € H,



2. Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > alv)? Vv e H.

Théoréme 1.4.1 (Lax- Milgram) [2] Soit H un sepace de Hilbert, a(.,.) une
forme bilinéaire, continue et coercive sur H et L : H — R une forme linéaire

continue.
Alors, il existe uw € H unique solution du probléme

a(u,v) = L(v) Yv € H,

de plus st a est symétrique u définie par

Lot - 260 - g L1000 - 100}

veH L2

1.5 Les espaces de Sobolev

Soit I =|a, b| un intervalle (borné ou non) et soit p € R avec 1 < p < oc.

1.5.1 Espace de Sobolev W'(I)

Définition 1.5.1 /2] Soit p € R avec 1 < p < 00 ; on pose
LP(Q) = {f : Q= R; f mesurable et / |f(z)]Pdx < oo}
Q

On note
I = ([ 1sras)

Définition 1.5.2 [2/ On pose
L>®(Q) = {f : Q — R; mesurable et 3 une constante C' telle que |f(z)| < C p.p. sur Q}

9



On note

| f|lee = inf {C§ |f(z)| < C p.p. sur Q}

Définition 1.5.3 [2/ L’espace de Sobolev WP(I) est défini par

lep(f):{ueLp(I); dg € LP(I) tel que /ugo':—/ggp V@GC&(I}}.
I I

On pose

HY(I) = Wh(I).

Pour v € WYP(I) on note g par v’ est on l'appelle dérivée faible de u.
Proposition 1.5.1 L’espace W muni de la norme
[ullwrs = llullzr + [[0]| e

est un espace de Banach <0u parfois, st 1 < p < oo, de la norme équuvalente

1
(ully + I N5,)7).

L’espace H' est muni du produit scalaire

(u, ) = (u, )2 + (W', 0") 2;
est un espace de Hilbert.

La norme associée
1
ullgr = (JJullZ2 + |lv/]|72)>

est équivalente a la norme de H'.

10



1.5.2 Espaces de Sobolev W™P(I)

Définition 1.5.4 [2/ Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < 0o, on

définit par récurrence l’espace

Wme() = {u e WmLe([), ' € Wm‘l’p(])}.

On pose
H™(I) = W™*(I).
On vérifie aisément que pour uw € W™P(I) on peut considérer les dérivées successives
/

u' = g1, (W) = ga... jusqu’a Uordre m ; on les note Du, D*u... D™u.

L’espace W™P est muni de la norme

m
lllwms = llullzr + D 1Dl 2o

a=1

et l'espace H™ est muni du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)r2 + Z(Do‘u, D).

a=1

11



1.5.3 Espace W, ”(I)

Définition 1.5.5 [2/ Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy (I) la fermeture

de CL(I) dans W'P(I). On note H}(I) = Wy*(I).

Remarque 1.5.1 Si I est borné W, (I) sera muni de la norme ||u||W01p = Y 1cicn 1Dl 2,
c’est une norme équivalente a celle induite par WHP(I).
L’espace W, " (I) est muni de la norme induite par W(I); 1’ espace H¢ est muni

du produit scalaire induit par H*.

Théoréme 1.5.1 [2] Soit u € WHP(I), alors u € Wy P(I) si et seulement si u =0

sur 01, ou OI est la frontiére de I.

1.6 Théoréme de Hille-Yosida

Soit T'(t) un Cy-semigroupe. D’aprés le théoréme 1.3.1 il s’ensuit qu'il existe des

constantes w € R et M > 1 tel que [|[T(¢)|| < Me“" pour t > 0.

Définition 1.6.1 [7/ Siw =0, T'(t) est dit uniformément borné et si de plus M =1
il est appelé Cy-semigroupe de contractions.

Théoréme 1.6.1 (Hille-Yosida)[7] Un opérateur linéaire (non borné) A est le gé-

nérateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe de contraction T(t), t > 0 si et seul-

ement st :

1. A est fermé et D(A) = X.

12



2. L’ensemble résolvant p(A) de A contient RY et pour tout A > 0,

1R A)|| <

> =

Remarque 1.6.1 [7] Soit A le générateur infitésimal d’un semigroupe de contrac-
tion T'(t). L’ensemble résolvant de A contient toujoursle demi-plan ouvert droit,
i.e, {\: ReX >0} C p(A) et pour
1RO <
’ ~ Re\’
Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Définition 1.6.2 [2/ Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.
On dit que A est dissipatif si
(Av,v) <0 Vo € D(A),

A est mazimal Im(I + A) = H i.e.

Vfe H, Jue D(A) tel que u+ Au= f.
On dit que A est monotone si —A est dissipatif i.e (Au,u) > 0 pour tout u € D(A).
Théoréme 1.6.2 (Lumer-Phillips)[}] Soit A : D(A) C H — H un opérateur
linéaire et D(A) dense dans H. Alors, A est le générateur infinitésimal d’un

Co-semigroupe de contractions si et seulement si :
1. A est dissipatif.

2. Il existe A > 0 tel que Im(A — A) = H. (A est mazimal).

1.7 Reésolution d’un probléme d’évolution

Etant donné, le probléme d’évolution suivant :

13



d—u—l—Au:O sur Q x [0, +o00]
dt (1.3)

u(z,0) = up(x)

Théoréme 1.7.1 (Hille-Yosida)/[2] Soit A un opérateur mazimal monotone dans

un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction unique

ue 01([0, ool H> N C([o, ool D(A))

solution du (1.3).

De plus on a

d
u(t)] < |uo| et d—?(t)‘:\Au(mgmud Vi > 0.

Remarque 1.7.1 [2] L’intérét principal du théoréme 1.7.1 réside dans le fait que
pour résoudre le probleme d’évolution (1.3) on se ramene & vérifier que A est mazi-

mal monotone, c’est-a-dire, a étudier [’équation stationnaire u + NAu = f.

14



Chapitre 2

Stabilité exponentielle

2.1 Notions de stabilité

Définition 2.1.1 [6] Le semigroupe T(t) = el est dit étre exponentiellement stable
sl existe deux constantes o > 0 et M > 1 telle que :

IT(t)| < Me™ Vvt >0.

Définition 2.1.2 [5] Un semi-groupe fortement continu (T(t))t>o est dit :

1. Uniformément exponentiellement stable sl existe € > 0 telle que :

lim e ||T(¢)]| = 0.
t—o0
2. Uniformément stable si :

lim ||T(£)]| = 0.

t—o0
3. fortement stable si :
lim |[T(t)z|| =0 Vze X.
t—o00
4. faiblement stable si :

lim (T(t)z,2y =0 VeeX e 2 €X'

t—o00

15



Proposition 2.1.1 /5] Pour un semi-groupe fortement continu (T'(t))i>o les asser-

tion suivantes sont équivalentes :
1. (T'(t))i>0 est uniformément exponentiellement stable.
2. (T(t))e>0 est uniformément stable.

3. 1l existe € > 0 telle que limy_,o €| T(¢)x]| =0 Vo e X.

Preuve. 1l est clair que, (1) implique (2) et (3).
D’aprés le définition (1.3.4) ot = r(T'(t)) < ||T'(t)|| pour tout ¢ > 0 car :

1
wo = inf — log [T (1)]|

Alors wy > %log |T(t)|| Vt>0,donc e <|T(t)|| Vt>0,(2)implique

wo <0 (wo :=inf{w € R, limy_oe “||T(t)|| = 0}), donc Fw tel que wy < w < 0
tel que lim;_,o e || T'(¢)|| = 0.

On choisit € = —w

alors limy_,q || T'(t)|| = 0 donc (1).

Si (3) est vérifiée, alors (e**T'(t))s>0 est fortement donc uniformément, bornée, alors

Ja > 0 tel que : || T'(t)]| < «

—  TOl<a

qui implique limy_,o, €2*||T(¢)|| = 0 donc (1) m

Proposition 2.1.2 Soit (T'(t))i>0 un semigroupe de générateur A, alors (T(t))i>o
est uniformément exponentiellement stable si et seulement si

WO<O.

16



Proposition 2.1.3 Pour un semigroupe fortement continu (T'(t))i>0, les asser-

tions suivante sont équivalentes
1. wy <0, d.e, (T(t))e>0 est uniforément exponentiellement stable.
2. limy 00 || T(t)]] = 0.
3. || T(to)|| < 1 pour certain to > 0.

4. r(T(t1)) < 1 pour certain t; > 0.

Preuve. Voire [5| =

2.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 2.2.1 [6] Soit T(t) = e un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert.

Alors T(t) est exponentiellement stable si et seulement si

sup{Re\; A € o(A)} <0 (2.1)
et

sup |[(M — A)7Y| < . (2.2)

ReA>0

Théoréme 2.2.2 [6] Soit T'(t) = et un Cy-semigroupe des contractions sur un

espace de Hilbert. Alors T(t) est exponentiallement stable si et seulement si

p(A) D {if, 5 € R} =iR (2.3)
et

T 51y || (18T — A) 7| < o0. (24)

17



Dans la suite on donne la preuve de I’équivalence de ces deux théoréme a la condition
que T'(t) = e est un Cy-semigroupe des contractions sur espace de Hilbert.
Preuve. D’abord, nous provons que (2.1)-(2.2) implique (2.3) et (2.4)

Supposon que sup{ReX: X € o(A)} <0, alors VA € C, si ReA >0ona A ¢ o(A)
par suite :R C p(A), donc (2.1) entraine (2.3).

Si supgerso |(AL — A)7!|| < oo, alors

IGikI = A)7 < sup [[(AT=A)H <oo Vk=>|6]
ReA>0

donc

sup ||(ikl — A7 < sup [|[(M — A <
k>8] ReA>0

ce qui implique que

inf ikl — A7 ) <
iny (:;g”(l ) ||) 00

on a

Tim gy 00| (181 — A) M| < 00

alors (2.2) entraine (2.4).
Ensuite, nous prouvons que (2.3)-(2.4) imlique (2.1) et (2.2) a condition que
|T(t)|| < 1. D’aprés la remarque (1.6.1) 'ensemble résolvant p(.A) de A contient

1
le demi-plan ouvert droit, i.e {\: Rel >0} C p(A), et ||[(M — A)7Y| < Tox

Ceci implique que pour tout dy < 0 donné, quand ReX > |dy|, nous avons

1 1
M—-A) << —
IO = A7 < s <
alors 1
sup M — A7 < — (2.5)
ReX>1do| |60|

18



Deuxiémement, nous montrons qu'’il existe oy < 0 avec |0p| étant suffisamment petite
telle que 0(A) C {\, ReX < 0o}
En effet soit A = pu + v,
M—A=upl +ivl — A= (u(ivli — A7+ I)(ivl — A).

D’aprés (2.3) ivl — A est inversible et pour |u| est suffisamment petit, par théoréme
(1.2.3) p(ivl — A)~ + I est inversible.
Ainsi (2.3) implique o(A) C {\, ReX < gy < 0} avec |op| suffisamment petit,
par conséquent oo(A) = sup{Re\, X € 0(A) < 0y < 0} et pour Re < |dy] < |og],
|(A — A)~Y|| < 2M car d’aprés (2.4) sup,cg ||(iv] — A)7Y| < M et on choisit

1
|| < oYY d’abord, on a

1A = AT = [l — A~ (u(ivI = A7t + D)7
< (vl = A7 (v = A=+ D)7H|

< M||(u(ivl = A~ + D)7 (2.6)

1

1
< 1
oM = 2| (il — A P

et |u <

. _ ) B 1
(v — A) 7| < |pl||(iv] — A7 < M <1

donc par le théoréme (1.2.3) pu(ivI —A) "' +1 est inversible et 'inverse est donnée par

o0

(ulivI = A+ 17" =3 (ulivT — A))"

n=0

donc
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lpGivl = A=+ D7HE = 11325 (v = A=)
< Ynmo l(utivl = A)=H"|

< 2o (vl = A)=H|"

L — |lpivl — A"
1= |[p(ivi = A)~H|

L= (v — A" 1

< limy, 00

comme ||p(ivI—A)~| < 1, alors lim,

L= lpGivl = A7 1= [Jpivl = A7

donc
vt = A7+ D7 €
comme ||(iv] — A)7H| < M et |u| < ﬁ on a
i — Ayt + 1)1 <2 2.7)

additionnons (2.6) et (2.7), on obtient

(A — A7 < 2M.

En combinant ceci avec (2.5) on obtient (2.2). m

Théoréme 2.2.3 (Gearhart 1978, Priss 1984, Greiner 1985)[5] Un semi-
groupe fortement continu T = (T'(t))i>0 sur un espace de Hilbert H de géniateur
infinitésimal A, alors (T'(t))i>0 est uniformément exponentiellement stable si et
seulement si le demi-plan {\ € C : Re\ > 0} est contenu dans l’ensemble résol-

vant p(A) du générateur A avec le résolvant satisfaisant

M = sup [|[R(\,A)| < . (2.8)

ReA>0

Preuve. Si (T'(t))¢>0 est un semigroupe uinformément exponentiellment stable alors
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d’apés la proposition 2.1.2 wy < 0 et comme wy = inf {w € R il existe M, > 1
tel que ||T'(t)]] > M,e“" Vit > 0.}, alors 3 w : tel que wy < w < 0
d’aprés le théoréme 1.3.1 (3) on a

M
|IRNA)|| < =——— VRel >w

Rel —w
M M o
donc suppey-o [|R(A, A)|| < supgeaso =0 < — donc l'estimation (2.8).

Supposons que Fi)g € iR : i\g € 0(A), alors pour € assez petit € + i)y € p(A)

d(e + 1), 0(A)) < ¢

d’apreés le corollaire 1.3.3 on a

[R(e +iro, A)|| =

m |

quand £ — 0 alors ||R(g + i), A)|| = +o0 et Re(e +i)g) = € > 0, ce que contredit

le fait que supg. g [|R(A, A)|| < —ﬂw donc Vg € R, i\g ¢ 0(A) , par conséquent
ido € p(A), alors iR C p(A), donc 'estimation (2.8) s’étend par continuité a

Re) > 0.

Ensuite, on prenons w > |wp|+1 et considérons le semi-groupe réechelonné (7", () )i>o

avec

T . (t) == e “'T(t).
Puis, d’aprés (1.2) dans le théorme 1.3.1 et pour x € H, s € R, on a
R(w +is, A)x = R(is, A —w)zx = / e ST, (t)adt.

0

Utilisant la transformée de Fourier % : L?(R, H) — (R, H), nous obtenons

Rw+is, A)x = F(T_,(.)x)(s)

ou nous prolongeons 7", (.) a R en mettant 7°,(¢) := 0 pour ¢ < 0.
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(T_,(t))i>0 est exponentiellement stable, car :

Ve > 0,3a. € R,IM,. > 1,||T(t)]| < M.e*".

Comme wp := inf{w € R:3IM, >1 tell que |[|T(t)] < M,e** Vit >0}, donc

.. €
wo < a. < wy + €, on peut choisir a, = wy + 5 alors

1Tl = lle™ T )] < Mo~

< Mge—(w—wo—%)t

comme w > |wo|+1 = w>wy+1
— w—wy>1
= —(w—wp) < —1

€ €
— (w—w— o)< —1+-
(w—wp 2) +2

donc ||T_,(t)|| < M.e=(1=2)* pour e <2 (T_,(t))s>0 est exponentiellement stable.

Nous avons T, (.)z € L*(R, H), car :

+o0 +oo
/ ITo)lPdt = / T ()l Pt
— 0

o0

+oo
= Jle|? / 1T ()2,

puisque (71_,,(t))e>0 est exponentiellement stable alors, il existe une constante posi-

tive a et M > 1 telle que :

+o00 +oo
/ I @alPdt < o2 [ MPe

o) 0

IA
)
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C’est a ce point que nous utilisons 'hypothése que H est un espace de Hilbert

pour conclure, d’aprés le théoréeme 1.0.1, que

+o0 o0
/ HR(w—l—is,A)xHQdSIQW/ 1T o (t)z]2dt < L2||z]]?
_ 0

[e.9]

pour une certaine constante L > 0 et pour x € H.

D’aprés Péquation résolvante nous avons
((w 4is)] — A) o wisT — A <(w +is)] — A) T (s — Ay ((z's —A) ((w+
is)T — A)l o (w+is)T - ,4)1) = (is— A ((is = A) + I ) (w-+is)T - A)1
= (is = A (s + @)~ ) (@ + i) - A) = (is - A

R(is, A) = R(w +1is, A) + wR(is, A) R(w + is, A)

pour tout s € R et d’aprés (2.8) on obtient

[R(is, A)| < M
donc
|R(is, A)z|| = H <R(w +is, A) + wR(is, A)R(w + is, A))xH
= [[(1+ whis, ) Rl + is, A)a]
< (Il + llwk(is, A) DI R(w + is, A)x|]

< (1+ Mw)|R(w + is, A)z||

pour tout les s € R et tout x € H.
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En combinant ces faits, nous obtenons

+o0 +o0
/ |R(is, A)z||*ds < (1+ Mw)Q/ | R(w +is, A)z|*ds
—o0 —oo (2.9)

< (14 Mw)?.L2 || z||?

pour tout x € H.
Comme ||T'|| = || T*|| pour chaque T' € L(H), par symétrie 'estimation est vraie
pour le résolvant du générateur A* du semi-groupe adjoint (7'(t)*):>o i.e,

400
/ | R(is, A*)y||?ds < (1 + Mw)?. L2 ||y]? (2.10)

o)

pour tout y € H.
Ensuite, nous utilisons la formule d’inversion du corolaire 1.3.1 pour k£ = 2

on conclut que

+oo
(T (t)w,y) = % / e (R(w + is, A), y)ds
1 [T .
B 2_/ e (R(is, A)x, R(—is, A")y)ds
™ —00

pour tous x € D(A?) et y € H. Pour la deuxiéme égalité, nous avons utilisé le
théoréme (1.0.2), qui est applicable puisque R(A,.A) est uniformément
borné pour ReA > 0 et donc

1

1
B 1R A) Az + | < = (M| Az|| + [l])-

R\ A)x|| =
1RO, Al 5
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Avec, (2.9), (2.10), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz cela donne
1 400 1 400 1
(o) <o ( [ IRl AlPas) ([ IRGsAaPds)
2T — 0 —o00

< (1+ Mw)?.L?

< S g

pour tous z, y € D(A?). Comme D(A?) est dense dans H, cela implique
[tT @) = sup{|(tT(t)z,y)| : 2,y € D(A%), ||=| = |lyl| = 1}

< (14 Mw)Q.Lz.

- 2w
_ (1+ Mw)?.L?
te || T(H)|| < ———.
par suite [7(1)] < T2
Donc limy; o [|T'(¢)|| = 0 et par suite T'(t) est uniformément exponentiellement

stable d’aprés la proposition 2.1.3. m
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution
d’un probléme de type Timoshenko

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudiera 'existence et I'unicité de la solution d'un systéme
linéaire de type Timoshenko, en utilisant le théoréme de Hille-Yosida.

On considére le probléme suivant :

prug — k(uz + ), +u, =0 dans ]0,1[x]0, +ool, (3.1)
02¢tt — bw:m: + k(ux + w) + 1/115 =0 dans ]O, 1[><]O, —|—OO[, (32)
w(0,8) = u(1,8) = $(0,) = p(1,6) =0 ¢ >0, (3.3)

ou u est le déplacement transversal, ¢/ 'angle de rotation et p1, po, k, b sont
des coefficients constitutives que 'on suppose positives.
On désigne par 7 'espace de Hilbert est

A= [H(0,1) x L*(0,1)]?,

on le munit du produit scalaire :
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~ 1 ~ ~
v, = / et + 0) (@ + ) + pr0¥ + papP + bibuTida,

ot U = (u,v,9, )7, U = (0,0,¢,)T € .

La norme de ¢ correspondant est donnée par

1
U1 = [ s + 6 + pue? + pas® + b,
0
et on définie I'énergie du systéme (3.1)-(3.2) par

1
Bt) = 5 | o+ pa? + b2 + K +9)lds

3.2 Existence et unicité

On pose v = u; et p = 1 le systéme (3.1)-(3.2) et (3.3) s’écrit

(u; = v,

k
V¢ = _<umz + 1/1:;: - U),
P1

Q/Jt:gpa

1
Yt = _(wax - kum - kl/J - @)7
\ P2

ce qu’on peut écrire sous la forme



ot U := (u,v,¢, )" et A est I'opérateur différentiel

0 I 0 0

k —1 k
— Oy —1 —0, 0

£1 P1 P1

A=

0 0 0 I
k b k -1
——0, 0 — Oy — — 1 —
P2 P2 P2 P2

ou I est I'opérateur identité. Le domaine de A est alors

D(A) = [(H*(J0, 1[) n Hy(]0, 1[)) x Hy(JO, L])]*.

Théoréme 3.2.1 Pour tout Uy = (ug, vo, Yo, po) € H le probleme (3.4) admet
une solution unique U = (u, v, 1, ) satisfaisant

(u,v,19, @) € C([0, +o0[, 7).

De plus, si Uy € D(A) alors la solution satisfait

U € C([0, +oo[, D(A)) N C'([0, +ool, 7).
11 suffit de prouver que A est dissipative et 0 € p(A).

Preuve. Dissipativité de A
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k 1 k
—Ugy — —V —7%
P1 P1 P1
AU =
¥
k b k 1
2 2 P2 P2

alors,

1
(AU, Uy = / [k(ve — @) (g — ) + ktgev — v + kv + kugp
0

+b¢xx90 - k¢90 - 902 + b%%]dw
1 1 1 1 1
= k/ VU dr + k/ vdr + k/ Yudr + k/ pdr + k/ UgprdT
0 0 0 0 0

1 1 1 1
—/ vide + k/ Yvdr + k/ U pdr + b/wmgod:c — k;/ Yodx
0 0 0 0

1 1
—/ gozdx + b/ Oepdx
0 0

1 1 1 1
= klvu]p — / UggvdT + [1hv]§ — k‘/ v dx + k:/ Uga VAT — / vide
0 0 0 0

1 1 1 1
+k / Yavdz + b[epls — b / ptlpdr — / ©>+b / O thpdr
0 0 0 0

1 1
= —/ ’U2d$—/ <p2dx§0
0 0

donc A dissipatif.
Pour montrer que 0 € p(A), en prend F = (f1, f2, f3, f4)7 € , et on cherche
U = (u,v,9,9)T € D(A) solution de

AU = F,
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ceci s’écrit en termes de composants, comme suit

v = fl; (35)
ku:rx - v+ kwx = P1f2, (36)
© = fs, (3.7)
—kty + 0y — k) — 0 = pa fy, (3.8)
substituons (3.5) et (3.7) dans (3.6) et (3.8) respictivement on obtient
Il reste & prouver qu’il existe u et v satisfaisant
ke + Kby = p1fa+ fi = g1 € L*(0,1) (3.11)
—kty + bpyy — k= pafi+ f3 = g2 € L*(0,1) (3.12)

On définit I'espace W = Hj(0,1) x H}(0,1).
En multipliant les deux équations (3.11) et (3.12) par des fonctions u € C}(0,1),

1Z € C}(0,1) respectivement et on intégre sur [0, 1], on obtient

1 1 1
k:/ umﬂdquk/ Yudx :/ qrudz,
0 0 0
1 - 1 - 1 . 1 ~
h / wydda + b / bt — k / Yidz = / wide,
0 0 0 0

ce qui implique que
1 1 1
k[uwm(%—k/ u$a$dx+k[¢m5—k/ wﬂxdx:/ giudz,
0 0 0
1 . . 1 . 1 " 1 .
[ e+ Bl b [ odude—k [ wide = [ guide,
0 0 0 0
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donc

1 1 1
—k/ Uy UpdT — k:/ Yuzdx :/ qrudz, (3.13)
0 0 0

—k/oluxﬁdx - b/olq/)x{u;dx - k/ol Yidr = /Olgg{z?dx, (3.14)

additionnons (3.13) et (3.14), on obtient

1
0

B 1 1 1 1 1
—/ (gru+gotp)dx = k:/ uxﬁxdijk/ ¢6mdx+k/ uxl/de—i-b/ zﬁxlbxdx—i-k/ Yipda
0 0 0 0 0

pour U := (u, ) et U := (u, 1) on définit sur W une forme bilinéair a(.,.) et une

forme linéair L(.) par
_ 1 1 1 1 1
a(U,U) :k/ uxﬂmdx—kk/ @/)ﬂzdx—i-k:/ uzl/zdx—kb/ wxwxdx—f—k/ Yipdx
0 0 0 0 0

1
L) = - [ (o+ g

0
On applique le théoréme de Lax-Milgram, sur 'espace W pour la forme bilinéaire
a(U,U) et la forme linéaire L(U).

1) Continuité de af.,.)

1
‘a(U, (7)) — ‘ /0 ktugiiy + kb, + kgt + bibythy + kioihdz],

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

31



a(U, (7)‘ < llugll el 2 + kvl e ll@el e + Ellel 21912

H0l[Yall 21l 2 + Kl 22|91l

IN

maax(k,B) (Il 10 g+ 1l + 1960 |+ Dl 2y
< Cu(lullg + 191y ) (il + 120y )

< 01||U||W||(~]HW-

Donc a(.,.) est continue.

2) Coercivite de a(., .)

1 1 1 1
a(U,U) = k/ ulds + 2k/ Yuzdr + b/ Vidr + k:/ Vi
0 0 0 0

en utilisant 'inégalité de Young, on aura

1 1
—/ ugthdr < / |uzt|dx
0 0
€ 2
< 5 u 2 dx + — w dz

donc

1
/ ux¢dm>——/ uide — — /Q/JQd:B
0
on a

a(U,U) > k/oludm—2k< / widy + — /¢2dx +b/ ¢dm+k:/ A

1 1 1
z(k:—k:g)/ uid:ﬁ—(k,‘—ﬁ)/ Yidr +b [ ide
0 0 0

g

1
en prend ¢ = 2
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k 1 1 1
a(U,U) z—/ uid:c—k/ ¢2dx+b/ Yidx
2 0 0 0

]{f 1 1
2—/ ugdx+b/ Yidx
2 0 0

1
> min(g,b)/ (ui —l—wi)dx
0

1 1
notons que / uldr et / Y2dz définie une norme sur H}(0, 1) on oura
0 0

a(U,U) > Co|| Uy

Donc af.,.) est coercive.

3) Continuité de L

‘L(ﬁ)‘ _ ‘ I gz + ) gz{/?da;‘
< Norllzzll@llze + lgall 2l 2

< max (llgallz2l, gall ez ) (1o + 191122

IA

ARl

Csl|U|lw-

IN

Donc L(.) est continue.
a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur W, et L(.) est linéaire et continue

sur W. D’apres le théoréme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution

unique (u, )T € W = H}(0,1) x HL(0,1) telle que

a(U,U) = L{U), YUeW.
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ce qui signifie que u € H}(0,1),v € H}(0,1),v = f1 € H}(0,1) et ¢ = f3 € H}(0,1),
il reste & montrer que u, v € H*(0,1).

En prenant (, 1) = (,0) € CL(0,1) x CL(0,1) C W dans (3.13) elle devient

1 1 1
—k/ Up Uy dT — k/ Yuzdr :/ grudz
0 0 0

/Oluzﬂxdx: —/01%(—/62/1% —gl>ﬂdx

ce qui signifie que u, admet une dérivée faible dans L?(0, 1), car —kv, —g; € L*(0,1),

alors

et on a

1

Ugy = (uz)z = E<_k¢z - gl)

par suite u, € H}(0,1) donc u € H*(0,1). De la méme maniére si en prend

(w,v) = (0,), on prouve que ¢ € H*(0,1).
Donc, 3(u,v,v, ) € D(A) qui vérifie AU = F pour tout F € 7, et 0 € p(A).
Le théoréme de Hille-Yosida assure 'existance et 'unicité d’une solution

de (3.4), ceci termine la démonstration. m

Lemme 3.2.1 soit (u,1) est la solution du (3.1)-(3.2) alors lénergie E(t) vérifie

%E(t>=—/01u?—/w?so

Preuve. On multiplie (3.1) par u; et on intégre sur |0, 1], il vient

34



1 1 1 1
1 / Upp U AT — k/ UgppUrdT — k/ Vyurdr + / u?dx =0,
0 0 0 0

ce qui implique que

d 1 1 1 1
%d— / ufdx — k[uxut](l) + k?/ umuztdx — k[¢ut]é + k 1/1Uztdl’ + / ufdx — 07
t Jo 0 ; ;

vuque u =0et 1y =0en 0 et 1 donc

1

1 d kd [ ! '
éa i u?d$+§d—t ; uide + k ; Yugpdr + ; ujde =0,

et par suite
P d 1 k d 1 1 1
2t Jy W g ), ek ) dtads = = fuida(315)

On multiplie (3.2) par v, on intégre sur [0, 1], il vient

1 1 1 1 1
o / buthyd — b / nthude + / wptbd + k / o / Ve = 0,
0 0 0 0 0

ce qui implique que

5 dt/ Uy dz—b[h,1] +b/ %%tdaﬂrk‘/ uxwtdx+2dt/ ¢2dx+/ Widz =0,

donc

2 2 2 2
~ = 1
2 t/wd +2 t/wda:+k/ uxwtd:v+2 t/zbdx /wtd:v (3.16)
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combinons (3.15) et (3.16) on obtient

1 1

pd [ g B qux—Irk/ Yy + 2 /wd +——/1w2dw
2 dt 2 dt @ “ 2dt t 2 dt z
1 1 1
—f—k/ uml/)tdqu / P d:v——/ ufdx—/ Yide,
S |, ey [ e [ i ] v g [
B de+== | 2d b 2d —— d
2dt/0 B PT R vuade + 20 | i +2dt Yrda

1 1
e _ 2 _ 2
+2dt/ Ve = / uydx /0 Yide,
d 1 1 1 1
g R R O ) S T
0 0 0

D’ou

alors le systéme (3.1)-(3.2) est dissipatif
]

3.3 Stabilité exponentielle

Lemme 3.3.1 Soit A est l'opérateur défini dans (3.4), alors
{ix, N € R} C p(A). (3.17)

Preuve. La preuve sera donnée en trois étapes :

1. Puisque 0 € p(.A) alors, en utilisant le théoréme (1.2.3) on constate que (iAA™*

—1I) est inversible pour ||AA™!|| < 1. Par conséquent, INi — A = A(INAT—1T)
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est inversible pour |A| < || A7!|7!. En outre, ||(iA] — A)7!|| est continue dans

Uintervalle (—||A7Y7Y A7 7).

. Si sup {||(z)\l - A7, N < ||A’1||’1} = M < oo, alors, pour
|Ao| < || A7 lopérateur

IN — A= (id] — A) (I — (Ao = Aol — f”_l)

est inversible si ||i(Ag — \) (Aol — A) 7| < 1 ce qui donne |Ag — Al|| (Aol —

1 1
A)7H < 1, alors [A\g — )| < el — AT < 27 utilisant la définition

de M on obtient, i\I — A est inversible pour |\g — A| < M~

Par conséquant, si nous choisisons Ay assez proche de || A7~ ensemble
LN A < AT 7P+ M1} < p(A) car, iA] — A inversible pour [\o| < [ A7}~
et |Ao — Al < M, comme ]\Ao\ - w) < Mo — A, alors [Ao| — || < MY,
qui implique

Al < M~ + |

<M P4+ || AT

et ||(iAI — A)7!|| est continue dans 'intervalle (— A7 = M AT 7+
M‘1>. Alors, le sous-ensemble {i\, |\| < o} C p(A) peut étre prolongé si
sup {||(m — A, A < 0} < .
. Supposons que {i\, A € R} n’est pas inclu dans p(A), de (2) ci-dessus, on
conclut qu’il existe ¢ > || A7 7! tel que {i\, |\ < o} C p(A), mais sup {H(z’)\l—
AN < 0} = 00. Dans ce cas, nous pouvons trouver une suite de nombres

réels (\,) et une suite de vecteurs unitaires (U,) C D(A), telle que |\,| < o,
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A, —> O et

|(iA I — A)U,|| — 0. (3.18)

C’est a dire

iIAply — U, —> 0 dans  H; (3.19)

ip1 AnUn — kD*up, + v, — kDb, — 0 dans L? (3.20)

iNUp — ppn — 0 dans Hj (3.21)

iP2AnPn + kDu, — bD*, — kb, + ¢, — 0 dans L? (3.22)

Nous avons tout d’abord

Re((iM — AUy, Uy) — 0

et Re((idd — AU, Uy) = Re({idiUs, Uy) — (AU, Uy))
= —Re(AU,,U,)

= lloall* + llepnl?

donc

v, — 0 dans L2

¢on — 0 dans L%

On prend le produit scalaire de (3.20), (3.22) par u,, ¥, dans J# on obtient

respectivement

01 A (Uny U ) + || D || 4 (v ) + k{3, Duy,) — 0, (3.23)
1022 (s Un) + K(Dttn, V) + b Dol = kl|vonll* + {2, ¥n) — 0. (3.24)

Puisque v, — 0 dans L2, )\, est bornée et d’ aprés (3.19), on obtient

. . Un
lim u, = lim — =0,
n—>oo n—>o0 Z/\n

alors
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U, — 0 dans L2
donc

(U, up) — 0.

Puisque ¢, — 0, A, est bornée et d’apres (3.21), on obtient

lim b, = lim 2% =0,
n—>o00 n—>00 Z)\n

alors

Y, — 0 dans L2

et comme ||U,||» = 1 donc ||Duy,||z2 est bornée, on a

(U, Duyp) — 0.

Ensuite, d’aprés (3.23) et (3.24) on a respectivement

|Dun|* — 0 dans L2
| Dn]|> — 0 dans L>.
Enfin

U5 = 1 Dunl* + [lvall* + D%l + llgnll* — 0,

ce qui contredit le fait que ||U,]|3, = 1 et la preuve (3.17) est compléte.

Lemme 3.3.2 Soit A l'opérateur défini ci-dessus, alors

Limy oo || (PA — A) 71| < o0 (3.25)
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Preuve. La preuve sera donnée par 'argument de la contradiction.
Supposant (3.25) n’est pas vrai, alors, il existe une suite (\,) C p(A), |\,| — +00
et une suite de vecteurs unitaires(U,,).

Comme dans le lemme précédent,

Re((iAnd — A) " Un, Un) = ||vall* + llnl* — 0,

par conséquent, v, — 0, ¢, — 0 dans L? d’apres (3.19) et (3.21) on trouve
iMtUn, — 0 et iA,10, — 0 dans L2

de méme u,, — 0 et ¢, — 0 dans L? car

lim wu, = lim U—n =0
n—»o0 n—00 t Ay,
et
lim ¢, = lim 2% =0
n—> o0 n—oo 'L)\n

On prend le produit scalaire de (3.20) par u,, dans % on obtient

P1{iA U, V) + k|| D || + (U, ) — k{tin, Diby) — 0, (3.26)

en utilisant le fait que D, et Du, sont bornés nous déduisons que

p1<i)\nunvvn> + <un7vn> - <Un, Dwna> — 07

par conséquent, (3.26) conduit a

|Du,|| — 0 dans L*.

On prend le produit scalaire de (3.22) par 1, dans J# on obtient

p2(idnthn, on) + k(Un, Dug) + 0| DYy 1> = E[[¢0all* + (¥, 00) — 0, (3.27)
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alors

p2(iAntn, on) + kW, Dtun) — kl|tbnl* + (n, on) — 0,

D’aprés (3.27) nous obtenons

|Dy]| — 0 dans L2

En combinant tous les résultats ci-dessus, nous concluons que U,, — 0 dans ¢

qu’est en contradiction avec ||Uy,||r =1. =
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Résumé

Dans ce mémoire on a présenté la méthode des résolvant pour la stabilité exponentielle du
génerateur infinitésimal d’un semigroupe de contraction associé a un systeme de équations aux
dérivées partielles.

Le premier chapitre était consacré aux quelques définitions et théorémes fondamentales qui sont
utiles pour notre travail, tels sont les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, les espaces de
Sobolev, lathéorie de Co- semigroupes.

Dans le second chapitre on a définit les différents type de stahilité : uniforme, exponentielle,
uniformément exponentielle, nous avons encore cité deux théoremes équivalents et demontrer leurs
équivalence et un parmis eux.

Le troisieme chapitre était consacré a I’étude d’un systéeme de type Timoshenko avec deux
dissipations, on a montré I’existence et I’unicité d’une solution et on a montré que cette solution est
exponentiellement stable.

Mots clés: Stabilité exponentielle, théoreme de Hille-Yosida, théoréme de Lumer-Phillips,
systéme de Timoshenko.

Abstract

This note is devoted to clarify the resolvent method for the exponentia stability of the
infinitesimal generator of Cy-semigroups associated with PDES systems.

The first chapter is devoted to some preliminary inequalities such Young and Cauchy Schwarz
inequalities, Sobolev spaces and Cy-semigroups theory.

In the second chapter we dfine the several stability notions, such as: uniform stability, uniformly
exponential stability, we also cited two equivalent theorems and prove the equivaence and one of
them.

In the third chapter we study a Timoshenko type system with two dissipations and prove the
wellposedness and the exponential stability.

Keywords: Exponential stability, Hille-Y osida theorem, Lumer-Phillips theorem, Timoshenko
system.
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