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Notations

Si  est un domaine de R%(d = 1,2, 3), on note par.

Q I’adhérence de €2
r la frontiére de €2, supposée souvent réguliére.
(i =1,3,a,b) une partie de la frontiére I" .
mesl’y la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de T'y.
v la normale unitaire sortante a I'.
Uy, U les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies sur .
Oy, 0 les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o définies sur €.
CH(Q) I'espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur .
D(Q) I'espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a
support compact contenu dans ().
D'(Q) I'espace des distributions sur €.
H lespace L*(Q)%.
H espace L2()%x4.
H, 'espace H'(Q)%.
H I'espace {o € H tel que Divo = (0;5) € H}.
Hz=(I) Pespace de Sobolev d’ordre 3 sur T'.
Hy Pespace Hz(T')C.
H2(I) Pespace dual de Hz(T).
Hi{. Pespace dual de Hp = H—2 ().
~v:Hy — Hr I’application trace pour les fonctions vectorielles.
Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :
H4 I'espace {x = z;/x; € H}.
Haxd Vespace {x = x;;/x;; = xj; € H}.
(., )m le produit scalaire de H.
(., YHsH le produit de dualité entre H' et H.
|-l La norme de H.
H' Iespace dual de H.

Z(H) 1

‘espace des applications linéaires et continues de H dans H.



Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps,k € N et 1 < p < 400, on note par :

C(0,T; H)
CY(0,T; H)
LP(0,T; H)

|| 2o 0,7
Wkp(0,T; H)

- llwee o1

'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H.

'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0, 7] dans H.
'espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H.

telles que fOT |u(t) [ dt < +o00 avec les modifications usuelles

sl p = +o00.

la norme de LP(0,7; H).

I’espace de Sobolev de paramétres k et p.

la norme de W*?(0,T; H).

Pour une fonction u ; on note par

Vu
w, U
8iu

Divu

e(u)

le gradient de wu.

les dérivées premiére et seconde de u par rapport au temps.

la dérivées partielle de u par rapport a la ¢éme composantex; .
la divergence de u.

le sous-différentiel (classique ) de u.

la partie symétrique du gradient de u = 3(Vu + V7 w).

Autres notations

Sd
Iy
AP
(0F
c
p.p.

'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?.
le tenseur identité du second ordre sur R¢.

puissance p de I'opérateur A.

le zéro de Rt celui deS.

des constantes génériques strictement positives.

presque partout.
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Introduction

Le contact viscoélastique est un phénomeéne physique bien discuté qui décrit le proces-
sus de déformation d’un corps viscoélastique lorsqu’il entre en contact avec une fondation
rigide. Divers résultats théoriques et algorithmes numériques avec des applications ont
été largement étudiés pour les problémes de contact viscoélastique quasi statique dans la
littérature (voir, par exemple, [30, 32, 62, 65]).

Afin de décrire le processus dynamiques de déformation d’un corps viscoélastique ou
viscoplastique avec endommagement et usure lorsqu’il entre corps et fondation rigide, plu-
sieurs problémes de contact avec frottement ou sans frottement et usure ont été introduits
et étudiés dans différentes conditions par exemple, nous renvoyons le lecteur a [11, 51, 56|
et aux références qu'il contient. Il convient de mentionner que Chen et al. [11] ont été les
premiers a dériver des estimations d’erreur de schémas totalement discrets pour résoudre
les problémes dynamique de contact de frottement en viscoélastique avec endommage-
ment et usure. Récemment, Gasi?ski et al. [28] ont proposé un modéle mathématique
pour décrire le contact de frottement quasi-statique avec usure d’un corps thermo vis-
coélastique et une fondation mobile. Trés récemment, Jureczka et Ochal [37] ont obtenu
I’analyse numérique et les simulations du probléme de contact frottement quasi-statique
avec usure.

Il est bien connu que Duvaut et Lions [19] ont été les premiers a étudier les problémes
viscoélastiques de contact quasi-statique dans le cadre des inégalités variationnelles. De
puis lors, diverses inégalités variationnelles, inégalités et autres problémes connexes ont été
dérivés de différents phénomeénes physiques dans la mécanique de contact et d’abondants
résultats de recherche ont été obtenus pour leurs études (|31, 40, 42, 60, 61, 63, 64, 66,
69]). Récemment, Migorski et Zeng [43] ont étudié une classe d’inégalités variationnelles
hyperboliques et appliqué leurs résultats pour étudier I'existence de solutions faibles pour
le probléme de contact dynamique sans usure.

Comme généralisation du probléme de contact considéré dans [12], Chau et al. [7| ont
présenté et étudié un probléme de contact dynamique sans frottement et ont donné un
schéma totalement discret pour résoudre ce probléme. Bartosz [4] a considéré un probléme
de contact viscoélastique dynamique pour modifier le modéle traité par Ciulcu et al.
[15]. En particulier, Bartosz [4] a établi I'existence de solutions faibles du probléme de
contact viscoélastique dynamique avec I'usure en utilisant le résultat de la surjectivité pour



une classe d’opérateurs de pseudomonotone dans le cadre des inégalités hémivariantes.
Récemment, Cocou [16] a étendu le probléme de contact statique considéré par Rabier
et al. [48] & un probléme de contact viscoélastique dynamique avec friction et a obtenu
une existence et unicité de la solution faible pour un tel probléme. Cependant, & notre
connaissance, il n'y a pas d’étude sur le probléme du contact viscoélastique dynamique
avec frottement et usure dans la littérature existante. La motivation de cet article est de
faire une nouvelle tentative dans cette direction.

Le but de ce mémoire est de fournir une contribution dans I’étude un modéle mathéma-
tique pour décrire un probléme dynamique ol quasistatique de contact en viscoélastique
avec endommagement ot elasto-viscoplastique et endommagement avec ou sans frottement
et usure, dans lequel le comportement du matériau est suivi par la loi de comportement
viscoélastique Kelvin-Voigt et le contact avec frottement est modélisé avec une usure régie
par une version simplifiée de la loi d’Archard [66, 67] pour le champ de vitesse associé a
une version de la loi de Coulomb du frottement sec. Par rapport au modeéle de Bartosz
et al. [4], effet du frottement sur la limite de contact a été considéré dans notre modéle
afin de décrire le phénoméne de contact avec frottement.

Chacun des problémes est étudié selon le formalisme général suivant : nous commen-
gons par décrire le probléme mécanique de départ, et, aprés avoir précisé les hypothéses
sur les données, nous présentons une formulation variationnelle du probléme mécanique
pour laquelle nous démontrons ’existence et 'unicité de la solution faible pour le modéle
considéré.

Outre les problémes cités ci-dessus, il y a d’autres phénomeénes réels et qui sont trés
importants tels que I'’endommagement du matériau. Le sujet est extrémement important
dans l'ingénierie de conception, car il affecte directement la durée de vie utile de la struc-
ture ou du composant concu. Il existe une trés grande littérature d’ingénierie sur elle. Les
modeéles prenant en compte I’en uence de les dommages internes de la matiére sur le pro-
cessus de contact ont été étudiés mathématiquement. Nouveaux modéles généraux pour
les dommages ont été tirées dans [25, 26| de la principe de la puissance virtuelle. L’analyse
mathématique de problémes unidimensionnels peut étre trouvé dans [29]. Dans tous ce
mémoire dommages du matériau est décrit par dommage. La fonction d’endommagement
« varie entre 0 et 1. Quand @ = 1 il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, quand
a = 0 le matériau est complétement endommagé, quand 0 < o < 1 'endommagement est
partiel. Les problémes de contact quasistatiques ont été investi dans [24, 30, 29, 50]. Dans
ce mémoire la relation utilisée pour modéliser I’évolution du champ d’endommagement
est la suivante

& — kAa+ Okp(a) 3 ¢(e(u),a)  ou ¢(o,e(u), ).

ou K est 'ensemble des fonctions test admissibles d’endommagement, ¢ étant la fonction
source de ’endommagement.

Ce mémoire est composé de trois chapitres et annexe.

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de com-
portement des différents matériaux, les conditions aux limites.

Dans le second chapitre, on étude, probléme mécanique de contact avec usure, endom-
magement, frottement entre un corps viscoélastique avec mémoire longue et une base.
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Nous dérivons une formulation variationnelle du probléme mécanique et nous démontrons
un résultat d’existence et d’unicité en utilisant des résultats sur les inéquations variation-
nelles d’évolution, suivis d'un argument de point fixe.

Dans le trois chapitre on étude, probléme mécanique de contact avec usure, endom-
magent, sans frottement entre un corps élasto-viscoplastique et une base. Nous dérivons
une formulation variationnelle du probléme mécanique, et nous présentons un résultat
d’existence et d'unicité de la solution faible, en utilisant des résultats sur les équations
variationnelles d’évolution, suivis d'un argument de point fixe.

Ensuit, et pour terminer ce mémoire, on insére une annexe qui comprend quelques
résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles,
le lemme de Gronwall et quelques théorémes qui seront d’une grande utilité pour les
démonstrations.

Finalement, ce mémoire se termine par une conclusion dont on résume les principaux
résultats obtenus durant ’étude du probléme considéré.

vil



Chapitre

Formulation mathématique des problémes
aux limites

L’objet de ce premiére chapitre est d’établir le modéle mathématique décrivant 1'évolu-
tion d'un corps déformable et fondation ayant une loi viscoélastique avec mémoire longue
et endommagement sous l'action des efforts extérieurs. Ceci se traduit mathématiquement
par I’établissement d’un systéme d’équations aux dérivées partielles posées sur un domaine
de RY(d = 2,3). Ce systéme comprend la loi de comportement du matériau, 1’équation
du mouvement entre du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles
il est soumis.

Ce chapitre, nous fournirons le cadre physique utilisé dans ce mémoire et rappels de
quelques notions de base de la mécanique des milieux continus, les lois de comportement
des différents matériaux, le condition aux limites. Par ailleurs, nous précisons dans ce
chapitre les conditions aux limites de contact avec ou sans frottement.

1.1 Cadre physique de probléme mécanique

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et les modéles mathéma-
tiques des problémes utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons les formula-
tions mathématiques pour les problémes de contact avec endommagement entre du corps
viscoélastique.

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q C R(d = 2, 3), avec une surface
frontiére réguliere 02 = I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, 'y et I's, telles que
mes(I'1) > 0. Nous notons par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré
sur I'; dans une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité f et
dans €) agissent des forces volumiques de densité fy. Nous supposons que f; et fy varient
trés lentement par rapport au temps et par conséquent le processus est quasistatique.

Soit T > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en question. Le corps est en contact avec
frottement avec un obstacle sur la partie ['s.

Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera



d’étudier I'évolution de ces propriétés dans le temps, sous 'hypothése des petites trans-
formations.

Cadre physique : Probléme mécanique .

Nous utiliserons ce cadre physique dans le second chapitre de ce mémoire.

1.2 Rappels de la mécanique des milieux continus

Dans cette section, aprés quelques rappels de mécanique des milieux continus, en par-
tant de la modélisation du probléme physique, nous présentons le formalisme des lois de
comportement viscoélastiques. Ensuite, nous rappelons le systéme d’équations aux dé-
rivées partielles qui sera 'objet de notre étude. Pour compléter le modéle, on présente
quelques considérations physiques sur les conditions aux limites de contact sans frotte-
ment.

1.2.1 Contrainte et déformations

On considére un corps déformable occupant un domaine borné Q C R(d = 2,3),
et ayant une frontiére I' supposée assez réguliére. L’objet du probléme, du point de vue
mécanique est 1’étude dans un intervalle de temps [0, 7] ’évolution du corps matériel due
a I'application des forces extérieurs sur l'intérieur du corps et sur sa frontiére.

Les inconnues du probléme sont le champ des déplacements u : Q x [0,7] — RY,
le champ des contraintes o : Q x [0,7] — S%u S¢ = R¥? est P'espace des tenseurs
symétriques du second ordre sur R? et le champ endommagement a : Q x [0, 7] — R.

La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant 1’équivalence
entre des efforts extérieurs et le torseur des accélérations pour un systéme quelconque,
conduit a I’équation du mouvement de cauchy

piu=Dive +1f;,, dans Qx(0,7). (1.2.1)

Dans cette équation, p désigne la densité de masse, i est le champ des accélérations,
fy: Q% [0,7] — R? et le champ des densités des forces volumiques appliquées sur le corps
et qui sont des données du probléme, Div o est la divergence du champ des contraintes.



Ces processus d’évolution modélisée par (1.2.1) s’appellent processus dynamiques, dans
certaines situations I’équation (1.2.1) peut se simplifier, par exemple dans le cas ot 1 = 0,
il s’agit d’un processus d’équilibre (processus statiques), ou bien dans le cas ot le champ
des vitesses 1, varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme pii = 0,
peut étre negligé (processus quasistatiques). Dans ces deux cas 1’équation (1.2.1) devient :

Dive +f,=0, dans Q x(0,7). (1.2.2)

Dans la suite, on va considérer des matériaux élastiques et viscoélastiques dans le
cadre des petites transformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations
linéarisé & : Q x [0,7] — S défini par :

1
e = (5ij)7 Eij = 5(83'111' + &-uJ‘), dans QO x (O7T) (123)

ou Ok représente 'opérateur de dérivation partielle par rapport & la variable xx. On
précise en outre qu’on adopte la convention de l'indice muet. Souvent, pour marquer la
dépendance du champ des déformations par rapport au champ des déplacements u, on va
le noter (u).

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouvements
des milieux continus, elles doivent étre complétées par d’autres relations caractérisant le
comportement de chaque matériau, ce sont les lois de comportement que nous décrivons
dans la section suivante.

1.2.2 Phénoménes mécaniques

Dans ce paragraphe exact, la note traite de quatre phénomeénes, a savoir aux I’endom-
magement, I’adhésion, 'usure et le frottement

L’endommagement

L’endommagement est un phénomeéne trés important en ingénierie, car il affecte di-
rectement la structure des machines. Il existe une littérature abondante sur ce sujet. Des
modeéles introduisant 'influence de I'endommagement interne du matériau ont été investi
mathématiquement. Des modéles de 'endommagement ont été développés dans [26, 25|
a partir du principe de la puissance virtuelle.

L’usure

L’usure est un probléme majeur pour les matériaux. Lorsque deux corps entrent en
contact avec frottement et glissement, les surfaces en contact s’en retrouvent usées, la
surface la plus rigide use l'autre, les particules ainsi perdues des surfaces en contact
forment alors une une couche entre des corps est fondation.



Le frottement

La friction est la force de résistance qui se produit lorsque deux surfaces adjacentes se
déplacent dans des directions opposées lorsqu’elles ont une force prééminente qui produit
et produit une quantité de chaleur. La friction se produit entre les matériaux solides,
liquides et gazeux ou toute combinaison de ceux-ci.

1.2.3 Lois comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations et leurs dérivées. C’est toute série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser
pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidi-
mensionnels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de comportement.

[’équation du mouvement (1.2.1) ou I’équation d’équilibre (1.2.2), chacune des deux
équa- tions équivaut a d relations scalaires, et du point de vue mathématique cette équa-
tion ne suffit pas & modéliser le probléme d’équilibre du corps car, par exemple les d com-
posantes u; champ de déplacement ne gurent pas dans cette équation. Du point de vue
physique, chacune des équations (1.2.1) et (1.2.2) exprime une loi universelle valable pour
tous les matériaux. Si donc cette équation sur sait a déterminer tous les paramétres, cela
signifierait que, soumis a des conditions identiques, les divers milieux continus auraient des
comportements identiques. Ceci est naturellement absurde. Donc chaque équation (1.2.1)
ou (1.2.2) est insuffisante, a elle seule, & décrire I’équilibre des corps matériels, elle doit
étre complétée par d’autres relations qui caractérisent le comportement de chaque type
de matériau et que 'on désigne sous le vocable général la loi de comportement qui est
une relation reliant le tenseur de contrainte, le tenseur de déformation et leurs dérivées.

On présente dans cette mémoire, la loi de comportement de matériaux viscoélastiques
avec endommagement.

Lois de comportement des matériaux viscoélastiques.

L’investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates, les huiles
et les cires, a mis en évidence que certains phénomeénes, tels que le fluage et la relaxation.

Ce sont les matériaux viscoélastiques. Parmi les lois viscoélastiques, nous citons la loi
viscoélastique de Kilven-Voigt qui s’écrit

o(t) = As(a(t)) + B(e(u(t))) dans € x (0,7), (1.2.4)

O A et B sont des fonctions constitutives non linéaires. A représente 'opérateur de
viscosité et B est l'opérateur de élasticité.
Et pour un corps élastique lorsque A = 0, la loi se réduit a

o = Be(u).

Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contraintes o = (o;;) est donné
par
o = Qijrcr () + bijuew ().

4



A = (a;i) est le tenseur de viscosité et B = (b)) le tenseur d’élasticité, pour 4,7, k, 1 =
1,...,d.

La loi de comportement (1.2.4) est une loi viscoélastique du type Kelvin-Voigt.

Si nous prenons en considération l'effet de 'endommagement du matériau durant le
contact, nous arrivons une généralisation de la loi précédente qui est la loi de comporte-
ment viscoélastique avec endommagement ayant la forme

o(t) = As(a(t)) + B(e(u(t)),a(t)) dans Q x (0,7). (1.2.5)
La loi de comportement viscoélastique avec mémoire longue et endommage-
ments

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par

t
o(t) = As(u(t)) + B(e(u(t)), a(t)) —|—/ F((t—s),e(u(s)),a(s))ds. dans Q x (0,7).
0
(1.2.6)
ou F = (Fi;) est un tenseur de relaxation. Si F = 0, on retrouve la loi viscoélastique.
Nous passons maintenant aux conditions aux limites utilisées dans le chapitre 2.

La loi de comportement élasto viscoplastique avec endommagement

La loi de comportement d’un matériau élasto-viscoplastique avec endommagement ou
ce dernier est causé par des déformations élastiques est donnée par

o(t) = A(e(a(t))) + Ble(u(t)), ) + /0 G(o — A(e(u(s))),e(u(s)))ds. (1.2.7)

ou o représente le champ de contrainte, u représente le champ de déplacement et e(u)
est le champ de tenseur linéair. A et B sont des fonctions de viscosité et élasticité non
linéaire, respectivement, G représente le tenseur de viscoplasticité ot o est une variable
interne représentant l’endommagement du matériau.

1.3 Conditions aux limites
On définit maintenant les conditions aux limites mécaniques sur chaque partie de I'.

La condition aux limites de déplacement.

Le corps encastré dans une position fixe sur la partie I'y x (0,7"), le champ des dépla-
cements u est par conséquent nul

u=0, sur I';x(0,7). (1.3.1)



conditions aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité fy agit sur la partie I'y x (0,7"), et par conséquent
le vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait

ov=">Ff sur Tyx(0,7). (1.3.2)

condition aux limites de bilatéral

Le contact entre le corps et la fondation est bilatéral si le contact est maintenu pendant
le mouvement. Cette propriété se traduit mathématiquement dans 1.4

u, =0, sur  T's3 x (0,7). (1.3.3)

1.4 Lois de contact avec ou sans frottement

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont d’écrites a la fois en direction
de la normale et dans le plan tangent, ces derniéres étant appelées condition de frottement.
En direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral (lorsque 1'obstacle
est rigide), bilatéral (lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le corps et l'obstacle), de
compliance normale ot usure (lorsque l'obstacle est déformable). A part le cas limite
lorsque la contrainte tangentielle est nulle (le cas sans frottement).

Condition de contact avec usure

Nous avons maintenant de d’écrire les conditions aux limites sur la surface de contact
I'3. Nous introduisons la fonction de I'usure w : I's x [0,7] — R, qui mesure 'usure de
la surface. L’usure est identifie comme le profondeur normale du matériau qui est perdue,
le corps est en contact avec la fondation, il en résulte que

u, = —w, surly. (1.4.1)

Ainsi, 'emplacement du contact se développe avec I'usure. Nous rappelons que 1'effet

de 'usure est surI's, donc il est naturel de penser que u, < 0 sur I's, donc w > 0 sur I's.

L’évolution de l'usure de la surface de contact est régie par une version simplifiée de la
loi d’Archard (Vois[67])

w=—ko,|a —v. (1.4.2)

ou k; > 0 est un coefficient d’usure, v* est la vitesse tangentielle de la fondation et
|a, — v*| représente la vitesse de glissement entre la surface de contact et la fondation.
Nous supposons que le mouvement de la fondation est uniforme, a savoir, v* ne varie pas
suivant le temps. On a la loi d’Archard

w=—kv'o,. (1.4.3)



L’utilisation de la loi simple (1.4.3) évite certains difficultés mathématique dans 'étude
du probléme mécanique de contact viscoélastique. Soit ¢ = k1v* et 5 = 1/(. En utilisatant
(1.4.1) et (1.4.3), nous avons

o, = Au,. (1.4.4)

Nous modélisons le contact avec frottement sec de Coulomb entre le corps de visco-
élastique et la fondation comme suit

{HGTH = lo ], (1.45)

o, =-A1u,—v"), A>0.

ot p > 0 est le coefficient de frottement. Naturellement, si w > 0. Ainsi, il résulte de
(1.4.1) et (1.4.3) que 1, < 0 et o, < 0 sur I's. Ainsi, les conditions (1.4.4) et (1.4.5)
impliquent
—0, = /8 ||uVH )
||0'7'|| = — U0y, (146)
o, =-Au,—v"), A>0.
Dans le cas sans frottement, I'usure augmente dans le temps, c¢’est-a-dire w > 0, et donc
a partir de (1.4.1), il en résulte u, < 0. Ainsi, la condition de contact (1.4.4) implique

—o, =5 (1.4.7)

Loi de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues et elle est plus réaliste. Elle se
caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle
peut s’énoncer sous la forme :

lo-|l < plol,
lo-| < ploy| = u, =0, (1.4.8)
lo || = plo,| = 3N = 0 tel que o, = —\u,.

ol o, est la contrainte tangentielle, u > 0 est le coefficient de frottement, u,,, u, représente
le déplacement normale et tangentielle.

Loi de frottement de type Tresca

Cas statique

Nous modélisons le frottement avec la variante statique de la loi Tresca. Par les condi-
tions aux limites suivantes

u, =0, |UT| <g
o] <g=u,=0, surlzx(0,7), (1.4.9)
lo-| =g =3\ >0 tel que o, = —\u,.



ou g > 0 est le seuil de glissement, que nous considérons fixé. La condition u, = 0 traduit
le fait que le contact est bilatéral et donc le corps ne de colle pas de la fondation.

L’inégalité |o .| < g veut dire que la force de frottement o, est bornée par une valeur
g fixé. Quand on a l'inégalité stricte || < g, le glissement n’est pas possible et par
conséquent les déplacements tangentiels sont nuls. Dans ces points le corps adhére a la
fondation.

Lorsque || = g le glissement est possible. Dans ces points le corps peut glisser sur
la fondation et la force de frottement s’oppose au glissement.

Cas dynamique

La version de la loi de Tresca dans le cas dynamique s’écrit de la maniére suivante

u, =0, |a"r| <g
o] <g= 1u,=0, surlsx(0,7), (1.4.10)
lo-| =9g= 3\ >0 tel que o, = —Au,.

ou g > 0 est le seuil de glissement, que nous considérons fixé. La condition u, = 0 traduit
le fait que le contact est bilatéral et donc le corps ne décolle pas de la fondation.

L’inégalité |o .| < g veut dire que la force de frottement o, est bornée par une valeur
g fixé. Quand on a l'inégalité stricte || < g, le glissement n’est pas possible et par
conséquent les déplacements tangentiels sont nuls. Dans ces points le corps adhére a la
fondation.

Lorsque |o | = g le glissement est possible. Dans ces points le corps peut glisser sur
la fondation et la force de frottement s’oppose au glissement.



Chapitre

Probleme de contact viscoélastique avec
mémoire a long terme et une usure

Dans ce chapitre nous considérons une version d’un modéle dynamique décrivant le
contact avec usure et endommagement et frottement entre un corps viscoélastique avec
mémoire a longe terme et une fondation.

On appelle 'endommagement causé par les déformations élastiques du matériau est
modélisé par une variable interne des corps appelée champ d’endommagement.

Le probléme est formulé comme un systéme qui comporte une équation variationnelle
par rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique
par rapport au champ d’endommagement. Notre but est d’obtenir un résultat d’existence
et d’unicité par la construction des applications qui sont des contractions dans les espaces
de Hilbert.

Cette section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mencons par formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les
données. Ensuite, dans le deuxiéme paragraphe nous donnons la formulation variationnelle
du probléme mécanique.

Enfin, dans le troisiéme paragraphe, nous énoncgons et démontrons un théoréme d’exis-
tence et d’unicité de la solution faible relatif au probléme.

La démonstration est réalisée en plusieurs étapes et s’appuie sur la théorie d’inéquation
variationnelle d’évolution suivie et des arguments du point fixe.



2.1 Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

2.1.1 Probléme Mécanique

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R, et le champ des contraintes
o:Qx[0,T] — S et le champ endommagement « :  x [0, 7] — R telles que :

pu = Dive + f, dans Q x (0,7), (2.1.1)
o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t))
¢ dans Q x (0,7), (2.1.2)
+ [ F (- se i) ats) ds
0

& — kAo + 0pk(a) 3 ¢(e(u), a), dans Q x (0,7, (2.1.3)
u=0, sur 'y x (0,7, (2.1.4)
ov =1, sur T'y x (0,7, (2.1.5)

—0o, = B,

o = —po., sur I's x (0,7, (2.1.6)

o, =—-\u, —v*), A>0,
Oa
e 0, sur T' x (0,7), (2.1.7)
u(0) =uy, u(0)=vy, «a(0)=ay, dans Q. (2.1.8)

L’équation(2.1.1) représente 1’équation du mouvement ou f; est la densité des forces
volumiques agissent sur le corps déformable €) et p désigne la densité de la masse. L’équa-
tion (2.1.2) représente la loi de comportement d’un matériau viscoélastique avec mémoire
a longe terme ou F = (F;;) est le tenseur de la relaxation. L’évolution du champ d’endom-
magement est modelisée par l'inclusion du type parabolique donnée par relation (2.1.3)
ou ¢ est la fonction source de 'endommagement, (2.1.4)-(2.1.5) sont des conditions aux
limites de traction, respectivement. Les conditions (2.1.6) représentent les conditions de
contact de I'usure et frottement sec de Coulomb sur la partie I's de la frontiére 2. La rela-
tion (2.1.7) représente une condition aux limites de Neumann homogéne ol g—ﬁ représente
la dérivée normale de a.. Dans (2.1.8) nous considérons les conditions initiales ot ug est
le déplacement initial, vy la vitesse initiale et oy 'endommagement initial.

Pour I’étude du probléme mécanique (2.1.1)-(2.1.7) on considére les hypothéses sui-

vantes

2.1.2 Hypothéses

Dans le paragraphe suivant, on va donner les hypothéses du probléme.
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L’opérateur de viscosité A : Q x ST — S satisfait
((a)3L4 >0 telle que
|A(z, 1) — Az, 22)|| < Laller — 2] Ver,e2 € S%,p.pa € O,
(b) 11 existe my4 > 0 telle que
\ (A(z, 1) — A(z,9))(e1,82) > muller — &3> Ver,e0 € $% ppa e,
(¢) L’application & — A(z,¢) est Lebesgue mesurable sur €2,
pour tout ¢ € S%,
| (d) L’application z — A(x,0) € H.

(2.1.9)
L’opérateur d’élasticité B : © x S* — S? satisfait
((a) Tl existe Lg > 0 telle que
IB(z,€1) = B(x,&2)|| < Lgller — ezl Ver,e2 € §%ppv € Q,
(b) 1l existemp > 0 telle que
(B(x,e1) = B(x,2))(e1,82) > mpller — eaf* Ver,e0 € $% ppx €,
() Bey:ey=Bey:ey,Vey, 60 €S et B(0) € H,
(d) L’application x — B(z,¢) est Lebesgue mesurable sur (2,

pour tout ¢ € S%,
| (e) L’application = — B(x,0) € H.

(2.1.10)
L’opérateur tenseur de la relaxation F : Q x [0.7] x S% x R — S? satisfait
((a) Il existe Ly > 0 telte que
[F(z,t,e1,a1) = F(,t,€2, 0)|| < Lr(ller — 2 + [Jan — azl])
Vey, 0 € S4 Vay, a0 € RVEE [0, T, p.p.z € Q,
(b) L’application x — F(x,t,e, ) est Lebesgue mesurable sur €2, (2.1.11)
pour toute € S%, Vt € [0,T],a € R,
(¢) L’application t — F(x,t,&,a) est continue sur [0,T] x S x R,
| (d) L’application  — F(x,¢,0,0) € H,Vt € [0,T].

La fonction de la source d’endommagement ¢ : 2 x S x R — R

((a) Il existe Ly > 0 telle que
[¢(z,e1,01) — (@, €2, ) || < Ly(ller — &2l + [lar — az))
Vei,eq € ST Vay, as € R, p.p.x € Q, (2.1.12)
(b) L’application x — ¢(x, ¢, ) est Lebesgue mesurable sur €2,
pour tout € € S%, o € R,

L (c) L’application = — ¢(z,0,0) € L*(Q).
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Nous supposons que la fonction (3, la masse volumique, les forces volumiques et traction
surfaciques satisfont

p € LXT3),p(x) > px>0 ppxel, (2.1.13)
pe L>®[),B(x) > px>0 ppaxelsy, (2.1.14)
fo € H*(0,T,H), f,€ H*0,T,L*(Ty)%). (2.1.15)
Finalement les conditions initiales satisfait
uy €V, V(O) =vy € H, (2116)
a € K. (2.1.17)

Le coefficient de frottement p est tel que
pe L*(Ts), p(x) >0 p.p.surls. (2.1.18)
Pour I’étude du probléme P, on définit le sous-espace fermé V' de H; par
V={veH v=0surI}. (2.1.19)
Nous définissons sur ’espace H un nouveau produit scalaire donné par
((u,v))g = (pu,v)g Yu,v e H. (2.1.20)
Et soit ||.||#la norme associée, c’est-dire que
¥l = (. v)j (21.21)

En utilisant hypothese (2.1.13) il s’ensuit que ||.||y and ||.||, sont les normes équi-
valentes sur H. De plus, la cartographie par inclusion de (V|| - ||y) dans (H, || - ||g) est
continue et dense. On note V' I'espace dual de V. Identifier H avec son propre double,
nous pouvons écrire le Gelfand triple

VcHCcCV.

Nous définissons le forme bilinéaire a : H*(Q2) x H'(Q) — R par

al(€,¢) = k;/Qvg. v Cda. (2.1.22)

Le théoréme de représentation de Riesz, entraine I'existence d’un élément f(t) € V'
tel que

(£(t), v)yixy = / fg.vdx—i-/ fo.vda, Vv eV.te|0,T]. (2.1.23)
Q Iy
On remarque que la condition (2.1.15) impliquent que
fe H*(0,T,V"). (2.1.24)

Ensuite, on note par 7 : V x V — R la fonction définie par

(V) = /F Bllu || (ullvs — v*|| + o) da. (2.1.29)
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2.2 Formulation variationnelle

Nous supposons que u et o sont des fonctions réguliéres satisfaisant (2.1.1)-(2.1.8), et
soit v € V et pour tout ¢ € (0,7"). En utilisant la formule de Green

(g,6(v)) + (Dive,v)y = /Uu.vda, Vv e H;.
r

Etant donné que de frontiére réguliére, constitué de trois parties disjointes. Nous sim-
plifions le deuxiéme coté de 1’égalité, on a

(0,6(v))u+ (Dive,v)y = /

av.vda—l—/ a'l/.vda+/ ov.vda, VvevV.
Iy Ty I's

En utilisant (2.1.1), (2.1.4) et (2.1.5) on obtient

(pu(t), v)vixy + ((t),e(v))n = /Qfo.vdx +/

fg.vda+/ o(t)v.vda. (2.2.1)
Ty Ty

Sur le deuxiéme coté de 1’égalité précédente, la troisiéme intégration, avec prenant v
comme v — u et puisque ov.v =0,.v, + 0,..v,, il vient que

- /Fg(a(t)u.(v —W)da

= _/F3 o,(t)(v, —u,)d /
= [ Blu(v da—/ o, (t v*)da+/FsaT(t)(uT—v*)da
o

o.(t —u,)da

I's
< [ B, —idat [ lo v, =vide= [ o @)~ vl
T's
= | Blwlitvy =1, da+/r Aulla[[([[ve = vl = l[ar = v*[)da
3 ’ (2.2.2)
Et par conséquent de (2.2.1) , (2.2.2) nous trouvons
(Pi(0). v = (1) + (o (0) (v — (1) ) 20

+j((t), v) = j(at), at) > (£ (v —at))vxv.

Enfin, soit @ € K et pour tout ¢ € [0,7]. De la définition de dpx et de (2.1.3), on
obtient

(@(t), ¢ — alt)120) — k(Aa(t), ¢ — a(t) = (é(e(u(t), at), ¢ — alt)) o) V¢ € K.
En utilisant la formule de Green et (2.1.7)

(Aa(t), € = alt) p2q) + (Valt), V(¢ = a(t)) 2 ) = / -

T (91/

13



En suite

D’aprés (2.1.22), on trouve

((1), ¢~ alt)) 2@ +ala(t). ¢~ a(h) = (o(c(u(t)), alt)). ¢~ a(t) e ¢ € K. (2:24)

De (2.1.2), (2.1.8), (2.2.3) et (2.2.4) on obtient la formulation variationnelle du probléme
P.

Probléme Py

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R% le champ des contraintes
o :Qx[0,T] — S? et le champ d’endommagement « : Q x [0,7] — R
t

o(t) = Ae(a(t)) + Be(u(t))+ [ F(t—s,e(u(s)),a(s))ds, te(0,7T), (2.2.5)

(W(t),v —ua(t))y + (o(t), e(v —a(t)u + j(a(t),v) — j(u(t),ut)) (2.2.6)
> (f, (V — ll(t)))lev, Vv € V,t € [O,T], o

(1) € K, (6(0).C ~ aft))sey + afo(t). — (o) o
> (¢(e(u(t)), alt)), ¢ — alt))r2), V¢ € Kt €0,T], -

11(0) = Uy, ll(O) = Vp, Oé(O) = Q. (228)

Un triplet de fonctions {u, o, a} du probléme qui satisfont (2.2.5)-(2.2.8) s’appelle
solution faible du probléme (2.1.1)-(2.1.8).

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre résultat principal concernant du probléme Py est la suivante.

Théoréme 2.3.1. Soit les hypothéses (2.1.9)-(2.1.18) vérifiées. Supposons qu'il existe une
constante By > 0 de I's, tell que

| 81| oo (v ([ 12| oo (0g) + 1) < Bo, (2.3.1)
118l zoe(rs) (el oo ) + 1) < ma < 26| Bl o 0g) (11l oo (rsy + 1), (2.3.2)

ol ¢, est une constante. Alors le probleme Py a une solution unique u € C(0,7;V)
satisfaisant

ucCO,T,H)NnL>0,T; H), e C0,T,H)NL>0,T;H), (2.3.3)
o c W (0,T;H,), (2.3.4)
a € WH0,T; L*(Q) N L*(0,T; H(Q)). (2.3.5)
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Un {u,o,a} qui satisfait (2.2.5)- (2.2.8) est appelé solution faible pour le probléme
Py. Nous concluons que, pour les hypothéses énoncées, le probléme (2.1.1)-(2.1.8) a une
unique solution (2.3.1)-(2.3.5).

Démonstration du Théoréme 2.3.1

La démonstration du Théoréme 2.3.1 sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basé
sur les résultats des équations d’évolution avec les opérateurs monotones et les arguments
du point fixe, mais avec un choix différent de l'espace V' et de la fonctionnelle j.

Nous supposons dans la suite que (2.1.9)-(2.1.18) sont vérifiés.

Soit n € L*(0,T; V') donné. Dans cette premiére étape on considére le probléme suivant

Probléme P

Trouver le champ des déplacements u,, : [0,7] — R tell que

(W, (2), v —ay(t) )vrxv + (Ae(y (1)), e(v — a,()))u + (Be(u,(t)),e(v — u,(t)))
+ (), v —u,(1)vrxv + 50y (t), v) — j(,(t), 0,(t)) = (£, v —,(t))vixv
Vv eV te (0,7),

u,(0) =uy, 1u,(0) = vy.

Pour résoudre le probléme P} nous utilisons le Théoréme A.3.1 d’existence et d’unicité.
Nous avons le résultat suivant

Lemme 2.3.1. Il existe une unique solution du probléme P, et qui satisfait (2.3.3).

Démonstration.
Nous définissons l'opérateur A : V. — V'

(Au, v)yixy = (Ae(u),e(v))y Yu,v e V. (2.3.8)
il résulte de(2.3.8) et(2.1.9)(a)que

[Au; — Aug|lv: = || As(ur) — Ae(ug)|n
< Lalle(ur) — ()|l
= LA||U1 - 112||v-

D’ou A est lipschitzienne .
ce qui montre que A est continu, et ainsi de semi-continuons. Maintenant, par (2.3.8)
et (2.1.9)(b), nous trouvons

(Alll — ALIQ, u; — UQ)V/XV = (Ag(ul) — AE(UQ),E(ul — UQ))H
> mlle(w —up))|,
> malluy — ug)lf3-

D’ou A est fortement monotone.
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En utilisant la méme chose que l'opérateur B : V. — V'
(Bu,v)yxy = (Be(u),e(v))y Yu,veV. (2.3.9)
il résulte de(2.3.9) et (2.1.10)(a) que

|Buy — Bug|lv: = ||Be(u;) — Be(uz) ||«
< Lglle(ur) — e(uz)|lx
= Lg|lu; — usl|y.

D’ou B est lipschitzienne.
Ce qui montre que B est continu, et ainsi de semi-continuous. Maintenant, par(2.3.9)
et (2.1.10)(b), nous trouvons

(Bu; — Bug,u; — ug)yrxy = (Be(uy) — Be(ug), e(u; — ug))n
2

> mplle(uy — )|,

> mguy — w)|7-

D’ou B est fortement monotone.
On montre que B symétrique
en utilisant par (2.1.10 )(c) satisfait (A.3.4)(c)

(Bu, v)yixy =(Be(u),e(v

/5” u)e; j(v)dx
)ei;i(u

Q
_ / Bei i (v)er,; (u)de (2.3.10)
Q
= (Be(v),e(u))x
(vau)V’XV
On montre que j(n,.) est convexe, soit ny,m72 € C([0,T],V), A > 0
Jn+ (1= A)nz, v) :/ kl[Am, + (1= Nnap | (pllv = vi| + vy )da <
I's
/r EMmp |l + (1= Mllmpl[(pllv = 7| + vy )da =
3
(2.3.11)

A / ElmllGallv — v* + vo)dat
3

1= [ Kl = vl + vi)da =
Aj (11, v) + (1= A)j(n2,v).

on en déduit que j(7,.) est une fonction convexe propre et pour tout 1,7, € C([0,T], V).
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L’opérateur j défini par (2.1.29) satisfait (A.3.5)(b)
i(gvi) =j(gve) = | Blell(ulvir =vi+viv)da— | Blgf(u|ve: =V +va,)da
Fg l_‘3

= [ Blell (n|viy = v = plver = v+ v, —va,)da
I's

< / Bl (1 [ Vs — Vol + [Viw — Vau|) da
I's

< Bllzee sy el oo () ngHLZ(m,) [vi-— V2,THL2(F3)

+ 1B Lo sy 180 [ 220y [ V10 = Vo llz2(ry)

< |8l £ee (rs ) (HMHLW(Fs) + 1) gl z2 sy IVi — vaullz2ry)

< 1Bl zcrsy (il zoers) + 1) 18l 2 e, 2y V1 = Vall o (r, -

Rappeler le théoréme de trace ( [52] ), il existe constant ¢, > 0 telle que 2312
ol oy < Bl < collullv, v € 22 (T R
Alors I'inégalité (2.3.12) peut étre transformée comme suit
(g vi) —j(g va) = A Blevl (ulvis = v +viy)da
3
= | Blel (ulvar = v+ v2u) da (23.13)
< Cﬁ\ﬁHLw(rg)(HuH\Lw(pg) + 1) [lgllv llve = vally -
et
(81, v) —j(gv) = A Blegrwl (w|ve = v+ v,) da
3
— [ Blgaul (ulve = v'| +v,) da (2:3.14)

I's
< ElBN zoowa) (el ooy + 1) llgr — g2llv [Vl -

La condition (A.3.5)(b) est donc vérifiée.
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Ainsi, en utilisant (2.3.13 )-(2.3.14), nous avons
J(81,v2) — j (g1, v1) + 7 (82, V1) — j (82, V2) =
/ Bl&g1w| (| Var — V| + Vo, )da — / Blg1u|(p|vir — V| 4+ Vi, )da+
I's I's

/ Blga vl (ulvir = v+ vi,)da - / Blga vl (ullvar = V| +va,)da =
I's I's
[ Bletalpva = v +va = i = V] i )da-
s
[ Bleaul(aivis =¥ = i+ pivag =¥+ v, )da <
I's
[ Bl (elva = Vel + v = veul) da-
s
[ Bllal el = vagll+ w1 = vau ) da <
s

6 Hgl,u - gZ,VH (,U HVI,T - V2,7’H + Hvl,u - V2,1/H) dCL S
I's

||5||L°°(F3) (||N||L°°(F3) + 1) ||g1,y - g2,u||L2(F3)||V1,u - V2,u||L2(F3) <
||5||L°°(F3) (||N||L°°(F3) + 1) ||g1 - g2||L2(F3)||V1 - V2||L2(F3) <

ANl ey (Il ey + 1) gy — gally [Ive = vally -
(2.3.15)

De plus, en utilisant (2.1.24 ) nous avons f € H*(0,T;V").
Dans la prochaine étape, soit § € L? (0, T; L*(©2)). On considére alors pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant

Probléme P,
Trouver le champ d’endommagement oy : [0,7] — H'(Q) tel que
ag(t) € K, (dp(t),¢ — ag(t))r20) + ala(t), ¢ — ap(t))
2 (Q(t)vc - a@(t))Lz(Q)a \VIC €K, p.p.-t€ (OaT)7
ap(0) = ay. (2.3.17)

(2.3.16)

Dans I'é¢tude du probléme de PY,, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.2. I existe une solution unique du probléme PY,, et qui satisfait (2.3.5) .

Démonstration.

L’application d’inclusion de (H*(€), |- [p1(q)) dans (L*(Q), | |12(0)) est continue et &
image dense. Notant par (H'(Q))’ espace dual de H'(Q) et identifiant le dual de L?(Q)
avec lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

HY Q) C L*(Q)  (HY(Q)) .
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Nous utilisons la notation ( -, ) (1))« m1 (o) pour désigner le produit de dualité entre
H et H*(2), nous avons

(@) @y <@ = (@, 2@ Yo € L*(Q),€ € H(Q).

On sait que l'ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble
vide, fermé et convexe dans H'(Q). Ainsi, le champ d’endommagement initial oy € K
dans (2.1.17).

Maintenant, en utilisant la définition (2.1.22) de la forme bilinéaire a, pour tout ¢, £ €
HY(), on a

a(p,§) = a(&, ¢).

et
0, )] < 36|Vl VE]n < cllellm o €lm
a(p, ) = k[ Vel
alors
a(p,9) + (B + Dlpliaey >k IVl + el )
et d’ou

a(p, 4,0)+co|<p|L2 >cl||g0||H1 avec co =k + 1 et ¢; = k.

Nous remarquons que toutes les conditions du Théoréme A.3.5 sont vérifiées. Ce qui
conclut la preuve du lemme 2.3.2.

Enfin, & la suite de ces résultats et en utilisant les propriétés de 'opérateur F et la
fonction ¢ pour ¢ € [0, T], nous considérons I'opérateur

A(n,0)(t) = (A'(n,0)(t), A%(n,0)(t)) € V' x L*(Q). (2.3.18)

définis par les égalités

(A (1, 0)(£), V), = (/]—" ()),ag(s))ds,e(v)) eV, (2319

A*(n,0)(t) = ¢ (e (0, (t)),0), Vv eEV. (2.3.20)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.3. Pour (1,0) € L?(0,T;V’ x L*(Q)) 'opérateur A(n,0) : [0,T] — V' x
L*(Q2) admet un unique point fixe note (n*,0%) € L*(0,T; V' x L*(2)) tel que
A, 0%) = (n",07).

Démonstration.

Soit (n,0) € L? (0, T; V' x L*(Q)) et soit t1,t, € [0,T] fixé et v € V.
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Notons, pour i=1,2 et en utilisant (2.1.11)
1A (i, 01) (8) — A (2, 62) (1) [I

—H/f (t = 5,2 (wi(s)), u(s)) = F (t = 5,¢ (ua(s)) , ax(s)) ds |13
< /0 | F(t = s,e (wils)), auls)) = F (t = 5,¢ (ua(s)) , az(s)) |13 ds,

par conséquent

¢ ¢
7. 00) () = A 02) O]}, < CC[ s (5) = (5) [t | (5) =0 (5) )
(2.3.21)
Ensuite, en raison des régularités de u, ay exprimée en (2.3.3),(2.3.5) respectivement,
on déduit de (2.3.21) que A'(n,0)(t) € C (0, T;V’). Par un argument similaire, de(2.3.20)
et(2.1.12) il s’ensuit que

1A% (01, 61) () = A2(m2,62) ()| |20y < Ol (8) = @ () [} + [l () = 2 (1) [F(ey)-
(2.3.22)
par conséquent

A*(n,0) € C(0,T; L*(2)) et ,A(n,0) € C(0,T;V" x L*(2)) .

Soit maintenant (1161) , (n262) € L?(0,T; V' x L*()). Nous utilisons la notation u,, =
u;, 0, = W, o, = o, pour ¢ = 1, 2. Des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve
de (2.3.21 )et (2322 )on a

1A G, 01) (8) = A2, 62) (D)1 2y < Clllua (8) =z () [} + [l (1) — a2 (2) |72

+Anm@—m@Mm+Aum@—%@mmm)

De plus, puisque u; et uy ont la méme condition initiale, il s’ensuit que (232
nm@—uﬁwvsAmewwmwww vt € [0,7). (2.3.24)
Combinons 'inégalité (2.3.24) avec (2.3.23) pour obtenir
1A (1, 61) () = A, 02) (D) 2y < C(/t [t (s) — a2 (s) [[{-ds+
0 (2.3.25)

Aum@wmw@ﬁmﬂw

En utilisant I'inégalité (2.3.6) pour n = m1,n = 172, v = 13, v = Uy, par addition des
résultats obtenus nous avons
(p(iy — W2), w1 — p)yruy + (Ae(y) — Ae(), £(1) — e(2) )¢
+ (Be(uy) — Be(uy), e(0y) — e(02))y + (71 — 12, 1 — W2)vruy
+ j (g, ag) — j (g, 1) + j(0g, 0y) — j(0y,0z) > 0.
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Combinons cette I’hypothése avec (2.1.9),(2.1.10) et les inégalités fournies par les fonc-
tionnelles j nous trouvons

(p*)QaHm — oy + malja — Wl < Lpllu — wallv [y — wally + [lm — n2flve[Jan — vy

. . 2
+ CiHﬁHLm(Fg) (HNHLOO(FB) + 1) [0, — 112Hv~

On intégre cette inégalité par rapport au temps et par l'inégalité de Young
t ) t
(P*)2||1'11—112||%/+m,4/ [ — o[ [3-ds < m_A/ (Lllur =y [ —allv+{ln —nallv [0 — 2|y
0 0

. .2
1Bl oo (rg) (el zoo(ray + 1) [0 — w2y, )ds

ce qui implique que

t
/||u1 g Hvds<c/ () n2(5)||v,ds+b/ s (s) — ws(s)|[vds Vi € [0,T].
0

(2.3.26)
(2.3.24) dans (2.3.26) pour trouver

HMW—W@MSCAWMﬂ—m@MwaAWM@—m@M% vi e [0,T).

(2.3.27)
Utilisons encore une fois I'inégalité de Gronwall, pour déduire

t
Hm@—m@héc/WﬂQ—M@W% vt € [0, 7). (2.3.28)
0
De (2.3.16) on en déduit que

(dl — dg, a1 — aQ)V’XV+a (Oél — g, (V] — 062) S (01 — 62,041 — OéQ)Lg(Q) i P-P. t e (O,T)

L’inégalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales a4 (0) = a(0) =
ap et I'inégalité a (ay — ag, a1 — ) > 0 nous trouvons

31010 = ax)laey < C [ (01(6) = (o), () = (o))

ce qui implique que

1
3 100) = 030y < O 16106) = 060 s+ [ Ten(5) = a0l )

Cette inégalité combinée avec l'inégalité de Gronwall conduit a
t
Joa(®) = 02(O)ae) < C [ 103(5) = 0a(s) s, Vee0T) (2329
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Il en résulte maintenant de ce qui précéde et les estimations (2.3.28) et (2.3.29)

T
1A (1, 61) () = A2, 02) (D)3 120y < C(/O 1(71,61)(5) = (112, 02) (5) [ Fr £2(2) 5)-
Introduisons les notations suivantes

11 = Jo 1011,62)(5) = (02, 62) () v 2y s

fg Gt [T, 01) (r) = (12, 02) (1) lvr e 2@ dirdsy - - - disg—y, k> 2.
(2.3.30)
et par récurrence, en notant par A™ la puissance m'®™¢ de 'opérateur A, on obtient

[A™ (11, 01) (8) = A™ (12, 02) (D)1 2 () < C™ (Z Co ™ * | (m, 01)() — (772’92>(t)”V'xL2(9)> :
k=1
(2.3.31)
Pour tout t € [0,T] et m € N

(01, 01) — (2, 02) / / (1,01 — (2, 02)]
m— f01s

/

/|| 771,91) (772792)||V’><L2

Orm—kfois

]f' (771791) (n2)82)||V/XL2( )
Tm k
(171, 61) — (772792>HV’><L2(Q)
m lch k
[A™ (1, 01) (£) — A™ (112, 02) (D)l 20 ZCm 10, 00) () = (02, 02) () [y <220
k=1

)m

I/\

(71, 01)(t) = (02, 02) (D) I3 120

cela implique que pour m assez grand 'opérateur puissance A™ de A est une contraction
sur le espace de Banach L?(0,T,V’ x L?(2)) et ainsi de A a un unique point fixe. Passons
maintenant a la démonstration du Théoréme 2.3.1.

Démonstration du Théoréme 2.3.1

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le Théoréme2.3.1.

Existence.

Soit (n*,0%) € L*(0,T; V' x L*(2)) le point fixe de A défini par (2.3.18) et soient u,, cvp
les solutions des problemes P, PY, pour n = n*,0 = 6* c’est a dire u = u,», @ = qps.
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Nous désignons par o la fonction donnée par ( 2.2.5 ). Clairement ( 2.2.5 ),( 2.1.20 )
et (2.1.21 ) sont vérifiées.

Puisque A (n*, 6*) = (n*,0%) on déduit (A (n*,0%),v) = ((n*,0"),v) VYveV,pp. te
(0,T) et, gardant en téte ( 2.1.29 ), ( 2.3.5 ), on déduit que ( 2.1.22 ) est satisfaite.

La régularité( 2.1.20 ) s’en suit de ( 2.1.24 ). En outre, puisque u € L>(0,7;V), il
s’en suit de ( 2.1.8 ) et (2.1.2 ) que o € L*(0,T;H).

Choisissant maintenant v = ¢ ot ¢ € D(Q)? dans ( 2.2.6 ) et utilisant (2.1.13) et
(2.1.29) on trouve

pi =Dive(t) +f(t) p.p.te€(0,T).

Maintenant ( 2.1.13 ) et( 2.2.5 ) la régularité exprimé dans ( 2.3.3 ) et 'égalité ci
dessus impliquent que Diver € L? (0, T; V") lequel a son tour implique o € L2(0,T;H).
Unicité

La partie de 'unicité est une conséquence de 'unicité du point fixe de I'opérateur A,
et de I'unicité des problémes P}, P, . A cet effet, soit {u, o, a} la solution du probléme

(2.2.5)-( 2.2.8) ayant la régularité ( 2.3.1 ) - ( 2.3.5 ), et on considére un élément (n*, 6%) €
L*(0,T; V' x L*(2)) défini par

(n(t),v)v

0(t)

(/ (t—s,a(u(s)),a(s))ds,a(v)) CWeVienT. (2332

F
$e(u(t)), aft)). (2.3.33)

L’équation ( 2.2.5 ),( 2.2.6 ) et ( 2.3.32 ) qui la condition initiale u(0) = uy signifie
que u est une solution de PY, et comme il résulte du lemme 2.3.1 que ce probléme a une
solution unique, notée u, nous concluons que

U = Uy=. (2.3.34)

L’équation ( 2.1.19 ),(2.3.29 ) et la condition initiale a(0) = ap impliquent maintenant
que « est une solution de PY, du lemme 2.3.2 probléme PY, a une solution unique, notée
g et il s’ensuit que

Q= Q> (2.3.35)

En utilisant( 2.3.18 ) et ( 2.3.32 )-( 2.3.35 ), nous concluons que A(n, ) = (n,0) et par
I'unicité du point de A fixe, il s’ensuit que

n=n", 60=06". (2.3.36)

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de ( 2.3.34 )-( 2.3.35 ) avec
I’équation

o = Ae(u) + Be(u) + /0 F(t—s,e(u(s)),als))ds.
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Chapitre

Problemes de contact élasto-viscoplastique
avec usure

Nous considérons ici un probléme de contact sans frottement avec usure endommage-
ment entre un corps élasto-viscoplastique et une fondation déformable dans un processus.
L’endommagement est causé par les déformations élastiques du matériau est modélisé par
une variable interne du corps appelée champ d.endommagement.

Le probléme est formulé comme un systéme qui comporte une équation variationnelle
par rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique
par rapport au champ d’endommagement.

Cette section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mencons par formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur
les données. Ensuite, dans le deuxiéme paragraphe nous donnons la formulation varia-
tionnelle du probléme mécanique. Enfin, dans le troisiéme paragraphe, nous énongons et
démontrons un théoréme d’existence et d’unicité de la solution faible relatif au probléme.

Les techniques employées sont basées sur la théorie des opérateurs monotones, suivi
par des arguments de points fixes.

3.1 Formulation du probléme mécanique

3.1.1 Probléme Mécanique

La formulation classique du probléme mécanique de contact sans frottement entre un
corps élasto-viscoplastique avec endommagement et un fondation est la suivante .
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Probléme P

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R% et le champ des contraintes
o :Qx[0,T] — S, le champ d’endommagement « : Q x [0,7] — R

O:Diva—i—fo, dans Q x (0,7, (3.1.1)
o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t))

dans Q x (0,7, (3.1.2)

/ G (o (s) — Ae(i(). (u(s)) ,a(s)) ds.

& — kAa + 0pk(a) 3 ¢p(o — As(t), e(u), o), dans Q x (0,7, (3.1.3)
u=0, sur I'y x (0,7, (3.1.4)
ov =1y, sur 'y x (0,7, (3.1.5)
{;Uiz Bl sur Ty x (0,7),  (3.1.6)
g—i =0, sur I' x (0,7, (3.1.7)
u(0) =uy, «a(0) = ayp, dans Q. (3.1.8)

[’équation (3.1.1) représente 1'équation d’équilibre ot fj est la densité des forces volu-
miques agissent sur le corps déformable ). (3.1.2) représente la loi de comportement d’un
matériau élasto-viscoplastique avec endommagement, qui est causé par des déformations
viscoplastiques.

(3.1.3) représente une inclusion différentielle décrivant ’évolution du champ d’endom-
magement oll ¢ est une fonction source d’endommagement. g est le sous-différentiel de
la fonction indicatrice de I’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K. Les
conditions (3.1.4) et (3.1.5) sont des conditions déplacement traction, (3.1.6) représentent
les conditions de contact de usure sans frottement sur la partie I's de la frontiére 2. La
relation (3.1.7) représente une condition aux limites de Neumann homogéne ot Ba = repré-
sente la dérivée normale de . Dans (3.1.8) nous considérons les conditions 1n1t1ales ol ug
est le déplacement initial et oy 'endommagement initial.

Dans le paragraphe pour I’étude du probléme P, on considére les hypothéses suivantes
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3.1.2 Hypotheéses

L’opérateur de viscosité A : Q x S¢ — S satisfait

((a) IL exists Ly >0 telle que
|A(z,61) — A(z,9)|| < Laller — 2|l Ver,e0 € S%,p.p.x € Q,
(b) Il existe my4 >0 telle que
(.A($,€1) — A(l’,Eg))(€1,€2) > mA||€1 — 82”2 Ve, eq € Sd,p.p.x €,
(¢) L’application & — A(z,¢) est Lebesgue mesurable surf2,
pour tout ¢ € S,
| (d) L’application = — A(z,0) € H.

(3.1.9)
L’opérateur d’élasticité B : ) x S x R — S? satisfait
((a) 1l existe Lg > 0 telle que
|1B(z,e1) — B(x,e5)|| < Lgller — €2 Vei,e2 € S%, pp.x € Q,
(b) Il existe mp >0 telle que
(B(z,e1) — B(w,e2))(e1,€2) > miller — ol Ver,e2 € 8% ppa € Q,
(c) L’application & — B(z,¢) est Lebesgue mesurable sur €2,
pour tout ¢ € $¢
| (d) L’application = — B(x,0) € H.

(3.1.10)
L’opérateur de viscoplasticité G : Q x S? x S¢ x R — S¢ satisfait
((a) 1l existe Lg > 0 telle que
1G(2,01,61,01) — G(2,02, 8, )| < Lg(|lon — o2 + |e1 — &2l + [lon — az]]),
Vei,e9 € Sg,Vaq, a0 € R)VE € [0, T, p.p.x € €,
15 €2 dy, VO, (g [ ] p.p-x (3.1.11)

(b) L’application x — G(z, 0, ¢, ) est Lebesgue mesurable sur €,
pour tout € € S, Vt € [0,7],a € R,
| (¢) L’application z — G(z,0,0,0) € H.

La fonction ¢ : @ x ST x R — R

((a) Il existe Ly > 0 telle que
[0z, 01, €1, 1) = O, 0282, ) || < Ly([lor — o2l + [[e1 — &2 + [[an — az)),
Vei,eq € SE Vay, as € R, p.p.x € Q,
(b) L’application © — ¢(x, 0, ¢, ) est Lebesgue mesurable sur2,
pour tout € € S%, a € R,
L (c) L’application  — ¢(z,0,0,0) € L*(Q).

(3.1.12)
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Nous supposons que les forces volumiques et traction surfaciques et la fonction d’adhé-
sion satisfont

fo € L*(0,T; H), f,€ L*(0,T;L*(I'y)%), (3.1.13)
g e L>*Ts),B(x)>px>0 ppxels. (3.1.14)

Finalement les conditions initial satisfait

uy eV, vypeH, (3.1.15)
ap € K. (3.1.16)

Pour I’étude du probléme P, on définit le sous-espace fermé V' de H; par
V={veH v=_0surl}. (3.1.17)

Nous définissons le forme bilinéaire a : H*(Q2) x H'(Q) — R par

a(€,¢) = k/Qvﬁ. v Cdz. (3.1.18)

Le théoréme de représentation de Riesz, entraine I'existence d’'un élément f(t) € V'
tel que

(£(8), V) = /

fy.vdx —|—/ fy.vda, Vv eV tel0,T). (3.1.19)
Q )

On remarque que la condition (3.1.13) impliquent que
fe L?0,T,V). (3.1.20)

Ensuite, on note par j: V x V — R la fonction définie par

ju,v) = [ Bllu|v.da Yu,vevV. (3.1.21)
I's

3.2 Formulation variationnelle

Nous supposons que u et o sont des fonctions réguliéres satisfaisant (3.1.1)-(3.1.8), et
soit ve V,t € (0,7).
En utilisant la formule de Green

(0,e(v))u+ (Dive,v)y = /au.vda, Vv e H;.
r

Etant donné que de frontiére réguliére, constitué de trois parties disjointes. Nous sim-
plifions le deuxiéme coté de 1’égalité, on a

(0,2(v))u + (Dive,v)y = /

r

au.vda—l—/ au.vda+/ ov.vda, VveV.
1 I I's
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En utilisant (3.1.1), (3.1.4) et (3.1.5) on obtient

(o(t),e(v))y = / fo.vdx +/ fy.vda —l—/ o(t)v.vda. (3.2.1)
Q Iy I's
De la condition (3.1.6) on obtient
/ o (t)v.vda / (@0, v,). (v )da = — | Blluy|[voda.

Et par conséquent, de (3.1.5) et de (3.2.1) nous trouvons
(o(t),e(vV)y +ja(t),v) = (f,v)yxy. YWweV pp te(0,7). (3.2.2)

Enfin, soit « € K et pour tout ¢ € [0,7]. De la définition de Jpk et de (3.1.3), on
obtient

(@(t), € = a(t)) 2@ —k(La(t), ¢ = a(t))
>(p(o(t) — As(u(t)), e(u(t)), a(t)), ¢ — a(t)) 2@ V¢ € K.
En utilisant la formule de Green et (3.1.7)
daf(t)

(80(1),C ~ at) )+ (Valt), V(¢ — alt))) oy = / 2. (¢~ aft))da,
(Aa(t), ¢ /Va ))dz.

En suite

(6(8),¢ = () gy + & / Va(t) - V(¢ — a(t))dz,
> (6((t) — A=(a(t), £(u(t). a(t)). ¢ — alt))

D’apreés (3.1.18), on trouve

(@(t), ¢ = a(t)) () + ala(t), € — a(t))
> (oo (t) = As(u(t)), e(u(t)), a(t)), ¢ = alt)) 2@ V¢ e K.

L2(Q)

(3.2.3)

Probléme Py

Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R? | et le champ des contraintes
o: QX [O T| — Sy et le champ d’endommagement « : Q x [0,7] — R

Ae(u(t)) + Be(u(t))
(3.2.4)

/ G (o u(s)),e (u(s)),a(s))ds P.Pt e (0,7),
(

(o(t),e(v))u +j(ut), v) =, v)vxy, VveV, (3.2.5)
a(t) e K, (a () ¢ —alt))rze) +ala(t), ¢ — alt)) (3.2.6)
> (¢(a(t) — As(u(t)), e(u(t)), a(t )) —a(t)ze), Y(€K,tel0,T]

u(0) =up, u(0)=vo, a0)= (3.2.7)
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3.3 Existence et unicité de la solution

Notre résultat principal concernant le bien posé du probléme P, est la suivante.

Théoréme 3.3.1. Supposons que (3.1.9)(3.1.16) sont satisfaites. Alors il existe 3y qui ne
dépend que sur Q,T'1, '3 et A tel qu’il existe une solution unique {u, o, a} du problémeP
Si

18] Lo (rg) < Bo, (3.3.1)
De plus, la solution satisfait
d
ue LX0,T; V)N C(0, T, H), d—? e L*(0,T; V"), (3.3.2)
oc L*0,T;H), Dive € L*(0,T;V), (3.3.3)
a € W0, T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)). (3.3.4)

Les fonctions {u, o, a} qui satisfait (3.2.4)-(3.2.6) s’appellent une solution faible du
probléme mécanique

Démonstration du théoréme 3.3.1

La démonstration du Théoréme 3.3.1 sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basé
sur les résultats des équations d’évolution avec les opérateurs monotones et les arguments
du point fixe, mais avec un choix différent de I'espace V' et de la fonctionnelle j.

Nous supposons dans la suite que (3.1.9)(3.1.16) sont vérifiés.

Soit n € L?*(0,T;V) donné. Dans cette premiére étape on considére le probléme de
viscosité suivant :

probléme P

Trouver le champ des déplacements u,, : [0,7] — R tell que

(Ae(ay (1)), e(v))a + (1), V)vxv + (0, (), v) = (£, V)vuv,
YweV, te(0,7T),
u,(t) = uy. (3.3.6)

(3.3.5)

Lemme 3.3.1. Il existe une unique solution du probléme P{, et qui satisfait (3.3.2).

Démonstration.

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous définissons 1'opérateur A :
V — V par
(A, v)yxv = (A(e()),e(v))y + j(u,v) Yu,veV. (3.3.7)

Soient uy,uy € V. En utilisant (3.3.7) et la définition de j donnée par(3.1.21), nous
trouvons

Ay — Auglly = || As(wy) — Ae(uz) |3 + G| Bl oo (s a1 — uz |y
< Lalle(ur) = e(u2) |2 4+ C3llBll oo ra) lur — uallv
= (La+CllBll=ry) lws —usfly Vi, us € V.
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De méme pour tout u;,us € V on a

(Au1 — Aug,ul — u2)V><V Z (TTLA — Cg”ﬁHLOO(Fg)) Hu1 — LIQH%/ Vul,ug eV. (338)

ma

Soit 60 = ﬁ,
0

fortement monotone sur V si

il est clair que [pest positive qui dépend de €2, I's et A. Alors A est

18] oo (rs) < Bo-

Compte tenu de (3.1.20) et du fait que f — 7 . Il s’ensuit maintenant d’un résultat
classique qu’il existe une unique fonction v, € L>(0,7; V) qui satisfait

Av,(t) +n(t)=£(t) pp. te(0,T). (3.3.9)

Soit u,, : [0; 7] — V la fonction définie par
¢
u,(t) = ug +/ v,(s)ds vVt e (0,7T). (3.3.10)
0

Il s’ensuit de (3.3.7)-(3.3.10) que u, est une solution du probléme variationnel P,
et qui satisfait (3.3.2) ce qui termine la partie d’existence du lemme 3.3.1. La partie
d’unicité résulte de I'unicité de I’équation ( 3.3.9 ) qui dépend du temps, ce qui conclut
la démonstration.

Dans le prochaine étape, soit 8 € L? (0,7; L?(Q2)). On considére alors pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant.

Probléme P¢ Trouver le champ d’endommagement ay : [0, 7] — H () tel que

ap(t) € K, (dp(t),( — ap(t)) 2 + alan(t), ¢ — ag(t))
(3.3.11)
V(¢ € K, > (0(t) ,¢ — a@(t))Lg(Q), p.p. t € (0,7),

ap(0) = ap. (3.3.12)

Dans I’étude du probléme de P¢,, nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.2. Il existe une solution unique du probléme PY,, et qui satisfait (3.3.4) .

Démonstration.

L’application d’inclusion de (H*(2), |- [g1(q)) dans (L*(Q), | |z2()) est continue et &
image dense. Notant par (H'(2))’ I'espace dual de H*(Q) et identifiant le dual de L?(Q)
avec lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

H'(Q) C L*(Q) C (H'(Q)) .

Nous utilisons la notation ( -, ) (y1(q)y w1 (q) Pour désigner le produit de dualité entre
H et H'(Q), nous avons

() @y <) = (@, 2@ Yo e LX(Q),€ € HY(Q).
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On sait que l'ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble
vide, fermé et convexe dans H'(€). Ainsi, le champ d’endommagement initial ay € K
dans(3.1.16).

Maintenant, en utilisant la définition (3.1.18) de la forme bilinéaire a, pou ¢,& €
H'(2), on a

a(p,§) = a(, ¢),

et
alp, )] < 3KVl VE] 1 < cllpllin o €]l
ap, ) = klIVellis,
alors
alp, @) + (b + Vlela 2 k (10l + 1l
et d’ou

a(e, ) + colplaiq) = allelling avec co =k +1et ¢y = k.

Nous remarquons que toutes les conditions du Théoréeme A.3.5 sont vérifiées. Ce qui
conclut la preuve du Lemme 3.3.2 .

Dans I'é¢tape suivant, nous utilisons le champs de déplacement u, obtenu dans le
Lemme3.3.1, le champ d’endommagement ay obtenu dans le Lemme3.3.2 pour construire
le probléme de Cauchy associé de champ du tenseur des contraintes.

Probléme P{}’a

Trouver le champ de contrainte o, ¢ : [0,7] — H solution du probléme

o,0(t) = / G (o40(5) ,e(uy(s)),ap(s))ds p.p. Vte (0,T). (3.3.13)

Lemme 3.3.3. Il existe un unique solution du probléme P{}’g qui satisfait (3.3.3).

D’autre part si u,,, ag, et o, ¢, représentent la solution des problémes P PP et P{}i’g"
pour ¢ = 1, 2 respectivement alors il existe ¢ > 0 telle que

2 2
196,(0) = @13, C i () = e (1)1 + / o 5) =
+ ||CY91( ) a91< )“L2
Démonstration.
Soit I'application X, 4 : L*(0,T;H) — L*(0,T;H) donnée par
t
3,00(t) = B(e (u,(t))) + / G (o(s),e(uy(s)),ag(s)) ds. (3.3.15)
0

31



nous utilisons (3.1.11),(3.3.16) & obtenir pour tous ¢ € (0,7),

132,00 (1) = S0 ()], < Lg/o lo1(s) = o2 ()l ds- (3.3.16)

Il résulte de cette inégalité que pour n assez grand, un pouvoir 37 5 de la cartographie
3,0 est une contraction de l'espace de Banach L*(0,T;H) et, par conséquent existe un
éléement unique 0,9 € L*(0,T;H) tel que X, 40 (t) = o(t). En outre, qui 0,4 est 'unique
solution au probléme de P{}’e, et en utilisant (3.3.13), la régularité de u,), ay et les propriétés
des opérateurs B et G, il s’ensuit que o; € L*(0,T; H).

Considérons maintenant (1, 60;), (n2,0s) € L* (0, T; H x L*(2)), et pour i = 1,2 dési-
gNer Uy, = U;, Oy, 9, = 04, 0, = ;. Nous avons

oi(t) = B (e (u(t))) +/0 G (0i(s),e(ui(s)),a;(s))ds p.p. te(0,7T). (3.3.16)

et en utilisant les propriétés (3.1.10),(3.1.11) de B et G, nous trouver

lon(t) = a2(t)l3, < C (Jlu(t) — wa(t)lly + i loi(s) — ora(s)ll5,
)

+[ui(s) —uz(s)ly + llaa(s) — aa(s) 72y ds ) -

Nous utilisant le lemme de Gronwall, on obtient (3.3.14).
Enfin, a la suite de ces résultats et en utilisant les propriétés de les opérateurs A, B, G
et la fonction ¢ pour ¢ € [0, T], nous considérons 'opérateur

A(n, 0)(t) = (A'(n,0)(t),A*(n,0)()) € V x L*(Q) (3.3.17)
définis par les égalités
(A (0,0)(1),v)vxv = (Be(uy,(t))+
(3.3.18)
/ G(0(5), 2 (1,(5)) , tp(5))ds, (v))p, W € V.
N (0, 0)(t) = 6 (a0(t), € (wy(1)) , (1)) (3.3.19)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.4. Pour ( n,0) € L*(0,T;V x L*(Q)) l'opérateur A(n,0) : [0,T] — V x
L*(Q2) admet un unique point fixe note (n*,6*) € L* (0, T;V x L*(Q)) tel que A (n*,60*) =
(n",0%).

Démonstration.

Soie (n,0) € L*(0,T;V x L*(Q)) et soit t1,ty € [0, T]fix¢ et v € V.
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Nous utilisons la notation u,, = u;, 0, = W, q,, = a;,0,,9, = o; ,pour i=1,2 et en
utilisant les hypothéses (3.1.9)-(3.1.12)

1A (1, 61) (£) = A" (2, 02) (1) [I5,

=ﬂ&mﬁDﬁAﬂm@ﬁm$Mm@Ms
_&@@%Agwmmmm»mmwﬁ

< Lyl (t) — w7 + Lg/o (llos(s) — oa(s) 13+

s (s) = uz () I3 + o (5) — a2 (5) [y )ds.

Nous utilisons estimation (3.3.14) pour obtenir
1A (01, 601) (£) = A (2, 02) (1) I3
< O (1) =2 () IV + /Ot(||1'11(8) —y(s) |y
+lua (s) =z () [[y + llar (5) = a2 (5) [2()))ds.

D’autre part, on sait que w;(t) = ug + f(f w,(s)ds, pour tout t € (0,7

s (s) — w2 () [} < /0 [ (s) — a2 (5) [[Tds (3.3.20)

Appliquons 'inégalité par (3.3.20)devient

A (01, 601) (8) = A (2, 02) () I < C/O ([ (s) — ()5

+ [l () =z (5) [[§ + [l (5) — a2 (5) |2 )ds.

Ensuite, en raison des régularités de u, ay exprimée en (3.3.2)-(3.3.4) respectivement,
on déduit de (3.3.21) que A'(n,0)(t) € C (0,T;V).
Par un argument similaire, de(3.3.19),(3.3.14) et (3.1.12) il s’ensuit que

IA%(1,01) (£) = A%(2, 02) (t) [ 72 < C(/O (Il (s) —aa(s) 3
+ s (s) =z () 5 + [l (5) — @2 (5) 12 )ds

+ s () —uz (0) [ + llon (1) — a2 (t) [[720)-

Par conséquent,A%(n,0) € C (0,T; L*(Q)) et ,A(n,0) € C(0,T;V x L*(Q2)).
Soit maintenant (1,60;) , (n262) € L? (0, T;V x L*(2)) . Des arguments similaires & ceux
utilisés dans la preuve de (3.3.21) et (3.3.22) on a

1A G, 601) (£) = An,02) (1) [k 12(0) < C(/O (Il () — va(s) 3

+ lwr (s) = ug (8) [} + llaa (s) = s () 720y )ds
+ [luy (8) =g () |3 + [l (8) = aa () [I72(0)-

(3.3.21)

(3.3.22)

(3.3.23)
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Combinons 'inégalité (3.3.20) avec (3.3.23) pour obtenir

1A (1, 01) (1) — An2,02) (1) [ 2y < C/O ([ (s) — ()3

+ (s) =z (5) [[§ + llas (5) = a2 () [[72 () )ds.
En utilisant I'inégalité (3.3.6), par addition des résultats obtenus nous avons

(At (£) — A1), 11 (£)—a(t) v 17 =

(3.3.24)

i ) 3.3.25
o (t) =m0 (1) ) te @) PP
Combinons cette inégalité (3.3.8)avec(3.3.25) nous trouvons
(ma — G318l ra) [ — 2l < [lm — mollv [ — oy
Par conséquent
[y (1) = w2 (t)[lv < cllm(t) —na2(t)]lv vt €[0,T7].
Utilisons (3.3.20)
t
s () — up(t)[lv < C/ [m () —m(t)|lvds vt [0, T]. (3.3.26)
0

De (3.3.11) on en déduit que
(dl — dg, o — ClCQ)Lg(Q) +a (CYl — Q9,01 — 042) S (91 — 92, a1 — OéQ)LQ(Q) 5 P-pP- t e (0, T)

Intégrer 'inégalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales a;(0) =
az(0) = ap et I'inégalité a (a; — ag, a3 — @) > 0 nous trouvons

1 t
5 len(t) - a2 (t)l[72(q) < C/O (01(s) = Oa(s), a1 (s) — @2(8)) 2 ds-
Ce qui implique que
1 t t
31010 = sy < OLL 1019 = 0oy s+ [ onls) = a9l )
Cette inégalité combinée avec l'inégalité de Gronwall conduit a
t
loa(®) = ca®)laey < C [ 106) = 0oy s, V0T (3327

Il en résulte maintenant de ce qui précéde et les estimations (3.3.26) et (3.3.27)

1A (1, 61) () = A, 02) (D)5 20y < C(/O 101, 01)(s) — (12, 02) ()17 2 5).

En réitérant m fois I'inégalité précédente, on obtient

[A™ (11, 01) (8) = A™ (112, 02) (B) |y s 2 < (CT)mII(m,@l)(t) = (12, 02) )V 20

m!
cela implique que pour m assez grand 'opérateur puissance A™ de A est une contraction
sur le espace de Banach L?*(0,T;V x L*(2)) et ainsi de A a un unique point fixe. Passons
maintenant & la démonstration du théoréme 3.3.1.

34



Démonstration du théoréme 3.3.1

Existence.

Soit (n*,6*) € L*(0,T,V x L*(Q2)) le point fixe de A défini par (3.3.18) et(3.3.19)et
soit u,, o, o les solutions des problémes Py, Pg,P‘Z’Q pour n = n*, 0 = 6* c’est a dire
u=u,;,a=agpet o = A(e(u,)) + 0, g« obtenues dans Lemmes3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3. Les
égalités A'(n*,0*) = n* et A%(n*,0%) = 0* combinées avec (3.3.18)-(3.3.19) montrent que
(3.2.4)-(3.2.6)sont satisfaites. La régularité (3.3.2) s’ensuit de (3.1.20). En outre, puisque
u € Whe(0,T;V), il s’en suit de(3.2.4),(3.1.9) que o € L*(0,T; H).

Choisissant maintenant v = ¢ ot ¢ € D(2)? dans (3.2.5) et utilisant (3.2.4),(3.1.19)
on trouve

0=Dive(t)+fy(t) p.p-te(0,7T). (3.3.28)

Maintenant (3.3.2) et (3.3.28) impliquent que Dive € L*(0,7;V) ce qui implique
ocL*(0,T;H).

On conclut que le triplet {u, o, a} est une solution du probléme (3.1.1)-(3.1.8) et qui
satisfait (3.3.1)-(3.3.4).

Unicité.
La partie de 'unicité est une conséquence de 'unicité du point fixe de I'opérateur A,
et de 'unicité des problémes P, P{ . A cet effet, soit {u, o, a} la solution du probléme

(3.2.4)-(3.2.7) ayant la régularité (3.3.1)-(3.3.4), et on considére un élément (n*,0*) €
L*(0,T; V' x L*(2)) défini par

Au(t) +n(t)=1£(t) p.p. te(0,7). (3.3.29)

(18, V)v v = (Be(u / G (o(s),2 (u(s)) , a(s)) ds, e(V)a,  ¥v € V.t € [0, T].
(3.3.30)
0(t) = o(a(t), s(u(t)), a(t)). (3.3.31)

[équation (3.2.6),(3.3.31) et (3.3.27) et la condition initiale a(0) = ap impliquent
maintenant que « est une solution de P, du lemme 3.3.2 probléme P¢, a une solution
unique, notée ay et il s’ensuit que

a = Q. (3.3.32)

En utilisant (3.3.17),(3.3.30)-(3.3.32) nous concluons que A(n,0) = (n,0) et par I'uni-
cité du point de A fixe, il s’ensuit que

n=n*, 60=0". (3.3.33)

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de(3.3.30)-(3.3.32) avec I’équa-
tion

o — Ae(it) + Be(u /g Ae(ia(s)), e (u(s)) , als)) ds.
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Annexe

Outils Mathématiques

Afin de faciliter la lecture de cet ouvrage, il nous est paru utile de rappeler, dans
cette deniére chapitre de la mémoire, quelques espaces. Cet annexe est divisé en quatre
paragraphe.

Nous commencons dans le premier paragraphe de rappeler quelques espaces LP, WH?,
espace de Hilbert, espace liés a I'opérateur déformation et espace liés & I'opérateur diver-
gence, deuxiéme paragraphe éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert,
et sur les opérateurs fortement monotones, et particuliérement des résultats d’existence
et d’unicité concernant les inéquations variationnelles elliptiques, et a la présentation du
théoréme de Cauchy-Lipschitz.

La deuxiéme paragraphe concerne Inégalité quasi variationnelle hyperbolique, d’évo-
lution et particuliérement des résultats d’existence, d’unicité concernant les inéquations
variationnelles hyperbolique et a la présentation du théoréme de Cauchy-Lipschitz. On
y introduit les espaces de distributions, les espaces de type Sobolev associés a l'opéra-
teur déformation, a l'opérateur divergence, et on présente leurs principales propriétés,
notamment les théorémes de trace.

Ensuite troisiéme paragraphe, nous passons en revue quelques résultats concernant
les espaces fonctionnels, & la présentation du théoréme de Cauchy-Lipschitz. et quelques
théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

Le dernier paragraphe on cite aussi dans cette partie quelques lemmes du type Gronwall
qui sont utilisés tout le long de ce travail et quelques théorémes que nous utilisons dans
cette mémoire.

Toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire sont
introduits dans cette section.

Dans toute la suite, Q C R est un domaine borné avec une frontiére de Lipschitz
notée I'. Pour le champ de déplacements et le champ des contraintes nous utilisons les
espaces suivants
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A.1 Espaces fonctionels

A.1.1 Espaces L?

Espaces LP, avec 1 < p < +00

Soient (€2,7T) un espace mesuré, 1 < p < +o0 et f € M = M(E,T) (c’est-a-dire
f: E'— R, mesurable). On remarque que |f|P € M, car |f|P = ¢ o f ou ¢ est la fonction
continue (donc borélienne) définie par ¢(s) = |s|? pour tout s € R. (Noter que p > 0 et
on rappelle que [s|P = e?™I5l pour s # 0 et [s|P = 0 pour s = 0). La quantité [ |f|Pdz est
donc bien définie et appartient a R,

Ceci va nous permette de définir les espaces de fonctions de puissance p— iéme inté-
grable.

On retrouve, pour p = 1, la définition de 'espace des fonctions intégrables.

Définition 1. Soient (£2,7") un espace mesuré¢, p € R avec 1 < p < oo, et f une fonction
définie de 2 dansR mesurable.

1). Ondit que f € LP(Q) = L*(Q,T) si [, |f[Pdz < +00. On pose alors

nmmm=(4umwwf. (AL1)

2). On dit que f ¢ LP(Q) = LP(Q,T) si [, |f]Pdx = +oo.

De maniére analogue au cas p = 1 on quotiente les espaces LP par la relation d’équi-
valence p.p. afin que 'application f — ||f]|z» définisse une norme sur I'espace vectoriel
des classes d’équivalence.

L’espace LP(€2) muni de la norme ||.||1» est un espace de Banach.

Si p = 2, alors L?(2) est I'espace des classes d’équivalence de fonctions mesurables de
carré intégrable sur €).

Le produit scalaire sur L*(€2) est défini pour toutes f, g € L?(Q) par

mmm@—ljmﬁﬁw. (A12)

L’espace L?(€2), muni par la norme

£l 2 ) = (/Qlf(ﬂfﬂ?dx)%- (A.1.3)

est un espace de Hilbert.

Lemme A.1.1. ( Inégalité de Young) Soient a,b € Ry et p,q €|1,+00] tels que

1,1
]—3 =+ E =1. AIOI'S ) bq
ab=" 4= (A.1.4)
p q
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Lemme A.1.2. ( Inégalité de Hélder) Soient (£2,T,m) un espace mesuré et p,q €
|1, +o00] tels que % + % = 1. Soient f € LP(Q) et g € L1(Q). Alors, fg € L'(Q) et

1fglly = £ gllpll fally. (A.1.5)

Lemme A.1.3. (Inégalité de Minkowski) Soient (2,7, m) un espace mesuré et p €
11, +o00[. Soit f,g € LP(Q2). Alors f + g € LP(Q) et

1+ gllp = [[£1l + 1 £9llp- (A.1.6)

A.1.2 Espaces L™

Définition 2. Soient (€2,7) un espace mesuré, p € R avec 1 < p < 0o, et f une fonction
définie de 2 dansR mesurable.

1). On dit que f est essentiellement bornée, ou encore que f € L>(Q) s’il existe C' € R
tel que |f| < C .p.p.

2). si f € L®(), on pose || f| r=@) = inf{C € Ry ;|f| < Cp.p.}

3). si f ¢ L=(Q), on pose || f||L=(a) = +00.

A.1.3 Espaces W*?(0,T; H)

On rappelle que W*?(0, T; H) est I'espace des distributions vectoriellesu € D'(0,T; H)
telle que Dju € LP(0,T; H) pour j = 0,k, D; désignant la dérivée d’ordre j au sous des
distributions.

Si1<p<+4oo, WEP(0,T; H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par

[ullwr o) = /IDu Pdz)r  WYu € WHP(0,T; H). (A.1.7)

En particulier, W*2(0,T; H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire
définie par

k t

(0, V)wee oz = > / (Dju(t), Dyv(t))udt. (A.18)
0=;5 V0

Yu,v € Wk2(0,T; H). (A.1.9)

D’autre part, W*5(0,T; H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par

[yt o1;1) Zsoug |Dju(t (A.1.10)
Yu e Wh(0,T; H). (A.1.11)
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Pour le cas particulier £ = 0, on remarque que
W (0,T;H) = L*(0,T; H). (A.1.12)

et on note alors la norme LP(0,7; H) par |- ||zro,r;m) pour tout 1 < p < +o0, on

définit aussi, pour k € N, 'espace C*(0,T’; H) des fonctions u : [0, 7] — H telles que pour
— d’u
tout 7 = 0,k les dérivées — existe et sont continue sur [0,7], on note, en particulier,

C°0,T; H) par C(0,T; H).

A.1.4 Espaces C*(0,T; H)
L’espace C*(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme définie par
i d’'u
[ullcr oz = ;ﬁgfﬁ —5 (O, Yue CHO,T; H). (A.1.13)

En particulier, les normes sur les espaces C(0,T; H) et C'(0,T; H) sant données par

lalleorm = tgﬁ%{] lu(t)|n- (A.1.14)

) = 1|7 A1.15
||u||cl(o,T,H) E&% lulg + trer%(?::}c] |aly ( )
Yu € C*0,T; H). (A.1.16)

A.1.5 Espaces liés aux opérateure de déformation et de diver-
gence

On introduit dans cette partie les espaces de type sobolev utilisés en mécanique de
contact, a savoir les espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation,
ainsi que les espaces de fonction & valeurs vectorielles. On présente en plus leurs princi-
pales propriétés, notamment les théoréme de trace. On rappelle aussi quelques espaces de
fonction définies sur un intervalle réel et & valeurs dans un espace de Hilbert. Pour plus
de details sur les espace de Sobolev et les espaces de distributions.

Espace de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation. Nous désignons
par S? 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R%(d = 2, 3). Et ||.|| représentent
le produit scalaire et la norme Euclienne sur R? et S?, repectivement. Ainsi,

NI

wv =u.v;, |[v]=(v,v)?, VuveR

o.T =0Ty, |7|= (T,T)%, Vo, T e S%.

Ici et partout dans ce manuscrit nous utilisons la convention de l'indice muet.Par
ailleurs, l'indice aprés une virgule dénote la dérivée par rapport a la composante corres-
pondante de la variable spatiale z. Dans toute la suite, @ C R? est un domaine borné
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avec une frontiére de Lipschitz notée I'. Pour le champ de déplacements et le champ des
contraintes nous utilisons les espaces suivants
On va utiliser aussi les notations

H={u=(w)/u; € L*),i=1,N} = L*(Q)". (A.1.17)
O le espace H sont défini par
H={o= (o) oj=0,€Ll*Q), ij=1N}=L*(Q)>NN (A.1.18)

Les espaces H et H sont des espace Hilbert réels menus des produit scolaires canoniques
(u,v)y = / wwdr Yu,veH, (o,7)y= / o,;Tyide, Yo,TeH.
Q Q

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respéctivement par ||| et

[Nl
Compte tenu de l'identification de L?*(€2) a un sous-espace de distrubutions sur €.
Par conséquent, les opérateurs déformation et divergence peuvent étre définis respéc-
tivement sur les H et H. Pour l'instant, on rappelle la définition de ’espace de Sobolev
H'(2) défini par :

HY(Q)={uec L*(Q)) oueclLl?*Q), i=1N}. (A.1.19)
L’espace H'(€) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire
(u, V)i = (W, V)2 + (071, 0;V) 120)  Vu,v € HY(Q). (A.1.20)

On notera la norme associée par ||. || g1(q). On note plus par Hj(2) adhérence de D(1)
dans H'(Q). L’espace H}(f2) est un espace fermé de H'(().

Espace liés a 'opérateur déformation

Pour l'opérateur déformation défini par (1.2.3), il est naturel d’introduire ’espace
Hy ={ue€ H/e(u) € H}. (A.1.21)
On considére sur H; le produit scalaire
(W, V)g, = (0, V)g + (e(u),e(v)y Vu,v e H. (A.1.22)

Et note la norme associée par ||| g,. On obtient ainsi que linjection H; C H et
I'opérateur déformation € : H; — H sont des opérateurs continus.

Théoréme A.1.1. Muni du produit scalaire (-,-)p, 'espace H; est espace Hilbert réel.
On munit maintenant 1'espace produit H;(£2)" du produit scalaire canonique et de la
norme associée respéctivement par (-, - ) g1 et || || g1~ On a alors le résultat suivant :
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Théoréme A.1.2. On légalité algébrique Hy = H'(Q)N et || ||ay, || ||~ sont les
normes équivalentes sur Hj.

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontiére I' de Q est de classe C!.
Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de espace H!(Q) peuvent étre
transportées sur ’espace H; par passage aux espaces produit. Plus précisément, on a les
résultats suivants :

1. CYQ)N est dense dans H;.
2. Hy C H avec injection compacte (Théoréme de Rellich).

3. 1l existe une application linéaire et continue v : H; — L*(T")Y vérifiant 1'égalité
yu=uyr, YueC' (Q". (A.1.23)

L’application v est appelée application trace. Elle est définie comme le prolongement
par densité de I'application u — ur définie pour tout u € C'(Q)N. L’application
trace v : H; — L2(I")N n’est pas surjective. L’image de H, par cette application
est notée par 7. On a en outre :

4. Hr C L*(T')N avec injection et continue.

5. Il existe une application linéaire continue z : Hr — H; vérifiant 1’égalité

V(z(§)) =€ V€ € Hr. (A.1.24)

6. Le noyau de l'application trace est H ()" telle que H} ()N = {u € H;/yu = 0}.

Soit maintenant I' = ' UT, UT's, I NT'; = @ pour @ # j et V est 'espace défini
par

V={ue H/yu=0 pp surli}. (A.1.25)

Théoréme A.1.3. L’espace V est un sous-espace fermé de H;.

Théoréme A.1.4. (Inégalité de Korn ) :Soit mes(I'y) > 0. Alors il existe une constante
C > 0 qui dépend de €2 et T'; telle que

lle(u)|l% > Cllullg, YueV. (A.1.26)
En utilisant ce résultat, il vient

Remarque A.1.5. Si mes(I'y) > 0 alors u — ||e(u)||3 est une norme sur le sous-espace
V' défini par(A.1.25), équivalent a la norme canonique || || g, .

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvée dane [44|p.79. Sur V' nous considérons
le produit scalaire par
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(u,v)y = (e(u),e(v))y Yu,velV. (A.1.27)

et soit || ||y la norme associée, telle que

Iviv =lleMW)ll VveV. (A.1.28)

Par I'inégalité de Korn, il vient qui ||- ||, et ||- [[v sont des normes équivantentes sur
V et ainsi (V|| ||) est un espace de Hilbert réel.

En outre, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante Cy > 0 dépendant
uniquement de €2, I'; et I'3 telle que :

V2 gy < Collvlly Vv eV, (A.1.29)

Il résulte par I'inégalité de Korn que (V, ||-||v) est un espace de Hilbert réel.
La preuve de I'inégalité peuvent etre trouvé dans [38|p.79.

Espace liés a 'opérateur divergence

Comme dans le cas I'opérateur déformation, il est naturel d’introduire ’espace H; lié
a l'opérateur divergenc et défini par

Hy={oc €M/ Diveec H}. (A.1.30)

sur lequel on considére le produit scalaire

(o, 7)), = (o,7)y + (Dive,Divr)y Vo, T € H;. (A.1.31)

On note la norme associée par ||-||3,. On obtient ainsi que 'injection H; C H et
I'opérateur divergence. Dive : Hi; — H sont des opérateurs continus.

Théoréme A.1.6. Muni du produit scalaire (-, - )y, 'espace H; est un espace de Hilbert
réel.
On peut prouver que l’espace
CH(Q), Y ={o = (o)) 0ij=0; € C(Q), i,j=1N} (A.1.32)
est dense dans H. De plus, pour tout o € C1(Q)V*¥ on note par ov le vecteur de compo-

santes (0;;7j), =1, N. Comme dans le cas de 'espace Hy, on peut définir I’application
trace pour l'espace H; a ’aide de résultat suivant :

Théoréme A.1.7. Il existe une application linéaire, continue et surjective 5 : H; —
H{telle que

(Yo, &) mpxrr = /Uu.ﬁda. (A.1.33)

r

pour tout £ € Hy et o € CL(Q)V*N. Pour tout o € H;, 'image yo € H}. est élément de
Hj. vérifiant 1'égalité
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(Yo, YW upxnr = (0,6(u))y + (Dive,u)y  Vu € Hi. (A.1.34)

De plus, il existe une application linéaire et continue z : Hj. — @), telle que

Wz ) =Y VY €H. (A.1.35)

Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

(g,6(v)) + (Dive,v)y = /UV.Vda, Vv € H;. (A.1.36)
r

On note par v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout
champ vectoriel :
V,=V.WV V,=V—V,U.

De méme, soit o, et o, la composante normale et respectivement tangentielle de
tenseur des contraintes de Cauchy ov. Il vient : o, = (ov), et o, = (6T),, c’est a dire :

o,=(ov)v o,=0,—0,U.

A.2 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces
de Hilbert

Cette section comporte des rappels de quelques résultats d’analyse non linéaire utilisés
tout au long de cette thése. On précise que pour avoir plus de détails sur les rappels figurant
dans cette section de consulter par exemple Brézis [5], Yosida [66] et Sofonéa [53].

A.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sure H c’est a dire :
(.,.) : Hx H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.
on note par ||.||y Papplication de H — R, définie par

Il = (u,u)?. (A.2.1)

et on rappelle que ||.||g est une norme sur H qui vérifie l'inégalité de Cauchy-Schwartz

(w,v)g < ||ullg||v|z VYu,veH. (A.2.2)

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire ainsi

., , . . !/

que de la norme associée notés respectivement par (.,.)m et ||.||z. On note aussi par H
I’espace dual de H c’est a dire 'espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H muni

de la norme

|, v) g
Il = SUPT:XH veH v # 0p. (A.2.3)

ou {.,.) représente la dualité entre H et H.
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Propriétés élémentaires

Théoréme A.2.1. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet ) ¢tant donné
n € H', il existe f € H unique tel que

M, V)gxm = (&, v)g VveEH. (A.2.4)

On a de plus
nla = |f]a.
Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter de
maniére unique a ’aide du produit scalaire. L’application n —— f est un isomorphisme
isométrique qui permet d’identifier H et son dual H'.

Théoréme du point fixe - Théoréme de Lax-Milgram

On va commencer par rappeler un résultat classique qui est le théoréme de point fixe
de Banach. Ce résultat intervient dans les démonstrations de bon nombre des résultats
d’existence et d’unicité établis dans les chapitres précédents.

Théoréme A.2.2. Soit (X,d) un espace métrique complet et soit F' : X — X une
application contractante, c’est-a-dire qu’il existe un réel k vérifiant 0 < k£ < 1 tel que

d(F(x1),F (xq)) < kd(x1,22) V1,29 € X.

L’application F' admet alors un point fixe unique = € X tel que F(x) = z.
Soit maintenant a : H x H — R une forme bilinéaire sur H x H. La forme a est dite

1) continue s'il existe un réel M > 0 tel que |a(u,v)| < M|u|g|v|y VYu,v € H.
2) coercive sil existe un réel m > 0 tel que
a(u,u) > mluly; Vue€ H.
Remarque A.2.3. Soient A : H — H un opérateur et a : H x H — R la forme définie

par
a(u,v) = (Au,v)y VYu,v e H. (A.2.5)

On a alors les propriétés suivantes :
i) a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.
ii) @ est continue si et seulement si A est continu.
iii) @ est coércive si et seulement si A est défini positif.
Le second rappel de ce paragraphe concerne le théoréme de Lax-Milgram.

Théoréme A.2.4. (Lemme de Laz-Milgram) :Soit a : H x H — R une forme bilinéaire,
continue et coércive. Alors pour tout f € H, il existe un unique u € H tel que

a(u,v) = (f,v)y Vv e H. (A.2.6)
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A.2.2 Opérateurs fortement monotones

Dans cette section nous commengons par un bref rappel sur les opérateurs fortement
monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert H muni du produit
scalaire (.,.)y et de la norme associée || - |z et A: H — H un opérateur non-linéaire.

L’opérateur A est dit :

a) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que

(Au—Av,u—v)g >mlu—vl|}; Vu,veH. (A.2.7)

b) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

|Au — Av|lg < M||lu—v|g Vu,veH. (A.2.8)

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme A.2.5. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Alors pour tout f € H il existe un élément unique u € H tel que Au = f.
Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Minty-Browder. Il nous
prouve que tout opérateur A : H — H fortement monotone et de Lipschitz est inversible.
Plus précisement, on a :

Théoréme A.2.6. Soit A : H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Alors son inverse A~! : H — H est également fortement monotone et de Lipschitz.

Nous considérons maintenant quelques théorémes importants qui sont utilisés le long
de ce mémoire

A.3 Inégalité quasi variationnelle hyperbolique et d’évo-
lution

La modélisation de plusieurs classes de probléme physiques conduit aux inégalités quasi
variationnelles hyperboliques ou d’évolution, dans lesquelles la fonctionnelle différentielle
dépend la solution elle méme. Ces derniére sont appelé inégalités quasi variationnelles
hyperboliques. Nous donnons par la suite un résultat l'existence et 'unicité pour ce type
de probléemes.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (+;-) x et
de la norme associée || - || x. Pour résoudre cette inéquation, étant donné deux opérateurs
de symétrie A et B : V — V' un fonctionnel j : V x V — R, et deux valeurs initiales
uy € H, vo € H et une fonction propre f € V. Compte tenu de ces données, nous
considérons inégalités quasi variationnelles hyperboliques suivante
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Probléme 1

(@), v —u(t) + (A(e(at))), v —u(t)) + (B(e(u(t))), v —a(t))
+j(a(t),u(t)) —j(at), a@)) = (£(t), v —ua(t)),
u(0) =up u(0) = vy.

pour résoudre le probléme I, supposons les hypothéses suivantes(Voir [10]p.6).

((a) Il existe m4 > 0 tel que
q
(Au; — Aug,u; — ug)y > mallu; —wy, Vu,u, €V
b) 1l existe L4 tel que
(b) q
L |Auy — Aug|ly < Lalju; —uws|ly Vu,ug €V,
((a) 11 existe mp > 0 tel que
(a) q
(Bu; — Bug,u; — W)y > mplu; — wpll Vu,uy €V.
b) Il existe Lz tel que
(b) q
|Bu; — Bug|ly < Lg|luy —us|ly Vuj,uz €V,
(c) pour tout u,veV
(Bu,v) = (u, Bv).

\

et cela 7 : V' — R est une fonction semi-continue.

((a) IL existe L; > 0 tel que
(81, v2) + j(82, v1) — j(g1, V1) — j(82, v2)
< Ljllgi — gllx ||[vi = val[v  V&1,82,vi,v2 €V,
(b) Il existe C; > 0 tel que
(g, v1) = j(g, v2) < Cllgllv]ivi = vallv,
( J(vi.8) —i(va, 8) < Ciligllvllvi — vallv, Vg, vi,vaeV.

La fonction f satisfait
f e H*([0,T); V).

Enfin, pour tout u e V'

j(u,-) est fonction convexe dans V.

(A.3.1)

(A.3.2)

(A.3.3)

(A.3.4)

(A.3.5)

(A.3.6)

(A.3.7)

L’existence et I'unicité d’une solution au problémes (A.3.1)-(A.3.2) est donnée par résultat

suivant :

Théoréme A.3.1. supposons que les hypothéses (A.3.3)-(A.3.7) sont satisfaites.

Alors, il existe solution unique u € C'(0,7; V') satisfaisant

e C0,T,H)NL®0,T:H), iteC(0,T,H)nL>0,T;H).
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Une démonstration du Théoréme se trouve par exemple dans [10].p.17.
Remarque A.3.2. Nous tenons a mentionner les faits suivants :

a) I’hypothése (A.3.5)(a) a été introduite pour la premiére fois par Han et al. [30] pour
étudier une classe d’inégalités quasi-variationnelles paraboliques.

b) les hypothéses (A.3.5)(b) et(A.3.7) implique que j(u,.) est une fonction convexe
continue dans V' pour tout u € V.

Dans la troisiéme chapitre du mémoire, nous utiliserons un résultat abstrait sur les
inégalités quasi variationnelles hyperboliques d’évolution. Ce résultat concerne les pro-
bléemes du type suivant :

Probléme 11

Au(t) =1,
(t) (A.3.8)
u(0) = uy.
Nous imposons les hypothéses suivantes aux données du probléme /1.
(a) Il existe m4 > 0 tel que
(Au; — Aug,u; — uy)y > mallu; —w}, Vu,u, €V (A39)
(b) Il existe Ly tel que o
|Au; — Awglly < Lallu; —wply Vup,up €V,
La fonction f satisfait
fe L*0,T;H). (A.3.10)

L’existence et 'unicité d’une solution au probléme (A.3.8) est donnée par résultat suivant :

Théoréme A.3.3. supposons que le hypothése (A.3.9),(A.3.10) sont satisfaites.
Alors, il existe solution unique u € C'(0,7; V) satisfaisant

uc L*0,7;V)NnC(0,T, H).
Probléme III
{jz(t) = F(t,z(t)) pp.te(0,T),

z(0) = xo.

Théoréme A.3.4. (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, ||.||x) un espace de Banach réel et soit
F(t,.) : X — Xun opérateur défini p.p. sur (0,7"), qui satisfait les propriétés suivantes

il existe Ly > 0 tel que
||F(t,l‘1) — F(t,l‘g)”X S LFHIl — QTQHX V$1,$2 € X,pp € (O,T),
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il existe 1 < p < 400 tel que F(.,z) € LP(0,T;X) Vz € X.
Alors pour tout z' € X, il existe une fonction unique = € W0, T; X).
Pour des détails sur ce théoréme on peut renvoyer le lecteur par exemple a [57].p.60.

Probléme IV
(a(t),v —u(t))vxv + a(u(t), v —u(t))
> (f(t),v—u(t)y YvppeKtel0T]
u(0) = 0.

Théoréme A.3.5. Soit V ¢ H C V' un triplet de Gelfand. Soit, K est un sous ensemble
fermé non vide, et convexe de V', et soit a(-,-) : V x V — R est une forme bilinéaire
continue et symétrique qui satisfait

il existe ¢; > 0 et Cj la condition de coercivite

a(v,v) + ColvlE > (|vf);, veV. (A.3.11)
Alors pour tout ug € K et f € L*(0,T; H), il existe unique fonction u qui satisfait
uc HY(0,T; H)NL*(0,T;V).

u(t) e K Vte|0,T].

Pour les démonstrations de théorémes on peut regarder dans [50].

A.4 Enoncés de certains théorémes

Théoréme de Banach (point fixe)

Théoréme A.4.1. Soit X un espace de Banach. K est un ensemble fermé et non vide
de X. On suppose que A : K — K :

1- A est une contraction, telle que o € [0, 1)tell que :

|Au— Av|| < afju—v| VYuveK. (A.4.1)

Donc il existe une solution unique u € K de I’équation Au = u, telle que A un point
fixe unique dans K.

2- A™ est une contraction pour m un entier positif, donc A a un point fixe unique dans
K.
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Fonctions convexe

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeur dans
|—00, +o0]. La fonction ¢ est dite convexe si

o(tu+ (1 —t)v) <tp(a)+ (1 —t)p(v) VYu,ve X, t€]0,1]. (A.4.2)

Sous différentiabilité
Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un
sous-ensemble de 'espaceX.
Définition 3. On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Wy définie par
0 siue K
Vg (u) —{ too siud K (A.4.3)

Définition 4. Soit une fonction 57 : X — R et u un élément de 'espace X tel que
j(u) # £o0o. Le sous-différentiel de la fonction j en w, noté dj(u) est 'ensemble défini par

dj(u)={u' € X' |j(v)>ju)+(u,v—u) VYveX} (A.4.4)

Le crochet (.,.) désignant la dualité entre X et X.

Tout ¢lément u’ de I'ensemble 9j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u.

La fonction j est dite sous-différentiable en u si dj(u) # 0. Elle est dite sous-
différentiable si elle ’est en tout point u de I'espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel OV ;- d’une fonction indicatrice Wy d’'un
ensemble convexe non vide

OVi(u)={u e X |(u,v—u)<0 VYveK} (A.4.5)

Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux résultats sur les équations d’évolution
et un résultat sur les inéquations variationnelles d’évolution.

Equation aux dérivées pratielles d’évolution

Théoréme A.4.2. Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V' — V' un opérateur
hemicontinu et monotone satisfaisant.

Jw>0, et A\ER (Av,V)pruy > w|v||Z + X Vv eV (A.4.6)
[Av|lv: < C([[vlly +1) VveV. (A.4.7)

pour des constantes w > 0,C > 0 et A € R. Etant donné ug € H et f € L*(0,7T; H), il
existe une fonction unique u qui satisfait.

uc L*0,7;V)NC(0,T; H),ie€ L*(0,T; V).
u(t) + Au(t) = f(t) pp te€][0,T].
u(0) = uy.
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A.5 Lemmes de type Gronwall

nous rappelons ici les lemmes classique du type Gronwall qui interviennt dans de
nombreux problémes de magoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour établir
I'unicité de la solion. pour avoir plus de détails sur les rappeles figurant dans cette section,
on pourra concsulter par exemple [47, 58].

Lemme A.5.1. Soient m,n € C(0,7T;R) telle que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t € [0,T] et soit a > 0 une constante. Si ¢ € C([0,T];R) est une fonction telle que

(1)
o(t) <a +/0 m(s)ds —|—/0 n(s)p(s)ds Vit e [0,T].

o B(t) < (a + /Otm(s)ds> exp (/Otn(s)ds) vVt € [0,T.
2) si
6(t) <a+ /Otm(s)ds ta /Otn(s)gzﬁ(s)ds vt € [0,T).
alors

/01 o(t) < exp . /Otm(s)ds vVt € [0, 7).

Pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient :

Corollaire A.5.1. Soit n € C([0,T],R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,7] et soit
a>0.Si¢eC(0,T];R) est une fonction telle que

ot) <a-+ /Otn(s)qb(s)ds vt € [0,T7.

alors .
o(t) < aexp (/ n(s)ds) vt € [0, 7).
0
la corollaireA.5.1 est souvent utilisé pour montrer 'unicité de la solution, de la fagon

suivant .on suppose deux solution, en notons par ¢ la norme de la différence entre ces
solution, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

o(t) < /Otn(s)ds vt € [0, 7).

avec une certaine fonction n < 0. L’application du corollaire donne immédiatement la
nullité de ¢.
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Lemme A.5.2. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10, T) et soit a > 0. Si ¢ € C([0, T]; R) est une fonction telle que

%qﬁQ(t) g%aQ—l— /0 m(s)6(s)ds + /0 n(s)¢2(s)ds ¥t € [0, T].

()] < (a—l—/otm(s)ds) exp (/Otn(s)ds> vt € [0,7).

dans le cas particulier m = 0, lemme devient :

alors

Corollaire A.5.2. Soient n € C([0,7T],R) telles que n(t) > 0 pour tout ¢t € [0, 7] et soit
a>0.8Si¢eC(0,T];R) est une fonction telle que

1

SO0 < g0+ /Otn<s>¢2<s>ds vt e [0,7].

alors

lp(t)| < a.exp (/Otn(s)ds> vt € [0,T].

o1



Conclusion

Dans cette mémoire, on a étudié I'existence et I'unicité de la solution de deux problémes
aux limites de contact en mécanique, le premier probléme est un probléme mécanique
de contact avec usure et endommagement frottement entre un corps viscoélastique avec
mémoire longue et une base, le deuxiéme probléme est un probléme mécanique de contact
sans frottement avec usure et endommagement entre un corps élasto-viscoplastique et une
base.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ces
problémes. Comme la frontiére des corps et les données des problémes ont des bonnes
régularitées, donc, la solution du probléme mécanique et du probléme variationnelle est
la méme.

On a montré l'existence et I'unicité de la solution des problémes précédents par 'utilisa-
tion des arguments suivants : équation variationnelle dépendant du temps, équation varia-
tionnelle d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type parabolique, équation
différentielle, le lemme Gronwall et point fixe.
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Résumé

L’objet de cette mémoire I’étudier deux probléemes mécanique aux limites de contact
avec ou sans frottement et usure et endommagent entre un corps élasto-viscoplastique ou
viscoélastique avec longue mémoire et un base. Ici nous considérons des lois de comporte-
ment non linéaires pour des matériaux viscoélastiques et élasto- viscoplastiques dans les
processus quasistatiques et dynamiques. Pour ces problemes nous obtenons des formula-
tions variationnelles suivies des résultats d’existence et d unicité des solutions faibles. Les
techniques employées sont basées sur la théorie des opérateurs monotones suivis d’une
version du théoreme de Cauchy-Lipschitz et des arguments du point fixe de Banach.
Mots clés :Viscoélasticité, élasto-viscoplasticitque, contact sans frottement, usure, en-
dommagement,processus dynamique,inéquation d’évolution ,inéquation quasi variation-
nelle, opérateur monotone, point fixe, solution faible.

Abstract

The object of this memory to study two mechanical problems at the limits of contact
with or without friction and wear and damage between an elasto-viscoplastiquie or vis-
coelastic body with long memory and a base. Here we consider the constitutive equations
for nonlinear viscoelastic materials in the dynamic process. For these problems we obtain
variational formulations followed by the results of existence and uniqueness of weak so-
lutions. The techniques used are based on the theory of monotone operators followed by
a version of Cauchy - Lipschitz theorem and the argument of Banach fixed point.
Keywords :Viscoelasticity, elasto-viscoplastiquie, frictionless, wear, damage, process dy-
namic,evolution inequality,quasi-variational inequality, monotone operator, point fixed,
weak solution.

L}Aé.‘.ﬁ

91 e bl D g e (SOISie (OdSde Al jy 92 B SSIAY sla (e Bugll

5yl O3 A o 3 5T W pedldn o I muuandl (o o g JSSLN g SISEsS O g
Lol L8 Ldasdl @ A3 yel) As N o geld 3 glad) ol 9B s Saclall g Al ghatl
Adcacall Jglonll Lolax 99 352 9 gl le Jom ISl well oud Sl (pe . auSaliont)
95 A 1D (e A LS A ) O p3 Ged A 10 (e deintiiiodl OLadil) dediad
) Lt ol aladid) 4 ylad o i
Adee calil) (YU (DS O g JLad¥i ¢ A3 40 A g phids 9 3T ¢ dwrlide SlelS
s Jo Aols Aadd cod ) 3 Jecdn pdd Al Balledl Ay ) elatdl Auliet A el




	Notations
	Introduction
	Formulation mathématique des problèmes aux limites 
	Cadre physique de problème mécanique
	Rappels de la mécanique des milieux continus 
	Contrainte et déformations
	Phénomènes mécaniques
	Lois comportement 

	Conditions aux limites
	 Lois de contact avec ou sans frottement

	Problème de contact viscoélastique avec mémoire à long terme et une usure 
	Formulation du problème mécanique-Hypothèses
	Problème Mécanique
	 Hypothèses

	Formulation variationnelle
	Existence et unicité de la solution

	Problèmes de contact élasto-viscoplastique avec usure
	Formulation du problème mécanique
	Problème Mécanique
	 Hypothèses

	Formulation variationnelle
	Existence et unicité de la solution

	 Outils Mathématiques 
	 Espaces fonctionels
	 Espaces Lp
	Espaces L
	 Espaces Wk,p(0,T;H)
	Espaces Ck(0,T;H)
	 Espaces liés aux opérateure de déformation et de divergence 

	 Éléments d'analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert
	 Rappels sur les espaces de Hilbert 
	Opérateurs fortement monotones

	Inégalité quasi variationnelle hyperbolique et d'évolution
	Enoncés de certains théorèmes
	Lemmes de type Gronwall


