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Notations générales

Si Q un domaine de R" (n =1;2;3).
9 I’adhérence de €2.
r la frontieére de €2 supposée réguliére.

[; (i = 1;2;3) une partie mesurable de la frontiére I

mesl’ la mesure de Lebesgue (n — 1) dimenstionnelle de T';.

v la normale unitaire sortante a I'.

Uy, Ur les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel u défini sur €.
ot (Q) I'espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur 2.

D (Q) Pespace des fonctions réelles indéfiniment .

différentiables et & support compact continu dans

D" (Q) I'espace de distributions sur 2.

H 'espace L* ()" .

H lespace L ()"

H, I’espace H! (2)".

Hy I'espace {oc € H / Div o = (0; 0;;) € H }.
H 2 () Pespace de Sobolev d’ordre 3 sur T'.

H Pespace H 2 (I')"

H 2 (D) Pespace dual de H = (T').

Hi. Pespace dual de H p = H 2 (I')".

~v: Hy — H r Dapplication trace pour les fonctions vectorielles.
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Notations générales

Si H est un espace de Hilbert réel et n € N*, on utilise les notations

suivantes:
H" Vespace {x € (z;) | z; € H,i = 1..n}
H{™ Vespace{x € (x;;) | xij =z € H,i,j = 1..n}
(., )y le produit scalaire de H.
|- e la norme de H.
H' I’espace dual de H .
(G P le produit de dualité entre H' et H.
Ty — X la convergence forte de la suite (x,) vers 1’élément = dans H.
Ty — X la convergence faibe de la suite (z,,) vers I’éléement x dans H.
L(H) I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, K € N et 1 < p < +00 ,on note par
C ([0,T];H) lespace des fonctions continues de [0,7] dans H.

|- llo.r la norme de C ([0,7]; H).

C' ([0,T]; H) Dlespace des fonctions continiment dérivables de [0, 7] dans H.
[ la norme de C* ([0,7T]; H) .

LP(0,T,H) I'espace des fonctions f mesurrables de |0,7[ dans H.

telles que fOT | f(t) |5 dt < 400 avec les modifications usuelles si p = +oo

|- lor.m la norme de L? (0,7; H)
WOT (0,T; H) Yespace de Sobolev de paramétres k et p.
|- epmr la norme de W2 (0, T; H).
Autres notations:
Sn I’espace des tenseurs symétrique du second ordre sur R".
c une constante générique strictement positive .
p.p presque partout.

t.q telle que
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Introduction générale

Les problémes de contact avec ou sans frottement entre corps déformables ou entre un
corps et une fondation sont abondants en industrie et dans la vie de tous les jours. le
simple contact entre une roue de voiture et une route, le piston avec la chemise, du train
d’atterrissage avec le sol, ne sont que quelques exemples parmi bien d’autres.

Du fait de 'importance du phénomeéne, des études considérables ont été consacrées a ce
sujet important qui est la modélisation mathématique en mécanique du contact.

La littérature concerne la modélisation, ’analyse mathématique, ainsi que I’approximation
numérique des problémes.

Le but de ce mémoire est de fournir une contribution dans 1’étude d’un probléme de
contact sans frottement avec adhésion pour les matériaux viscoélastiques.

Pour le probléeme est étudié, nous commencons par décrire le probléme mécanique de
départ, et aprés avoir précisé les hypothéses sur les données, nous présentons une formulation
variationnelle du probléeme mécanique pour laquelle nous démontrons ’existence et I'unicité
de la solution faible pour le modéle considéré.

Le processus d’adhésion est trés important dans le montage industriel ou les parties
non métalliques sont collées ensemble. récemment les matériaux composites ont atteint une
proéminence parce qu’ils sont trés solides et légers, et par conséquent, ils ont une importance
considérable dans ’aviation, I’exploration spatiale et 'industrie de I’automobile. Cependant
les matériaux composites peuvent subir une délamination sous l'effet des tensions, ou les
différentes couches se détachent et bougent réciproquement 1'une par rapport a 'autre. Pour
modéliser le processus quand ’assemblage n’est pas permanent et le détachement peut se
produire, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion & la description du contact. La
principale nouvelle idée est I'introduction d’une variable interne de surface appelée champ
d’adhésion qui prend ses valeurs entre zéro et un et qui décrit la densité fractionnaire des
liens actifs sur la surface de contact.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre on introduit des notations générales de la mécanique ainsi que

la notation nécessaire a la compréhension de ce travail. On rappelle les différentes équations
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et conditions aux limites concernant le champ des déplacements et le champ des contraintes.
on poursuit avec la formulation du probléeme mécanique qui sera traité.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre. On présente un rappel des principaux résultats de la
théorie de la mécanique des milieux continus, ainsi que des rappels en analyse fonctionnelle
restreint au seul cadre Hilbertien.

Enfin, dans le troisiéme chapitre on s’intéresse a ’étude d’un probléme aux limites qui
décrive I’évolution quasistatique d’un corps viscoélastique de Kelvin-Voigt soumis a des
forces surfaciques et des forces volumiques, en contact sans frottement. Le contact y est
décrit par une condition de contact avec compliance normale et adhésion. L’évolution du
champ d’adhésion est décrit par une équation différentielle ordinaire du premier ordre. Nous
écrivons une formulation variationnelle du probléme mécanique et nous présentons un résul-
tat d’existence et d’unicité de la solution faible, en utilisant des résultats sur les équations

variationnelles d’évolution, suivis d’un argument de point fixe.



Chapitre 1

Formulation mathématique du

probléme aux limites

L’objet de ce chapitre est d’établir le modéle mathématique décrivant I’évolution d’un
corps déformables ayant une loi viscoélastique sous I'action des efforts extérieurs. Ceci se
traduit mathématiquement par ’établissement d’un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles posées sur un domaine de R” (n = 2,3). Ce systéme comprend la loi de comportem-
ment du matériau, ’équation du mouvement du corps ainsi que les conditions initiales et
aux limites auxquelles il est soumis.

Ce chapitre est consacrée aux rappels de quelques notions de base de la mécanique des
milieux continus telles que le tenseur des contraintes, le tenseur des déformations linéarisées
et l'introduction des lois de comportement viscoélastiques. Il traite aussi les conditions
aux limites de contact sans frottement avec adhésion d’un corps déformables avec une base
rigide. La suite est reservée a la formulation du probléme aux limites qui va faire ’objet de

ce memoire.

1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus

Dans cette section, aprés quelques rappels de mécanique des milieux continus, en par-
tant de la modélisation du probléme physique, nous présentons le formalisme des lois de

comportement viscoélastiques. Ensuite, nous rappelons le systéme d’équations aux dérivées



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

partielles qui sera l'objet de notre étude. Pour compléter le modeéle, on présente quelques
considérations physiques sur les conditions aux limites de contact sans frottement avec ad-

hésion.

1.1.1 Contraintes et déformations

On consideére un corps déformable occupant un domaine borné R™ (n = 2, 3), et ayant une
frontiere I' supposée assez réguliere. L’objet du probléme, du point de vue mécanique est
I'étude dans un intervalle de temps [0.77] de ’évolution du corps matériel due a application
des forces extérieurs sur I'intérieur du corps et sur sa frontiére et en adhésion avec une base
sur une partie de sa frontiére.

Les inconnues du probléme sont le champ des déplacements u : Qx [0.7] — R", et
le champ des contraintes o : Qx [0.7] — S™ou S™ = RI*" est 'espace des tenseurs
symétriques du second ordre sur R, et le champ d’adhésion § : I'sx [0.7] — [0.7]. La loi
fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant I’équivalence entre des efforts
extérieurs et le torseur des accélérations pour un systeme quelconque, conduit a I’équation
du mouvement

pii = Divo + fy dans Q x (0;T) (1.1.1)

Dans cette équation, p désigne la densité de masse, i est le champ des accélérations,
fo:Qx[0.T] — R™ est le champ des densités des forces volumiques appliquées sur le corps
et qui sont des données du probléme, Div o est la divergence du champ des contraintes

Ces processus d’évolution modélisée par 1.1.1 s’appellent processus dynamiques, dans
certaines situations I’équation 1.1.1 peut se simplifier, par exemple dans le cas ou @ = 0 il
s’agit d’un processus d’équilibre (processus statiques), ou bien dans le cas ou le champ des
vitesses @ varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme pii peut étre

negligé (processus quasistatiques). Dans ces deux cas I’équation 1.1.1 devient :

Divo + fo =0 dans € x (0,7) (1.1.2)



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

Dans la suite, on va considérer des matériaux élastiques et viscoélastiques dans le cadre
des petites transformations. Dans ce cas, on a besoin du champ des déformations linéarisé

e:Qx[0.7] — S™ donné par :

1
e = (61‘]‘) €ij = 5 (8]UZ + 8{1@) dans ) x (0, T) (113)

ou 0, représente I'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable xy. On
précise en outre qu’on adopte la convention de l'indice muet. Souvent, pour marquer la
dépendance du champ des déformations ¢ par rapport au champ des déplacements u, on va
le noter ¢ (u).

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire les mouvements
des milieux continus, elles doivent étre complétées par d’autres relations caractérisant le
comportement de chaque matériau, ce sont les lois de comportement que nous décrivons

dans le paragraphe suivante.

1.1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu continu.
Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est souvent
expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une
loi de comportement. Nous présentons ci-dessous les lois de comportement viscoélastique
traitées dans cette memoire.

Lois de comportement des matériaux viscoélastiques

La loi de comportement est de la forme

o = Ae (4) + Ge (u) (1.1.4)

ou A et G sont des fonctions constitutives non linéaires. A : Q x S™ — S™ représente
lopérateur de viscosité et G : 2 x ™ — S™ désigne 'opérateur d’élasticité.

Et pour un corps élastique lorsque A = 0, la loi se réduit a

o = Ge (u)



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contraintes o = (0;;) est
donné par

0ij = Gigracr (0) + gijrr (u) err (u) (1.1.5)

A=(a;;11) est le tenseur de viscosité et G=(g;ju) le tenseur d’élasticité, pour i, j, k,l =
1.n

La loi de comportement 1.1.4 est une loi viscoélastique du type Kelvin-Voigt

1.1.3 Conditions aux limites de contact avec adhésion

On considére un corps déformable occupant un domaine borné 2 C R" (n = 2, 3), avec une
frontiere 002 = I' supposée assez régulieére, partitionnée en trois parties mesurables disjointes
deux adeux : I'=T1 Ul UTl3et I NI, = ¢ pour ¢ # j. Soit v la normale unitaire
sortante a I'.

Définissons maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'.
Le corps est encastré dans la partie I'; (0,7"), le champ des déplacements y est par

conséquent nul

u=0 sur Ty x (0,T) (1.1.6)

Une traction surfacique de densité fy agit sur I's x (0,7"), et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy satisfait

ov = fy sur I'y x (0,7) (1.1.7)

Et dans 2 agissent des forces volumiques de densité fy. Enfin, nous supposons que le
corps est éventuellement en contact avec une fondation sur I'sx (0,7"). Nous étudions, dans
un intervalle de temps [0.77], ’évolution du corps matériel die a l’application de forces de
volumes et de surfaces et de I'adhésion avec une base sur une partie de sa frontiére.

C’est ici que commence toute la richesse du probleme et que réside notre intérét, car les

conditions sur la surface potentielle de contact I's peuvent étre tres diverses et donner ainsi



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

lieu & une variété de modeles de contact avec ou sans frottement. Ici, nous nous limitons
étudier le contact sans frottement avec adhésion qui est 'objet de ce memoire.
On note par v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout

champ vectoriel

v=v,V+U, OU U,=0V.U (1.1.8)

De méme, soit et la composante normale et respectivement tangentielle du tenseur des
contraintes de Cauchy. Il vient: ¢, = (ov ),, 0, = (ov ), C’est a dire :
O =0V — 0,V (1.1.9)

o, = (ov),

Ensuite, on va décrire les conditions de contact avec adhésion sur I's x (0, 7") on introduit
une variable interne d’état définie sur I'3x (0,7"), qui représente 'intensité d’adhésion sur
la surface de contact, telle que 0 < 5 < 1.

Quand 8 = 1 & un point = € I's, 'adhésion est compléte et tous les liens sont actifs,
quand $ = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < § < 1,
c’est le cas d’'une adhésion partielle .

On suppose que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale et

adhésion

-0, =py, (u,) —p, (B,u,) sur T's x (0,7T) (1.1.10)

ol p est une fonction non négative. En particulier, on peut considérer le cas :

pv (B,u,) = 7,8°R, (uy) (1.1.11)

dans la quelle v, est un confficient positif. Et la fonction R, : R — R est 'opérateur de

troncature donnée par



1.1. Rappels de la mécanique des milieux continus

L si S < —L
Ry (S)=4q -5 si ~L<S<0 (1.1.12)
0 si S >0

Ici L > 0 est longueur caractéristique des liens.

Comme exemple de fonctions de compliance normale, nous pouvons considérer

Pv (7“) =Gy

ol ¢, est une constante positive et r, = maz {0.r}.

Quand le champ d’adhésion est nul, 1.1.10 devient

—0, = py, (uy) sur T's x (0,T) (1.1.13)

ce qui représente la condition de compliance sans adhésion.
la contrainte tangentielle dépend seulement de l'intensité d’adhésionet du déplacement

tangentiel.

-0, =p; (B, ur,) sur T's x (0,7T) (1.1.14)

On peut considérer le cas :

pT (57 UT) - 77‘/62RT (U’T) (1115)

dans la quelle est un confficient positif. Et la fonction R, : R® — R" est 'opérateur de

troncature donnée par

si JJul|l <L

R, (u) "
Tu:

(1.1.16)

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites

comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différente. Pour



1.2. Formulation du probléme

modéliser les phénomeénes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a
la description du contact.
L’evolution du champ d’adhésion employée au troisieme chapitre est décrite par une

équation différentielle de la forme.

B= (=B (v R (u)* +7, | Rr (ur) |I°) —ca), sur Ty x (0,7) (1.1.17)

B(0) =B, sur I’ (1.1.18)

La relation 1.1.18 représente une condition initiale d’adhésion.

1.2 Formulation du probléme

Probléeme viscoélastique de contact avec compliance normale et adhésion.
Trouver le champ des déplacements u : Qx [0.7] — R" et le champ des contraintes : o

: Q% [0.T] — s™, et le champ d’adhésion : 5 : T's x [0.7] — [0.1] tels que:

o = Ae(u)+ Ge(u) dans  Qx (0,7)
Divo + fo = 0 dans Q% (0,7)
u = 0 sur Iy x (0,7)
ov = [, sur Iy x (0,7)
—0, = p,(w)—7,6°R, (u,) sur I's x (0,7)
-0, = p-(B,u;) sur I's x (0,7
B = (BB w)+7, || Re(ur) |?) —€a)  sur Tsx (0,7)
uw(0) = wug dans Q
B(0) = By dans Ts



Chapitre 2

Rappels d’analyse

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonctionnels,
le lemme de Gronwoll, les équations variationnelles et quelques théorémes qui seront d’une

grand utilité pour les démonstrations.

2.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés dans ce mémoire et
associés aux opérateurs divergence et déformation. On rappelle aussi quelques espaces de
fonction définies sur un intervalle réel et a valeurs dans un espace de Hilbert ou de Banach .

Pour plus de details sur les espaces de Soblev, on renvoit par exemple[2] ; [8] et [10].
Nous désignons par S™ 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R” (n = 2.3),
“” et || . || représentent le produit scalaire et la norme Euclidienne sur R™ et S™, repective-

ment. Ainisi,

U = U | v|l= (U.U)% Yu,v € R"

o = oyt |T|=(T.T)?  VYuwves"

Ici et partout dans ce manuscrit, nous utilisons la convention de I'indice muet. Par
ailleurs, I'indice aprés une virgule dénote la dérivée par rapport a la composante correspon-

dante de la variable spatiale x. Dans toute la suite, {2 € R" est un domaine borné avec une

10



2.1. Espaces fonctionnels

frontiére de Lipschitz notée I'. Pour le champ de déplacements et le champ des contraintes
nous utilisons les espaces suivants

On va utiliser aussi les notations

H={u=(u) Ju€L*Q) i=1.N}=L*@Q" (2.1.1)

H={0=(0y)/0ij=05s€ L*(Q) i=1.N}=L* Q5" (2.1.2)

Les espaces H et H sont des espaces de Hilbert réels menus des produits scolaires canon-

iques
(uv)y = / wvdz Vu.w € H
Q
(O.T)H = / O'Z'jﬂjdx VoI € H
Q
Les normes associées a ces produits scolaires seront notées respéctivement par || . || get
I e

Compte tenu de I'identification de L? (2) & un sous-espace de distrubutions sur 2. Par
conséquant, les opérateurs déformation et divergence peuvent étre définis respéctivement

sur les espaces H et H. Pour l'instant, on rappelle la définition de I’espace de Sobolev

H' (Q) défini par :

H' (Q)={ueLl*Q)/0ue L*(Q);i=1.N} (2.1.3)

L’espace H' (2) est un espace Hilbert réel pour le produit scalaire

< U, v >pya)=< U,V >r2q) + < iu, 0;v >12(q) Yu,v € H' (Q) (2.1.4)

On notera la norme associée par || . | g1). On note de plus par Hj () I'adhérence de
D () dans H* (Q).
L’espace Hi () est un espace férmé de H! (2).

11



2.1. Espaces fonctionnels

2.1.1 Espaces liés a opérateur déformation

Pour 'opérateur déformation défini par 1.1.5, il est naturel d’introduir I’espace

Hi={ueH /e(u)e€H} (2.1.5)

On considére sur H; le produit scalaire

(u,0) g, = (U, 0) g + (e (w) € (v))gy Yu,v € Hy (2.1.6)

et note la norme associée par || . ||g,- On obtient ainsi que linjection H; C H et
lopérateur déformation € : H; — ‘H sont des opérateurs continus.

L’espace H; est un espace de Hilbert réel s’il muni du produit scalaire 2.1.6
Théoréme 2.1.1 Muni du produit scalaire (., .) 1, L'espace Hy est un espace de Hilbert réel .

On munit maintenant ’espace produit H* (Q)N du produit scalaire canonique et de la

norme associée respéctivement par (.,.) g1 €t || . ||z qn. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.1.2 On a égalité algébrique Hy = H (O~ et || . |lm,. || - |y~ sont les

normes équivalentes sur Hy

On suppose maintenant que dans toute la suite, la frontiére I' de est de classe C11.
Compte tenu du théoréme précédent, toutes les propriétés de 1'espace H' () peuvent
étre transportées sur ’espace H; par passage aux espaces produit. Plus précisément, on a

les résultats suivants :

1. Ct (Q)N est dense dans H;.
2. Hy C H avec injection compacte (Théoréme de Rellich) .

3. 1l existe une application linéaire et continue v : H; — L2 (Q)N vérifiant [’égalité
Yu = u p pour tout u € ct (Q)NL’ application v est appelée application trace, Elle est

définie comme le prolongement. Elle est définie comme le prolongement par densité

12



2.1. Espaces fonctionnels

de 'application u — u/r définie pour tout u € C* (Q)N . L’application trace ~ : H;
— L2 (Q)N n’est pas surjective, L'image de H; par cette application est notée par ~:

On a en outre .
4. Hr ¢ L*(T)" avec injection continue.

5. Il existe une application linéaire et continue z : Hr — H; vérifiant [’égalité
1(Z(§)=¢ V¢ € Hr (2.1.7)
6. Le noyau de I'application trace est H} ()" i.e .H} ()N = {u € Hy/ vyu = 0}

Soit maintenant I' =T'; UT'sUTl's et I NI, = ¢ pour 7 # j. et V est 'espace défini par

V={ue H /yu=0p.psury} (2.1.8)

Théoréme 2.1.3 L’espace V' est un sous-espace fermé de Hy.

Théoréme 2.1.4 (Inégalité de Korn) Soit mes I'y > 0. Alors il existe une constante

C > 0 qui dépend de € et I'y telle que

e (u) = cllullm, YueV (2.1.9)
En utilisant ce résultat, il vient

Remarque 2.1.1 Simes I'y > 0 alors “u —|| € (u) ||3"est une norme sur le sous-espace

V' défini par 2.1.8, équualente a la norme canonique || . ||m,

Nous considérons le produit scalaire définie par

(u.v)y, = (e (u), e (v))y Vu,v € V (2.1.10)

et soit || . ||y la norme associée, i.e

13



2.1. Espaces fonctionnels

| vllv=|€@) ||ln YoeV (2.1.11)
Par I'inégalité de Korn, il vient qui|| . || get || . ||vsont des normes équivantentes sur V'
et ainsi (V' , || . ||) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théoréme de trace de

Soblev, il existe une constante Cy > 0 dépendant uniquement de €2, I'; et I'3 telle que:

[ v lz2y)< Co || v [lv VoeV (2.1.12)

2.1.2 Espace liés a 'opérateur divergence

Comme dans le cas de I'opérateur déformation, il est naturel d’introduire ’espace H; lié

a l'opérateur divergenc et défini par

Hi={ceH /DivoeH} (2.1.13)

sur lequel on considére le produit scalaire

<ol >y=<0T1>+ < Divo.DivT >y Vo, T € H, (2.1.14)

on note la norme associée par || . ||, . On obtient ainsi que Uinjection H; C H et
I'opérateur divergenc. Div o : Hy — H sont des opérateurs continus.

L’espace 'H; est un espace de Hilbert réel s’il muni du produit scalaire 2.1.14

On peut prouver que l’espace

CHQ)y N ={o=(0y)/ oy =05 € C*(Q) i,j=1..N} (2.1.15)
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2.1. Espaces fonctionnels

NxN

est dense dans H. De plus, pour tout o € C! (Q) s

, on note par ov le vecteur
de composantes (0;; v;) ¢ = 1..N. Comme dans le cas de l'espace H;, on peut définir

I’application trace pour ’espace ‘H; a 'aide du résultat suivant :

Théoréme 2.1.5 Il existe une application linéaire, continue et surjective v : Hy — H{ telle

que

< N0, & >HpxHr= /ol/.fda (2.1.16)

r

N

s . pour tout o € Hy, 'image o € Hr est un élément

pour tout £ € Hr et o € C* (Q)
de Hr vérifiant 1’églité

<FJoyu >y g.= (0,6 (u))y + < Divo.u > Yu € Hy (2.1.17)

De plus, il existe une application linéaire et continue Z : Hy — H, telle que

i(F(X0) = X ek (2.1.18)

Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

(0.€(v))y + (Divo,v)y = /au.vda Vv e Hy (2.1.19)
r

On note par v, et v, la composante normale et respectivement tangentielle de tout champ

vectoriel :

UV, = V.V V= U,V + U,

De meme, soit et la composante normale et respectivement tangentielle de tenseur des

contraintes de Cauchy ov. Il vient : 0,= (ov ), ,0r = (ov )r , c’est a dire :
o, = (ov).v or =0, — O,V
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2.1. Espaces fonctionnels

2.1.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

On rappelle les principaux résultats sur les fonctions définies sur un intervalle de temps
et a valeurs dans un espase de banach reel. Nous notons par C' ([0.77; X) et C* ([0.7]; X)
les espacse des fonctions continues et continument différentiaples sur [0.7] avec valeur

sur X respectivement avec les normes .

— ),
|z leqor)x) nax | 2 (t) |

= t) |la C (1) ||
I @ lesqoman=max llo(0) | + max || ()|

soit 0 < T < oo et soit (X, || . ||x) un espace de Banach réel. Nous notons par C¢
([0.77, X)l’ensenble des fonctions continues a support compact dans (0,77) a valeurs dans

X .

Définition 2.1.1 Une fonction f : [0.T] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble
E C [0.T] de mesure nulle et une suite (f,),cyde fonctions appartenent & Ce ([0.7], X) tell
que || fn (t) — f(t) |x— 0 quand x — oo pour tout t € [0.T] \E

Définition 2.1.2 Une fonction f : [0.7] — X est dite intégrable s’il existe une suite

(fn)nende fonctions appartenant o Co ([0.1],X) telle que

T
lim [ [ fu (8) = f(2) Ix dt =0

n—oo 0

On a resultat suivant.

Théoréme 2.1.6 ( Bochner) Une fonction f : [0.7] — X est dite mesurable et intégrable

si et seulement si © —|| f(x) ||x: [0.7] — Ry est intégrable. Dans ce cas

T T
I [ sarles 05 Lx o

soit 1 < p < oo l'espace de Lebesgue L (0, T, X) est Pensemble des classes de fonctions

f:(0,T) — X mesurables telles que I'application ¢t —|| f (t) ||x appartient & L (0,T)
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2.1. Espaces fonctionnels

On sait queL” (0,7, X) est un espace vectoriel normé avec la norme

T
I 7 leror=( / | £ () 2 d)s sil<p<oo
0

| fllzerxy=nf{C >0/ f(t)||x<C PPtec(0,T)} si P=o0
par ailleurs, on a les résultats suivants.

1. LT (0,T,X) (1 < p < 00) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (), alors L? (0,7, X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produit scalaire
T
() = [ () (®)y

3. L"(0,7,X) C L9(0,T, X) avec injection continue 1 < g <r < oo

4. Si X est un espace de Hilbert, alors

1 1
LP(0,7,X) € L1(0,T,X) sil<pg<oo,—+-=1

P q
LY(0,7,X) c L>(0,T,X)

ou LY (0,T, X) représente le dual de I'espace LY (0,7,X),1<p <

Théoréme 2.1.7 soit 1 < p < co un espace de banach reffexif et soit u € L¥ (0,T,X) Les

propriétés suivants sont équivalentes:
1. ue WHP(0,T, X)

2. uw admet un repréesentant absolument continu presque partout dérivable ayant ladérivée

forte dansL” (0, T, X)

3. Il existe ug € X et g € LY (0, T, X) telles que

u(t)zuo—l—/tg(s)ds vt € 0.7



2.2. Lemme de type Gronwall

si X est un espace réaexif,alors toute fonction u € W1F (0, T, X) est fortement dériv-
able P.P sur (0,T) et 4 = % P.P sur (0,T) par ailleurs W*! (0,T, X) coincide avec

I'ensemble des fonctions lipschitziennes w : [0.7] — X

Etant donné un entier K > 2 et un réel 1 < p < oo on dé...nit par récurrence I’espace

WEE0,T,X) = {ue WP (0,1, X) ;0 € WEHP(0,T,X)}

on vérifie aisément que u € W*? (0, T, X) si et seulement s'il existe k fonctions g;....gx

telles que

/0 w(t) o9 (1) dt = (~1) / g (D) o () dt Vo€ O (1) V) = 1,..k

ot ) désigne la dérivée d’ordre j de On peut donc considérer les dérivée successives
U= g, u® = gy...u®) = g;. Vespase W*? (0, T, X) est un espase de banach muni de la

norme

)

U yykp0,7,x)=!1 W IILP(0,T,X) + E I u(a HLP(0,T,X)

pour plus de détails sur les résultats de ce paragraphe nous renvoyons par exemple aux
références(3, 4, 9]
2.2 Lemme de type Gronwall

Nous rappelons ici un lemme classi que nous aide pour établir 'unicité de la solution dans

chapitre suivent. Pour avoir plus de détails , on pourra consulter par exemple [52], [82]

Lemme 2.2.1 Soient m,n € C ([0.7],R) telles que m (t) > 0 pour tout t € [0.T] et soit
a > 0 une constante ¢ € C ([0.T],R) . est une fonction telle que

(1) si
<p(t)ga—i—/Tm(t)ds—l—/Tn(t)(b(t)ds vt € (0.7
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2.3. Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

alors
o () < (a+ /0 m (t) ds) exp! /O n(t)ds) Ve[0T
(2)si
gp(t)gm(t)ds+a-/T¢(s)ds vVt € 0.7
alors

/0 ¢ (s) < exp(al) - /0 o (s)ds vVt € [0.7

2.3 Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans cette section , nous commencons de rappeler quelques éléments d’analyse non linéaire
dans les espaces de Hilbert, et sur les opérateurs fortement monotones, et particulierement
des résultats d’existence et d’unicité concernant une équation variationnelle , et & la présen-

tation du théoréeme de Cauchy-Lipschitz.

2.3.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.), un produit scalaire sur H c’est & dire: (.,.) :
H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || . |gl’application de H — R définie par

1
| ullg=<u,u>} (2.3.1)
et on rappelle que|| . ||y est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz
(u, )y <[l ulull v lla Vu,v € H (2.3.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par Divo

+fo =0 dans Q x (0.7)
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2.3. Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire ainsi
que de la norme associée notés respectivement par (.,.), et || . ||z. On note aussi par H’
I’espqces dual de H c’est a dire I’espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H muni

de la norme

|<n,v >|gxn

0 |m=sup (2.3.3)
v llm
€eH
v#0
ou < .,.>_ représente la dualité entre H' et H.
Propriétés élémentaires
Etant donné n € H',il existe f € H unique tel que
<n,v>mwp= (f,v)y Yve H (2.3.4)
On a de plus
[0 =1l f e (2.3.5)

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter de
maniere unique a ’aide du produit scalaire.

L’application n — f est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier H et son
dual H'.

Théoréme du point fixe

On va commencer par rappeler un résultat classique qui est le théoréme de point fixe
de Banach. Ce résultat intervient dans les démonstrations de bon nombre des résultats
d’existence et d’unicité étaablis dans les chapitres précédents

Soit (X, d) un espace métrique complet et soit F': X — X une application contractante,

c’est-a-dire qu’il existe un réel k vérifiant 0 < K < 1 tel que
d (F (Il) s F (I‘Q)) < kd (.flfl, Q?Q) V:cl, To € X

L’application F' admet alors un point fixe unique x € X i.e F(z) ==z
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2.3. Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

2.3.2 Opérateurs fortement monotones

Dans ce paragraphe nous commenons par un pref rappel sur les opérateurs fortement
monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert H muni du
produit scalaire (.,.), et de la norme associée || . ||get A : H — H un opérateur non -
linéaire.

L’opérateur A est dit :

a monotone si

(Au — Av,u —v)y 20 Yu,v € H (2.3.6)
b fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u—v)p =2m|u—v |4 Vu,v € H (2.3.7)
c de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
| Au— Av [|[g< M || u—v ||% Yu,v € H (2.3.8)
Nous avons le résultat suivant :
Théoréme 2.3.1 Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lpschitz..

Alors pour tout f € H il existe un élément unique u € H tel que Au = f .

Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Minty-Browder (voirpar
exemple [3] p:8). Il nous prouve que tout opérateur A : H — H fortement monotone et de
Lpschitz est inversile.

plus précisement, on a :
Théoréme 2.3.2 Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lpschitz.

Alors son inverse A~! : H — H est également fortement monotone et de Lpschitz.
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2.3. Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

2.3.3 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Nous allons rappeler dans ce paragraphe un résultat sur les équations d’évolution.

Théoréme 2.3.3 Soit (X, | . ||x) un espace de Banach réel et soit F(t,.) : X — X un

opérateur défni p.p sur (0.T) ,qui satisfait les propriétés suivantes :

1l existe Lp > 0 tel que
(2.3.9)
| F(t.x)— F(ty) ||x< Lp||z—vy | Vr,ye X .p.p. t€(0.7)
Tlexiste 1 < p < 400 tel que F (., x) € LP (0.T.X) Ve e X

Alors , pour tout zy € X , il existe une fonction unique z € Wt» (0,7, X) telle que

(t)=F(t.z(t)) pp te(0.7)
z(0) = g

(2.3.10)
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Chapitre 3

Etude d’un probléme quasistatique de
contact avec compliance normale et

adhésion

Nous considérons ici un probléme quasistatique de contact sans frottement avec compliance
normale et adhésion entre un corps viscoélastique et une fondation déformable. Le processus
d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par une variable interne de surface, du
champ d’adhésion. Le probléme est formulé comme un systéme couplé d’une équation
variationnelle en déplacement et une équation différentielle pour le champ d’adhésion. Ce
chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous commencons par formuler
le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Ensuite, dans
la deuxiéme section nous donnons la formulation variationnelle du probléme mécanique.
Enfin, dans la troisiéme section, nous énoncons et démontrons un théoréme d’existence et
d’unicité de la solution faible du probléme mécanique.

Les techniques employées sont basées sur la théorie des opérateurs monotones, suivi par

des arguments du points fixes.

3.1 Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

Nous considérons un corps viscoélastique qui a l'instant ¢ = 0 occupé un domaine borné
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3.1. Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

Q C R" n = (2.3) de frontiére réguliére, constitué de trois parties disjointes I'1, 'y, 'y tel

que mes I'y > 0, Soit 7" > 0 et soit [0.7] I'intervalle de temps en question.

Ce corps est encastré sur I'; x (0,7"), soumis a une densité de forces volumiques fy sur

Qx [0.7], et des forces surfaciques de densité fo sur I'sx (0,7), et en contact avec une

fondation déformable le long de I's. De plus le contact, avec cette fondation, est supposée

avec adhésion.

Le probléeme mécanique qu’on étudie est le probléme du chapitre 1.

Probléme 3.1.1 Probléme 3.1.2 (P) : Trouver le champ des déplacements u : 2x [0.T]]

— R, le champ des contraintes o : Qx [0.T] — S, ,et le champ d’adhésion B : Qx [0.T]

— [0.1] tels que

o = Ae (1) + Ge (u) dans Q x (0.T)
Divo + fo =0 dans Q x (0.7)
w=0 sur Ty % (0.T)
ov = fy sur Ty x (0.T)
v = v () — 19 Ry () sur Ty x (0.7)
o7 = pr (B,ur) sur Ty x (0.T)
B = (=B (vwRy (w)* + 77 || Rr (ur) ||*) — ca) sur T's x (0.T)
w(0) =g dans O
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3.1. Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

B (0) =B, dans T's (3.1.9)

L’équation 3.1.1 représente la loi de comportement viscoélastique, la relation 3.1.2 représente
I’équation d’équilibre ot f est la densité des forces volumiques agissant sur le corps dé-
formable (2. Les conditions 3.1.3-3.1.4 sont les conditions déplacement-traction. Les condi-
tions 3.1.5-3.1.7 représentent les conditions de contact avec compliance normale et adhésion
sur la partie I's de la frontiére 2. Finalement, la relation 3.1.8-3.1.9 représente les con-
ditions initiales. Pour I’étude du probléme mécanique 3.1.1-3.1.9 on introduit, ’ensemle
:Z ={0 € L>*(0.T.L*(T3)) 0< 60 <1Vte[0.T] ppsur I';} et on considére les hypotheses
suivantes:

Nous supposons que 'opérateur de viscosité A : 2 x S,, — S, satisfait

(a)l existe L4 > 0 tel que
| A(z.e1) = A(z.2) S Lall er = &2 ]

Vei,e9 €5, p.px€e

(b)11 existe m4 > 0 tel que

(A(z.81) — A(z.82)) . (61 —€2) =2 my | &1 — &2 || (3.1.10)
Vei,60 €S, ppx€e
(c)L'application z — A (z.€) est Lebesgue mesurable sur
Ve € S,
(d)L'application © — A (2.0) € H

.
L’opérateur d’élasticité G : Q2 x S,, — S, satisfait

()1l existe Lg > 0 tel que

|G (ze1) =G (ze2) [< Lg [ &1 — &2 ||
Vei, 60 €S, ppxe€ (3.1.11)
(b)L'application # — G (z.€) est Lebesgue mesurable sur
Ve e S,

(d)L'application z — G (z.0) € H

\

La fonction p, : I's x R — R, satisfait
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3.1. Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

()1l existe L, > 0 tel que

I po (.01) = po (2.02) < Ly || 1 =02 |
Yui,ve € R p.px el (3.1.12)
(b)L'application # — p, (z.v) est Lebesgue mesurable sur I's

Yo e R

\ (c)L'application = — p, (z.v) = 0 pour tout v < 0

La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R, satisfait

()1l existe Lz > 0 tel que

| pr (z.v1) — pr(z.v2) [[< L7 || v1 — 02 ||
Vv, v € R ppx el

(3.1.13)
(b)L'application & — pr (x.v) est Lebesgue mesurable sur I's

Yv e R

\ (c)L'application x — p (z.v) = 0 pour tout v < 0

Les coefficients d’adhésion v, ,7, et ¢, satisfont:

Y, v € L (T3) ,eq € L*(I'3) 7,7, =0 p.psur s (3.1.14)

On suppose que les forces volumiges et la traction surfacique ont la régularité

fo€eC([0.T),H), f€C([0.T],L*()") (3.1.15)

Pour I’étude du probléme P, on a besion de definir le sous-espace fermé V' de H; par :

V={ve H/v=0sur Iy}

et on le munit du produit scalaire défini par 2.1.15, et de la norme définie par 2.1.16

Finallement, les conditions initiales satisfait

u eV (3.1.16)

Bo€L?>(T3) et 0< By < 1ppuweTls (3.1.17)
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3.2. Formulation variationnelle

Le théoréme de représentation de Riesz, entraine I'existence d’'un élément f(¢) € V tel

que

(F () ¥)y = (fo (1) 0)g + (fo (£) 0) oy Yo €V ppt € (0,7) (3.1.18)

Soit j : L (I'3) x v X v — R la fonctionnelle

i(60) = [ po)udr= [ p, ) udrs [ p () wndd ¥ € L (00, Vao eV
r r r
’ ’ ’ (3.1.19)
Les conditions 3.1.12 et 3.1.13 entrainent que l'intégrale 3.1.19 est bien définie. Et on

note que la condition 3.1.18 implique

feC,T,v) (3.1.20)

3.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green

(0,6 (v))y + (Divo,v), = /au.vdf‘ Vv € Hy
r

on a

/05 (v) dm+/Diva.vdm=/ UV.UdF—I—/ UV.UdF—l—/ ov.wdl Yo eV
Q Q I T I's

En utilisant 3.1.2,3.1.3,3.1.4 on obtient

/ oe (v) dx + / fovdx = [ fo (t) vdl’ +/ ov.wda Yo eV
Q Q Iy I's

et, puisque ov.v = 0,.0, + 0,.0; =—p, (u,) v, + fyvﬁ2 (=R (u,)) + v, —pr (Bur),, il

vient

/QO-6 (U) dx = /{; vadl“" T f2 (t) Udl—‘_/rs Dbv (uv) uudl—‘"f'/r3 Pv (ﬁuy) Uudr_/FS br (ﬂuT) UVdF
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3.3. Existence et unicité de la solution

D’apres 3.1.18 et 3.1.19 nous obtenons
(o(@t),e()yg+7BE),u(t),v)=(f(t),v), YveV ppte(0,t) (3.2.1)
De 3.1.1, 3.1.7 — 3.1.9 et 3.2.1, on obtient la formulation variationnelle du probleme P.

Probléme 3.2.1 Probléme 3.2.2 (Py) : Trouver le champ des déplacements u : [0; T] —
V', et le champ des contraintes o : [0;T] — H, et le champ d’adhésion [ : [0;T] — L (T's)

tels que
o(t) = Ae (u(t)) + Ge (u(t)) p.p te€(0.7) (3.2.2)
B=(=8(1,R (w)* +7, | B (ur) |*) — ca) pp te (0.7) (3:2.3)
(0 (t),e(W)y+5(B(),ult),w)=(f(t),w)y YweV ppte(01) (3.2.4)
w(0) = ug dans Q (3.2.5)
3(0) = B, dans T (3.2.6)

Un triplet de fonctions {u, o, 8} du probleme Py, qui satisfaient 3.2.2 — 3.2.6 s’appelle
solution faible du probléme 3.1.1 — 3.1.9.

3.3 Existence et unicité de la solution

Notre intéret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité

pour le probléme variationnel Py

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothéses 3.1.10 — 3.1.13 et 3.1.14 — 3.1.17, le probléme varia-

tionnel Py admet une solution unique {u,o, 5} ayant la régularité suivante:

ue CH(0,T,V) (3.3.1)
ogeC (0, T, H1) (332)
BeWwWre(0,T,L>(Ts))N~Z (3.3.3)
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3.3. Existence et unicité de la solution

On conclut que, sous les hypothéses 3.1.10 — 3.1.13 et 3.1.14 — 3.1.17, le probléme P a
une unique solution faible qui satisfait 3.3.1 — 3.3.3

Démonstration du théoréme 3.3.1

La démonstration du Théoréme sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basée sur les
résultats des équations d’évolution avec les opérateurs monotones et les arguments du point
fixe, mais avec un choix différent de ’espace V' et de la fonctionnelle j .

Nous supposons dans la suite que 3.1.10 — 3.1.13 et 3.1.14 — 3.1.17 sont vérifiés.

Soit n € C(0,7,V) donné. Dans cette premiére étape on considére le probléme de

viscosité suivant :

Probléme 3.3.1 (P)) Trouver le champ des déplacements u, : [0;T] — V, tel que
(Ae (1, (1)) e (v)g + (0 (t),v), = (f(),v), YveV pp. te(0.T) (3.3.4)
uy, (0) = ug (3.3.5)
Lemme 3.3.1 [ existe une unique solution du probléme P! et qui satisfait 3.3.1.

Démonstration du lemme 3.3.1

On définit 'opérateur A : V — V par
(Au,v) = (Ae (uy, () € (v));, Yu,v eV (3.3.6)

En utilisant 1.1.10,1.1.11 et 3.1.10(a) on montre que A est fortement monotone et de
Lipschitz sur V.
En effet Vu,v,w € V
|< Au — Av,w >v||=|l< Ae (u) — As (v) e (W) >
<Az (u) = Ae (v) [ln] & (w) [l
S Lallu—vl|v]wlv Vu,v eV
d’ou A est lipschitzienne.

De méme pour tout u,v € V on a

(Au— Av,u —v),, = (Ae (u) — Ae (v),e(u) —€(v))y = m | € (u) — € (v) 12,
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3.3. Existence et unicité de la solution

d’apres 'inégalité de Korn, il vient
(Au—Av,u—v)y, =mallu—v |} Vu,veV

d’ou est A est fortement monotone.
Compte tenu de 3.1.20 et du fait que n € C (0,7, V)ona f—n e C(0,7,V). Il S’ensuit
maintenant d’un résultat classique qu'’il existe une unique fonction v, € C(0,7,V) qui

satisfait

Av, (t)+n(t)=f () ppte(0.T7) (3.3.7)
Soit u, : [0; 7] — V la fonction définie par
t
uy, (t) = / vy (s)ds+ug YVt € [0.7] (3.3.8)
0

Il s’ensuit de 3.3.6 — 3.3.8 que u, est une solution du probléme variationnel P{ et qui
satisfait 3.3.1, ce qui termine la partie d’existence du lemme. La partie d’unicité résulte de
I'unicité de ’équation 3.3.7 qui dépend du temps, ce qui conclut la démonstration. [ |

Pour tout n € C' (0,7, V) nous notons dans la suite par u, la solution du probléme P!,
obtenue dans le lemme 3.3.1. Dans la prochaine étape, on résout I’équation 3.2.3 du champ
d’adhésion dans le cas v = u,

Alors, on considére le probléme d’évolution suivant :
Probléme 3.3.2 (Qf;) : Trouver le champ d’adhésion 3, : [0;T] — L* (I's) tel que
B, (8) == (B, (1) (v, Ry (s (£)* +7: 1B: (ur D)) —2a)  ppt €[0.T]  (3.3.9)
B, (0) =By (3.3.10)

En utilisant la version du théoréeme Cauchy-Lipschitz et les arguments du point fixe de

Banach on a le resultat suivant.
Lemme 3.3.2 [l existe une unique solution du probléme Q7 et qui satisfait 3.3.3.

Démonstration du lemme 3.3.2
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3.3. Existence et unicité de la solution

Dans un but de simplification omettons I’écriture explicite de la dépendance des diverses
fonctions sur = € I'; considérons la fonctions de trace F,, : [0;T] x L* (I's) — L* (T'3) définie
par

Fy (8,8) = = (8, (8) (v Ry (g (8))° + 7, | Br (e (ED]) = a)

pour t € [0.7] et 3 € L?(I'3). Il s’ensuit que F}, est Lipschitz continue d’aprés le deuxéme
argume et cela uniformément dans le temps. D’ailleurs pour n’importe quel 3 € L?(T'3)
la fonction ¢ — F), (t,3) appartient & L* ([0.T],L*(I'5)). Ainsi en utilisant une version
du Théoréme de cauchy-Lipschitz nous obtenons qu’il existe une fonction unique f, €
Whee ([0.77, L* (I's)) qui résout le probléme Qf, . Notons que la restrictions 0 < 3, < 1
est incluse implicitement dans le probléme varitionnel P,. En effet 3.3.9 et 3.3.10 et de la
supposition que 0 < 35 < 1 p.p. sur I's. La fonction ¢ — 3, (z,t) diminue et sa dérivée
disparait quant 3, (t) (v, Ry (g (1)) + 7, || Rr (ur (1)) ] ) £q. Combinant ces propriétés
avec l'inégalité 0 < 3 (0) < 1 nous déduisons 0 < 3, (t) < 1 pour tout ¢ € [0; 7], p.p sur I's
ce qui montre que [ € Z. [ |

Maintenant, pour chaque n € Wh> (0,7, V), nous notations par u, la solution du prob-
leme P)} fournie dans le Lemme 3.3.1 et par 3, la solution du probléme @)y, fournie dans
le Lemme 3.3.2. En outre, nous appliquons le théoréme de représentation de Riesz pour

définir la fonction A : [0; 7] — V par
(Ay (1), 0) = (Ge (uy (1) e (V) + 5 (B, () ,uy (8),v) Yo eV te[0T] (3.3.11)
Nous avons le résultat suivant

Lemme 3.3.3 Pour tout n € C([0,T];V); la fonction : A, : [0;T] — V est continue.En
outre, il existe un unique élément n* € C ([0, T];V) telle que An* = n*.

Démonstration du lemme 3.3.3

Soit n € C'([0,T];V) et soit t,t,Utilisant 3.3.10, 3.1.18,27, ?7 et ?7on obtient :

I An (t1) = An (t2) [lv <[ (Geuy (1) = Geuy (t2)) [l +Co || Potiny (1) = P (uny (1) [|2(ry)
+Co || B3 (t1) Ry (uny (1)) = By (t2) Ry (wny (t2)) 4 Ilz2(ry)
+Co || Pr (8, (t1)) | Rulun (t2)) || =Py (8, (t2)) |
R (uny (t1)) ([l 22(rs)
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3.3. Existence et unicité de la solution

de I'inégalite 0 < 5, < 1, et des propriétés des opérateurs G, R, et R, , nous trouvons

alors que

[ A (t1) = Ay (2) [lv< e [ ug (B2) = g (t) o+ [ B, (01) = B, (t2) [l o, - (3.3.12)

Comme u, € C*([0,T];V) et 8, € W' ([0,T]; L? (I's)) nous déduisons de 1 ’inégalité
3.3.11 que An € C ([0,T];V).

Nous déduisons maintenant des estimations pour les solutions des problémes intermédi-
aires . A cet effet nous concedérons n,,1, € C ([0,7];V) et nous notons

Uy, = U; , Uy, = Uy, =0;, B, =; pouri=1,25o0it ¢ € [0,1] 11 8” ensuit de 3.3.8 que
(Ae(v1) = Ae (v2) € (v1) =€ (v2))y + (M — Mg, 01 —v2), =0 PPte(0,1)

sur [0, 7] et, en utilisant les propriétés de 'opérateur A , nous trouvons

o1 (s) —v2(s) [v< C i (s) —m2(s) [Iv Vs € [0; 7] (3.3.13)

D’ailleurs, comme u; et uy ont la méme valeur initiale, il s’ensuit que

s (£) = s (2) [l < / Jvi(s) = v (s) v ds Ve e[0T (3.3.14)

Nous intégrons maintenant 3.3.8 nt avec I’état initial 3.3.9 pour obtenir

Bi(t) = By — /0 (7,8; (t) Ry (wy (t) Ry (u, (75))2 + 7.8 () || Rr (ur (1)) ||2 —€q)1ds; i=1.2

Alors
181 (t) = By (t) llr2wa < C fy || By () Ru(uy (5))? = By (£) Ru(uay (s))? |2y, 95

t 2 2
+C fo II B1(s) | Br (urr (5))7 | =82 (s) || Br (u2r ()" I 2y, s
En utilisant la définition des opérateurs de troncation R, et R, et en écrivant que

B, = B — By + B4 apres quelques calculs élémentaires nous trouvons

I 81 (£)=B2 () l[L2ry< C (/0 | By (s) = By (5) llz2rsy ds +/0 | i (s) — w2 (s)  |lr2qry) ds )
(3.3.15)

D’autre part, en utilisant des arguments semblables a celui de la preuve 3.3.11 nous

trouvons
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3.3. Existence et unicité de la solution

Ay ) = Ay (1) (v C lua () —uz (®) [lv + | 81 (8) = B2 (8) [lz2sy  (3.3.16)

Nous combinons les inégalités 3.3.12-3.3.15 pour obtenir

t
| Any = Any lv< © / 170 () = 12 (s) Iy ds; Ve € [0,
0

En réitérant n fois I'inégalité on obtient :

n n (c7)"
I A"y — A"y [leor < ol |10 =13 llew.rvy,

ce qui implique que pour n suffisamment grand une puissance A" de A est une contrac-

tion dans 'espace de Banach C' (0,7,V) ,ce qui conclut la preuve. [ |

Démonstration du théoréme 3.3.1

Existence: Soit n* € C (0,T,V) le point fixe de A défini par 3.3.10, et soit u , 3 la
solution des problémes P {, et Q. pour n = n*c’est-a-dire u = w,, f = f3,--Clairement, les
égalités 3.2.2-3.2.5 viennent des problemes P |, et Q.. Nous désignons par o la fonction
donnée par 3.2.2. 1l résulte que ,3.2.2, et 3.2.3et 3.2.5 sont vérifiées.

De plus An* = n*, on déduit

(An*(t),v) = (n*(t),v)Vv €ev, P.P te€[0,T]

et gardant en téte 3.2.4,3.3.10 on déduit que I'égalité 3.2.4 est satisfaite.

La régularité 3.2.6 s’ensuit de 3.1.19 pendant que la régularité sont 3.3.2 des conséquences
du lemme .En outre, puisque u € C ' (0, 7,V), il s’en suit de 3.2.2

et 3.1.10, 3.1.11 que o € C (0, T, H) Choisissant maintenant w = ¢ € D (Q)" dans 3.2.2

et utilisant 3.1.17 on trouve

Divo(t)+ fo(t)=0 PP tel0,T] (3.3.17)

Maintenant 3.2.6 et 3.3.16 impliquent que Div o € C' (0,7, H) ce qui implique o € C
(07 T7 Hl)
On conclut que le triplet {u,o, 5} est une solution du probléme et 3.1.1-3.1.9 et qui

satisfait 3.2.6-3.3.2 ce qui conclut I'existence de la solution.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Unicite

La partie de 'unicité est une conséquence de 'unicité du point fixe de I'opérateur A
et de l'unicité des problemes P {, et Q.. A cet effet, soit {u, o, 5} la solution du probleme
3.2.2-3.2.5 ayant la régularité 3.2.6-3.3.2, et on considére un élément 1 € ([0,77;V') défini

par

n(t) = f(t) — Au(?) (3.3.18)

Il s’en suit de 3.3.5-3.3.7 et 3.3.17
u = u, (3.3.19)

Et d’aprés le lemme, il existe une unique solution 3, du probleme QY et qui satisfait

3.3.2, 3.2.3 et 3.2.4 impliquent que

b=p, (3.3.20)
Nous utilisons maintenant 3.3.10 ,3.2.2,et 3.2.4 pour voir que
(An(),v)=((t),0)  Yoeuo, PP te[oT]
Ce qui implique que A = n. Comme A a un point fixe unique, on conclut que

n=n" (3.3.21)

La partie d’unicité du théoréme est maintenant une conséquence des égalités 3.3.18-3.3.20

et de 3.2.1 [ |

34



Bibliographie

[1] A. Matei, “ Modélisation Mathématique en Mécanique du Contact”, Thése de Doctorat
de I’Université de Perpignan (2002).

[2] H. Breézis, Equations et Inéquations non Linéaires dans les Espaces Vectoriels en Dual-

ité, Ann. Inst. Fourrier, 18 (1968), p 115-175.

[3] M. Cocu and R. Rocca, “ Existence Results for Unilateral Quasistatic Contact Problems

with Friction and Adhesion 7, Math. Model. and Numer. Anal. 34, (2000), 981-1001.

[4] M. Frémond, “Adhérence des Solides”, Journal. Mécanique Théorique et Appliquée 6
(1987), 383-407.

[5] M. Sofonea and A. Matei, “ An Elastic Contact Problem with Adhesionand Normal

Compliance” preprint.

[6] O. Chau, J.R. Fernandez, M. Shillor and M. Sofonea, “ Variational and Numerical
Analysisofa Quasistatic Viscoelastic contact problem with adhesion” , J. Comput. Appl.

Math, 159 (2003), 431-465.

[7] O. Kavian, “Introduction alathéorie despoints critiques et Applications aux équations

elliptiques” , Springer-Verlag (1993).

[8] P. A. Raviart et J. M. Thomas, “Introduction a 1’Analyse Numérique des Equations

aux Dérivées Partielles”, Masson, Paris (1992).
[9] P. G. Ciarlet, “ Elasticité Tridimensionnelle” , Masson, Paris (1986).

[10] R. S. Adams,“ Sobolev spaces” , Academic press, New York (1975).

33



BIBLIOGRAPHIE

[11] V. Barbu, “ Non linear Semigroups and Differential Equations in Banach spaces”,

Editura Academiei, Bucharest-Noordhoff, Leyden (1976).

[12] W. Han, M. Sofonea, “Numerical Analysis of a Frictionless Contact Problem for Elastic-
Viscoplastic Matriels 7 Comp. Meth. Appl. Mech. Engng. 190(2000), 179-191.

34



4 N

o Ulad) daal sl lilSin lase & 4gas Al Jall ilas 59 3505 L 0 3 Sl 028 b

g Green Aapa llaiul | el O e pua G Guadlis Jual 5
: 4 jlas DA anlly Jall Ao g5 05 g (o Lia o

\_ /

/ Résumé \

Dans ce mémoire, on a étudié I'existence et l'unicité de la solution
d’'un probléme aux limites en mécanique de contact. Le probleme est
un contact avec adhésion entre un corps élastique et une base. On a
idilise la formule de green pour obtenir la formulation variationnelle
du probléme—puis. On a moutré I'escistnce et l'unicité de la solution
par les argrument suivant: équation différentielle et point fixe .

Motsclés: équation variationnelle dépendent du temps, équation
diffénentielle, point fixe .

/ Abstract \

In this thesis, we studied the existence and uniqueness of the
solution of boundary contact problem. The problem is a contact with
adlosion between an elastic body and a base. We used the green’s
formula for obtain the variational founcelation of the problem and we
proved the existence ce and uniqueness of the solution by the
follouing argruments: variational equation time dependent, differential
equation and fixed point.

\iev words: variational equation time dependent, differential equation,

fixed point. J
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