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Présenté pour l’obtention du Diplôme de MASTER
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Notations générales

ε, δ : Paramètres positifs.
∅ : L’ensemble vide.
R : L’ensemble des nombres réels.
R : La droite réelle achevée (R ∪ {−∞,+∞}).
Rn : L’espace euclidien de dimension n (R× R× · · · × R) ( n fois).
R+ : L’ensemble des nombres réels positifs.
N : L’ensemble des nombres naturels.
C : L’ensemble des nombres complexes.
K : Le corps R où C.
C(E,F ) : L’espace des fonctions continues définies de E dans F .
L (H) : L’espace des applications linéaires et continues de H dans H.
L (E,F ) : L’espace des applications linéaires et continues de E dans F .
L(E,F ) : L’espace des applications linéaires de E dans F .
E ′ : Le dual topologique de E (E ′=L (E,K)).

E ′′ : Le bidual de E (E ′′=L (E ′,K)).

H : Espace de Hilbert.
Ω : Un ouvert de Rn.

d(., .) : distance.
µ : Mesure.
Σ : Tribu.
(E,Σ) : Espace mesurable.
(E,Σ, µ) : Espace mesuré.
Jx : Application canonique.
E↪→F : L’injection continue.
E ↪→

c
F : L’injection compacte.⋂

: Intersection.⋃
: Réunion.

Ā : L’adhérence de A.
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Notations générales

B(x, δ) : La boule ouverte de centre x et rayon δ.
∂B : La frontière de B.
|.| : Valeur absolue où module.
⇀ : Convergence faible.
→ : Convergence forte.
〈, 〉 ou (, ) : Produit scalaire dans Rn.
Γ : Un sous-ensemble fermé borné de Rn.
C(Γ) : L’espace de Banach réel des fonctions continues.
‖.‖ : Norme dans l’espace L2(Γ).
‖.‖C : Norme dans l’espace C(Γ).
mes(Γ) : Mesure Γ.
(PS) : Condition de Palais-Smale.
(PS)c : Condition de Palais-Smale au niveau c.
T : L’opérateur linéaire.
IH : L’opérateur identité.
OH : L’opérateur nul.
T ∗ : L’opérateur adjoint de l’opérateur T .
T−1 : L’inverse d’un opérateur T .
σ(T ) : L’ensemble spectrale de T .
Id : Application identité.
T 1/2 : La racine carrée d’un opérateur positif T .
K(E,F ) : L’espace des opérateurs compacts.
inf(A) : ∀ε > 0, ∃x ∈ A, x < inf(A) + ε.
sup(A) : ∀ε > 0, ∃x ∈ A, sup(A)− ε < sup(A).
:= : Par définition.
p.p : Presque partout.
i.e. : C’est-à-dire.
ssi : Si et seulement si.
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Introduction générale

U ne équation intégrale est définie comme une équation dans laquelle la fonction in-
connue u(t) à déterminer apparait sous le signe intégral. Le sujet des équations

intégrales est l’un des outils les plus utiles en mathématiques pures et appliquées. Il a
d’énormes applications dans de nombreux problèmes physiques avec des conditions ini-
tiales où aux limites associés à des équations différentielles ordinaires (EDO), fraction-
naires (EDF) où à dérivées partielles (EDP).

Le développement de la science a conduit à la formation de nombreuses lois physiques,
qui lorsqu’ils sont reformulés sous forme mathématique, apparaissent souvent comme des
équations différentielles avec des conditions initiales (ou au bord) c’est pourquoi les équa-
tions différentielles et par suite les équations intégrales jouent un rôle très important dans
la résolution de problèmes pratiques. Par exemple, la loi de Newton, selon laquelle le taux
de variation de l’impulsion d’une particule est égale à la force agissant sur elle, peut-être
traduite en langage mathématique comme équation différentielle.
De même, les problèmes survenant sur les circuits électriques, la cinétique chimique et
le transfert de chaleur dans un milieu peuvent tous être représentés mathématiquement
sous forme d’équations différentielles.

Une forme typique d’une équation intégrale d’inconnue u(t) est de la forme :

u (t) = f (t) + λ

∫ b(t)

a(t)

k (t, s)u (s) ds, (P)

où k(t, s) est appelé le noyau de l’équation intégrale (P), a(t) et b(t) sont les bornes
d’intégration. On observe facilement que la fonction inconnue u(t) apparaît sous le signe
intégral. Il est à noter ici que le noyau k(t, s) et la fonction f(t) dans l’équation (P) sont
des fonctions données, et λ est un paramètre constant.
Le premier objectif est de déterminer la fonction inconnue u(t) qui satisfait l’équation (P)
en utilisant un certain nombre de techniques de résolution.
On parle généralement de deux types d’équations intégrales, ce sont, les équations inté-
grales de Fredholm (Ivare Fredholm 1866 -1927 ) et de Volterra (Vito Volterra 1860-1940).
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Introduction générale

Elles sont importantes dans plusieurs domaines de physique : les équations de diffusion,
le problème à frontière libre, les problèmes de contactes et de l’astrophysique. L’existence
de solutions aux équations intégrales a été largement étudiée.
Depuis que A. Hammerstein a publié son article ([2]) en 1930, l’équation intégrale non
linéaire de Hammerstein est devenue l’un de plus importants domaines d’application des
concepts, techniques et méthodes d’analyse fonctionnelle non linéaire.
Dans ce mémoire ; nous étudions l’existence et la multiplicité des solutions de l’équation
intégrale non linéaire de type Hammerstein suivante

u(t) =

∫
Γ

k(t, s)f(s, u(s))ds , t ∈ Γ, (P’)

où Γ est un sous-ensemble fermé borné de Rn avec mes(Γ) > 0, qui peut être reformuler
comme Kfu = u dans l’espace de Hilbert réel L2(Γ). Sous certaines conditions sur l’opé-
rateur linéaire K, on établit des conditions sur f capables de garantir que l’équation (P’)
a au moins une solution, une solution unique où une infinité de solutions.
Pour discuter de ce problème, l’approche utilisée est basée sur le principe de l’opérateur
fortement monotone et la théorie des points critique. En argument, l’opérateur racine
quadratique K1/2 et ses propriétés jouent un rôle important dans la résolution.
Ce mémoire se décompose de quatre chapitres partagés comme suit :
Chapitre 1 : Nous présentons des notions préliminaires nécessaires et rappels pour la
bonne compréhension de ce mémoire. Ce chapitre est divisé en trois sections. La pre-
mière section présente des notions topologiques concernant les différents espaces comme :
l’espace (métrique, vectoriel normé, Banach, Hilbert, mesurable, Lebesgue ...). Dans la
deuxième section nous rappelons quelques inégalités et théorèmes utilisés dans ce travail.
La troisième section présente quelques notions de l’analyse fonctionnelle importante par
exemple : théorie des points critiques, condition de Palais-Smale et lemme du col.
Chapitre 2 : Ce chapitre est partagé en deux sections. La première section est consa-
cré au rappels sur la théorie des opérateurs linéaires continus sur un espace de Hilbert,
comme opérateur auto-adjoint, positif, racine carrée d’un opérateur positif et opérateur
compact, ... et théorème Hilbert-Schmidt, dans la deuxième section nous présentons une
application sur un type d’opérateurs compacts auto-adjoints.
Chapitre 3 : L’objet du troisième chapitre est l’étude de l’existence et la multiplicité des
solutions pour l’équation intégrale non linéaire de Hammerstein dans l’espace de Hilbert
réel L2(Γ). Sous certaines conditions sur l’opérateur linéaire K, on établit des conditions
sur la non linéarité f avec lesquelles l’équation admet au moins une solution, une unique
solution où une infinité de solutions.
Dans le dernier chapitre : Nous représentons des applications sur les résultats obtenues

ix



Introduction générale

dans le 3 ème chapitre à un problème aux limites de deuxième ordre et quatrième ordre.
À la fin de ce document, on donne une conclusion et la liste de références utilisée.
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Chapitre 1
Préliminaires et outils de base

Dans ce chapitre, pour une meilleure présentation des démonstrations des résultats de
ce travail, nous rappelons quelques définitions et résultats sur des notions topologiques
où de l’analyse fonctionnelle.

1.1 Notions topologiques

1.1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1. [20]

Soit E un ensemble non vide. On appelle distance (ou métrique) sur E, toute appli-
cation : d : E × E −→ R+ satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) ∀x, y ∈ E, d(x, y) ≥ 0 et d(x, y) = 0⇔ x = y (séparation) ;

(ii) ∀x, y ∈ E, d(x, y) = d(y, x) (symétrique) ;

(iii) ∀x, y, z ∈ E, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que (E, d) est un espace métrique et on appelle d(x, y) la distance
entre x et y.

Exemple 1.1.

Soit d une application définie par :

d : R× R→ R+

(x, y)→ d(x, y) = |x3 − y3|.

1



Notions topologiques 1

• On peut vérifier facilement que d remplit les trois conditions mentionnées et alors c’est
bien une distance sur R.

Proposition 1.1.1. [20]

Soit (E, d) un espace métrique.

1. Pour tout x, y, z ∈ E, on a |d(x, z)− d(z, y)| ≤ d(x, y).

2. Pour tout x1, x2, . . . , xn, xn+1 ∈ E, on a d (x1, xn+1) ≤
∑n

i=1 d (xi, xi+1).

Démonstration.

1. D’après les propriétés (ii) et (iii), on a d(x, z) ≤ d(x, y) + d(z, y) et d(z, y) ≤
d(x, z) + d(x, y), d’où d(x, z)− d(z, y) ≤ d(x, y) et d(z, y)− d(x, z) ≤ d(x, y).
Par conséquent, on a |d(x, z)− d(z, y)| ≤ d(x, y).

2. On appelle In l’inégalité que l’on cherche à montrer. Il est clair que I1 est vraie.
Supposons que In est vraie, i.e., que l’on a d (x1, xn+1) ≤

∑n
i=1 d (xi, xi+1). Par

l’inégalité triangulaire, on a d (x1, xn+2) ≤ d (x1, xn+1) + d (xn+1, xn+2), d’où :

d (x1, xn+2) ≤
n∑
i=1

d (xi, xi+1) + d (xn+1, xn+2) =
n+1∑
i=1

d (xi, xi+1) .

Donc In+1 est vraie. Par conséquent, In est vraie pour tout n ≥ 1.

La démonstration est terminée. �

Exemple 1.2.

Pour x, y ∈ R, l’application :

d : R× R→ R+

(x, y)→ d(x, y) = |x− y|,

définit une distance, appelée distance usuelle sur R.

Exemple 1.3.

Soient E un ensemble, d : R× R→ R+ une application définie par :

d(x, y) =

0, si x = y,

1, si x 6= y,

est une distance appelée discrète, dans ce cas le couple (E, d) est appelé espace métrique
discret.

2



Notions topologiques 1

Remarque 1.1. [20]

Sur l’espace Rn, on peut définir plusieurs distances faisant intervenir les distances entre
les composantes.
Soient x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn, on définit,

d1(x, y) =
n∑
i=1

|yi − xi| ,

d2(x, y) =

(
n∑
i=1

|yi − xi|2
) 1

2

,

d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|yi − xi| .

1.1.2 Espace vectoriel normé

Définition 1.1.2. (Norme)[15]

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle une norme sur l’espace
E toute application notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans R, telle que :

(i) ∀x ∈ E, ‖x‖ = 0⇔ x = 0 ( séparation) ;

(ii) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K ‖λx‖ = |λ|‖x‖ ( homogénéité) où |λ| désigne respectivement
la valeur absolue si K = R ou le module si K = C ;

(iii) ∀x, y ∈ E, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.3. (Espace normé)[15]

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on dit que E est un espace
vectoriel normé s’il est muni d’une norme ‖ · ‖.
La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés sont des espaces
métriques.

Proposition 1.1.2. [15]

Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé. La distance associée à la norme est l’appli-
cation :

d : E × E → R+

(x, y)→ ‖x− y‖.

Démonstration.

(i) Pour (x, y) ∈ E2, d(x, y) = 0⇒ ‖x− y‖ = 0⇒ (x− y = 0)⇒ (x = y).

3



Notions topologiques 1

(ii) Pour (x, y) ∈ E2,

d(y, x) = ‖y − x‖

= ‖ − (x− y)‖

= | − 1|‖x− y‖

= ‖x− y‖.

(iii) Pour (x, y, z) ∈ E3,

d(x, z) = ‖x− z‖

= ‖(x− y) + (y − z)‖

≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖

= d(x, y) + d(y, z).

La démonstration est terminée. �

Définition 1.1.4. [20]

Deux normes ‖.‖1, ‖.‖2 définies sur l’espace vectoriel E sont dites équivalentes s’ils
existent deux constantes positives α, β tels que,

α‖.‖2 ≤ ‖.‖1 ≤ β‖.‖2.

Par exemple, on définit les normes ‖x‖1, ‖x‖2 et ‖x‖∞ pour tout x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn

par,
‖x‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn| ,

‖x‖2 =

√
|x1|2 + · · ·+ |xn|2,

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

{|x1|+ · · ·+ |xn|} .

Sur Rn les trois normes ‖x‖1, ‖x‖2 et ‖x‖∞ sont équivalentes.

Théorème 1.1.1. [20]

Généralement, dans un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.

1.1.3 Espace de Banach

Définition 1.1.5. (Suite convergente)[20]

Soient (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé, (xn)n ∈ E une suite de points de E et
x ∈ E. On dit que la suite (xn)n ∈ E converge vers x si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N : n ≥ N ⇒ ‖xn − x‖ < ε,

4



Notions topologiques 1

et on écrit xn → x.

Définition 1.1.6. (Convergence faible)[9]

On dit qu’une suite (xn) ⊂ E converge faiblement vers x, si

∀f ∈ E ′, (f, xn) −→ (f, x),

et on écrit xn ⇀ x.

Proposition 1.1.3. [9]

Lorsque E est de dimension finie, une suite (xn) converge faiblement si et seulement
si elle converge fortement.

Définition 1.1.7. (Suite de Cauchy)[20]

Une suite (xn)n ∈ E est de Cauchy si

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n,m ∈ N : n,m ≥ n0 ⇒ ‖xn − xm‖ < ε.

Proposition 1.1.4. [20]

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Remarque 1.2. [20]

Il est aisé de voir que toute suite convergente est de Cauchy. L’inverse n’est pas
forcément vérifié, puisqu’il existe des suite de Cauchy qui ne convergent pas. Citons comme
exemple.

Exemple 1.4.

Dans E =] − 1, 1 [ , la suite
(
1− 1

n

)
n
est de Cauchy puisque la même suite converge

vers 1 dans R, mais 1 /∈ E.

Définition 1.1.8. (Espace complet)[20]

Un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est dit complet, si toute suite de Cauchy (xn)n

d’éléments de E est convergente dans E : Autrement dit,

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N : ∀p, q > Nε, on a ‖xp − xq‖ < ε.

Implique l’existence d’un élément x ∈ E, tel que

lim
n→+∞

xn = x.

5



Notions topologiques 1

Définition 1.1.9. (Espace de Banach)[25]

Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Exemple 1.5.

1. Tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach.

2. (C([a, b],R), ‖ · ‖∞) est un espace de Banach.

1.1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.1.10. (Produit scalaire)[11]

Soit H un K-espace vectoriel. Un produit scalaire sur H est une forme hermitienne
définie positive sur H, qui vérifie les conditions suivantes :

(i) (x, x) ≥ 0 ∀x ∈ H (positive) ;

(ii) (x, x) = 0⇔ x = 0 (définie positive) ;

(iii) (x, y) = (y, x) ∀x, y ∈ H (symétrie hermitienne) ;

(iv) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z) ∀x, y, z ∈ H (sesquilinéaire) ;

(v) (λx, y) = λ(x, y) ∀x, y ∈ H ∀λ ∈ C.

Alors (x, y) est dit produit scalaire de x et y, et on note par (, ) ou 〈., .〉.

Définition 1.1.11. [11]

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. On
pose ‖x‖ =

√
(x, x). On peut démontrer que cette application définit une norme sur

l’espace préhilbertien H.

Définition 1.1.12. (Espace de Hilbert)[11]

On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et complet
pour la norme associée à ce produit scalaire.

Définition 1.1.13. (Famille orthonormale)[20]

Soient H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et x, y ∈ H. On dit que x et
y sont orthogonaux si (x, y) = 0.

Définition 1.1.14. [20]

Soient {e1, e2, · · · , en, · · · } une famille d’éléments deH, on dit que la famille {e1, e2, · · · , en, · · · }
est orthonormale, si

(ei, ej) = δij =

{
1, si i = j,

0, si i 6= j.
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Théorème 1.1.2. [20]

Soient H un espace de Hilbert, (en) une famille orthonormée dans H. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La suite {en, n ≥ 1} est une base hilbertienne de H.

2. Tout élément x de H s’écrit sous la forme

x =
∞∑
n=1

(x, en)en.

3. Quels que soient x, y dans H, on a

(x, y) =
∞∑
n=1

(x, en)(y, en).

4. Pour tout x ∈ H, on a l’égalité de Parseval

‖x‖2 =
∑
n≥1

|(x, en)|2 .

1.1.5 Espace mesurable

Définition 1.1.15. [8]

Soit E un ensemble non vide. On appelle tribu ou σ-algèbre sur E une famille Σ de
parties de E possédant les propriétés suivantes :

(i) E ∈ Σ ;

(ii) Si A ∈ Σ, alors E\A ∈ Σ ;

(iii) Si An ∈ Σ, ∀n ∈ N, alors
⋃
n∈NAn ∈ Σ.

• On appelle espace mesurable tout couple (E,Σ) formé par un ensemble E et une tribu
Σ sur E.
• Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que Σ est une
algèbre sur E.
• Si E un espace topologique la tribu Borélienne sur E notée B(E) est la plus petite tribu
contenant la topologie de E.

Définition 1.1.16. [8]

Soit (E,Σ) un espace mesurable. On appelle mesure positive toute application µ :

Σ→ R+ vérifiant :

(i) µ(∅) = 0 ;

7
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(ii) µ est σ-additive, c’est à dire que pour toute suite (An)n∈N d’éléments de Σ disjoints
deux à deux (i.e., An ∩ Am = ∅, si n 6= m), on a

µ

(⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

µ (An) .

• Le triplet (E,Σ, µ) est appelé espace mesuré.

1.1.6 Espaces de Lebesgue Lp, 1 ≤ p ≤ +∞

Définition 1.1.17. [10]

Soit Ω un sous-ensemble de Rn. On note par Lp(Ω)(1 6 p <∞) la classe de toute les
fonctions mesurables f définies dans Ω, où∫

Ω

|f(x)|p dx <∞.

La fonctionnelle ‖.‖p définie par :

‖f‖p =

[∫
Ω

|f(x)|p dx

] 1
p

,

est une norme dans Lp(Ω), pour 1 6 p <∞.
• Dans le cas particulier, p = 2, pour u et v données dans L2(Ω), l’application

(u, v)→ (u, v) :=

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

définit un produit scalaire sur L2(Ω), dont la norme induite est définie par :

‖f‖ =

[∫
Ω

|f(x)|2dx
] 1

2

.

Définition 1.1.18. [10]

On pose :

L∞ = {f : Ω→ R, f mesurable, ∃ une constante C telle que |f(x)| 6 C p.p sur Ω}.

La fonctionnelle ‖.‖L∞ définie par :
‖f‖L∞ = inf{C, |f(x)| 6 C p.p sur Ω},

est une norme pour p =∞.

Remarque 1.3.
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Si f ∈ L∞ on a
|f(x)| 6 ‖f‖L∞ p.p sur Ω.

Lemme 1.1.1. [25]

• L’espace Lp(Ω), muni de la norme ‖.‖p est un espace de Banach.

• L’espace L2(Ω), muni de la norme ‖.‖2 est un espace de Hilbert.

1.1.7 Espace réflexif - Espace séparable

Définition 1.1.19. (Injection canonique) [9]

Soit E un espace de Banach.
On appelle injection canonique l’application définie comme suit :

J : E → E ′′

x→ J(x),

où (J(x), f) = (f, x), ∀f ∈ E ′.
Autrement dit :

J(x) : E ′ → R

f → J(x)(f) = f(x).

Définition 1.1.20. [9]

On dit que E est réflexif, si J(E) = E ′′ (i.e., l’injection canonique J est surjective de
E sur E ′′).

Théorème 1.1.3. [9]

Si E est un espace de Banach alors :

E réflexif ⇔ E ′ est réflexif.

Remarque 1.4.

L2 est réflexif.

Définition 1.1.21. [9]

On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble D ⊂ E dé-
nombrable et dense, c’est-à-dire (D̄ = E et D dénombrable).

Théorème 1.1.4. [9]

9
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Soit E un espace de Banach, si E ′ est séparable alors E l’est aussi. La réciproque est
en général fausse.

Corollaire 1.1.1. [9]

Soit E un espace de Banach alors :

[E est réflexif et séparable] ⇔ [E ′ est réflexif et séparable].

Théorème 1.1.5. [9]

1. L’espace Lp(Ω) est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

2. L’espace Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞.

3. L’espace Lp(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞.

1.2 Inégalités et théorèmes utiles

1.2.1 Inégalité de Hölder

Théorème 1.2.1. [9]

Soit 1 ≤ p ≤ +∞, on note q l’exposant conjugué de p, c’est-à-dire, 1
p

+ 1
q

= 1. Soient
f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω). Alors

(i) fg ∈ L1(Ω) et

(ii)
∫

Ω
|fg| ≤

(∫
Ω
|f |p
) 1
p
(∫

Ω
|g|q
) 1
q = ‖f‖p‖g‖q.

1.2.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théorème 1.2.2. [9]

Soient f , g ∈ L2(Ω). Alors, nous avons que

∫
Ω

|fg| ≤
(∫

Ω

|f |2
) 1

2
(∫

Ω

|g|2
) 1

2

.

1.2.3 Théorème de Fubini

Théorème 1.2.3. [9]

Soient Ω1, Ω2 deux ouverts de Rn, on suppose que F ∈ L1 (Ω1× Ω2), alors pour presque
tout x ∈ Ω1 :

F (x, y) = L1
y (Ω2) et

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x (Ω1) .

10
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De même, pour presque tout y ∈ Ω2 :

F (x, y) = L1
x (Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y)dy ∈ L1
y (Ω2) .

De plus on a :∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx =

∫
Ω1

∫
Ω2

F (x, y)dxdy.

1.2.4 Partie compacte

Définition 1.2.1. [15]

Soit (E, τ) un espace topologique. Un recouvrement ouvert d’une partie A de E est
une famille (θi)i∈I d’ouverts vérifiant :

A ⊂ ∪i∈Iθi, I ⊂ N quelconque.

Définition 1.2.2. (Ensemble compact)[15]

Soit (E, d) espace métrique.

1. On dit que (E, d) est un espace compact si et seulement si de tout recouvrement de
E par des ouverts de E, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. En d’autres
termes, si E = ∪i∈Iθi où les θi sont des ouverts, il existe J fini, J ⊂ I telle que
E = ∪i∈Jθi.

2. Une partie A de E est compacte si et seulement si de tout recouvrement ouvert de
A par des ouverts de E, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.2.3. [15]

Soit (E, ‖ · ‖) espace normé. Une partie A de E est dite compacte si et seulement si
de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous suite convergente dans A.

Exemple 1.6.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie et en particulier dans R les parties
compactes sont les parties fermées bornées.

Définition 1.2.4. (Ensemble relativement compact)[15]

Soient E espace topologique, K un sous espace de E, on dit que K est relativement
compact si K est compact.

Définition 1.2.5. (Ensemble borné)[9]

11
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Soient E un espace vectoriel normé, K ⊂ E. On dit que K est borné si :

∃r > 0, telle que : K ⊂ B(0, r).

1.2.5 Injections continues - Injections compactes

Définition 1.2.6. (Injections continues)[9]

Soient E, F deux espaces de Banach.
On dit que E s’injecte d’une façon continue dans F et on note E↪→F si :

(i) E ⊂ F ;

(ii) j : E −→ F est continue.
‖u‖F 6 c‖u‖E.

Définition 1.2.7. (Injections compactes)[9]

Soient E, F deux espaces de Banach.
On dit que E s’injecte d’une façon compacte dans F et on note E ↪→

c
F si E ↪→ F d’une

façon continue et tout borné de E est relativement compacte dans F .

1.2.6 Théorème d’Arzela-Ascoli

Définition 1.2.8. (Applications lipschitziennes)[25]

Une application f : (E, dE) −→ (F, dF ) est dite lipschitzienne s’il existe une constante
k ≥ 0 telle que :

∀(x, y) ∈ E2, dF (f(x), f(y)) ≤ kdE(x, y).

Si de plus k < 1, on dit que f est une contraction.

Définition 1.2.9. (Semi-continuité)[14]

On a les définitions suivantes :

1. Une fonctionnelle f : E −→ R est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) au
point x0, si pour toute suite (xn) ⊂ E telle que xn −→ x0, on a

f (x0) ≤ lim inf
n→∞

f (xn) .

2. On dit que f est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i.) au point x0 si
pour toute suite (xn) ⊂ E telle que xn ⇀ x0, on a

f (x0) ≤ lim inf
n→∞

f (xn) .
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Définition 1.2.10. (Continuité)[25]

Soient (E, dE), (F, dF ) deux espaces métriques et f : E −→ F est une application, on
dit que f est continue en x0 ∈ E si et seulement si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ E, dE(x, x0) < α⇒ dF (f(x), f(x0)) < ε.

Remarque 1.5.

Une application f est continue sur E si et seulement si elle est continue en tout point
x0 de E.

Définition 1.2.11. (Équicontinuité)[15]

Soient (E, dE), (F, dF ) deux espaces métriques : F ⊂ C(E,F ) et x0 ∈ E. On dit que
F est équicontinue en x0, si et seulement si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ E, dE (x0, x) < δ ⇒ ∀f ∈ F : dF (f (x0) , f(x)) < ε.

On dit que F est équicontinue sur E. S’il est équicontinue en tout points de E.

Théorème 1.2.4. (Ascoli-Arzela)[4]

Soient C(K,R) l’espace des fonctions continues, M ⊂ C(K,R). Alors M est relative-
ment compact dans C(K,R) ssi :

1. M est uniformément borné, i.e., ∃c > 0,∀x ∈M, |x(t)| 6 c, ∀t ∈ K.

2. M est équicontinue, i.e., pour tout ε > 0, il existe δ > 0, telle que :
|t1 − t2| < δ ⇒ |x(t1)− x(t2)| < ε, ∀t1, t2 ∈ K, ∀x ∈M.

1.3 Quelques notions de l’analyse fonctionnelle

1.3.1 Dérivée au sens de Fréchet

Définition 1.3.1. [24]

Soient E, F deux espaces vectoriels normés U un ouvert de E, a un point de U et
f : U → F une application. On dit que f est différentiable en a s’il existe ga ∈ L (E,F )

et une application o définie au voisinage de 0E telles que, pour tout h assez proche de 0E :

f(a+ h)− f(a) = ga(h) + o(h),

13
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et
lim
‖h‖E→0

‖o(h)‖F
‖h‖E

= 0.

L’application ga est appelée la différentielle (au sens de Fréchet) de f en a et noté Df(a).

Remarque 1.6. [24]

La différentielle de f en a est unique.

Définition 1.3.2. [24]

On dit qu’une application f est différentiable sur un ouvert U si elle est différentiable
en tout point x ∈ U . Dans ce cas, on appelle différentielle de f l’application

Df : U → L (E,F )

x 7→ Df(x).

Si de plus Df est continue, on dit que f est continûment différentiable, où que f est de
classe C1.

Proposition 1.3.1. [24]

Si f : U ⊂ E → F et g : V ⊂ E → F sont différentiables respectivement sur des
ouverts U et V d’un même espace E, alors leur somme f + g est différentiable sur U ∩ V
et

d(f + g) = df + dg,

c’est-à-dire que pour tout x ∈ U ∩ V et pour tout h ∈ E,

d(f + g)(x) · h = df(x) · h+ dg(x) · h.

De plus, quel que soit λ ∈ R, la fonction λf est différentiable et

d(λf) = λdf.

Théorème 1.3.1. [24]

Si f : U ⊂ E → F est différentiable en un point x ∈ U et si g : V ⊂ F → G est
différentiable en f(x) ∈ V , alors la fonction composée g◦f : U ⊂ E → G est différentiable
en x et

d(g ◦ f)(x) · h = d g(f(x)) · (df(x) · h) ∀x ∈ U et ∀h ∈ E.

Autrement dit
d(g ◦ f)(x) = dg(f(x)) ◦ df(x) ∀x ∈ U.

14
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Théorème 1.3.2. [5]

Soit E un espace de Banach réel réflexif. Si la fonctionnelle J : E → R est semi-
continue faiblement inférieure et satisfait lim‖x‖→∞ J(x) = +∞, alors il existe x0 ∈ E

tel que J (x0) = infx∈E J(x). De plus, si J est aussi Fréchet différentiable sur E, alors
J ′ (x0) = 0.
Notations :

Soit C1(E,R) l’ensemble de toutes les fonctionnelles différentiables au sens de Fréchet
et leurs dérivées de Fréchet sont continues sur E.

1.3.2 Théorie des points critiques

Définition 1.3.3. (Point critique)[14]

Soit Ω un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons que J ∈ C1(Ω,R). On dit que
u ∈ Ω est un point critique de J , si :

dJ(u) = 0.

Dans ce cas
c = J(u),

s’appelle une valeur critique de la fonctionnelle J. Un point non critique s’appelle point
régulier.

1.3.3 Condition de Palais-Smale

Définition 1.3.4. [14]

Soit J : E −→ R une fonctionnelle de classe C1(E,R) sur E. On dit qu’une suite (un)

est de Palais-Smale pour la fonctionnelle J si

(i) J (un) est bornée dans R ;

(ii) J ′ (un) −→ 0 dans E ′.

Définition 1.3.5. [14]

Soit J : E −→ R une fonctionnelle de classe C1(E,R). On dit que J vérifie la condition
de Palais-Smale (PS), si toute suite (un) de E telle que

(i) J (un) est bornée dans R ;

(ii) J ′ (un) −→ 0 dans E ′,

contient une sous-suite (unk)k convergente.
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Définition 1.3.6. [14]

Soit J : E −→ R une fonctionnelle de classe C1(E,R). Si c ∈ R, on dit que J vérifie
la condition de Palais-Smale au niveau c, (PS)c, si toute suite (un) de E telle que

(i) J (un) −→ c dans R ;

(ii) J ′ (un) −→ 0 dans E ′,

contient une sous-suite (unk)k convergente.
Il est clair que si J satisfait la condition (PS), alors J satisfait la condition (PS)c.

Corollaire 1.3.1.

Soit J une fonctionnelle de classe C1(E,R) minorée et vérifiant la condition de Palais-
Smale au niveau c. Alors J atteint son minimum c.

1.3.4 Lemme du col (Lemme de Mountain Pass )

Théorème 1.3.3. (Lemme de mountain pass) [21]

Soient E un espace de Banach, J ∈ C1(E,R) vérifiant la condition de Palais-Smale.
On suppose que J(0) = 0 et que :

(i) il existe ρ > 0 et α > 0 tels que J(u) ≥ α pour tout u ∈ E avec ‖u‖ = ρ ;

(ii) il existe u0 ∈ E avec ‖u0‖ > ρ tels que J (u0) < α.

Alors J possède une valeur critique c telle que c ≥ α. De plus, c peut être caractérisé
comme

c := inf
ϕ∈B

max
v∈ϕ([0,1])

J(v),

où
B := {ϕ ∈ C([0, 1], E) : ϕ(0) = 0, ϕ(1) = u0} .

Théorème 1.3.4. [18, 21]

Soient E un espace réel de Banach de dimension infinie, J ∈ C1 (E,R) soit pair,
satisfasse la condition (PS) et J(0) = 0. Supposons que E = V ⊕ X, où V est de
dimension finie, et J satisfait :

(i) il existe α > 0 et ρ > 0 tels que J(u) > α pour tout u ∈ X avec ‖u‖ = ρ ;

(ii) pour tout sous-espace de dimension finie W ⊂ E, il existe R = R(W ) > 0 tel que
J(u) 6 0 pour tout u ∈ W avec ‖u‖ > R.

Alors J possède une suite non borné de valeurs critiques.

Théorème 1.3.5. (Théorème Linking) [19, 22, 23]
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Soient E = V ⊕X un espace de Banach réel avec dimV <∞, ρ > r > 0 et z ∈ X tel
que ‖z‖ = r. Définir

M = {u = y + λz : ‖u‖ 6 ρ, λ > 0, y ∈ V },

M0 = {u = y + λz : y ∈ V, ‖u‖ = ρ, λ > 0 ou ‖u‖ 6 ρ, λ = 0},

N = {u ∈ X : ‖u‖ = r}.

Soit J ∈ C1 (E,R) tel que

b = inf
u∈N

J(u) > a = max
u∈M0

J(u).

Si J satisfait la condition (PS)c avec

c = inf
γ∈Υ

max
u∈M

J(γ(u)), Υ =
{
γ ∈ C(M,E) : γ|M0

= id
}
,

alors c est une valeur critique de J .
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Chapitre 2
Théorie des opérateurs linéaires continus

sur un espace de Hilbert et applications

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats de base sur les
opérateurs linéaires définis sur un espace de Hilbert. Puis, nous présentons une application
sur un type d’opérateurs compacts auto-adjoints.

2.1 Rappels sur la théorie des opérateurs

2.1.1 Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

Définition 2.1.1. [3]

Une application T : H → H où H est un espace de Hilbert, est dit opérateur linéaire
si T satisfait les deux conditions suivantes :

(i) additive

T (x+ y) = T (x) + T (y) pour tous x, y ∈ H ;

(ii) homogène

T (λx) = λT (x), ∀λ ∈ R = (R ou C),∀x ∈ H.

Notations :

• On note d’habitude les opérateurs par T,R, S,A, U, . . .

• Pour alléger les écritures, l’image d’un vecteur x ∈ H par l’opérateur T sera géné-
ralement notée Tx.
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• IH : l’opérateur identité dans H,

IH : H → H

x → IHx = x.

• OH : l’ opérateur nul dans H,

0H : H → H

x → 0Hx = 0.

• On notera ker T le noyau de l’opérateur T , i.e.,

kerT = {x ∈ H; Tx = 0},

et aussi noté parfois N(T ).

2.1.2 Opérateur continu - Opérateur contractant

Définition 2.1.2. (Opérateur continu)[9]

Soient (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) deux espaces vectoriels normés et T un opérateur linéaire
de E dans F. On dit que T est continu en x0 ∈ E ssi :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖x− x0‖E 6 δ ⇒ ‖Tx− Tx0‖F 6 ε.

L’opérateur T est dit continu si T est continu en tout x ∈ E.

Définition 2.1.3. (Opérateur contractant)[9]

Soit T un opérateur d’un espace normé E dans lui-même. On dit que T est un opéra-
teur contractant (ou simplement une contraction) s’il existe une constante k, 0 6 k < 1

telle que pour tout x et y de E on a :

‖T (x)− T (y)‖E 6 k‖x− y‖E.

Théorème 2.1.1. [3]

Soit T un opérateur linéaire définit sur un espace de Hilbert H.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est uniformément continu.

2. T est continu.

3. T est continu en 0.
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4. ∃C > 0, ∀x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1 =⇒ ‖Tx‖ ≤ C.

5. ∃C > 0, ∀x ∈ H, ‖Tx‖ ≤ C‖x‖.

Démonstration.

• Il est clair que 1) =⇒ 2) =⇒ 3 ).
• Montrons que 3) =⇒ 4), la continuité de T à 0 se traduit pour ε = 1

∃δ > 0 : ∀x ∈ H, ‖x‖ < δ =⇒ ‖Tx‖ < 1,

alors, pour x ∈ H : ‖x‖ < 1 on a
∥∥ δx

2

∥∥ < δ et par suite∥∥∥∥T (δx2
)∥∥∥∥ < 1,

donc
‖Tx‖ < 2

δ
= C.

• Montrons que 4) =⇒ 5), Soit x ∈ H : x 6= 0, alors,
∥∥∥ x
‖x‖

∥∥∥ ≤ 1 et par suite,

∥∥∥∥T ( x

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤ C,

donc ‖Tx‖ ≤ C‖x‖, pour x = 0 on a ‖T (0)‖ = C‖0‖.
• Montrons que 5) =⇒ 1), Soient x, y ∈ H et soit ε > 0, puisque,

‖Tx− Ty‖ = ‖T (x− y)‖ ≤ C‖x− y‖,

alors, pour que ‖Tx−Ty‖ < ε, il suffit que, C‖x−y‖ < ε, ce qui se vérifie si ‖x−y‖ < ε
C
.

Il suffit donc de prendre δ = ε
C
.

La démonstration est terminée. �

Définition 2.1.4. (Opérateurs bornés)[3]

Soit T un opérateur linéaire définit sur un espace de Hilbert H.
On dit que T est borné, s’il existe c > 0 tel que :

‖Tx‖ ≤ c‖x‖ pour tout x ∈ H.

Notations :

On note par L (H) l’ensemble des opérateurs linéaires et bornés sur un espace de
Hilbert H.

Définition 2.1.5. [3]
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On définit la norme de l’opérateur T ∈ L (H) par :

‖T‖ = inf{c > 0 : ‖Tx‖ ≤ c‖x‖, ∀x ∈ H}.

Théorème 2.1.2. [3]

Pour tout opérateur linéaire et borné T , on a :

‖T‖ = sup
‖x‖E=1

‖T (x)‖F = sup
‖x‖E≤1
x 6=0

‖T (x)‖F
‖x‖E

.

Exemple 2.1.

1. I : C([0, 1])→ C([0, 1]) est bien borné car :

‖Ix‖ = ‖x‖ ≤ c‖x‖, ∀c ≥ 1.

2. L’opérateur de multiplication T défini sur l’espace C([1, 2]), alors :

‖Tf‖ = sup
x∈[1,2]

|(Tf)x|

= sup
x∈[1,2]

|xf(x)|

≤ 2‖f‖ (c = 2) ∀f ∈ C([1, 2]),

donc T est borné.

Théorème 2.1.3. (L’adjoint d’un opérateur)[3]

Soient H un espace de Hilbert, T ∈ L (H) un opérateur linéaire et continu. Alors, il existe
un opérateur unique noté T ∗ ∈ L (H) tel que

(Tx, y) = (x, T ∗y), ∀x, y ∈ H.

Définition 2.1.6. [3]

L’opérateur T ∗ définit ci-dessus est appelé l’opérateur adjoint de T .

2.1.3 Quelques classes d’opérateurs

Définition 2.1.7. (Définitions de quelques classes d’opérateurs)[3, 4]

• Opérateur Auto-adjoint :

Soit T ∈ L (H) on dit que T est un opérateur auto-adjoint si T = T ∗, i.e.,

(Tx, y) = (x, Ty), ∀x, y ∈ H.
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• Opérateur positif :

Soit T ∈ L (H) on dit que T est un opérateur positif et que l’on note T ≥ 0. Si T
est auto-adjoint et

(Tx, x) ≥ 0, ∀x ∈ H.

• Racine carrée d’un opérateur positif :

Soit T ∈ L (H) un opérateur positif, on dit que l’opérateur S est racine carrée de
T si

S2 = T.

Et on note S = T
1
2 (où S =

√
T ).

Remarque La racine carrée d’un opérateur positif est unique.

• Opérateur isométrie :

On dit T ∈ L (H) est un opérateur isométrie (ou isométrique). Si

T ∗T = I.

Ou bien,
‖Tx‖ = ‖x‖,∀x ∈ H.

• Opérateur normal :

On dit que T ∈ L (H) est un opérateur normal si T commute avec son adjoint, i.e.,

T ∗T = TT ∗.

• Opérateur unitaire :

On dit l’opérateur U ∈ L (H) est unitaire si

U∗U = UU∗ = I.

C’est-à-dire U−1 = U∗.

• Opérateur monotone :

. T est monotone si

(T (u)− T (v), u− v) ≥ 0, ∀u, v ∈ E.

. T est strictement monotone si

(T (u)− T (v), u− v) > 0, ∀u, v ∈ E avec u 6= v.
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. T est fortement monotone s’il existe une constante c > 0 telle que

(T (u)− T (v), u− v) ≥ c‖u− v‖2
E, ∀u, v ∈ E.

Théorème 2.1.4. (Principe de l’opérateur fortement monotone )[13]

Soit (E, ‖ · ‖) un espace de Banach réel réflexif. Supposons que T : E → E ′ soit un
opérateur continu et qu’il existe c > 0 tel que

(Tu− Tv, u− v) > c‖u− v‖2, u, v ∈ E.

Alors T : E → E ′ est un homéomorphisme entre E et E ′.

2.1.4 Opérateur compact

Définition 2.1.8. [4]

Soient E,F deux espaces de Banach et T ∈ L(E,F ) un opérateur linéaire.
On dit que T est compact si l’image de toute partie bornée B de E est une partie relati-
vement compact dans F .
L’espace des opérateurs compacts se note K(E,F ).

Exemple 2.2.

1. Si dim T (E) < +∞ (on dit alors que T est de rang fini), alors T est compact.

2. Si K ∈ L2([0, 1]2), l’opérateur TK : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) défini par :

(TKf)(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy,

est compact.

Proposition 2.1.1. [4]

Soient E, F deux espaces vectoriels normés et T ∈ L(E,F ).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est compact.

2. L’image de la boule unité BE(0, 1) de E est relativement compact dans F .

3. De toute suite bornée (xn) de F on peut extraire de (Txn) une sous suite convergente
(Txnk).

Théorème 2.1.5. [12]
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Soient E un espace normé, F un espace de Banach et (Tn)n une suite d’opérateurs
compacts de E dans F . Si

lim
n→∞

‖Tn − T‖ = 0.

Alors, T est compact.

Proposition 2.1.2. [4]

Soient T ∈ L(E,F ), S ∈ L(F,Z).
Si l’un des opérateurs T , S est compact alors, ST est compact.

Définition 2.1.9. (Opérateur complètement continu)

L’opérateur T est dit complètement continu, si elle est continue et compacte.

2.1.5 Spectre d’un opérateur

Définition 2.1.10. (Valeurs propres et vecteurs propres)[4]

Soit T ∈ L (H), un nombre λ ∈ K s’appelle valeur propre de l’opérateur T , si l’équa-
tion (T − λIH)x = 0 admet une solution non nulle dans H, cette solution x est appelée
vecteur propre associé à la valeur propre λ.

Théorème 2.1.6. [1]

Supposons que T est un opérateur linéaire compact et auto-adjoint et que T 6= 0.

Alors ‖T‖ ou −‖T‖ est une valeur propre de T.

Définition 2.1.11. (Point régulier)[3]

Soit T ∈ L (H), le nombre λ ∈ K s’appelle un point régulier de l’opérateur T si
(T − λIH) est inversible.

Définition 2.1.12. (Ensemble résolvante et la résolvante)[3]

On appelle ensemble résolvante de T l’ensemble des points réguliers de l’opérateur T
et note par ρ(T ) tel que

ρ(T ) = {λ ∈ C, T − λIH inversible} .

L’ensemble résolvante ρ(T ) est un ouvert de C.
• On définit la résolvante de l’opérateur T comme

Rλ(T ) = (A− λIH)−1 .
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Définition 2.1.13. (Spectre d’un opérateur)[3]

Spectre de T l’ensemble

σ(T ) = C\ρ(T ) = {λ ∈ C, T − λIH n’est pas inversible} .

2.1.6 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Il s’agit de la classe la plus fréquente d’opérateurs compacts dans un espace de Hilbert.

Définition 2.1.14. [3]

Soit E est un espace de Hilbert séparable. On dit T ∈ L (E) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne (ek)k∈N telle que :

∞∑
k=0

‖Tek‖2 <∞.

Le nombre

‖T‖ES =

(
∞∑
k=0

‖Tek‖2

) 1
2

,

s’appelle la norme de Hilbert-Schmidt de l’opérateur T .

Proposition 2.1.3. [3]

Soit T ∈ L (E) un opérateur de Hilbert-Schmidt, on a

1. La norme ‖‖ES ne dépend pas du choix de la base hilbertienne de E.

2. ‖T ∗‖ES = ‖T‖ES.

3. On a toujours, ‖T‖ ≤ ‖T‖ES.

Théorème 2.1.7. [3]

Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Proposition 2.1.4. [3]

Si T ∈ L (E,E) est de Hilbert-Schmidt, alors son adjoint T ∗ est aussi un opérateur
de Hilbert-Schmidt.

Théorème 2.1.8. [3, 4]

Soit (H, (, )) un espace de Hilbert réel ou complexe et soit T : H → H un opérateur
borné, compact et autoadjoint. Alors il existe une suite de valeurs propres réelles non
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nulles λi, i = 1, . . . , N , avec N égal au rang de T , tel que |λi| est monotone non croissant
et si N = +∞,

lim
i→+∞

λi = 0.

De plus, si chaque valeur propre de T est répétée dans la suite selon sa multiplicité, alors
il existe une famille orthonormée ei, i = 1, . . . , N , de vecteurs propres correspondants,
c’est-à-dire,

Tei = λiei pour i = 1, . . . , N.

De plus, les vecteurs ei forment une base orthonormée et on peut écrire

Tu =
N∑
i=1

λi(ei, u)ei pour tout u ∈ H.

2.2 Application sur un type d’opérateurs compacts

Dans ce section, Soit C(Γ) l’espace de Banach réel de toutes les fonctions continues
muni de la norme ‖u‖C = maxx∈Γ |u(x)| pour tout u ∈ C(Γ), où Γ est un sous-ensemble
fermé borné de Rn avec mes(Γ) > 0. L2(Γ) désigne l’espace de Banach réflexif réel équipé
par la norme ‖u‖ =

(∫
Γ
|u(x)|2dx

)1/2 pour tout u ∈ L2(Γ) et du produit scalaire (u, v) =∫
Γ
u(x)v(x)dx pour tout u, v ∈ L2(Γ).

Nous supposons que les hypothèses de base suivantes sont toujours satisfaites

• La fonction k : Γ×Γ→ R est positive, continue et symétrique (i.e., k(x, y) = k(y, x)

pour tout x, y ∈ Γ) et que k 6≡ 0 sur Γ× Γ ;

• f : Γ× R→ R est continue.

Définir les opérateurs K, f : C(Γ)→ C(Γ) respectivement par

Ku(x) =

∫
Γ

k(x, y)u(y)dy, x ∈ Γ, ∀u ∈ C(Γ), (2.1)

fu(x) = f(x, u(x)), x ∈ Γ, ∀u ∈ C(Γ), (2.2)

et A = Kf .

Remarque 2.1.

En vertu des hypothèses précédentes sur les fonctions k et f il est clair que :

(i) max(x,y)∈Γ×Γ k(x, y) = M > 0.

(ii) f : C(Γ)→ C(Γ) est borné et continu.

(iii) K : C(Γ)→ C(Γ) est linéaire complètement continue.
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L’opérateur K défini en (2.1) peut aussi être défini sur L2(Γ). En fait, nous avons dans
ce qui suit le lemme.

Lemme 2.2.1.

SoitK l’opérateur définie en (2.1).K : L2(Γ)→ C(Γ) est un opérateur linéaire complè-
tement continu et alors K : L2(Γ)→ L2(Γ) est aussi un opérateur linéaire complètement
continu.
Démonstration.

Pour tout u ∈ L2(Γ) donné, on a

|Ku(x)| =
∣∣∣∣∫

Γ

k(x, y)u(y)dy

∣∣∣∣
6
∫

Γ

|k(x, y)u(y)| dy

6M

∫
Γ

|u(y)|dy

6M(mes(Γ))1/2‖u‖, x ∈ Γ. (2.3)

Donc Ku est une fonction définie sur Γ.
Pour tout ε > 0 donné, puisque k est continue sur Γ × Γ, il y a existe δ > 0 tel que

|k (x1, y)− k (x2, y)| < ε pour tout x1, x2, y ∈ Γ avec |x1 − x2| < δ, où | · | désigne la
norme de Rn. Et alors pour tout x1, x2 ∈ Γ avec |x1 − x2| < δ, on a

|Ku (x1)−Ku (x2)| =
∣∣∣∣∫

Γ

k(x1, y)u(y)dy −
∫

Γ

k(x2, y)u(y)dy

∣∣∣∣
6
∫

Γ

|k (x1, y)− k (x2, y)| · |u(y)|dy

6 ε(mes(Γ))1/2‖u‖. (2.4)

Ceci implique que Ku ∈ C(Γ). De (2.3) il résulte que

‖Ku‖C 6M(mes(Γ))1/2‖u‖, u ∈ L2(Γ). (2.5)

Il est facile de voir à partir de (2.5) et de la définition de K que K : L2(Γ) → C(Γ) est
linéaire continue.
Soit F ⊂ L2(Γ) un sous-ensemble borné. Alors il existe R > 0 tel que ‖u‖ 6 R pour tout
u ∈ F .
Il résulte de (2.5) et (2.4) que K(F ) est une famille uniformément bornée et équicontinue
sur Γ. D’après le Théorème 1.2.4, K(F ) est un sous-ensemble relativement compact de
C(Γ).
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Donc K : L2(Γ) → C(Γ) est complètement continue. Comme C(Γ) peut être injecté
continument dans L2(Γ), K : L2(Γ)→ L2(Γ) est aussi complètement continu.
La démonstration est terminée. �

Lemme 2.2.2.

(Ku, v) = (u,Kv) pour tout u, v ∈ L2(Γ), c’est-à-dire que K est symétrique, où K

l’opérateur définie en (2.1).
Démonstration.

Pour tout u, v ∈ L2(Γ), on a∫
Γ

∫
Γ

|k(x, y)u(y)v(x)|dydx 6M

∫
Γ

∫
Γ

|u(y)v(x)|dydx 6M(mes(Γ))‖u‖ · ‖v‖,

d’après le Théorème 1.2.3 et le fait que k est symétrique, on obtient

(Ku, v) =

∫
Γ

[∫
Γ

k(x, y)u(y)dy

]
v(x)dx

=

∫
Γ

∫
Γ

k(x, y)u(y)v(x)dydx

=

∫
Γ

u(y)

[∫
Γ

k(y, x)v(x)dx

]
dy

= (u,Kv).

La démonstration est terminée. �

D’après le théorème de Hilbert-Schmidt, on peut supposer que {λk} est la suite de
valeurs propres non nulles de l’opérateur complètement continu K : L2(Γ) → L2(Γ) où
chaque valeur propre est répétée selon sa multiplicité, {ek} est la suite de vecteurs propres
orthonormés correspondante dans L2(Γ). D’après le Lemme 2.2.1, ek ∈ C(Γ) pour tout
k ∈ N = {1, 2, . . .}.

Supposons en outre la condition suivante :
(H0) 0 n’est pas une valeur propre de K, toutes les valeurs propres {λk} sont positives
et
∑+∞

k=1 λk < +∞ et qu’il existe une constante positive C > 0 telle que ‖ek‖C 6 C pour
tous k ∈ N.
Sous la condition (H0), on peut poser

λ1 > λ2 > · · · > λn > · · · > 0.

Puisque K est linéaire complètement continu et symétrique d’après les Lemmes 2.2.1 et
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2.2.2, les formules suivantes avec K sont vérifiées :

u =
∞∑
k=1

(u, ek) ek, u ∈ L2(Γ), (2.6)

‖u‖2 =
∞∑
k=1

|(u, ek)|2 , u ∈ L2(Γ), (2.7)

Ku =
∞∑
k=1

λk (u, ek) ek, u ∈ L2(Γ). (2.8)

Remarque 2.2.

Il résulte des Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, et (2.8) que K : L2(Γ) → L2(Γ) est linéaire,
borné, symétrique et positive.
Donc l’opérateur racine carrée de K, K1/2 : L2(Γ)→ L2(Γ) existe et il est unique, et est
aussi linéaire, borné et symétrique avec

∥∥K1/2
∥∥ = ‖K‖1/2.

De plus, on peut aussi prouver que K1/2 : L2(Γ)→ C(Γ) est complètement continue.

Lemme 2.2.3.

Selon le Remarque 2.2, K1/2 : L2(Γ) → C(Γ) est un opérateur linéaire complètement
continu. Alors K1/2 : L2(Γ)→ L2(Γ) est aussi linéaire complètement continu.
Démonstration.

A partir de (2.8), K1/2 : L2(Γ)→ L2(Γ) est de la forme suivante

K1/2u =
∞∑
k=1

√
λk (u, ek) ek, u ∈ L2(Γ). (2.9)

Pour tout u ∈ L2(Γ) et entiers positifs n, p, de (2.7) et condition (H0), nous avoir ça∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

√
λk (u, ek) ek(x)

∣∣∣∣∣ 6 C

n+p∑
k=n

√
λk |(u, ek)|

6 C

(
n+p∑
k=n

λk

)1/2(n+p∑
k=n

|(u, ek)|2
)1/2

6 C‖u‖

(
n+p∑
k=n

λk

)1/2

, x ∈ Γ.

Il s’ensuit de la condition (H0) que

∥∥∥∥∥
n+p∑
k=n

√
λk (u, ek) ek

∥∥∥∥∥
C

6 C‖u‖

(
n+p∑
k=n

λk

)1/2

→ 0, n→∞. (2.10)
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Donc
∑∞

k=1

√
λk (u, ek) ek(x) converge uniformément par rapport à x ∈ Γ, et alorsK1/2u ∈

C(Γ).
De plus, il est facile de voir à partir de (2.10) que

∥∥K1/2u
∥∥
C
6 C

(
∞∑
k=1

λk

)1/2

‖u‖, u ∈ L2(Γ). (2.11)

Définir Tnu =
∑n

k=1

√
λk (u, ek) ek, u ∈ L2(Γ), ∀n ∈ N. Alors Tn : L2(Γ) → C(Γ) est un

opérateur linéaire complètement continu pour tout n ∈ N, et il résulte de (2.9) et ( 2.10)
que ∥∥Tn −K1/2

∥∥
C
6 C

(
∞∑

k=n+1

λk

)1/2

→ 0, n→∞.

D’après le Théorème 2.1.5, K1/2 : L2(Γ)→ C(Γ) est un opérateur linéaire complètement
continu.
Et alors K1/2 : L2(Γ) → L2(Γ) est aussi complètement continu puisque C(Γ) peut être
injecté continument dans L2(Γ).
La démonstration est terminée. �

Remarque 2.3.

Il résulte de (2.9) et (2.6) que

(
K1/2u, u

)
=
∞∑
k=1

√
λk |(u, ek)|2 , u ∈ L2(Γ).

Ceci et (2.7) impliquent que K1/2u 6= 0 pour tout u ∈ L2(Γ) avec u 6= 0. Donc K1/2u1 6=
K1/2u2 pour tout u1, u2 ∈ L2(Γ) avec u1 6= u2.

Remarque 2.4.

D’après le Théorème 2.1.6, puisque toutes les valeurs propres de K sont {λk}∞k=1 et
K est un opérateur linéaire compact et symétrique d’après les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, il
résulte du Théorème 2.1.6 que ‖K‖ = λ1. De la même manière,

∥∥K1/2
∥∥ =
√
λ1.
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Chapitre 3
Résultats d’existence et d’uni-

cité de solution pour une classe

d’équations intégrales non linéaires

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et la multiplicité des solutions pour l’équa-
tion intégrale non linéaire de Hammerstein suivante :

u(t) =

∫
Γ

k(t, s)f(s, u(s))ds , t ∈ Γ, (*)

dans l’espace de Hilbert réel L2(Γ). Sous certaines conditions sur l’opérateur linéaire K,
on établit des conditions sur la non linéarité f avec lesquelles l’équation (*) admet au
moins une solution, une unique solution où une infinité de solutions.
Pour traiter ce problème, nous utiliserons le principe de l’opérateur fortement monotone
et la théorie du point critique.

3.1 Existence et unicité d’une solution

3.1.1 Lemme auxiliaire

Lemme 3.1.1.

Définir les opérateurs K, f : C(Γ)→ C(Γ) respectivement par (2.1), (2.2). Alors

(i) L’équation d’opérateur
u = Kfu, (3.1)
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a une solution dans C(Γ) si et seulement si l’équation

v = K1/2fK1/2v, (3.2)

a une solution dans L2(Γ).

(ii) L’unicité de la solution pour ces deux équations ci-dessus est aussi équivalente.

(iii) Si (3.2) a une solution non nulle dans L2(Γ), alors (3.1) a une solution non nulle
dans C(Γ). Si (3.2) a une infinité de solutions dans L2(Γ), alors( 3.1) a aussi une
infinité de solutions dans C(Γ).

Démonstration.

(i) ⇒ Soit u ∈ C(Γ) une solution quelconque de (3.1), c’est-à-dire, u = Kfu.
Alors :

K1/2fu = K1/2fKfu

= K1/2fK1/2
(
K1/2fu

)
,

donc v = K1/2fu ∈ C(Γ) ↪→ L2(Γ) est une solution de (3.2).
⇐ Soit v ∈ L2(Γ) une solution quelconque de (3.2), c’est-à-dire, v = K1/2fK1/2v.
Alors :

K1/2v = K1/2K1/2fK1/2v

= Kf
(
K1/2v

)
,

donc u = K1/2v ∈ C(Γ) est une solution de (3.1).

(ii) ⇒ Supposons que (3.1) a une unique solution u dans C(Γ).
Soient v1, v2 dans L2(Γ) les deux solutions de (3.2), c’est-à-dire, v1 = K1/2fK1/2v1

et v2 = K1/2fK1/2v2.
Alors K1/2v1 = KfK1/2v1 et K1/2v2 = KfK1/2v2.
Et alors K1/2v1 et K1/2v2 sont les deux solutions de (3.1).
Il résulte de l’hypothèse que K1/2v1 = K1/2v2 = u, donc
v1 = K1/2fK1/2v1 = K1/2fK1/2v2 = v2.
⇐ Supposons que (3.2) a une unique solution v dans L2(Γ).
Soient u1, u2 dans C(Γ) les deux solutions de (3.1), c’est-à-dire, u1 = Kfu1 et
u2 = Kfu2.
Alors K1/2fu1 = K1/2fK1/2K1/2fu1 et K1/2fu2 = K1/2fK1/2K1/2fu2.
Et alors K1/2fu1 et K1/2fu2 sont les deux solutions de (3.2).
Il résulte de l’hypothèse que K1/2fu1 = K1/2fu2 = v, donc
u1 = Kfu1 = K1/2K1/2fu1 = K1/2K1/2fu2 = Kfu2 = u2.

(iii) Il résulte de la preuve de (i) que si v ∈ L2(Γ) est une solution de (3.2), alorsK1/2v est
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une solution de (3.1) en C(Γ). Par conséquent, la Remarque 2.3 donne la conclusion.

La démonstration est terminée. �

3.1.2 Deux théorèmes d’existence et unicité

Théorème 3.1.1.

Supposons que pour chaque x ∈ Γ, f(x, u) soit une fonction décroissante par rapport
à u, c’est-à-dire que f (x, u1) > f (x, u2) pour tous les u1 et u2 dans R avec u1 < u2. Alors
Éq. (3.1) admet une unique solution dans C(Γ).
Démonstration.

Il résulte du Lemme 3.1.1 que l’équation (3.1) a une solution unique dans C(Γ) si et
seulement si (3.2) a une solution unique dans L2(Γ).
Par conséquent, cela équivaut également à ce que l’équation Tv = 0 admet une solution
unique dans L2(Γ), où T = I −K1/2fK1/2.
D’après le Lemme 2.2.3, K1/2 : L2(Γ) → C(Γ) ↪→ L2(Γ) est continue, donc T : L2(Γ) →
L2(Γ) est aussi continue.
D’après le Théorème 2.1.4, il suffit de vérifier que T est un opérateur fortement monotone.
Et en utilisant la Remarque 2.2, nous avons que

(Tu− Tv, u− v) =
(
u− v −K1/2fK1/2u+K1/2fK1/2v, u− v

)
= ‖u− v‖2 −

(
K1/2

(
fK1/2u− fK1/2v

)
, u− v

)
= ‖u− v‖2 −

(
fK1/2u− fK1/2v,K1/2u−K1/2v

)
> ‖u− v‖2, u, v ∈ L2(Γ).

(car : pour tout u et v dans L2(Γ), puisque f(x, u) est une fonction décroissante en u

pour chaque x ∈ Γ, il s’ensuit que

(
fK1/2u− fK1/2v,K1/2u−K1/2v

)
=

∫
Γ

[
f
(
x,K1/2u(x)

)
− f

(
x,K1/2v(x)

)] [
K1/2u(x)−K1/2v(x)

]
dx 6 0.)

Ainsi T est un opérateur fortement monotone. Et alors le Théorème 2.1.4 implique que
Tv = 0 a une solution unique ṽ dans L2(Γ).
La démonstration est terminée. �

Théorème 3.1.2.

S’il existe a ∈ [0, 1/λ1) tel que [f(x, u)− f(x, v)][u− v] 6 a|u− v|2 pour tout x ∈ Γ,
et u, v ∈ R. Alors Éq. (3.1) admet une unique solution dans C(Γ).
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Démonstration.

De la même manière que la preuve du Théorème 3.1.1

(Tu− Tv, u− v) =
(
u− v −K1/2fK1/2u+K1/2fK1/2v, u− v

)
= ‖u− v‖2 −

(
fK1/2u− fK1/2v,K1/2u−K1/2v

)
> ‖u− v‖2 − aλ1‖u− v‖2

= (1− aλ1) ‖u− v‖2, u, v ∈ L2(Γ).

(car :

(
fK1/2u− fK1/2v,K1/2u−K1/2v

)
=

∫
Γ

[
f
(
x,K1/2u(x)

)
− f

(
x,K1/2v(x)

)] [
K1/2u(x)−K1/2v(x)

]
dx

6 a

∫
Γ

∣∣K1/2(u− v)(x)
∣∣2 dx = a

∥∥K1/2(u− v)
∥∥2
6 aλ1‖u− v‖2, u, v ∈ L2(Γ).)

Et comme (1− aλ1) > 0, alors T est un opérateur fortement monotone.
La démonstration est terminée. �

3.2 Autres résultats d’existence avec la multiplicité des

solutions

3.2.1 Lemme auxiliaire

Lemme 3.2.1.

Soit Φ(u) =
∫

Γ

∫ u(x)

0
f(x, v)dvdx, u ∈ C(Γ). Alors

(i) la fonctionnelle Φ : C(Γ) → R est Fréchet différentiable sur C(Γ) et (Φ′(u)) (w) =

(fu,w) =
∫

Γ
f(x, u(x))w(x)dx pour tout u,w ∈ C(Γ) ;

(ii) Φ ◦ K1/2 : L2(Γ) → R est Fréchet différentiable sur L2(Γ) et
(
Φ ◦K1/2

)′
(v) =

K1/2fK1/2v pour tout v ∈ L2(Γ).

Démonstration.

(i) Pour tout u ∈ C(Γ) donné, on définit une fonctionnelle linéaire bornée h(w) =

(fu,w) =
∫

Γ
f(x, u(x))w(x)dx, w ∈ C(Γ), alors

Φ(u+ w)− Φ(u)− h(w) =

∫
Γ

∫ u(x)+w(x)

u(x)

f(x, v)dvdx−
∫

Γ

f(x, u(x))w(x)dx

=

∫
Γ

[f(x, u(x) + θw(x))− f(x, u(x))]w(x)dx, w ∈ C(Γ),
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où θ ∈ (0, 1). Comme f est continue sur Γ× [−‖u‖C − 1 , ‖u‖C + 1], on a

lim
‖w‖C→0

1

‖w‖C

∫
Γ

[f(x, u(x) + θw(x))− f(x, u(x))]w(x)dx = 0.

Alors Φ est Fréchet dérivable sur C(Γ) et (Φ′(u)) (w) = h(w) = (fu,w) pour tout
u,w ∈ C(Γ).

(ii) Par la règle de dérivation des opérateurs composés [6], il s’ensuit que la fonctionnelle
Φ ◦K1/2 est Fréchet dérivable sur L2(Γ) et

(
Φ ◦K1/2

)′
(v) = Φ′

(
K1/2v

)
K1/2 pour

tout v ∈ L2(Γ), c’est-à-dire :((
Φ ◦K1/2

)′
(v)
)

(k) =
(
Φ′
(
K1/2v

)
K1/2

)
(k)

= Φ′
(
K1/2v

) (
K1/2k

)
=
(
fK1/2v,K1/2k

)
=
(
K1/2fK1/2v, k

)
pour tout v, k ∈ L2(Γ).

Donc
(
Φ ◦K1/2

)′
(v) = K1/2fK1/2v pour tout v ∈ L2(Γ).

La démonstration est terminée. �

3.2.2 Deux autres théorèmes d’existence

Théorème 3.2.1.

Supposons que∫ u

0

f(x, v)dv 6
a

2
u2 + b(x)|u|2−γ + c(x), x ∈ Γ, u ∈ R, (3.3)

où a ∈ [0, 1/λ1) , γ ∈ (0, 2), b ∈ L2/γ(Γ), et c ∈ L(Γ). Alors Éq. (3.1) admet au moins
une solution dans C(Γ).
Démonstration.

D’après le Lemme 3.1.1, il suffit de prouver que l’équation v− K1/2fK1/2v = 0 admet
au moins une solution dans L2(Γ).
Considérons la fonctionnelle Ψ : L2(Γ)→ R,

Ψ(v) =
1

2
(v, v)−

(
ΦK1/2

)
(v), v ∈ L2(Γ),

où Φ est défini dans le Lemme 3.2.1. Alors, en utilisant le Lemme 3.2.1, on a que Ψ′(v) =

v− K1/2fK1/2v pour tout v ∈ L2(Γ).
Il résulte du Lemme 2.2.3 que K1/2fK1/2 : L2(Γ) → L2(Γ) est complètement continue,
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donc par [7], Ψ est une fonctionnelle faiblement semi-continue sur L2(Γ).
Pour tout v ∈ L2(Γ), il résulte de (3.3) que

Ψ(v) =
1

2
(v, v)−

∫
Γ

∫ K1/2v(x)

0

f(x, u)dudx

>
1

2
(v, v)− a

2

∫
Γ

∣∣K1/2v(x)
∣∣2 dx− ∫

Γ

b(x)
∣∣K1/2v(x)

∣∣2−γ dx− ∫
Γ

c(x)dx

>
1

2
‖v‖2 − a

2

(
K1/2v,K1/2v

)
−
(∫

Γ

|b(x)|2/γdx
)γ/2(∫

Γ

∣∣K1/2v(x)
∣∣2 dx)1−γ/2

− c1

=
1

2
‖v‖2 − a

2
(Kv, v)− b1(Kv, v)1−γ/2 − c1

>
1

2
‖v‖2 − aλ1

2
‖v‖2 − b1λ

1−γ/2
1 ‖v‖2−γ − c1

=
1

2
(1− aλ1) ‖v‖2 − b1λ

1−γ/2
1 ‖v‖2−γ − c1,

où b1 =
(∫

Γ
|b(x)|2/γdx

)γ/2
, c1 =

∫
Γ
c(x)dx. Ainsi, lim‖v‖→∞Ψ(v) = +∞.

Donc, d’après le Théorème 1.3.2, il existe v0 ∈ L2(Γ) tel que Ψ′ (v0) = 0, c’est-à-dire,
v0 −K1/2fK1/2v0 = 0.
La démonstration est terminée. �

Théorème 3.2.2.

Supposons que :

(A1) il existe µ ∈ (0, 1/2) et R > 0 tels que F (x, u) :=
∫ u

0
f(x, v)dv 6 µuf(x, u) pour

tout x ∈ Γ et |u| > R ;

(A2) lim supu→0 f(x, u)/u < 1/λ1 et lim infu→∞ f(x, u)/u > 1/λ1 uniformément pour
x ∈ Γ.

Alors Éq. (3.1) admet au moins une solution non nulle dans C(Γ).
Démonstration.

D’après (iii) du Lemme 3.1.1, il suffit de prouver que l’équation (3.2) a au moins une
solution non nulle dans L2(Γ). On considère toujours la fonctionnelle Ψ définie dans la
preuve du Théorème 3.2.1.
Nous allons vérifier que Ψ vérifie toutes les conditions du Théorème 1.3.3 (Lemme du col).
D’abord, nous allons prouver que Ψ satisfait la condition (PS). Comme F (x, u)−µuf(x, u)

est continue sur Γ× [−R,R], il existe C1 > 0 tel que

F (x, u) 6 µuf(x, u) + C1, (x, u) ∈ Γ× [−R,R].

Par hypothèse (A1), on obtient

F (x, u) 6 µuf(x, u) + C1, (x, u) ∈ Γ× R. (3.4)
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Soient {vn} ⊂ L2(Γ) avec |Ψ (vn)| 6 β pour tout n ∈ N, où β > 0 est un nombre constant,
Ψ′ (vn) =

(
I −K1/2fK1/2

)
vn → 0. Remarquerez que

(Ψ′ (vn) , vn) =
(
vn −K1/2fK1/2vn, vn

)
= ‖vn‖2 −

∫
Γ

f
(
x,K1/2vn(x)

)
K1/2vn(x)dx.

Il résulte de (3.4) que

β > Ψ (vn) =
1

2
‖vn‖2 −

∫
Γ

F
(
x,K1/2vn(x)

)
dx

>
1

2
‖vn‖2 − µ

∫
Γ

f
(
x,K1/2vn(x)

)
K1/2vn(x)dx− C1 mes(Γ)

= (1/2− µ) ‖vn‖2 + µ (Ψ′ (vn) , vn)− C2

> (1/2− µ) ‖vn‖2 − µ ‖Ψ′ (vn)‖ · ‖vn‖ − C2, n ∈ N,

où C2 = C1 mes(Γ) > 0. Comme Ψ′ (vn)→ 0, il existe N0 ∈ N tels que

β > (1/2− µ) ‖vn‖2 − ‖vn‖ − C2, n > N0.

Cela implique que {vn} ⊂ L2(Γ) est borné.
Puisque K1/2 : L2(Γ)→ C(Γ) est complètement continue, f : C(Γ)→ C(Γ) est continue,
et vn−K1/2fK1/2vn → 0, on peut en déduire que {vn} a une sous-suite convergente. Ainsi,
nous obtenons la propriété de convergence recherchée.

A partir de lim supu→0 f(x, u)/u < 1/λ1 uniformément pour x ∈ Γ, il existe ε ∈ (0, 1)

et δ > 0 tels que f(x, u) 6 (1−ε)λ−1
1 u pour tout x ∈ Γ et u ∈ [0, δ], et f(x, u) > (1−ε)λ−1

1 u

pour tout x ∈ Γ et u ∈ [−δ, 0].
Donc il s’ensuit que

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, v)dv 6
1

2λ1

(1− ε)|u|2, x ∈ Γ, |u| 6 δ. (3.5)

Soient ρ = δ/M1, où M1 = C (
∑∞

k=1 λk)
1/2, α = ερ2/2.

Alors Il résulte de (2.11) que
∥∥K1/2v

∥∥
C
6 M1‖v‖ = δ pour tout v ∈ ∂Bρ, où Bρ =

{v ∈ L2(Γ) : ‖v‖ < ρ}.
Donc d’après (3.5), on a

Ψ(v) =
1

2
(v, v)−

∫
Γ

F
(
x,K1/2v(x)

)
dx

>
1

2
‖v‖2 − 1

2λ1

(1− ε)
∫

Γ

∣∣K1/2v(x)
∣∣2 dx

=
1

2
‖v‖2 − 1

2λ1

(1− ε)(Kv, v)
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>
1

2
‖v‖2 − 1

2λ1

(1− ε)λ1‖v‖2 =
1

2
ε‖v‖2, v ∈ ∂Bρ. (3.6)

Ceci implique que infv∈∂Bρ Ψ(v) > ερ2/2 = α > 0.
Il est évident d’après la définition de Ψ et K1/20 = 0 que Ψ(0) = 0.

D’autre part, à partir de lim infu→∞ f(x, u)/u > 1/λ1 uniformément pour x ∈ Γ, il
existe ε1 > 0 et τ > 0 tels que

f(x, u) > (1 + ε1)λ−1
1 u, x ∈ Γ, u > τ,

f(x, u) 6 (1 + ε1)λ−1
1 u, x ∈ Γ, u 6 −τ.

Puisque f(x, u)− (1 + ε1)λ−1
1 u est continue sur Γ× [−τ, τ ], il existe C3 > 0 tel que

f(x, u) > (1 + ε1)λ−1
1 u− C3, x ∈ Γ, u ∈ [0, τ ],

f(x, u) 6 (1 + ε1)λ−1
1 u+ C3, x ∈ Γ, u ∈ [−τ, 0].

Ainsi, les deux paires d’inégalités impliquent que

f(x, u) > (1 + ε1)λ−1
1 u− C3, (x, u) ∈ Γ× [0,+∞),

f(x, u) 6 (1 + ε1)λ−1
1 u+ C3, (x, u) ∈ Γ× (−∞, 0].

Donc,

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, v)dv >
1

2λ1

(1 + ε1)u2 − C3|u|, (x, u) ∈ Γ× R.

Il résulte de la définition de K1/2 que

Ψ (se1) =
1

2
(se1, se1)−

∫
Γ

F
(
x, sK1/2e1(x)

)
dx

=
1

2
s2 −

∫
Γ

F
(
x, s
√
λ1e1(x)

)
dx

6
1

2
s2 − 1

2λ1

(1 + ε1)

∫
Γ

λ1s
2e2

1(x)dx+ C3s

∫
Γ

√
λ1 |e1(x)| dx

=
1

2
s2 − 1

2
s2 (1 + ε1) + sC4

= −1

2
ε1s

2 + sC4, s > 0,

où C4 = C3

∫
Γ

√
λ1 |e1(x)| dx > 0. Donc Ψ(se1) → −∞ et ‖se1‖ = s → +∞ comme s →

+∞. Et alors il existe un s0 > ρ suffisamment grand tel que v1 = s0e1 ∈ L2(Γ), v1 6∈ B̄ρ,
et Ψ (v1) < 0.
Ainsi, d’après le lemme du col, Ψ a une valeur critique c̃ > 0, c’est-à-dire qu’il existe
ṽ ∈ L2(Γ) tel que Ψ (ṽ) = c̃ et Ψ′ (ṽ) = ṽ −K1/2fK1/2ṽ = 0.
Il est évident que ṽ 6= 0 puisque Ψ(0) = 0.
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La démonstration est terminée. �

Remarque 3.1.

D’après la preuve du Théorème 3.2.2, il est facile de voir que si la fonction propre
e1(x) > 0 pour tout x ∈ Γ, alors la condition lim infu→∞ f(x, u)/u > 1/λ1 uniformément
pour x ∈ Γ peut être affaibli à lim infu→+∞ f(x, u)/u > 1/λ1 uniformément pour x ∈ Γ.

Théorème 3.2.3.

Supposons que :

• f(x, u) soit impair dans u, c’est-à-dire que f(x,−u) = −f(x, u) pour tout (x, u) ∈
Γ× R ;

• Et supposons que la condition (A1) du Théorème 3.2.2 soit satisfaite ;

• lim supu→0 f(x, u)/u < 1/λ1 et limu→+∞ f(x, u)/u = +∞ uniformément pour
x ∈ Γ.

Alors (3.1) a une infinité de solutions.
Démonstration.

D’après (iii) du Lemme 3.1.1, il suffit de prouver que l’équation (3.2) a une infinité de
solutions dans L2(Γ).
On considère toujours la fonctionnelle Ψ définie dans la preuve du Théorème 3.2.1, et on
vérifie que Ψ satisfait toutes les conditions du Théorème 1.3.4.
Dans la preuve du Théorème 3.2.2 nous avons prouvé que Ψ satisfait la condition (PS)

et Ψ(0) = 0.
Par la définition de Ψ et la condition f(x,−u) = −f(x, u) pour tout (x, u) ∈ Γ×R, il est
évident que Ψ est pair.
Et il résulte de (3.6) que Ψ vérifie la condition (i) du Théorème 1.3.4 pour ρ = δ/M1 et
α = ερ2/2.
Dans la suite, nous allons montrer que Ψ vérifie la condition (ii) du Théorème 1.3.4.
Si ce n’est pas vrai, alors il existe un sous-espace de dimension finie W de L2(Γ) et une
suite {vn} ⊂ W telle que Ψ (vn) > 0 pour tout n ∈ N, et ‖vn‖ → ∞ comme n→∞.
Sans perte de généralité, on peut supposer que ‖vn‖ > 0 pour tout n ∈ N.
Soient tn = ‖vn‖, ṽn = t−1

n vn pour tout n ∈ N. Alors vn = tnṽn et ‖ṽn‖ = 1 pour tout
n ∈ N, et tn → +∞ comme n→∞.
Puisque {v ∈ W : ‖v‖ = 1} est un sous-ensemble compact, {ṽn} a une sous-suite conver-
gente, sans perte de généralité, soient ‖ṽn − ṽ‖ → 0 comme n→∞, où ṽ ∈ W , ‖ṽ‖ = 1.
PuisqueK1/2 : L2(Γ)→ L2(Γ) est complètement continue,

∥∥K1/2ṽn −K1/2ṽ
∥∥→ 0 comme

n→∞.
Il résulte de la Remarque 2.3 que K1/2ṽ 6= 0. Soient u0 = K1/2ṽ, un = K1/2ṽn pour tout
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n ∈ N et a0 = ‖u0‖ > 0. Par limu→+∞ f(x, u)/u = +∞ uniformément pour x ∈ Γ, il
existe τ > 0 tel que

f(x, u) > 4a−2
0 u, x ∈ Γ, u > τ. (3.7)

Et comme f(x, u)− 4a−2
0 u est continue sur Γ× [0, τ ], il existe C5 > 0 tel que

f(x, u) > 4a−2
0 u− C5, (x, u) ∈ Γ× [0, τ ]. (3.8)

Par conséquent, il découle de (3.7) et (3.8) que

f(x, u) > 4a−2
0 u− C5, (x, u) ∈ Γ× [0,+∞). (3.9)

Comme f(x, u) est impair dans u, F (x, u) =
∫ u

0
f(x, v)dv est pair dans u.

Ainsi, il résulte de (3.9) que

F (x, u) = F (x, |u|) =

∫ |u|
0

f(x, v)dv > 2a−2
0 |u|2 − C5|u|, (x, u) ∈ Γ× R.

Alors
Ψ (vn) = Ψ (tnṽn) =

1

2
‖tnṽn‖2 −

∫
Γ

F
(
x, tnK

1/2ṽn(x)
)
dx

=
1

2
‖tnṽn‖2 −

∫
Γ

F (x, tnun(x)) dx

6
1

2
t2n −

∫
Γ

(
2a−2

0 |tnun(x)|2 − C5 |tnun(x)|
)
dx

=
1

2
t2n − 2a−2

0 t2n ‖un‖
2 + C5tn

∫
Γ

|un(x)| dx

6
1

2
t2n − 2a−2

0 t2n ‖un‖
2 + C6tn ‖un‖ , n ∈ N. (3.10)

où C6 = C5(mes(Γ))1/2. Puisque ‖un − u0‖ → 0 comme n → ∞, ‖un‖ → ‖u0‖ = a0

comme n→∞.
Donc, il existe N0 ∈ N tel que ‖un‖2 > a2

0/2 et ‖un‖ 6 2a0 comme n > N0.
Il résulte de (3.10) que

Ψ (vn) 6
1

2
t2n − 2a−2

0

a2
0

2
t2n + 2a0C6tn = −1

2
t2n + 2a0C6tn, n > N0.

Ainsi, en remarquant que tn → +∞ comme n → ∞, on a que Ψ (vn) → −∞ comme
n→∞.
Cela contredit l’hypothèse Ψ (vn) > 0 pour tout n ∈ N.
Alors d’après le Théorème 1.3.4, Ψ a une infinité de points critiques, c’est-à-dire que
l’équation de l’opérateur (3.2) a une infinité de solutions dans L2(Γ).
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La démonstration est terminée. �

Remarque 3.2.

S’il existe p > 0 et A ∈ (0,+∞] tels que

lim
u→∞

f(x, u)

|u|pu
= A uniformément pour x ∈ Γ, (3.11)

alors la condition (A1) est vérifiée.
Soit µ ∈ (1/(p+ 2), 1/2). Il découle de (3.11) que

lim
u→∞

∫ u
0
f(x, v)dv − µuf(x, u)

|u|pu2
= lim

u→∞

(∫ u
0
f(x, v)dv

|u|pu2
− µuf(x, u)

|u|pu2

)
= lim

u→∞

(
f(x, u)

(p+ 2)|u|pu
− µf(x, u)

|u|pu

)
= lim

u→∞

f(x, u)

|u|pu

(
1

p+ 2
− µ

)
= A

(
1

p+ 2
− µ

)
< 0.

donc il existe M > 0 tel que F (x, u) =
∫ u

0
f(x, v)dv 6 µuf(x, u) pour tout |u| > M et

x ∈ Γ.

Exemple 3.1.

Considérons l’équation intégrale suivante :

u(x) =

∫ 1

0

k(x, y)
[
au(y) + b(y) arctanu(y) ln

(
1 + u2(y)

)
+c|u(y)|pu(y)] dy, x ∈ Γ,

(3.12)

où a ∈ [0, 1/λ1) , p, c > 0, b est continue sur Γ.
Il est évident que f(x, u) = au+ b(x) arctanu ln (1 + u2)+c|u|pu, (x, u) ∈ Γ×R, est impair
en u ∈ R.
Par calcul, on a

lim
u→0

f(x, u)

u
= a <

1

λ1

, lim
u→+∞

f(x, u)

u
= +∞,

lim
u→∞

f(x, u)

|u|pu
= c > 0 uniformément pour x ∈ Γ.

Il résulte de la Remarque 3.2 que la condition (A1) est vérifiée. D’après le Théorème 3.2.3,
l’équation intégrale (3.12) a une infinité de solutions.
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Théorème 3.2.4.

Supposons que la condition (A1) soit vérifiée, et

(A3) lim supu→0 f(x, u)/u < 1/λn+1 uniformément pour x ∈ Γ ;

(A4) F (x, u) > u2/ (2λn) pour tout (x, u) ∈ Γ× R.

Alors (3.1) admet au moins une solution non nulle dans C(Γ).
Démonstration.

D’après (iii) du Lemme 3.1.1, il suffit de prouver que l’équation (3.2) a au moins une
solution non nulle dans L2(Γ).
On considère toujours la fonctionnelle Ψ définie dans la preuve du Théorème 3.2.1.
Nous allons vérifier que Ψ vérifie toutes les conditions du Théorème 1.3.5 (Théorème
Linking).
Dans la preuve du Théorème 3.2.2 nous avons prouvé que Ψ satisfait la condition (PS),
donc Ψ satisfait la condition (PS)c.

Par hypothèse (A3), il existe ε ∈ (0, 1) et δ > 0 tels que f(x, u) 6 (1− ε)λ−1
n+1u pour

tout x ∈ Γ et u ∈ [0, δ], et f(x, u) > (1 − ε)λ−1
n+1u pour tout x ∈ Γ et u ∈ [−δ, 0]. Il

s’ensuit donc que

F (x, u) =

∫ u

0

f(x, v)dv 6
1

2λn+1

(1− ε)|u|2, x ∈ Γ, |u| 6 δ. (3.13)

Soient ρ = δ/M1, α = ερ2/2. Alors il résulte de (2.11) que
∥∥K1/2v

∥∥
C
6 M1‖v‖ = δ pour

tout v ∈ ∂Bρ, où Bρ = {v ∈ L2(Γ) : ‖v‖ < ρ}.
Soient V = span {e1, e2, . . . , en} , X = V ⊥. Donc d’après (3.13), on a sur X que

Ψ(v) =
1

2
(v, v)−

∫
Γ

∫ K1/2v(x)

0

f(x, u)dudx

=
1

2
(v, v)−

∫
Γ

F
(
x,K1/2v(x)

)
dx

>
1

2
‖v‖2 − 1

2λn+1

(1− ε)
∫

Γ

∣∣K1/2v(x)
∣∣2 dx

=
1

2
‖v‖2 − 1

2λn+1

(1− ε)(Kv, v)

>
1

2
‖v‖2 − 1

2λn+1

(1− ε)λn+1‖v‖2 =
1

2
ε‖v‖2, v ∈ ∂Bρ. (3.14)

Cela implique que infv∈X∩∂Bρ Ψ(v) > ερ2/2 = α > 0.

Par condition (A3), on a sur V que

Ψ(v) =
1

2
(v, v)−

∫
Γ

F
(
x,K1/2v(x)

)
dx 6

1

2
‖v‖2 − 1

2λn
(Kv, v)
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6
1

2
‖v‖2 − 1

2λn
λn‖v‖2 = 0. (3.15)

Définissez z = ρen+1. Il résulte de l’hypothèse (A4) que F (x,R) > R2 (2λn)−1 et F (x,−R)

> R2 (2λn)−1 pour tous x ∈ Γ. Et alors il existe C1 > 0 tel que F (x,R)R−1/µ > C1 et
F (x,−R)R−1/µ > C1 pour tout x ∈ Γ. Par hypothèse(A1), pour tout x ∈ Γ et u > R, on
a que (

F (x, u)

u1/µ

)′
u

=
u1/µf(x, u)− 1/µ · u1/µ−1F (x, u)

u2/µ
=
µuf(x, u)− F (x, u)

µu1/µ+1
> 0.

Alors
F (x, u)

u1/µ
>
F (x,R)

R1/µ
> C1, x ∈ Γ, u > R.

Cela implique que F (x, u) > C1|u|1/µ pour tout x ∈ Γ et u > R. De même, on peut
prouver que F (x, u) > C1|u|1/µ pour tout x ∈ Γ et u 6 −R. Comme F (x, u)−C1|u|1/µ est
continue sur Γ× [−R,R], il existe C2 > 0 tel que F (x, u)−C1|u|1/µ > −C2 sur Γ×[−R,R].
Ainsi nous avons

F (x, u) > C1|u|1/µ − C2, (x, u) ∈ Γ× R. (3.16)

À partir de (3.16), nous avons

Ψ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Γ

F
(
x,K1/2u(x)

)
dx

6
1

2
‖u‖2 − C1

∥∥K1/2u
∥∥1/µ

1/µ
+ C3, u ∈ L2(Γ). (3.17)

où ‖u‖1/µ désigne la norme
(∫

Γ
|u(x)|1/µdx

)µ dans l’espace L1/µ(Γ), C3 = C2 mes(Γ).
Puisque, sur l’espace de dimension finie V ⊕ Rz, toutes les normes sont équivalentes, il
existe C4 > 0 tel que C4‖u‖ 6 ‖u‖1/µ, u ∈ V ⊕Rz. Et puis, d’après la Remarque 2.3, on a

∥∥K1/2u
∥∥

1/µ
> C4

∥∥K1/2u
∥∥ > C4C5‖u‖, u ∈ V ⊕ Rz,

où C5 = inf‖u‖=1,u∈V⊕Rz
∥∥K1/2u

∥∥ > 0. Ainsi, il résulte de (3.17) que

Ψ(u) 6
1

2
‖u‖2 − C1 (C4C5)1/µ ‖u‖1/µ + C3, u ∈ V ⊕ Rz.

Par conséquent nous avons Ψ(u)→ −∞ comme u ∈ V ⊕ Rz et ‖u‖ → ∞.
Donc, remarquant (3.15), il existe r > ρ tel que

b = inf
u∈X∩∂Bρ

Ψ(u) > α > 0 = max
u∈M0

Ψ(u),
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où
M0 = {u = y + λz : y ∈ V, ‖u‖ = r et λ > 0 ou ‖u‖ 6 r et λ = 0}.

Ainsi, d’après le théorème Linking, Ψ a une valeur critique c̃ > 0, c’est-à-dire qu’il existe
ṽ ∈ L2(Γ) tel que Ψ (ṽ) = c̃ et Ψ′ (ṽ) = ṽ −K1/2fK1/2ṽ = 0.
Il est évident que ṽ 6= 0 puisque Ψ(0) = 0.
La démonstration est terminée. �

Exemple 3.2.

Soient f(x, u) = |u|p−2u + λu pour tout (x, u) ∈ Γ × R, où p ∈ (2,+∞), λ ∈
(1/λn, 1/λn+1). Alors l’équation intégrale (*) admet au moins une solution non nulle dans
C(Γ).
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Chapitre 4
Applications à quelques

problèmes aux limites

Dans ce chapitre, nous représentons des applications sur les résultats obtenues dans le
3 ème chapitre à un problème aux limites de secondordre et quatrième ordre.

4.1 Application à un problème aux limites associé à une

équation différentielle ordinaire de second ordre

4.1.1 Position du problème

Dans cette section, on s’intéresse à l’étude du problème aux limites du second ordre
suivant (voir [17]) : {

−u′′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, 1],

u(0) = u′(1) = 0,
(4.1)

où f : [0, 1]× R→ R est continue.

4.1.2 Reformulation du problème

D’abord, nous remarquons que le problème (4.1) peut être reformulé de manière équi-
valente comme

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s))ds, t ∈ [0, 1], (4.2)
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Application à un problème aux limites associé à une équation différentielle ordinaire de
second ordre 4

où G : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] est la fonction de Green du problème −u′′(t) = 0 pour tout
t ∈ [0, 1] avec les conditions au bord u(0) = −u′(1) = 0, c’est-à-dire,

G(t, s) = min{t, s} =

t, 0 6 t 6 s 6 1,

s, 0 6 s 6 t 6 1.

Démonstration.

Par intégration deux fois de 0 à t, on obtient de l’équation −u′′(t) = y(t), on a :

u′(t) = a−
∫ t

0
y(s)ds

u(t) = at+ b−
∫ t

0
(t− s)y(s)ds,

où a, b sont des constantes réelles à déterminer.
D’après la condition au bord u(0) = u′(1) = 0, on trouve b = 0 et a =

∫ 1

0
y(s)ds

en substituant a et b dans l’expression de u(t) on obtient :

u(t) =
∫ 1

0
ty(s)ds−

∫ t
0
(t− s)y(s)ds

u(t) =
∫ 1

0
G(t, s)y(s)ds,

où :

G(t, s) = min{t, s} =

t, 0 6 t 6 s 6 1,

s, 0 6 s 6 t 6 1.

La démonstration est terminée. �

Il est facile de voir qu’une solution du problème (4.1) dans C2[0, 1] est une solution de
l’équation intégrale suivante dans C[0, 1] :

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s))ds, t ∈ [0, 1]. (4.3)

on remarque que :

• max(t,s)∈[0,1]×[0,1]G(t, s) = 1 ;

• G(t, s) = G(s, t) pour tous t, s ∈ [0, 1] ;

• G : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] est continu.

Soit k(t, s) = G(t, s) pour tout t, s ∈ [0, 1] dans (2.1). Par des simples calculs, on
trouve que toutes les valeurs propres de K sont

{
4

(2k−1)2π2

}∞
k=1

, qui sont associées au

famille de fonctions propres orthonormées {ek}∞k=1 = {
√

2 sin((2k− 1)πt/2)}∞k=1 et λk > 0

pour tout k ∈ N. Ainsi la condition (H0) pour K est satisfaite.
Enfin, en appliquant directement les résultats de la chapitre 3 au problème (4.1), nous
obtenons les corollaires suivants.
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Corollaire 4.1.1.

(i) D’après Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2, si f satisfait une des conditions suivants :

• f(t, u) est une fonction décroissante par rapport à u, pour chaque t ∈ [0, 1], où

• S’il existe a ∈ [0, π4/4) tel que [f(t, u) − f(t, v)][u − v] 6 a|u − v|2 pour tout
t ∈ [0, 1], et u, v ∈ R.

Alors du problème (4.1) admet une unique solution dans C2[0, 1].

(ii) D’après Théorèmes 3.2.1 et 3.2.2, si f satisfait l’une des conditions suivants :

• ∫ u

0

f(t, v)dv 6
a

2
u2 + b(t)|u|2−γ + c(t), t ∈ [0, 1], u ∈ R,

où a ∈ [0, π4/4) , γ ∈ (0, 2), b ∈ L2/γ[0, 1], et c ∈ L[0, 1].

• où

(B1) il existe µ ∈ (0, 1/2) et R > 0 tels que F (t, u) :=
∫ u

0
f(t, v)dv 6 µuf(t, u)

pour tout t ∈ [0, 1] et |u| > R ;

(B2) lim supu→0 f(t, u)/u < π4/4 et lim infu→+∞ f(t, u)/u > π4/4 uniformément
pour t ∈ [0, 1].

Alors du problème (4.1) admet au moins une solution non nulle dans C2[0, 1].

(iii) D’après Théorèmes 3.2.3, si f satisfait la condition suivante :

• Supposons que f(t, u) soit impair dans u, c’est-à-dire que f(t,−u) = −f(t, u)

pour tout t ∈ [0, 1] et u ∈ R. Et supposons que la condition (A1) du Théorème
3.2.2 soit satisfaite et que

lim sup
u→0

f(t, u)

u
< π4/4 et lim

u→+∞

f(t, u)

u
= +∞ uniformément pour t ∈ [0, 1].

Alors (4.1) a une infinité de solutions.
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4.2 Application à un problème aux limites associé à

une équation différentielle ordinaire du quatrième

ordre

4.2.1 Position du problème

Dans cette section, on s’intéresse de l’étude d’un problème aux limites du quatrième
ordre suivant (voir [16]) :{

u(4)(t) + βu(t)− αu(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, 1],

u(0) = u(1) = 0, u′′(0) = u′′(1) = 0,
(4.4)

où f : [0, 1] × R → R est continue, α, β ∈ R et satisfont β < 2π2, β2 + 4α > 0, α/π4+

β/π2 < 1.
Soient λ1, λ2 les racines du polynôme P (λ) = λ2 + βλ− α, c’est à dire,

λ1, λ2 =
(
−β ±

√
β2 + 4α

)
/2.

Ensuite on peut écrire

u(4)(t) + βu′′(t)− αu(t) =

(
− d2

dt2
+ λ1

)(
− d2

dt2
+ λ2

)
u(t)

=

(
− d2

dt2
+ λ2

)(
− d2

dt2
+ λ1

)
u(t), t ∈ [0, 1], ∀u ∈ C4[0, 1].

(4.5)
Et par l’hypothèse de base sur α et β, il est facile de voir que λ1 > λ2 > −π2.

4.2.2 Reformulation du problème

{
−u′′(t) + λiu(t) = 0, t ∈ [0, 1] , i = 1, 2

u(0) = u(1) = 0.
(4.6)

Soient ωi =
√
|λi|, Gi la fonction de Green du problème aux limites linéaires (4.6).

• Si λi > 0, alors Gi est explicitement donné par

Gi(t, s) =
1

ωi sinhωi

sinhωit · sinhωi(1− s), 0 6 t 6 s 6 1,

sinhωis · sinhωi(1− t), 0 6 s 6 t 6 1.
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• Si λi = 0, alors Gi est exprimé par

Gi(t, s) =

t(1− s), 0 6 t 6 s 6 1,

s(1− t), 0 6 s 6 t 6 1.

• Si λi ∈ (−π2, 0), alors Gi peut être exprimé par

Gi(t, s) =
1

ωi sinωi

sinωit · sinωi(1− s), 0 6 t 6 s 6 1,

sinωis · sinωi(1− t), 0 6 s 6 t 6 1.

Il résulte de (4.5) que∫ 1

0

G1(t, τ)G2(τ, s)dτ =

∫ 1

0

G2(t, τ)G1(τ, s)dτ, t, s ∈ [0, 1]. (4.7)

Soit G(t, s) =
∫ 1

0
G1(t, τ)G2(τ, s)dτ, t, s ∈ [0, 1].

Ainsi, il est facile de voir qu’une solution (4.4) dans C4[0, 1] est une solution de l’équation
intégrale suivante dans C[0, 1] :

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s))ds, t ∈ [0, 1]. (4.8)

D’après l’expression de Gi, il est clair que :

• Gi(t, s) > 0 pour tout t, s ∈ (0, 1) ;

• Gi(t, s) = Gi(s, t) pour tout t, s ∈ [0, 1], i = 1, 2.

Par conséquent

• G : [0, 1]× [0, 1]→ [0,+∞) est continue ;

• maxt,s∈[0,1]G(t, s) = C > 0 ;

• G(t, s) = G(s, t) pour tout t, s ∈ [0, 1](car : il résulte de la propriété de symétrie de
G1, G2 et (4.7)).

Soit k(t, s) = G(t, s) pour tout t, s ∈ [0, 1], Γ = [0, 1] dans (2.1).
Par des simples calculs, on trouve que toutes les valeurs propres de K sont
{λk}k∈N = {1/ (k4π4 − βk2π2 − α)}k∈N, qui ont les fonctions propres orthonormées cor-
respondantes {ek}k∈N = {

√
2 sin kπt}k∈N et λk > 0 pour tout k ∈ N. Ainsi la condition

(H0) pour K est satisfaite.
Enfin, en appliquant directement les résultats du chapitre 3 au problème (4.4), nous ob-
tenons les corollaires suivants.
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Corollaire 4.2.1.

(i) D’après Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2, si f satisfait l’une des conditions suivants :

• f(t, u) est une fonction décroissante en u, pour chaque t ∈ [0, 1], où

• s’il existe a ∈ [0, π4 − βπ2 − α) tel que [f(t, u)−f(t, v)][u−v] 6 a|u−v|2 pour
tout t ∈ [0, 1], et u, v ∈ R.

Alors du problème (4.4) admet une unique solution dans C4[0, 1].

(ii) D’après Théorèmes 3.2.1 et 3.2.2 et 3.2.4, si f satisfait l’une des conditions suivants :

• ∫ u

0

f(t, v)dv 6
a

2
u2 + b(t)|u|2−γ + c(t), t ∈ [0, 1], u ∈ R,

où a ∈ [0, π4 − βπ2 − α) , γ ∈ (0, 2), b ∈ L2/γ[0, 1], et c ∈ L[0, 1].

• où si on suppose

(B1) il existe µ ∈ (0, 1/2) et R > 0 tels que F (t, u) :=
∫ u

0
f(t, v)dv 6 µuf(t, u)

pour tout t ∈ [0, 1] et |u| > R ;

(B2) lim supu→0 f(t, u)/u < π4−βπ2−α et lim infu→+∞ f(t, u)/u > π4−βπ2−α
uniformément pour t ∈ [0, 1].

• où encore la condition (B1) avec les deux conditions

(B3) lim supu→0 f(t, u)/u < (n + 1)4π4 − β(n + 1)2π2 − α uniformément pour
t ∈ [0, 1] ;

(B4) F (t, u) > 2−1 (n4π4 − βn2π2 − α)u2 pour tout (t, u) ∈ [0, 1]× R.

Alors du problème (4.4) admet au moins une solution non nulle dans C4[0, 1].

(iii) D’après Théorèmes 3.2.3, si f satisfait la condition suivante :

• Supposons que f(t, u) soit impair dans u, c’est-à-dire que f(t,−u) = −f(t, u)

pour tout t ∈ [0, 1] et u ∈ R. Et supposons que la condition (A1) du Théorème
3.2.2 soit satisfaite et que

lim sup
u→0

f(t, u)

u
< π4−βπ2−α et lim

u→+∞

f(t, u)

u
= +∞ uniformément pour t ∈ [0, 1].

Alors (4.4) a une infinité de solutions.

Remarque 4.1.

Soient f(t, u) = |u|p−2u+ λu pour tout (t, u) ∈ [0, 1]× R , où p ∈ (2,+∞),

λ ∈ (n4π4 − βn2π2 − α, (n+ 1)4π4 − β(n+ 1)2π2 − α).
Alors du problème (4.4) admet au moins une solution non nulle dans C4[0, 1]. �
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Conclusion générale

Dans ce mémoire on a démontré quelques résultats d’existence et multiplicité des
solutions pour l’équation intégrale non linéaire de type Hammerstein :

u(t) =

∫
Γ

k(t, s)f(s, u(s))ds , t ∈ Γ, (I)

où Γ est un sous-ensemble fermé borné de Rn avec mes(Γ) > 0.
En suivant les étapes suivantes :

• Définir l’opérateur K, f : C(Γ)→ C(Γ) respectivement par

Ku(x) =

∫
Γ

k(x, y)u(y)dy, x ∈ Γ, ∀u ∈ C(Γ),

fu(x) = f(x, u(x)), x ∈ Γ, ∀u ∈ C(Γ),

• Convertir l’équation intégrale (I) en une équation d’opérateur comme Kfu = u puis
l’équation v = K1/2fK1/2v dans l’espace de Hilbert réel L2(Γ).

• Le principe de l’opérateur monotone et la théorie du point critique sont utilisées
pour obtenir l’existence et la multiplicité des solutions.
En argument, l’opérateur racine quadratique et ses propriétés jouent un rôle impor-
tant.

Ces résultats sont importants car d’une part, il généralise plusieurs travaux déjà faits,
et d’une autre montre que la théorie des opérateurs et surtout l’opérateur racine carré
représente un outil très efficace dans l’étude des problèmes aux limites non linéaires asso-
ciés à des équations différentielles.
Nous proposons aussi et ce sera notre futur travail, de suivre la même méthode décrite
ci-dessus pour étudier des autres genres d’équations intégrales soit en affaiblissant les
conditions exigées où appliquer le résultat obtenu dans l’étude des autres problèmes.
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Résumé

Notre but dans ce mémoire, est d’étudier l’existence et la multiplicité des solutions pour l’équation
intégrale non linéaire de Hammerstein suivante :

u(t) =

∫

Γ

k(t, s)f(s, u(s))ds , t ∈ Γ,

où Γ est un sous-ensemble fermé borné de Rn, dans l’espace de Hilbert réel L2(Γ). Sous certaines
conditions sur l’opérateur linéaire K, et des autres sur la non linéarité f , on démontre que l’équation
intégrale ainsi définie admet au moins une solution, une unique solution où une infinité de solutions.
Pour ceci les outils mathématiques utilisés sont le principe de l’opérateur monotone et la théorie du
point critique, en particulier en utilisant le théorème linking. De plus, l’opérateur racine carré de
l’opérateur de K et ses propriétés jouent un rôle important.
mots clés : Principe de l’opérateur fortement monotone, Condition de Palais-Smale, Lemme de
Mountain Pass, Théorème Linking, Problèmes aux limites de quatrième ordre.

Abstract

In this paper, we studied the exsistence and multiplicity of solutions for the following Hammer-
stein nonlinear integral operator equation:

u(t) =

∫

Γ

k(t, s)f(s, u(s))ds , t ∈ Γ,

where Γ is a bounded closed subset of Rn, in the real Hilbert space L2(Γ). Under certain conditions
on the linear operator K, we establish some others conditions on the nonlinearity f which are able
to guarantee that the equation mentioned admits at least one solution, a unique solution or infinitely
many solutions.
For this we used the monotone operator principle and the critical point theory, in particular using
the linking theorem, Also the quadratic root operator K1/2 and its properties play an important
role.
keywords : Strongly monotone operator principle, Palais-Smale condition, Mountain pass lemma,
Linking theorem, Fourth-order boundary value problem.
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