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Principales notations utilisées

Notions géométriques:
2 est un ouvert plan de frontiére polygonale notée I'.
w la mesure de surface sur I' ,@Q =]0, T[xQ2 ,7 > 0 un corps polygonal .

Z la frontiere de @, yla mesure de surface Z , t €]0, T sur(t désigne le temps).

> =0, 7[xT.

2, un secteur plan infini d’ouverture ¢, (¢ étant un angle de €2, ).
O un ouvert régulier a I'intérieur du polygone, O = Q\ijzl Qyj
N = le nombre de sommets du polygone.

S;: les sommets du polygone j = 1,2...N .

¢ : angle du secteur plan, telle que 0 <60 < ¢ < 27.

I',: la frontiere du secteur plan.

Espaces fonctionnels:

C5°(2):Iespace des fonctions indéfniment différentiables et nulles a 'infini dans €2 .
Q I'adhérence de .

C°(Q):lespace des restrictions & © des fonctions de C5°(R?).

L?(2): lespace des classes de fonctions de carré intégrable pour la mesure dz.

Si €2, un secteur plan d’ouverture ¢ pour la mesure dx = pdpdf.

(p,0) désigne les coordonnes polaires.

2
0 320, = [ 1l do.
QW

v



H'(Q):l’espace de Sobolev d’ordre 1.

H(Q2): Padhérence de D(Q) dans H'(Q).
H™(): 'espace de Sobolev d’ordre m ( défini ici pour m € N | par convention d’écriture

ona HOQ)=L*N))

H™(Q) = {u € L*(Q) / D’u € L*(Q),]8] < m}

18l

tel que DP = désigne la dérivé d’ordre [ sens des distributions

aﬁ m )

avec ﬂ = (517627 """ 7ﬁ S N* ‘ﬁ‘ Zﬁ

On munit 'espace H™(2) du produit scalaire :

(U, v) grm () = Z (D*u, D*v) 12(q), Yu,v € H™(2) et la norme associé¢ étant donné par:

¥

e ey = (Y I D > Vue H™(Q)

L2<n>
18l<m

E+(§,):I’espace de Sobolev avec poids d’ordre 2 défini par :

Ea(Q) = {u € H'(Qy) \p"D*u € L*(Q,)}

ol, les fonctions w sont a support compact dans Q_@

Le symbole D? désigne les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables p et

9 10
on ~ pdb-

Eo0(Qy) = Ea(Q2y) N H ().

n.0u

Eq0(Q,) désigne I'espace de Sobolev avec poids d’ordre m défini par :
Eoo(Q,) = {u € HY(Q,) \p*DPlu € L2(Q,),2 < |B] < m}.

ou, les fonctions w sont a support compact dans Q_w

Eamo(Q) = Eam(Q) N H ().
H~=™: T'espace dual de l'espace H*(S2) , m € N.
E_,(Q,) désigne I'espace dual de I'espace E,(€2,).



C1(Q2) désigne I'espace des fonctions continues et dérivables dans €.

C3°(Q,) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables et nulle a I'infini
dans Q, telle que Q, = > x]0,TT.

Liste des symboles :

V(S;): une voisinage du sommet S; pour j = 1,2,3,.....N, (S; désignera l'origine de

la frontiere I';).

A(p) : une fonction poids qui est une fonction indéfiniment différentiable a 'intérieur de

Q

-
%:Ia dérivée normale par rapport 7 ,et égalité a /%'

(ﬁ;): le probléme obtenu de (P, )aprés transformation de Mellin.
u(o,0): la transformation de Mellin de u(p, §) par rapport a p.
R: corps des réels.

R : espaces des réels strictement positif.

R* : espaces des réels strictement négatif.

R, : espaces des réels positif.
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Abstract

This research focuses on the study of a class of elliptic partial differential equations within
nonregular planar domains, such as sectors and polygons. The Mellin transform and the Green’s
kernel are employed as fundamental tools to analyses the behavior of solutions near sharp angles.
Sobolev spaces and weight functions are also used to prove the existence and uniqueness of the
solution. The study further addresses the inverse problem associated with the same boundary
conditions. These results contribute to the development of many theoretical foundations for
solving equations in domains with non-regular geometry.

Résumeé

Cette recherche porte sur I’étude d’une classe d’équations aux dérivées partielles elliptiques dans
des domaines plans non réguliers, tels que les secteurs et les polygones. Elle repose sur
I’utilisation de la transformation de Mellin et du noyau de Green comme outils fondamentaux
pour analyser le comportement des solutions au voisinage des angles aigus. Les espaces de
Sobolev et les fonctions poids ont également été employés pour démontrer I’existence et I’unicité
de la solution. L’étude inclut aussi le traitement du probléme inverse associé aux mémes
conditions aux limites. Ces résultats contribuent au développement de nombreuses bases
théorigques pour la résolution des équations dans des domaines géométrie non réguliere



Introduction générale

Les équations aux dérivées partelles (EDP) jouent un role central dans modélisation mahté-
matique de nombreux phénomeénes physiques ,comme ceux rencontrés en mécanique ,en
électomagnétisme , en dynamique des fluides ou encore en physique mathématique . Si leur
étude dans des domaines réguliers est bien développée , elle devient plus délicate lorsqu’il
s’agit de domaines non réguliers , notamment ceux & frontiére polygonale , en raison des
singularités qui apparaissent prés des sommets . Dans ce mémoire , nous avons étudié un
probléme elliptique pondéré posé sur un domaine plan dont la frontiére est polygonale .

Plus pécisément , nous avons considéré le probléme suivant :

Au=f dans €
(P)
U=g sur T
Ou Q est un ouvert plan a frontiére polygonale I'. Pour traiter ce type de probléme
, nous avons utilisé la transformation de Mellin, particulierement adaptée a la géométrie
anguleuse du domaine, ainsi que la formule du noyau de Green .ces outils permettent non
seulement de résoudre efficacement I’équation, mais aussi d’établir des inégalités a priori
indisponsables & 1’étudendenl’existence et de I'unicité des solution. Dans cette mémoire
, nous avons commencé par poser les équations aux dérivées partielles les conditions aux
limites, les opérateurs différentiels , la formule de Green et les espaces fonctionnels .Ensuite
, nous avons formulé et étudié le probléme dans un domaine en secteur plan , en utilisant
les coordonnées polaires pour adapter 'analyse a la géométrie du domaine. Aprés en év-
idence en théoriques d’existence et d’unicité de la solution, nous avons pour suivi ’étude

a l'aide des outils d’analyse fonctionnelle, les conditions permettant d’assurer une solution



unique et bien définie. Enfin, nous avons étendu notre approche aux domaines polygo-
naux, en tenant compte des difficultés spécifiques aux sommets et en adaptant la méthode
développée aux nouvelles contraintes géométriques. L’objectif principal de ce travail est de
montrer comment 'introduction de fonctions poids, associée a 1'utilisation d’espace fonc-
tionnels appropriés, permet d’analyser de maniére rigoureuse le probléme principal ainsi que
son probléme adjoint, en s’appuyant sur des outils d’analyse fonctionnelle tels que la formule

de Green et le théoréme alternatif de Fredholm.



Chapitre 1

Notions fondamentales

Dans ce chapitre on va donner quelques définitions principales avec espaces fonctionnels
généralisée, d’autre part on seront utiles pour la résolution de quelques problémes Poisson
dans des domaines plan non réguliers.

Dans ce paragraphe, on donnera la géométrique est bien adaptée au domaine apres la
transformation de Mellin [31], le noyau de Green est aussi bien adaptée a la résolution

d’équation différentielle explicite.

1.1 Espace normés et leur caractéristique

Un espace normé est un espace vectorial E sur un corps k (généralement R ou C ) muni d’une
norme || . ||,c’est-a-dire une application || . ||:E — R qui satisfait les propriétés suivantes
pour tout x,y € E et tout scalaire A € k :

1).séparation: || z ||= 0 si et seulement si x = 0

2).homogenéité: || Az ||=| A ||| z ||

3).inégalité triangulaire : ||z +y [|[<|| = ||+ ] v | -

4).Un espace vectoriel normé est un cas partuculier d’un espace métrique, ou la distance

est définie par :

d(z,y) = [z =y



Lorsque cet espace est complet par rapport a la norme il est appelé un espace de Banach
Les normes usuelles sur R" sont :

1.La norme p—euclidienne :

n

1
|2 llp= () _(:)» pour 1<p< oo
i=1

2.La norme infinie:

| % [|lo= max |z;]
1<i<n

En analyse fonctionelle , des espace importants comme L? et C ([a,b]) sont des espace

normeé.

Exemple 1.1.1 Soit E = C*([0,1],R) et Ny, Ny les application de E dans R définies re-

spectivement , pour tout f € E,par:

M) = 1F0)+2 [ |1 @)

Nof) = 21f(0)] + /

0

f(t) ‘ dt

Démontrer que Niet Ny sont deux normes sur F , puis qu’elles sont équivalentes.
On va démontrer que N; est une norme , la preuve est exactement identique pour N,

on commence par remarquer queN; est a valeurs dans R, de plus si Ny(z) =0

aloronaf(O):Oetj)f(t)‘dtzo.
0

1
Or ‘ f ‘est une fonction continue et positive sur [0, 1] la condition t / ‘ f (t)‘ dt = 0 entraine

0
donc que f = 0 sur [0, 1] donc que f est constante .

Puisque f(0) =0 on a bien f =0

En effet pour tout A € R et tous f,g € E

on a :



1

M) = )]+ [ a0

= L1+ W [ |7 @) a
= [A[NL(S) O

et aussi

1

Ni(f+g) = 15+ 9O+ [ ]+ 9]

0

= 110 + 9O+ [ |70+ 5 0]
< 110+ 901+ [(fo)] + 150

< 15001+ [ |io] + 1901+ [ g ]a
< NP+ N 0

Enfin, on peut remarquer que N; < 2N, et que Ny < 2N; les deux normes sont bien

équivalentes.

1.2 Les transformations intégrale

Définition 1.2.1 Les transformations intégrales sont des outils mathématiques qui permet-
tent de transformer des fonction d’un espace temporel vers un espace fréquentiel ou complexe

, & laide d’integrales de la forme générale:

b
Sf = /K(x,s)f(x)d;v

Ou K (z,s) est le noyau de la transformation , et f(x) est la fonction & transformer .



Exemple 1.2.1 Soit le types et quelques des courants de transformationes intégrales :

1).Transformée de Fourier:

+o0
f’f: /f(x)eéimv&dx

Utilisée pour 'analyse de signaux et la résolution des équations différenteilles.

2).Transformée de Laplace:
Lf= /e_Stf(t)dt
0

Trés utile en dynamique des systémes et en électronique .

3)Transformée de Mellin:

Mf = /ms_lf(a:)dx.
0

On appliqué plusieurs applications des transformations intégrales suivantes :
1.Résolution des équations aux dériées partielles (EDP).

2.Analyse des signaux et systémes.

3. Traitement d’images.

4.Physique quantique et théorie du controle.

5.Cryptograaphie et théorie de 'information.

1.3 Transformée de Laplace :

Définition 1.3.1 La Transformée de Laplace est une transformation intégrale qui associe
a une fonction f(t) , définie pour t > 0, une fonction F(s) définie dans le plan complexe

par
[e.e]

Ef:F(s):/e_Stf(t)dt seC

0

Elle utilisée pour simplifier la résolution d’équations différentielles en transformant des

opérateurs différentiels en opéraeurs algébriques.



La Transformée de Laplace existe si :
1.f(t) est continue par moceaux sur chaque intervalle fini [0, 7] .

2. S’il existe des constantes M, « > 0 telles que | f(t) |< Me™ pour tout ¢ > 0 .

1.3.1 Quelques propriétés fondamentale :
1.Linéarité :

Llaf(t) +bg(t)] =aLlf+bLyg

2. Transformée de la dérivée :

L(f')(s) = sL(f) = f(0)

3. Théoréme de Convolation :

L(f *g)(s) = L(f)(5)-L(g)(s)

1L.L(1)(s) =1, Re(s) >0
2.L(e)(s) = =, Re(s) >a

s—a’

) =
3.Lcos(wt)(s) = ==

524w?

Exemple 1.3.1 Soit [’équation différentielle suivante en utilisant la transformée de Laplace

y'(t) +3y'(t) +2y(t) = 0

avec la conditions initiales :

On appliquons la transformée de Laplace & I’équation , on sait que :

L") (s) = s°L(y)(s) — sy(0) —y'(0)



En appliquant £ terme a terme :

L(y")(s) + LBY)(s) + L(2y)(s) = 0

Ce qui donne:

(s*L(y)(s) — sy(0) = y/'(0)) + 3(sL(y)(s) — 5(0)) + 2L (y)(s) = 0

Substituons les conditions initiales

y(0) = 1

y'(0) = 0

(s°L(y)(s) = 5.1) + 3(sL(y)(s) = 1) +2L(y)(s) = 0
(s +3s+2)L(s) — (s +3) = 0

Isolons L(s):

Factorisons le dénominateur:

24+ 35+2=(s+1)(s+2)

Donc

s+ 3
L) = a6+

Décomposons en éléments simples :

On cherchons A et B tels que:

s+ 3 A B

(s+1)(3+2)_3—|—1+5+2

Multipliant par (s + 1)(s + 2):



s+3=A(s+2)+B(s+1)

Développons:

s+3 = As+2A+Bs+ B
s+3 = (A+B)s+ (2A+B)

Alors :

A+B=1, 2A+B=3

Résolvons le systéme :
De la premiére: B=1— A

En substituant dans la douxiéme :

2A+(1-4) = 3

A+1 = 3
A = 2
B = -1
Donc
2 1
E(y)(s)— s+1 B s+ 2

On applicuons la transformée de Laplace inverse, on sait que :

1
sS+a

L7

) — e—at

Réponse finale :

y(t) =2e " — e



1.4 Espace L?

Définition 1.4.1 un espace LP avec 1 < p < oo , est I’ensemble des fonction mesurabels

f:X =k (ouk est Rou C ) telles que la norme suivant soit finie.

|uwf:(/umwwmw <

Pour p =00 , on définit:

1] = ()]

1.Espace normés et complet (LP, || - ||,) est espace normé il est complet donc c¢’est un

espace de Banach

pour p = 2, L? est un espace de Hilbert avec la produit scalaire (f, g) = / f(z)g(x)dx
X

2.Inégalité de Holder
Pour f € [P et g € Lt avec L +2 =1 f.g <]l £ Il g I,
3. Inégalité de Minkowski (sous-additivité de la norme LP) || f+g |[,=Il fll, + |l 9 I

4. Relation d’inclusion si p < q alors LY C LP
Exemple 1.4.1 Soient a ,b deux réels avec a < b et soit f € L>([a,b]) démontrer que

Jim L =1 e

Remarquons d abord que :
b
1 1
17102 ([ 1 F I d0)F < 0= )7 1 £

En particuller puisque (b — a)% — 1 pour tout € > 0 il existe pg € N tel que pour tout

P = poon a

I f 1< (L) [ f floo

D’auter part , on sait qu'il existe £ C [a,b] avec u(E) > 0 tel que pour tout x € E,

| f(z) |=] f [|loc —5 on met & la puissance p .

10



On integre sur E puis on met a la puissance % pour trouver :

B =

I Flb> / (@) de)

E

> ([ £ I ~5rdn)

> (1 f lloe —5)n(E)?

Le membre de droite tend vers || f |[o —5 si p — 400 ,en particulier
5 1
1 €RYp 2 p1, ([ f lloe =5)m(E)? 2| f lloo —€
Ainsi pour p > max(pg,p1) on a

1S oo —& <N F U= f lloo +2

1.5 L’espace de distribution D

L’espace de distribution D'(Q) est I'espace dual de D(Q) , ou D(Q) est I'ensemble des
fonction test , c’est-a-dire les fonction C*° a support compact dans €2 ,une distribution T’
est une application linéaire continue qui associ a chaque fonction test ¢ € D(£2) un nombre
réel ou complexe T'(p)

formellement, une disribution 7" est définie par :
T : D(Q) — R(ouC)
p = T(p)

1. Généralisation des fonction classiques : toute fonction localement intégrable f définit

une distripution 7 par
Ty() = | faola)ds

2.Dérivation des disributions

on définit la dérivée d’une distribution 7" par :

(T, ) = (T, ¥)

11



3. Distribution singuliéres : certaines distribution n’ont pas d’équivalent sous form de

fonction comme la disribution de Dirac 6(x) définie par :

4. Espace de sobolev et distribution : les espaces H® (Sobolev ) peuvent etre vus comme

’
des sous-espaces de D

L.soit T} la distribution associ¢e a la fonction f(x) = signe(z) .Calculer la dérivée de T3.

2..s0it Ty la distribution associée a la fonction g(z) = |z| .On calculer la dérivée de T

Prenons ¢ € D(R) on a :

0 —+o0
(T’ 0) = —(T1, ) = / o () — / o/ () = 20(0)

Ainsi, T = 24,
Prenons ¢ € D(R) on a :

(T3, ) = = Iz, ¢) = /0 z'(z)dw — ymxw’(w)dx

On exprime alors chacune de ces intervalles & I'aide d’une intégration par parties .

exemple on a :

709@@/(@@ — (@) - +/mso<a:>da: - —+/wso<x>dx
On a de méme: O 0 0
/0 2y (z)dz = — /0 o(z)dz
Soit: R . R .
Tp) = - [e@ito+ [ ola)da

Ainsi, T3 est la distribution associée a la fonction u = 1jg 1o0] — 1j—o0,0]-

12
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1.6 Espace de Sobolev W7

1.6.1 Définition principales

L’espace de sopolev W'?(Q) , avec 1 < p < co est 'ensemple des fonction u appartenant
a LP(Q) dont les dérivées faible 2% appartiennent aussi & LP({2) , mathématigment on le

définit comme :
T
| w lwrr@y=|l v ||zr ) +Z | 5
i=1

1. WP(Q) est un espace de Banach
2. cas particulier : pour p =2 ,W12?(Q) est un espace de hilbert , souvent noté H'(Q)

3. trace et continuité:

Si p > n alors W2(Q) est inclus dans I'espace des fonction continues sur

Exemple 1.6.1 Soient N > 1,Q = {:c = (Z1, e ey ERN ;i ]i=1,...... ,N} et u :
RY — R définie par u(z) = 1.

SizeQetu(z)=0
1.Pour i = {1,....... N} et o € C>®(R"),0On montrer que /u(m)a—“"( )dx ne dépend que

RN
des valeurs prises pary sur le bord de €.

2.0n montrer que u ¢ WHHRN).

1.0n prend par exemple , i = 1 (les auters valeurs de i se traitent de maniére similaire)

, pour tout ¢ € C®(RY) on a :

d¢ ¢
dr = dr = y)d
Juw gt @i = [ Fwaw- [ /a ra)d
RN -1~ ]-1,1V-1 —1
et donc:
¢
ww) g, - (@)de = p(l,y)dy — p(—1,y)dy
RN ]_171[N71 ]_171[N71
Ceci montre bien que / u(x)g—ﬁ(x)da: ne dépend pas des valeurs prises pary sur le bord
RN
de €.
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2.0n raisonne par 'absurde. On suppose que u € WH(RY). 1l existe alors (en particulier

) g € LY(RY) tel que :

Iy
Jutw)5E @i = [gla)ptwyis
X1
RN RN
Pour tout ¢ € C2°(RY) pour n € N* on pose 4, = |1 — 2 14+ 1 x]-1, 1N
On choisit une fonction p € C®(RY) tel que p(x) > 0 pour tout x € RN | o(z) = 0 si

v ¢ Ayet p(z) =1siaz=(l,y) avecy € |—1,3 [N_l ( une telle fonction ¢ existe) . Pour
n € N* | on définit alors ¢, par ¢, (1+x1,y) = ¢, (1 +nwz1,y) pour tout z; € Ret y € RV-?
(de sorte que ¢(z) = 0 hors de 4, ).

Pour n € N*, on a bien ¢, € C®(RY) et le choix dey, donne :

Juwgwi = [ etma - [ ecrnmz

RN 11Nt -1Vt

et
| / 9(@) () |< / | o(x) | do.
RN An

On a donc / |g(x)| dz > 1 pour tout n € N*,ce qui impossible car la mesure de Lebesgue

Ap
de A, tend vers 0 quand n — 4o00.

1.7 Application de la transformation de Mellin et ses
caractéristique

Définition 1.7.1 si une fonction f(x) est définie sur R, ,alores sa transformation de mellin

notée f est donnée par :

Lorsque cette intégrale converge .
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1.7.1

Quelques propriétés :

Do) = (o~ 1o~ 1)
(0" )(o) = (o +1)
(@ D)(o) = o 7(o)
T (0) = (1) = (0 ~ 2.0 ~ ) f(r —n)

Si f(o) définie dans l'intervalle 1 < Reo < €3 ,alore la fonction f(z) peut éter recon-

struite a partir de l'integrale suivante :

1
— 1'1[] B — i

Pour un certain ¢ tel que e; < e < &g .

Exemple 1.7.1 Application a une intégrale impropre.

On considére lintegrale suivante:

—+o00

I = /a:“e‘”dx

0

Cette intégrale est typique des transformation de mellin l’idée que l’integrale ressemble

a la féfinition de la fonction de gamma qui est donnée par :

“+oo
[(s) = /x‘ﬂe””da: pour R(s) >0

0

On reconnait directement que notre intégrale est égale a T'(s) donc on peut écrire I =

[(s)
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Exemple 1.7.2 Application en théorie des nombres.
En théorie des nombres on utilise souvent la transformation de mellin pour analyser des

fonction comme la fonction zéta de Riemann

—+00

((s) = Z % pour R(s) > 1

n=1

Une autre facon de l’écrire est d’utiliser la transformation de mellin

+oo
1 .1'51
((s) = F(s)/exldx
0

Cette approche permet d’étudier la fonction zéta sous un angle analytique ce qui utile

pour démontrer des résultats en arithmétique et en analyse complexe

1.8 Concept de noyau de Green

Dans l'analyse du mouvement d’un fluide incompressible a l'intérieur d’un conduit de

longueur [ le probléme peut étre refomulé sous la forme d’une équation aux dérivées par-

tielles ,I’objectif est alors de trouver une fonction u qui satisfait 1’équation suivante:
d*u(r)

. + k*u(z) = p(z), pour 0 <z <1

Avec la codition aux limites définies aux points t =0 et x = 1
Une approche courante résoudre ce tybe de probléme consist a introduire un noyau de
green G(z,y) fonction de deux variables cela permet d’exprimer la solution u sous la forme

intégrale suivante :

Exemple 1.8.1 Soit l’équation de poisson sur un intervalle

Considérons I’équation différentielle :

y"(x) = f(x) pourz € (0,1)
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Awvec les condition aux bords :

La solusion de [’équation est alors donnée par

1

y(z) = / G, €)1 (€)de

0

17



Chapitre 2

Etude du probléme dans un secteur

plans

Dans ce chapitre on va étudier le probleme de Poisson dans un domaine plan du polygone,
on a montré que l'utilisation d’une fonction de poids convenable allége les calculs surtout
aux voisinages des points singuliers, et par conséquent le bon choix de ’espace du travail

qui traite la solution du probléme dans un secteur plan €2, du polygone (¢ ouvert du ).

2.1 Notions du polygone

Axis:x;=0

Axis:e;=0 and y; =0 -

Fig 1 Notion sur la polygone

18



Fig 2 Partition de I'unité du polygone

2.2 Reésultats de Grisvard

La solution du probléme suivant:

Au=f dans €
(p) (2.2.1)

u=20 sur I’
Il n’existe dans H*(Q)N Hy(2) que si le polygone 2 est convexe c’est a dire que tout
les angles sont saillants, cela découle du fait que la solution de ce probléme est de la forme:

LS . ) .
u; = up + ap ¢ sinv 0 telle que a est constante, cette solution n’est pas nécessaire dans

H?*(Q) lorsque 7 < . Car gi;; ¢ L*(Q) .

2.3 Définition de fonction de poids

On introduit une fonction A(p) :
A(p) est une fonction indéfiniment différentiable & intérieur de €2, (resp €0, ) et positive

dans €, et de frontiere I', (ne s’annule pas dans €),) et donnée par la formule :

pt si0<p<p,0<a<l
Ap) =4 d(p) sip < p<p (2.3.1)
L sip=p,

p, suffisamment petit, p, suffisamment grand .
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2.4 Le probléme dans un secteur plan

Nous étudierons le probleme dans un secteur plan infini d’ouverture ¢ qu’on note €2, c’est
a dire:

Q,={(p,0)\p>0,0<6<p<2r} (2.4.1)

Et on désigne I',, la frontiere de ), .1a frontiere de €2, désigne la réunion des deux demi
droites issues de l'origine et d’équation respectives § = 0 et § = . le probléme (P) sur
équivaut au cas le probléme classique dans un ouvert plan régulier O et au cas le probléme
dans le secteur plan €2, d’ouvert ). telle que O est un ouvert plan régulier de la classe
C*(Q). les coordonnées polaires sont mieux adaptées a la géométrie du domaine €.

Pour étudier ce type de probleme suivant sur €2, , on affecte 'opérateur de Laplace A
d’une fonction poids A(p) qui est une fonction indéfiniment différentiable & I'intérieur de €,

et que ne s’annule pas dans (), et définie par :

Ap)Au = Xp)f dans €,

(P,) (2.4.2)
Bu=20 sur I',
2.5 Définition de I’espace de travail E,({2,)
Pour étudier ce type de probléme suivant:
Ap)Au = A =h dans €
(P,) )du=An) o (2.5.1)

avec h = \(p)f € L*(,).

Supposons que le sommet de €2, se situé a l'origine et soit A(p) la fonction poids définis

par (2.3.1).

On va étudier ce probleme au voisinage de 'origine dans un secteur plan ), car le
seul probléme qui se pose quant & la régularité des solution du probléme (2.5.1) se situé au

voisinage de ’origine et d’aprés( 2.3.1), on va donc étudier le probléme suivant :

pPAu=p*f=nh dans €,

(P)
Bu=0 sur I'y,

(2.5.2)
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On va commencer en utilisant comme conditions aux limites celles de Dirichlet (le cas

ou B est opérateur identité), c’est a dire qu’on va d’abord étudier le probléme suivant :

pPPAu=pf=nh dans €,

(P,) (2.5.3)
u=>0 sur I',
de méme pour la condition de Neumann (le cas ou B = a% ) suivant:
p*Au=pf=nh dans 2
(P)q ’ (2.5.4)
=0 sur [,
"

on a 'opérateur s’écrit en coordonné polaire:

Au—&+l%+la2_u
COpr pdp P20

j T j6
la solution de ce probléme (2.5.3) est de la forme u; = ug + ap]? sinJT, a est constante,

il est commandé de chercher la solution du probléme (2.5.3) dans un espace fonctionnel, on

constate que pa% € L?*(f2,), ce qui nous donne l'idée d’affecter le Laplacien d’une fonction
poids qui dépend de p.

On choisit donc un espace fonctionnel avec poids qu’on défini par :

E.(Q,) = {u € H'(Q,)/p*D*u € LZ(Q@)} (2.5.5)
Ou, les fonctions u sont & support compact dans |, Q_W et le symbole D? désigne les
dérivées partielles d’ordre 2 par rapport aux variables p et 1 ou a% = %% .

On cherchera la solution de notre probléme, si elle existe dans ce espace. 1l est plus
commandé de chercher la solution du probléme (2.5.4) dans I'espace fonctionnel qu’on note
par E,o(Q,) et qu’on défini par :E,0(Qy,) = E.(Q,) N Hg(,) car on a une condition de

Dirichilet homogeéne.

On vérifie aisément que E, E est un espace intermédiaire entre H! et H?. On munira

'espace E,(€),) de la norme du graphe suivante:

lull, = llular + ) Ilp*DPull2
181=2
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2.6 Propriété de I’espace E,(S2,)

on rappels des quelques définitions on pose :

ou Ou
o 8y
ou Ou
6 877

H;,09Q,) = {u € L*(Q,), sont dans L2(Q¢)} :

H,,(9Q,) = {u € L*(Q,), sont dans LZ(Qw)} :

L’espace H,,(Q,) coincide avec 'espace H,(€,). Donc on utilisé définition I'espace

de travail, 'espace E,(£),) définie par 'expression (2.5.5).

Proposition 2.6.1 Si « et S deux réel pris dans Uintervalle [0, 1] , et tels que o < (.Alors
E, C Eﬁ.

Proposition 2.6.2 l'espace E, () peut s’écrite sous la forme suivante:.

Ea,O(QsD) = {u € H3<Q<p)/pau S Hg(Qw)}

Ot u les fonctions sont & support compact dans Q_@.

Proposition 2.6.3 l'espace E,(S),) est espace de Banach réflexifs.
Preuve. Voir [28] m

Proposition 2.6.4 Si u est dans Eo(Q,) , alors p*~' 5% est dans L*(,).

Preuve. On sait que si u € E,(f,) alors u est a4 support compact dans €, ,et u €

H*(Q,)donc % est dans L?(£2,).

Ju
p

Montrons que paflg—;j est dans L?(€,).On a donc ||p*~ 1d“||2 // a2 ,odde.
0
2<1

Sip>1, et comme 0 < a <1 alors Hg—ZH? > Hp"‘_lg—ZHQ car p**

pour p > 1 la proposition est vérifiée, il reste le cas p < 1.

Pourp <1 ,o0ona:

ou

p 1
//p2a—2 el
0 0

dp

ou

2 ® e
pdpd@z//p2a_2 el
00

dpds.
9 pdp

2 @1 o l?
pdpd0+//p2a_2 e
0 €

dp
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Comme la fonction p — p**~2 est décroissante et continue sur le compact [e, 1] ;donc
elle est bornée et atteint ses bornes sur ce compact .Donc

e 1 9 2 ”182
2a—2 | OU 20—2 U
— dpdf
//” Ip papdi e //ap
00 0 e

0

2 ® e
pdpdf < / / p? a—u
00

pdpdh.
P

Pour étudier l'intégrale / / 2a=2 gz pdpd& , pour e suffisamment petit non nul, la
fonction p — p?*~2 admet de developpement en série entier .En utiliser la fonction suivant:

p—> p2a—2 _ (1 +p_ 1)2&—2'
On a pour | X| = |p— 1] < 1 alors (1 + X)? Z%ﬂ B—=1)(F—=2)..0—n+1)X"et

n=0

onalp—1ll<lcar0<p<e<l1
Posons donc X = p — 1 et § = 2a — 2, et appliquant le développement en série entier,

on aura donc

Y e o
2
// 2a-2| 00 pdpd@://Z%(Qa—2)(204—3)....(204—72—1)(,0—1)” oul” pdpdo
0o n=0
Dou
P €
a—2 | 0u a—2 | du
()<//p2 28—p pd,odé’ //1—|—p )2 Qap
0 0 0
%) ay 2
<> a0 ). <2a—n—1//|p—1| el oapir < s [ [ |2
n=0 0 0

ol S est la somme de la série entier de Coefﬁc1ent

1
n!

[M]¢

(20 —2)(2a — 3)....2a —n — 1)

Il
o

n

Alors on a :

2
| pdpdd,

P €
| j

et comme Z* E L?, on a le résultat désiré. m

5 ¢
pdpdf| < S
dp
00
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2.7 Existence et unicité de solution du probléme ellip-

tique dans E,(€,)

2.7.1 Inégalité a priori

On va étudier 'existence du probléme suivant:

p*Au = p*f =h  dans Q,

(pe) = (2.7.1)

u=>0 sur I'y,

dans I'espace E,o(§2,) pour ceci on utilisera le lemme suivant:

Lemme 2.7.1 (Lemme de Peetre) ([16])

Soient F, F, G trois espaces de Banach réflexifs, tel que F s’injecte dans G et cette
injection est compacte, et soit L un opérateur linéaire continu de F dans F .Alors les
conditions suivantes sont équivalents :

1)L’image de L est fermée dans F', et L a un noyau de dimension finie.

2)I1 existe une constante K > 0 telle que :

[ull e < K {l|Lullp + lJulle} - (2.7.2)

On va appliquer ce lemme aux espaces :
E = Eap(Q); F = L*(Q,); G = Hy ()

il est clair que F' et G sont des espaces de Banach réflexifs car ce sont des espaces de Hilbert
et F est un espace de Hilbert et on a : H3(Qy,) C Eao(Q,) C Hy(Qy) C L*(,).

et, il est évident que 'opérateur p®A est linéaire continu de E, (£2,) dans L*(2,). Donc
toutes les hypothéses du lemme, sont vérifiées voir

Pour montrer que I'image de Popérateur L = p*A est fermée dans L*(Q,) et que son

noyau est de dimension finie, on établira une inégalité (2.7.2) qui devient :
[l oo < K {ILull 2, + lulligo, } (2.7.3)
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Pour établir I'inégalité (2.7.3), on a besoin de 'inégalité suivante:

4l pcan) < K {110 Mull2@,) + Nuligia, ) (27.4)

Pour montrer que I'inégalité (2.7.4), on commence par I'utilisation de la transformation

de Mellin qui est bien adaptée au domaine dans (2, apres la transformation de Mellin au

probléme suivant:

_ oAy = pof = h dans 2
Py =4 " o : (2.7.5)
u=020 sur I',

avec ;C;\A/u(a, 0) = pa%(a, 0) + pa—lg—;j(a, 0) + pa—2%(a, 0) et on obtient :

—_ N — 2~ ~ ~
p*Au(o,0) = %(a +a—=2,0)+(c+a—2)%uc+a—2,0)=het he L*(Q,).

il vient :
0*u
06>

Par résolution explicite, La solution de cette équation est donnée par :

(0,0) + (0 + a)%u(0,0) = h(o +2,6).

(o, 0) = / G(o,0, \h(o + 2, 0)d).

0

G(o, 0, MNest la transformée de Mellin de G(p, 0, \).

G(0,0,\) donné par :

N sino(p—0)sinoX 0<A<H

- osinop
G(0,0,)) = sinofsino(p—A) <A<y

osinop ’ —
Le noyau de Green étant bornée [1] , on utilise la transformation de Mellin inverse on

aura directement I'inégalité suivante, il existe une constante M > 0 telle que :

90>

comme 'injection de HZ dans F, o est continue, il existe une constante N > 0 telle que:

[l gz < M2z (0,0) + (0 + @)%i(e, 0)]| -
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lull g2, < Nllull gz

et on en déduit que :

il 5= < K[h(o +2,0)|| , ou K =MN.

I

on a I'inégalité souhaitée vérifice d’ot, ||lul|g, o,) < K {Hp“AuHLz(%) + HuHHé(Qw)} :

On remarque qu’on obtient des résultats analogues en utilisant la condition de Neumann
dans I'espace E,(€),) par application du lemme de Peetre voir([24]) .

D’aprés le lemme de Peetre on a I'image de 'opérateur L = p®A est fermée dans L?(§,)
et que son noyau de dimension finie dans E, o(£2,).

On déduit que le probléme (2.7.1) admet au moins une solution dans I'espace E, o(£2,).

2.8 Etude de ’unicité de la solution

On va étudier le noyau du probléme (P,)dans espace E,(€2,).

Les éléments du noyau du probléme (P,) sont solution du probléme suivant :
“Au=0 dans €2
)4 "’ g (2.8.1)

u=20 sur I,

Comme le facteur p® ne s’annule pas a l'intérieur de €, le probléme (2.8.1) est donc

équivalent au probléme:

(Rp) Au=0 dans €2,

u=0 sur [,

Il suffit de remarquer que comme Au = 0 et on a (Au,u) =0
d’ou :

ou ou
Au,uy = —[| 2402 — | &
L
ou, le crochet (.,.) désignent le produit scalaire dans L*(€,) et les normes son indice

sont celles de L?(€2,).

I*=0
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Donc Au = 0 implique (Au, u) = —[[2%)|? — ||g—;‘||2 = 0 on déduit que :

— u est constante.

et comme u = 0 sur I'y, , donc v = 0 dans H'(9,),et donc u = 0 dans E,(f,) donc

u =0 dans E,o(£2,).
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Chapitre 3

Etude du probléme adjoints dans un

secteur plans

3.1 Etude des problémes Adjoints

Soit le probléme adjoint suivante:

() (p*A)u=f dans Q,
’ u=20 sur I,

On a la formule de Green su1vant

/Luvdaz — /uL*vdx = Z /S uC vdo +

§=0
r
ayant les proprletes suivants :

m—1

Z /BJUT vdw pour tout u,v € C(Q).
=01

1)-les systéme { By, ....... , B, Co, oo C, } soit un systéme de Dirichlet d’ordre 2m sur T’
2)-les coeffcients des C; et Tjsont dans C5°(Q).

3)-l'ordre Cj est 2m — 1 — p et celui de Tj est 2m — 1 —m;.
4)-le systeme {Cy, ...... ,Cr1,T0, ..oy Trn—1 Jest systéme de Dirichlet d’ordre 2m sur I

Si u,v sont deux fonctions de C5°(€2),on a la formule de Green suivante:

(p™*Au,v) — (u, (p*"A)*v) = /Squdo + /BuTvdw (3.1.1)

Ty Ty
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telle que : S,T,B,C sont des opérateurs différentiel d’ordre 1 définie sur la bord

', (frontiere de €2,), opérateur (p“A)*est I'opérateur I’adjoint de p*A.

Ou les crochet (.,.)désigne le produit scalaire dans L?(€2,).

10u 192 s 0? 0 0?
u 1 0u d’OU_, paAu:paai2L+pa 1az+poc 23_97;

_ d%u
Preuve. on a: Au = 52 1t oo, T a0

,en intégrant dans le secteur plan 2, pour v € Cg° (Q_@) alors :

¢ oo
/,oo‘Auvpdde = //,0"”rl [gipg %g—z + %g— vdpdf =

Qe
u L Ou J%u
/ / P G o S

// vdpd9+// vdpd9+// QQUdpdG

Si cette mtegrale existe, on peut ainsi formuler le probleme adjoint, on calcule cette

intégrale en utilisant une intégration par parties:

v oo ¢
//pa“gip?vdpdﬁ = //pagpgvpdpcw
0 0 0

/ (p“pv)df | —// = (p“pv)dpdd
0
ou 0 [oR
- _/ / ap op PP dpd? (car v € CF°(02,))
0 0
®
0
—~ /ua—p(p pv)d | // 5 (p"pv)dpdf
0 0
p oo 82 —
- / / tgy 5 (0" pv)dpdd (car v € Cg°(%,))
0 0
) 5 ® o0 ov v
at197u _ 1 a—1 2 1) p%— atl 1.2
//p 8pzvdpd(9 //u [a(oz+ )" v+ 2(a+1)p ap+p 0p? dpdf—(3.1:2)
0 0 0 0
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© oo © oo
//pag—zvdpdﬁ = —//u {po‘g—z + ozpa_lv} dpdf (3.1.3)
00 00
//palg%vdpdﬁ :/ P 202 Sgzvpdpdd
00 00
00 @ oo
ou , . ou 0 , .,
— /_9 (p* ') dp [§ —//—9% (p* ') dpdf
0 00
du 1 1 [7 o 1
= a0(0‘_ v)d,o—/upa aedp%—//uW(pa_ v)dpcw
T, T, 00
\0u o [ o
v v
0= 1= dpdh 1.4
// 8«92Udpd / é)Hvdp /up aealp//up 892dpd (3.1.4)
¢ T, 00

De ( 312)(313 314 ) nous avons :
©

// * Auvpdpdd — // + (2a+ 1) p*~ 18” i 2 (a v+ 892>] pdpdf =
/ggpoc 1’Udp—/ a— 18'Udp

Ty Ly

d’ou la relation suivante :(p*Au, v) — (u, (p*A)* v) = /Squdo + /BuTvda telle que:

r, r,
¢ oo

(u, (p*A) v) = //U + (2a+1)po1o 2+ (0P aez)pdpde]
00

et

 [Ou o, w1 OV
/SuC’vda—F/BuTuda—/%p vdp—/ up 89dp'

T, T, T, Ty,
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Donc l'opérateur adjoint de p*A noté (p®A)* est donnée par :

( aA)* _ aa_Z + (204—1— 1) aflg 4 a72(&2 + 8_2)
c’est a dire, (p*A)* = p°A + 2ap* 1L 4+ a?p* 2. m

op
Nous obtenons que I'espace C§°(€2,) est dense dans HJ'(€2,) et C3°(€2,) est dense dans

H™(Q,) et puisque, H™(2,) C E,(Qy,) C HY(Qy,) .

Alors Cg°(€,) est dense dans E,,0(Qy) = En(Q,) N HP (D), et CF(Q,) est dense
dans E,,(€2,), dans ce cas C5°(Q,) est dense dansE, o(Q,) = Ea(2,) N HE(2,) et C(Qy)
est dense dans E,(€,).

Donc, par densité la formule de Green définie dans 3.1.1 est valable dans 'espace E,(€2,).

voir ([25]).

3.2 Etude de ’espace dual et formulation du probléme
adjoint
3.2.1 Formulation du probléme adjoint

Cette partie est consacrée & 1’étude de 'existence et de I'unicité de la solution du
probléme adjoint du probléme (P,) définie par (2.4).
On va utiliser la méme technique que celle utilisée dans (F,).

On considére le probléme suivant :

Qu =h dans Q,
Bu=0 surly

(F7) (3.2.1)

On dit que (P}) le probleme adjoint du (F,), et 'opérateur @@ = (A(p)A)*adjoint de
A(p)A pour A =0 et de @ = (A(p)(A + A))* adjoint de A(p)(A + A) pour A # 0, telle que
A(p) une fonction de poids.
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Au voisinage de l'origine, le probléme (P) s’écrit :

Pu=h dans €,
Bu=0 surly,

(P?) (3.2.2)

o P = (p*A)* adjoint de p*A pour A =0 et de P = (p*(A+ \))* adjoint de p*(A+ A)
pour A # 0.

3.2.2 Etude de ’espace dual

On se propose dans cette section de trouver dans le cas du probléme de Dirichlet I'espace

dual de E,(2,) définie par :

Ea,O(QsO) = {u S H&(Qsa)\ pu € HOQ(Q¢> }

Alors I'espace E,(§2,) s’identifie a 'espace de G 0(€2,) définie par :

Gao(Qy) = {u € Hj(Q,), telle que p*u € HF(Qy) }.

Proposition 3.2.1

Le dual de Uespace G (€2,) qu’'on note par G_,(2,) s’écrit de la maniére suivante:

Ga() = fue H Q) \ poue H2Q,) }.

on a vu que PPA : Eu(Qy,) — L*(Qy,)

d’ou son adjoint (p*A)* 2 L2 () — (Eap(Q,))* = E_a(Q)

Preuve. On a d’aprés la définition de Uespace Goo(Qy,), et comme le dual de H(S,)
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est lespace H1(Q,), et celui de U'espace HG(Qy,) est lespace H2(,),

on peut s’écrire: (u,v) = /uvdacdy = /uvpdpd@ = /paup_avpdpdé’.

® Qe Q0

On voit clairement la mise en dualité des espaces Hy(Qy),H Q) et HF(Qy), H2(Qy)
respectivement, comme u € Hy(Q,) on a v € H1(Q,) et comme on a aussi p*u € H(Q,)

donc p~v € H2(Q,). m

Proposition 3.2.2

Muni de la norme du graphe suivante :
lull 50, = llull g1,y + 17Ul -2,

L’espace E_,(),) est un espace de Hilbert .

Preuve. Il est clair, d’aprés la définition méme de E_(S,), que U'espace E_(£,)
est un espace de Banach, il reste a définir dessus un produit scalaire et ceci est simple, il

suffit de poser:
(u,v) E_o(Q) — <u7U>H—1(Q¢) + </0_aua P_aU>H_z(Q(P)

cect défini un produit scalaire dans E_,(€),). ®

1- Dinjection de l'espace L*(€,) dans l'espace H'(,) est compact, et plus générale-

ment, l'injection de l'espace L?(€2,) dans 'espace H ™ () est compact, pour m € N [4].

2- Tout espace de Hilbert est réflexif, les espaces de Sobolev H*(),) avec s réel sont

des espaces de Hilbert, ils sont donc réflexifs ([2]).

3- lespace E,0(Q,) était un sous espace fermé de H}(f,), c’est a dire que l'espace
intermédiaire entre H} () et H3 (), cette propriété s'étend aux espaces duals, on a donc

E_,(€,) est un espace intermédiaire entre H, ' (€2,) et Hy?(€,), cest a dire :

HYQ,) CE_.(Q,) C H?(Q,) (3.2.3)
Proposition 3.2.3
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Le dual de Uespace E,(§,) qu’on note [Ea(Q@)]l s’identifie a Uespace E_,q-( R?) a
support dans Q.,, telle que E_ij( R?) = {g \ g € E_,(R?) et g a support dans Q_g,} )

On prolongera les fonctions par 0 hors de €, et posons F_,(Q,) = E_ajﬂ—w( R?).
Preuve. voir détail([24]). =

Remarque 3.2.1

1-L’espace E,(§2,) est réflexif donc F_,(€,),car le dual d'un espace réflexif est réflexif
[13].

2- On a vu que Pespace E, o(€),) vérifie les immertions suivantes:

H3(Qy) C Eao(2y) C Hi(S,) et que cette propriété s'étend aux espaces duals on a

donc:

H ' (Q,) CF..(Q,) cH?Q) (3.2.4)

lespace F_,(€,) est donc un sous espace de H2(£),).Donc on muni 'espace F_,(£,)

de la norme suivante:

[Jull Foo(Q) — HUHH%(RZ) + HpiauHH%(R?)'

qui en fait un espace de Banach, et en définissant le produit scalaire suivant:

(w0) £ g, = (00 oy + (07U P 0) o

'espace F_,(€,) est un espace de Hilbert.
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Chapitre 4

Existence et unicité de la solution du

probléme adjoint

Dans ce chapitre, on va étudier 'existence et I'unicité de la solution du probléme adjoint
dans Despace E_,(£,). En utilisant une nouvelle norme de H 2, nous mettons en évidence
une inégalité a priori, et par la technique des noyaux, on étudiera I'unicité de la solution, et

par suite on fera I’extension de ’étude du probléme et son adjoint au polygone tout entier.

4.1 Deéfinition d’une nouvelle norme dans H 2

On va étudier 'existence de la solution du probléme adjoint non perturbé avec la

condition de Dirichlet et celle de Neumann suivant :

Pu=h dans Q,

(P;) (4.1.1)
Bu=0 surly

ou, P est opérateur adjoint de p*A c’est a dire P = (p*A)*et h € E_,(£,) pour la

condition de Dirichlet ou la condition de Neumann.

On sait que lespace E_,(f2,) est un sous espace de H 2 d’apres le proposition (2.2.2)

on a donc:  |[p~*Pul|y» < ||Pull 5 Dutilisation de 'espace H~*(Q,) est plus facile que
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d’utiliser I'espace E_,(2,), on établit I'inégalité en utilisant H~2(,),c’est pourquoi qu’on

définit une nouvelle norme dans H 2.

Les coordonnées polaires sont mieux adaptées a la géométrie du domaine €2, on va
définir une norme de H~2 en utilisant la transformation de Mellin et les fonctions dévelop-

pables en série de Fourier.

On rappelle que I’ensemble des fonctions développement en série de Fourier est dense
dans L?(€2,), et comme lespace L?(f2,) est dense dans H 2(£2,)([16]) , alors I'ensemble
des fonctions développement en série de Fourier est dense dans H2(£,)([24]), donc on
va construire a partir de la transformation de Mellin et le fonction en série de Fourier, la

norme de H?(,) qu’on définit par :

si la fonction v développement en série de Fourier et donc :

o(p.0) =" eulp) exp(%”e)

nez

On définit une nouvelle norme de v, dans H2(),) par la formule

2
0 (0 +2) exp( ")

+oo
2
o120, / 2
nez |1+ |o + 2/ +[”’f]

dd¢ (4.1.2)

avec o =1 +i€.
1-Dans la définition (5.2), le facteur o+2 découle de la dérivée seconde de la transformée
de Mellin de la fonction v .

Et la relation suivant :

lull o = || (1 + €% + ¢ (4.1.3)

ou

u(&, Q) = /u(x,y)e_i&zydxdy (4.1.4)

R2
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On voit d’ailleurs ceci dans la relation (4.1.3), en remplacant m = 2.

2- le théoréme de Plancheral, qui affirme que la transformation de Fourier envoie 1’espace
L?(R?) sur lui méme, de plus c’est une isométrie c’est a dire [l p2rey = ([0l p2(gey - [28] - Et

en utilisant I’analogie entre la transformation de Mellin et celle de Fourier, on aura:

+00 ¢

ull e = //|u (1+ v, 0) dyde—/nu Ol d0 0 =1+iv  (4.15)

—oo 0

ou u est la transformée de Mellin de la fonction w.

La relation 4.1.5 est en quelque sorte I’équivalent du théoréme de Plancherel pour

la transformation de Mellin .

4.2 Démonstration de I’équivalence de cette norme avec

la norme uselle de H 2

Soient v et w deux fonctions développables en série de Fourier :

si v(p,0) = ch(p) exp(mlﬁ) et telle que : v = (14 & + k?)7'u (U désigne la
¥
nez

57 -1
transformation de Fourier de u ) et w = Z 1+ o427+ [%T] ] Cn(0+2) exp(mlﬁ)

¥
nez
on a d’aprés une proposition 4.2.2.1, v et w sont dans L*(,) et u est dans H ?(f,), et

donc d’apres le théoreme de Plancherel [32], et la proposition 4.2.2.1, on a :

lollz2 = 1| Bll72 = llullf---

m7r
La transformation de Mellin de v s’écrit : Z Cn(0) exp(—0).
nez
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Calculons maintenant la norme dans L2de la transformée de Mellin de la fonction v,

on aura en utilisant la formule 4.1.5, la relation suivante:

vl = //Z cn(0) exp %9)‘ dfdv = //Z|Cn )P dfdv, o =1+ iv

—00 0 —o0 0

On a la série de Fourier de la fonction v converge uniformément vers v, on applique alors

le théoréme de Fubini, d’oti on obtient la formule suivante:

v][3, = /Zycn ) dodv, o =1+ iv (4.2.1)

oo NEZ
On a
271 .
w = Z 1+ o +2P + {E] Cn(o+2) exp(me) (4.2.2)
neEZ ¥ v
d'ou |lw||?, = |lul|3_>. La fonction w peut s’écrire de la maniére suivante:
(o) = (202
w = 5Cn(0).

nez 1+ |o + 2> + [%f]

Avec Py(0) est un polyndéme du second degré de la variable o.

| (o) = (=22
L’expression: A(o) = sCn(0) est bornée par rapport aux
nez 1+ |o + 2> + [%]

variables o et 0, posons alors Ky = sup |A(0)|, on aura alors:

lolf < K3 (4.2.3)

19117

ou L2 désigne espace transformé par la transformation de Mellin de 'espace L*.Et

comme Hﬂ?“%g = ||ul|3,—2, on a donc finalement:
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lullr-= < KT Jloll72 (4.2.4)

4.3 Inégalité a priori et existence de la solution du

probléme adjoint

Pour étudier l'existence de la solution du probléme adjoint non perturbé (cas F(u) = 0)

le probleme suivant:

Pu=h dans Q,

(F7) (4.3.1)

u=20 sur I,

ou, P est 'opérateur adjoint de p*A c’est a dire P = (p*A)* et h € E_,(Q,).

On étudie P'existence de la solution dans I'espace E_,(€2,) en utilisant le lemme de Peetre
, donc pour montrer que I'image de P est fermée dans E_,(£2,) on établira une inégalité a

priori de type: il existe une constante K > 0 telle que:

lull g < K{lIPullp + llullg} (4.3.2)

On va appliquer le lemme de Peetre aux espaces:

E=1%0,) et F=E_o(Q)etG=H"Q,);

Donc toutes les hypothéses du lemme de Peetre sont vérifiées .

D’aprés la proposition (4.2.2.2) 'espaces E_,(€2,) muni la norme du graphe suivante :

1Pu] E_a() — ”Pu”H‘l(%) + H'O_aPuHH—Q(QW) (4.3.3)

39



Donc pour montrer que l'inégalité (4.3.2), il suffit compte tenu de 'inégalité

(4.3.3),d’¢tablir I'inégalité suivante: Il existe une constante K; > 0 telle que :

[l 20

< K {7 Pul s, + luls-sga, )} (134)

Aﬂ

4.3.1 Démonstration de I’inégalité:

Pour établir I'inégalité (4.3.2), on va utiliser la norme de H~%(),) définie par la relation

(4.1.2) et on aura :

. mnm o 2 —af o A Yk |12
si UZch(p)eXp(79) alors  [|p™*Pully 2,y = [lp”*(0"A) ully-2q,)

nez

B a—on (?] o,
o Pully s = [ [ 2 T (o) dvdt

o neL 1+|o—+2y +{

(o —ap = (27|

2 2\
1+o+2| +[%]

Posons: B(o,n) =

On vérifie que le terme B(o,n) est borné par rapport a o et n, sauf pour le cas

particulier » = 0 ol ce terme s’annule, ce cas sera étudié & part, on a donc:

lp= Pullfr> =
2
a —a)? — (%)2] U —a)® - (%)2
/ / | e (o) dud0+/ / | 16 (o)) duds
0 is1 n€L 1+ |o+2 +[%] 0 i1 m€Z 1+ o+ 2] +[%]

Pour le cas |v| > 1:
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on a B(o,n) est borné, donc il existe une constante C; > 0 telle que :

2

// —a)? - (go)]L 16 (o) dvdf >Cl//Z|n V2 dudo

n€z 1+|J—|—2| —I—[ nez

% 0 |Jv[>1
D’ou
—a 2
o Pully e, > / | Sl dvi.
0 |v|>1 nez
on applique la transformation de Mellin & 'opérateur p~*P on aura :

—~——

p=*Pu(c +2,0) = h(c + 2,6) et nous avons obtenu I'inégalité suivante :
~ 2
| +20)|  >cilaeols (4:3.5)
Ea A
Ou, E4 est lespace transformée de Mellin de H 2(f,), ou la variable o est dans
I'ensemble A = {0 € C avec Reoc =1et [Imo| > 1} et IZ est l'espace transformée de

Mellin de L*(9,) avec la variable o est dans A.

Pour le cas |[v| < 1:

—_—

on va raisonner directement sur p—Pu(c + 2,0) = h(o + 2,0) on obtient donc :

0*u

h(o +2,0) = e

(0,0) + (o0 — a)’U(o, 0) (4.3.6)

ou, c=1+1w avec -1 <v <1

il s’agit donc d’une équation différentielle ordonnaire du second ordre par rapport a la
variable 6, et dépendant d’un parametre complexe ¢ =1+1iv, avec —1 < v < 1,0n a donc:

(v,0) € [-1,1] x [0, ¢].

2~ ~
en posant w = o — « et on obtient a—;(a, 0) + w?u(c,0) =h .
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On utilise la théorie élémentaire des équations différentielles. Par résolution explicite, il

existe une constante Cy > 0 telle que :

2~ 2

”ﬂH%iB < Gy %(0,9) + w?t(o, 0)

Ep

on a le résultat désiré par résolution explicité de 1’équation (4.3.6),
d’oton a 3 Cy > 0 qui vérifie :

2

Hii(a 42, 9)( . 2 Calli(e,0)I; (4.3.7)

Ou, Ep est 'espace transformée de Mellin de H2(€2,), ou la variable o est dans la bande
B={oce€Cavec Red=1et Imo € [-1,1]}, et LNJQB est 1'espace transformée de Mellin de

L*(Q,) avec la variable o est dans la bande B.

En ajoutant (4.3.5) et (4.3.7), on obtient I'inégalité désirée. Par I'utilisation de la trans-
formation de Mellin inverse, on a donc I'inégalité souhaitée vérifiée, donc 3K > 0 telle

que:

lulloa,) < K {I1Pulls_ 0, + lulls-10,) }

Par application du lemme de Peetre, 'image de 'opérateur P est fermée dans E_,(€2,)

et son noyau est de dimension finie dans L*(£,).

on en déduit que le probléme(4.3.1) avec la condition de Dirichlet homogene admet au

moins une solution dans l'espace L?(£2,).

4.4 Etude de ’unicité de la solution

On va étudier 'unicité de la solution du probléme (4.1.1), et pour ceci étudie le noyau

du probléme perturbé puis non perturbé respectivement.
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Dans ce paragraphe, on se propose de calculer le noyau du probléme (4.3.1) avec la
condition de Dirichlet homogene dans I'espace L?(2,).

Les éléments du noyau du probléme (4.3.1), sont la solution du probléme suivant:

Pu=(p"A)u=0 dans
(P) = (A 2 e (4.4.1)

u=20 sur I',

On va traiter le cas général, on démontera la proposition suivante:

Le noyau du probléme (4.3.1) dans H ™(€,) avec m entier positif, dépend de m et de
¢ (ouverture de €,).

Preuve. Cherchons noyau probléme (5.11) dans H~™({2,) avec m entier positif,
il s’agit donc de résoudre dans H ™(€),), le probleme (5.22). Pour simplifier les calculs,

faisons le changement de variable suivant:

u=p “weH ",

0
On a: Pu=(p*A+ 204p0‘*18—p—|— a? p*~?)(p~w)

P(p~w) d(p~"w) & (p~w) d(p—"w)
Pu = fo" a—1 a—2 2 a—1 2 a—2
U {p —8p2 +p p +p 90 +2ap —ap +ap® pT%w
= 2ap* | —ap™tw + —adw +a2 _2w+a2 >+ (1—2a)p” 8_w+ _282—w+a2 2w
0%w LOw 282w
= — Tt —“— = Aw.
By +p p +p 202 w

Donec Pu = Aw, avec p~w € H"™(Q,), m € N, le probléme (4.4.1) se réduit a :
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Aw =0 dans Q, (1.4.2)
w=20 sur I'y, o

On aw e C®(Q,) soit 0 < p < p,
Pour résoudre le probléme (4.4.2) on utilisera la méthode de séparations de variables.

On pose w(p,d) = z(p)v(f) donc I'équation Aw = 0 dans (4.4.2) s’écrit:

"
,022 + pzl "

z (Y

la valeur commune des deux membres est une constante et on prend la constante égale

nm
a (—)? et on en déduit que :
2

la solution de I’équation différentielle (1) v(6) = C cos 70+ Casin 720 telle que €, Cy
sont des constantes arbitraires.
I'équation différentielle (2) est dite "équation d’Euler".

On cherche directement pour la résoudre, ses solutions sont sous la forme z = pF,

donc(2) vérifie 'équation déterminante |k(k — 1)+ k — (T)2 PP =0 (3) voir [12].
¥

' _ nw nm . .
L’équation (3) admet comme racines k; = — ou ks = ———, donc la solution générale

de 'équation d’Euler est z(p) = A pv + 4/p~ ¢ telle que X, i/'sont constantes arbitraires.
Alors la solution est w(p,0) = (A p» +p'p~ » )(C} cos o0+ Cysin 770) (4)

lorsque w(p,0) =0 on adonc C; =0
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I’équation (4) donnée par :

w(p,0) = Co(\ ps + 1/ p~ %) sin %”9 (4.4.3)

Posons: A= Co\, et = Cap', Péquation (5) doivent :
w(p,8) = N + pp~ % )sin g
¥

et par superposition on a donc :

nm _nm .onm
w(p,0) —Z [Anpv + pp v]sm?@

neN

Donc la solution générale du probléme (4.4.2) est de la forme :

w(p,0) =3 [)\np% + y,np‘%] sin %9 (4.4.4)

neN

puisque u = p~“w, la solution générale u du probléme (4.4.1) s’écrit :

u(p,0) =Y [}‘np‘(”% + g 0 | sin g
neN ¥

o, u=p “w,0<a<]l.
Si, on fait tendre p vers 0 en tenant compte du fait que v = p~*w dans H™(Q,), m € N,

la solution générale u du probléme (4.4.1) s’écrit :

u(p,0) = Ayp T sin %9 + ) pp % sin %9

neN neN
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_qnm o, . . . Y S
la solution réguliére est E Anp e sin %9 et la solution singuliére est E f,p” ¢ sin % .
neN neN

on constate que les coefficients p,, s’annulent & partir d’un certain rang ny = no(m) qui

dépend de m et de ¢ (car la solution générale (4.4.1) dépend de ¢). =

4.5 Etude du probléme adjoint perturbé

4.5.1 Cas de la condition de Dirichlet

On va calculer le noyau du probléme perturbé avec la condition de Dirichlet homogéne
dans Pespace L*(€2,) donc les éléments du noyau du probléme (4.3.6), sont solution du

probléme suivant:

Pu = (p*A + p*\)*u =0 dans 2
(P7) (o2 + ") : (4.5.1)
u=>0 sur [,

On va traiter le cas général, on démontera la proposition suivante.

le noyau du probléme (4.3.6) dans H " (f),) avec m entier positif, dépend de m et ¢
(ouverture de ).

Preuve. cherchons le noyau du probléme (4.3.6) dans H~"™(€),) avec m entier positif,

il s’agit donc de résoudre dans H~"™(€,), le probléme (4.5.2).

Pour simplifier les calculs, en faisons (comme pour le cas du probléme non perturbé) le

changement de variable suivant:
u=p “weH ™Q,).

On va de méme que le travail précédent on obtient le probléme suivant :
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Aw + Aw =0 dans Q, (45.2)

w=0 sur I'y,

On aw e C®(Q,) etsoit 0 < p < p,, pour résoudre le probleme (4.5.2) on utilise la

méthode de séparations des variables.

On pose w(p,d) = z(p)v(f) et on a donc 'équation Aw + Aw = 0 dans le probléme
(4.5.2)

s’écrit:
2, / "
z 4 pz v
v
nm
la valeur commune des deux membres est une constante, soit w? = (—)? et on a
¥
nm
v+ (—)?v =0 (7)
¥

22"+ p2 + (pPA — <”§>2>z —0 (8)

la solution de I'équation différentielle (7) est donnée par : v(0) = Cy cos 770 4 Cy sin 0.

telle que C7, Cs sont des constantes arbitraires .

I'équation différentielle (8) est dite "’équation différentielle de Bessel".

Cas A = > e R}

I’6quation différentielle de Bessel donné par :  p?z" + pz' + (p?u® — (%)2)2 =0 (9).

Pour cherchera la solution de cette équation, on va traiter deux cas :

Si n ¢ N clest a dire nr n’est pas entier, alors la solution générale de 1’équation de
Bessel (9) est : z(p) = )\J%(pu) + ,uJ_%(p,u) telle que A, ;1 sont des constantes arbitraires
et

Joz(pp) = ()% Z(_l) <%)2km

T(ZZ= +k+1)



J-ux (pp) est aussi solution de I’équation de Bessel (9).

J-nx (pp) est linéairement independent de Juz (pp) voir([3]) ,en particulier, on verifier

©
2 2
que Ji(pp) = ([ ——sinpp, Joi(pp) = |/ — cos pp.
TpH 2 Tpp

Donc la solution générale du probléme (4.5.3) avec la condition de Dirichlet homogene

est donnée par:  w(p,0) = Z [AnJ%(PM) + ,unj%ﬁ (ﬂ/ﬁ)} sin %Q

neN

D’ou, la solution générale de (4.5.2) est : u(p,8) = G}, ;4 G, telle que :

Z M%W g ZOO (=DF e Hon 1 . nm
ngk = [)‘n( r 0 ¥ Y a(_) pp ) Sin 0
neN 2% om0 k" 2 F(? +l€+1) @
M%W comanes (5P o o 1 . nm
G2 — E : o E o sin —@
n,k ~ [Mn(an P pr k! P (2) F(—Zﬂ' + L + 1)) ©

en tenant compte du fait que u = p~*w dans H"(§,),m € N.

On constate que les coefficients p,, s’annulent a partir d'un certain rang ng = ng(m)

qui dépend de m et de ¢.

Si “T € N st a dire tout entier, F(n—7T +n+1)= (n_w +n)! on adonc:
¥ ¥
ppyn= | 1 (=1)"  pH\ap,
Jnx = (— — 4+ . —— (= )"+ ...
2 (1) (2)¢ %!+ +n!(%—i—n)!(Q) *

Donc, la solution générale donnée par: z(p) = /\J%(pu) + pYuz (pp),telle que
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(1) €08 755 = J_se (o) o |
Yor (pp) = est une solution de I’équation de Bessel voir([3])

sin 2%
©

Donc de méme que le travail précédent, on constate que les coefficients p,, s’annulent a
partir d’un certain rang ng = ng(m) qui dépend de m et de ¢.

Cas A\ = —p? € R*

I’6quation différentielle donné par :  p?z" + pz’ — (p?u® + (E)Q)z =0  (10) est dite
¥

"équation de Bessel modifiée".
la solution de I’équation de Bessel modifiée (10) voir ([14]) que donnée dans deux cas:

nm nm
Si — ¢ N c’est a dire — n’est pas entier, alors la solution générale de (10) est donnée
¥ ¥

par:
2(pp) = Al (pp) + BI_nz(pp)

telle que 1 %w(pu) = Jus (ipp) est une solution de I'équation différentielle

” nm
PPz p2 = (PP + (?)2)2 =0
et A, B sont des constantes arbitraires.

Donc, on a de méme que le travail précédent on aura :

—a —a . nmw
U(p,Q)ZZ[Anp Lnz(pp) + Bpp™* Iz (ppr) Sm?@-

neN

On constate que les coefficients B,, s’annulent & partir d’un certain rang ngy = ng(m)

qui dépend de m et de .

Si % € N, c’est a dire tout entier est aussi la solution de ’équation de Bessel modifiée

z(p) = Al (pp) + BKxz (pp)
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telle que Kz (pp) = {L%(pu) — I%(pu)} .et donc la solution générale est

2 sin m2&
®

—Q — . nm
u(p,0) =Y [Anp Inz(pp) + Bup™ " Kz (pu)} sin ?9

neN

On constate que les coefficients B,, s’annulent & partir d’un certain rang ng = ng(m)

qui dépend de m et de . m

4.5.2 Cas de la condition de Neumann

Les éléments du noyau de probléme (4.3.7) sont solution du probléme suivant:

Pu =0 dans €,

P* 4.5.3
( <p) @ =0 surl, ( )

De méme que le travail de probléme de Dirichlet perturbé (4.3.4), on a :

Aw + Aw =0 dans Q,

ow (4.5.4)
an =0 sur I',\ {0}

Dans le cas de méme travail précédent lorsque A € R% et A € R .

Pour illustrer tout ceci simple on prend quelques exemples.

1- Pour m = 2 c’est a dire le cas de H2(€,,).donc Multiplions la fonction p~®~ ¢ sin o
par une fonction f(p,0) € H3(Q,) et intégrons deux fois par parties par rapport a la variable

p, on sait que p~®w € H2(Q,), donc p~ >~ sin 70 € H ().

On obtient alors :

¥ Po
/ / p % sin 20 f (p, 0) pdpd6 =
00
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df(p,0)

nm

0 0

¥ Po
Ce pour que l'intégral // p “ % sin 0 Fp,0)pdpdd existe, il faut que p*> "% sin =

00
> f(p,0)

5,2 €L*(Q,),et ceci est réalisé si la condition suivante:
0

appartient de L?({,),car

2¢
Si n <——, on a donc les trois cas suivant:
s

a)si p < g on an< 1, donc il n’y a pas de solution singuliére du probléme (4.4.1) dans

H2(0,)

b) si g <@ < mona n< 2, donc il y a une seule solution singuliére du probléme(4.4.1)
dans H%(Q,).

c)sim< ¢ < 2w ona n<4, doncily a trois solution singuliére du probléme (4.4.1)
dans H~%(Q,).

2- Pour m = 1, c’est a dire le cas de H~ ().

o 2 .
Par le méme procédé que pour le cas ot m = 2, la condition n <—S0 s’écrit n <£.
7r s

On distingue ici deux cas :

a) si ¢ < mwona n< ldoncil n'y a pas de solution singuliére du probléme(4.4.1) dans

HY(Q,).

b) si m < ¢ < 27, donc il n’y a une seule solution singuliére du probléme(4.4.1) dans
H(©,).
3- m =0, c’est a dire le cas de L*(Q,,).

2
Par le méme procédé que pour le cas ot m = 2 et m = 1 la condition n <—<’0 )
T

nmw
s’écrit — < —1. ce impossible, donc pour que u soit solution du probléme(4.4.1) , il faut

que les coefficients p,, soit nuls.
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Cas général:

Etude du noyau dans H ™(€),), avec m entier positif c’est & dire m > 2 la con-
2
dition n <—S0 généralisée s’écrit: n < f(m + 1 — ), d’ou il existe un rang n,,, . =
E f(m +1—a)| +1 et telle qu’a partir de ce rang, les coefficients p,, sont identiquement
T

nuls .

4.6 Extension de I’étude du probléme et de son adjoint

dans le polygone plan

On se propose d’étendre 1'étude de probléme (2.5.1) au polygone tout entier ce probléme

s’écrit :

Ap)Au=Xp)f =h dans Q

(P) (4.6.1)
Bu=0 sur I'

B est opérateur d’ordre 0 ou 1, qui représente la condition de Dirichlet ou celle de
Neumann.

On étudie ce probléme dans un secteur cette étude sont de modéle et elle valable sur

tout secteur Q%_ d’ouverture ¢; qui est un des angles de (2,pour étudier cette ¢tude a €2, on

utilise une partition de I'unité de celui ci :

Soit (1, un secteur plan infini d’ouverture ¢;, j = 1,2,...... N telle que N est le

nombre des sommets de ().

Soit (w;) j=1,2,....., N, une partition de I'unité de la classe C*°(£2) du polygone

qui isole chacun des sommets S; pour j =1,2,....., V.

S; étant le sommet de I'angle d’ouverture ;, j=1,2,.....

Soit w; une fonction de troncature qui est définie de telle sorte qu’au voisinage du

sommet S;, j =1,2,....., N elle vaut 1, et est nulle ailleurs, c’est a dire:
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1 dans V/(S;) N €,
0 dans Q\V(S;) N Q,,

’U)j:

N N
Soit : X+ ) w; =1, X est une fonction troncature sur 2 et comme ) w; = 1,
j=1 j=1
alors la fonction troncature X est définie par:

0 sur V/(S;) N Qy,

X —
1 osur - Q\V(S;) NGy,
N N N N
alorsona u=Xu+ > u; car Y wj=letu= )Y wju=>) u; tellequeu; =w;u
Jj=1 J=0 J=0 j=0

pour 7 =0,1,2,....., N.
Les fonctions u; sont & support compact, en chaque sommet S;.

On a dans le cas du probléme direct, respectivement défini dans €2 par :

Ap)A(Xu+ f} u;) = Ap)f dans Q
(P) vy (4.6.2)
B(Xu+ ) u;)=0 sur '

respectivement,

(P) =t (4.6.3)

Posons : ¥ = Xwu on a le probléme suivant :

AP)AY + A(P)A(Y u;) = Ap)f dans
(P) N =1 (4.6.4)
BU 4+ B(> u;)=0 sur I'

Jj=1



Aux voisinages des sommets S}, le probleme (4.6.4) s’écrit :

N
AR w) =S = b dans UY, (2, 1V(S)
J:

(Py) N (4.6.5)
B(> uj)=0 sur UY, Ty,

J=1

En isolant chaque sommet .S; du polygone on obtient le probléme défini au voisinage de

chaque sommet S; , j =1,2,....., N comme suit:

p*Auj = p*f =h dans Qg

(P,) (4.6.6)

Bu; =0 sur Iy,

Les fonctions u; sont a support compact dans £, .

U est une fonction définie dans un ouvert régulier O (qui est en fait le polygone privés

des voisinages de ses sommets) telle que:

O =0UL; Q, N {p\p1 < p < pi}et Oy = QUL Qp N {p\p > po}-

) . . v, sur O
Ici la fonction ¥ est définie par : W =
Uy sur Os
on a donc :
d(p)AV; =0(p)f dans Oy (4.6.7)
BY, =0 sur I'o,
et
AV, = f dans O
2 =f ? (4.6.8)
BV =0 sur Do,
posons :
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Q. ={(p,0)\0<p<p,0<b<p<2n}.

Q2 = {(p,0)\p1 < p < py,0<8<p< 27}

03 ={(p,0)\p > p2, 0 <0 < ¢ < 27}

telle que p, assez petit avec p, assez grand .

Or, Q=0 UuQuUQ .

les probleémes (4.6.7) et (4.6.8) sont définis dans un domaine régulier, de plus c’est un
probléme auto- adjoint, son étude est totalement classique et ses résultats son connus donc

les inégalités & priori relatives a les problémes sont vérifiées.

1l existe une constante K strictement positive telle que les inégalités suivantes :
VU PN Wl < Ko {INAAY ]+ 9] (16.9)
sont vérifiées.

Au voisinage de chaque sommet de S; de ©Q, j =1,2,....., N, on a étudié au voisinage

de chaque sommet de .S; .

pour j=1,... N,

||u||Ea(Q¢j) < Ky, {HPQA“J'HH(Q%) + ||uj||H1(Q¢,j)} - (4.6.10)

Donc, de (4.6.9) et (4.6.10) on déduit que pour j =0,1,....,N.on a:
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lulla,, ) < Ke, {IA)AU e, ) + N5l 5o, ) } (4.6.11)

ou :
4 E, o pour la condition de Dirichlet
E, pour la condition de Neumann
H; pour la condition de Dirichlet
et B =

H' pour la condition de Neumann

telle que A pour E, au voisinage de chaque sommet, et pour H? par ailleurs de les

sommets (I'ouvert de réguliére).

En ajoutant toutes ces inégalités, (la sommation se fait sur j, (j = 0,1,2,...... N )
et I'inégalité relative a 'ouvert O, et en prenant la maximum de toutes les constantes, on

obtient une inégalité valable sur tout le polygone €2 c’est & dire on obtient I'inégalité suivante:

12050y < Duve {IAOAZ 20y + 1Z g} (46.12)
avec:
pt st O0<p<p,0<a<l
Ap) =19 o(p) si p<p<p,
L st p=py
et
u dans Q\O
7 —
¥ dans O

telle que D est le maximum de toutes les constantes.

La méme démarche sera suivie pour le probléme adjoint.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probléme elliptique posé dans un domaine plan
a frontiére polygonale, ainsi que son probléme adjoint associé. Pour monter les difficultés
lites & la géométrie non réguliere du domaine, notamment prés des sommets, nous avons
introduit des fonctions poids et des espaces fonctionnels adaptés. Dans la premiére partie,
nous avons présenté les outils théoriques nécessaires, en particulier les espaces de Sobolev
avec poids, la transformation de Mellin et la formule de Green. Ces éléments nous ont
permis de formuler rigoureusement le probléme dans un cadre compatible avec la géométrie
du domaine. Ensuite, nous avons étudié le probléme elliptique dans un secteur plan infini
représentant un angle du polygone, ce qui a simplifié les calculs. En utilisant une fonction
poids appropriée et le lemme de Peetre, nous avons établi une inégalité & priori et démontré
I’existence et I'unicité de la solution dans ’espace fonctionnel convenable choisi. La deuxiéme
partie a été consacrée a I’étude du probléme adjoint. Aprés avoir déterminé la forme explicite
de lopérateur adjoint a ’aide de la formule de Green, nous avons analysé des théoriques
I’espace dual correspondant. Cela nous a permis de prouver, sous une nouvelle norme définie
dans H 2, l'existence et I'unicité de la solution du probléme adjoint, tout les propriétés de
compacité. En conclusion, ce travail a mis en évidence des méthodes d’analyse fonctionnelle
pour traiter des équations aux dérivées partielles sur des domaines a géométrie non réguliere.
Il ouvre également des perspectives intéressantes pour 1’étude de problémes plus complexes,

notamment ceux avec des conditions aux limites variées ou des opérateurs d’ordre supérieur.
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