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Introduction générale

L’étude du comportement des systémes dynamiques décrits par des équations aux déri-
vées partielles (EDP) couplées constitue I'un des domaines les plus prolifiques des ma-
thématiques appliquées. Ces systémes sont essentiels pour la modélisation de structures
d’ingénierie complexes, telles que les ponts suspendus. L’objectif fondamental de I’analyse
mathématique de ces structures est de garantir leur stabilité et de prévenir les phénomeénes
de résonance mécanique. Historiquement, I’effondrement du pont de Tacoma Narrows en
1940 a démontré que les oscillations non linéaires pouvaient mener a des ruptures structu-

relles catastrophiques, soulignant ainsi la nécessité de modéles mathématiques rigoureux.

La modélisation des ponts suspendus a connu une évolution majeure depuis les travaux
de Lazer et McKenna [10]. IIs ont introduit un modéle non linéaire capturant Ueffet de
"non-linéarité sautante" (jumping nonlinearity), o les cébles de suspension n’agissent
que lorsqu’ils sont étirés. Ce modéle pionnier a ouvert la voie a I’étude des systémes
couplés, reliant ’équation d’une corde (représentant le cable principal) a celle d’une poutre

(représentant le tablier).

Parallélement, la recherche de modéles de tabliers plus réalistes a mené a 'utilisation de
la théorie des poutres laminées (Laminated Beams). Introduit par Hansen et Spies [5], ce
modéle décrit une structure composée de deux couches liées par un adhésif, permettant
un glissement interfacial (s). Cette caractéristique structurelle introduit un mécanisme
intrinséque de dissipation d’énergie. En 2005, Wang [7] et ses collaborateurs ont établi
que 'amortissement par glissement seul est souvent insuffisant pour assurer la stabi-
lité exponentielle, motivant 1’ajout de mécanismes de dissipation supplémentaires comme

I'amortissement par frottement, étudié par Raposo [6].

La problématique centrale de ce mémoire réside dans ’analyse d’un systéme hybride
récemment proposé par Raposo [11]. Ce modéle couple un cable de suspension avec un
tablier modélisé par une poutre laminée a deux couches, sous I’action d’un amortissement
par frottement distribué. La question scientifique majeure est de déterminer si ce couplage
complexe, incluant les dynamiques de glissement interne, permet d’atteindre une stabilité

exponentielle de I'énergie totale du systéme.



Pour traiter cette problématique, nous adoptons une approche basée sur 1’analyse fonc-
tionnelle et la théorie des opérateurs. La méthodologie suivie s’articule autour de deux
axes principaux : En s’appuyant sur I’analyse fonctionnelle et la théorie des opérateurs, ce
travail démontre rigoureusement ’existence et 'unicité de la solution (well-posedness) par
le théoréme de Lumer-Phillips (génération d’un semi-groupe de contractions), puis établit
sa stabilité exponentielle via 'approche spectrale du théoréme de Gearhart-Huang-Priiss.
La structure du manuscrit guide le lecteur a travers les concepts fondamentaux (Chapitre
1) et I’étude d’un systéme d’application simple (Chapitre 2), avant de déployer I'analyse

mathématique compléte du pont suspendu a tablier laminé (Chapitre 3).



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions de certains espaces ainsi que les théorémes

fondamentaux que nous avons exploités tout au long de ce travail.

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. [1] Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit

scalaire (-,-) qui est complet pour la norme associée |u| = (u,u)'/2.

Dans la suite de ce travail, H désignera systématiquement un espace de Hilbert.

1.2 Les espaces de Sobolev

1.2.1 Espace de Sobolev W!(])

Soit I =|0, L] un intervalle de R (borné ou non).

Définition 1.2.1. [1| Pour tout réel p tel que 1 < p < oo, on définit 'espace LP(I) par

LP(I) = {f:]%Rmesurable ;/|f(x)|pdx< oo}.
I



On note la norme de cet espace par

1/p
| fllzery = (/llf(a:)]” dx) .

Pour le cas particulier p = 2, on obtient 1'espace L?*(I), qui est 'ensemble des fonctions

dont le carré est intégrable

L*(I) = {f : I — R mesurable ,/|f(x)|2dx < oo}
I

On définit également ’espace L>°(I) par
L*(I)={f:I — R mesurable ; 3C > 0 tel que |f(z)| < C p.p. sur I},
muni de la norme
| fllzee(ry = inf {C >0 |f(z)] < C p.p.sur I}.
On vérifiera ultérieurement que || - ||zr(r) €t || - || oo (jo,2)) définissent bien des normes.
Définition 1.2.2. [1] Pour 1 < p < oo, I'espace de Sobolev W1P(I) est défini par
Whe(I) = {u € LP(I);dg € LP(I) tel que /()u(a:)ap’(x) dr = —/()g(x)gp(a:) dz, Vo € C’CI(I)} .
I I

On pose H'(I) = W2(I). Pour une fonction u € W'?(I), on note u' = g (la dérivée
faible de ).

1.2.2 Espaces de Sobolev W™P(])

Soit m > 2 un entier et 1 < p < oo.

Définition 1.2.3 ([1]). On définit 'espace WP (I) par récurrence

W) = {u e W HP(I) ;0" € W HP(I)} .



On pose également H™(I) = W™?(I).

1.3 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes jouent un role fondamental dans les estimations d’énergie

1.3.1 Inégalité de Young

Soient 1 < p,q < oo tels que i + % = 1. Alors, pour tous a,b > 0, on a

1.3.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit H un espace de Hilbert. Pour tous u,v € H, on a
[ 0)] < (u, )P o, o),
ou encore

[(w, )| < [lullal[ol] -

1.3.3 Inégalité de Poincaré

On suppose que I est un ouvert borné de R. Alors, pour tout 1 < p < oo, il existe une

constante C' > 0 (dépendant de I et de p) telle que

llliot < ClIVullzoy,  Vu € Wa(D).



1.3.4 Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Soient n € N*, j et m deux entiers tels que 0 < j < m. Soient 1 < ¢, < o0 et a € [j/m,1].

On définit p € [1, 00| par la relation suivante :

1 ) 1 m 1
—:l+a<———)+(1—a)—.
p n r

n q

Alors, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € C°(R) (ou u € LY(R) tel que
D™y € L"(R)), on a

1D7ullzr < CIID™ullg [l 72"

1.4 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.4.1 ([1]). Soit H un espace de Hilbert. Une forme bilinéaire a : H x H — R
est dite

(i) continue, s'il existe une constante C' > 0 telle que
|a(u, v)| < Cllullullvllm,  Vu,ve H.
(ii) coercive, s'il existe una constante a > 0 telle que

av,0) > afjolf}y, Vo€ H.

Théoréme 1.4.1 (Lax-Milgram [1]). Soit a une forme bilinéaire continue et coercive sur

H. Pour toute forme linéaire continue f sur H, il existe un unique élément u € H tel que

a(u,v) = f(v), Yve€ H.



1.5 Série de Neumann

Théoréme 1.5.1 (|2]). Considérons un opérateur 7' € £(X) dans un espace de Banach

X. Si ||T)| < 1, alors I'opérateur (I — T') est inversible et son inverse est donné par

n=0

Démonstration. Puisque X est un espace de Banach, ’espace des opérateurs linéaires bor-

nés L£(X) (ou B(X)) muni de la norme d’opérateurs est également un espace de Banach.

L’hypothese ||T]| < 1 implique que la série numérique géométrique > - ||| est conver-

gente, et sa somme est donnée par

17" =
Z HTH

De plus, pour tout n € N, on sait que la norme du produit d’opérateurs vérifie la propriété

sous-multiplicative suivante
1| < [[T]]"

2 s 00 n . - . p
Par conséquent, la série ) >  ||7"| converge par comparaison avec une série géomé-
trique convergente. Comme L£(X) est un espace complet (Banach), toute série absolu-
ment convergente y est convergente. Ainsi, la série d’opérateurs Y~ T converge vers

un opérateur limite que l'on note S € L(X)
S=> 1"
n=0

Pour démontrer que S est 'inverse de (I —T'), considérons la suite des sommes partielles

(Sk)ren définie par

k
Sk:ZT”:I+T+T2+-.-+Tk.

n=0



En multipliant Sy par U'opérateur (I —7") & gauche, nous obtenons une somme télescopique
(I-T)S,=(I-T)YI+T+T*+ - +T" =1-T".
Estimons maintenant la distance en norme entre (I — T')Sj et 'opérateur identité I :
I = T)S, — 11| = | = T*1]| = [ T*H1]) < T+,
Puisque ||T|| < 1, il s’ensuit que limy_ ., || T]|*** = 0, ce qui donne immédiatement,
kll)rgo(f —T)Sk = 1.

L’opérateur (I — T') étant linéaire et borné, il est continu. On peut donc intervertir la

limite et 'opérateur

(I-T)S=(I—-T) (lim 5k> = lim (I — T)Sy = I.

k—o0 k—o0

De la méme maniére, en multipliant par Si a droite, on a
Se(I =T)=1-T""
ce qui implique par passage a la limite que
SUI-T)=1.

Puisque (I —T)S = S(I —T') = I, nous concluons que l'opérateur (I — T') est inversible,

et son inverse unique est donné par la série de Neumann

(I-T)'=8= iT”.
n=0



1.6 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.6.1 (|3]). On appelle semi-groupe fortement continu (ou Cy-semi-groupe)
sur un espace de Banach Y, une famille (S(t));>o d’opérateurs linéaires bornés sur Y qui

vérifie les propriétés suivantes
(i) S(t1 +ta) = S(t1)S(t2), Viti,ta =0,
(i) S(0) =1,
(iii) tl_i)r[% |IS(t)x — x|y =0, VzeY.

Pour un tel semi-groupe (S(t))s0, le générateur infinitésimal A est 'opérateur défini par

Ay — Ly Sz —a

h—0+ h ’
son domaine D(A) est 'ensemble des éléments x € Y pour lesquels cette limite existe

S(h)x —x

h—0t

D(A) = {x €Y ; lim existe dans Y} :

1.6.1 Théoréme de Lumer-Phillips

Définition 1.6.2 (]3]). Soit H un espace de Hilbert. On dit qu'un opérateur A de domaine
dense D(A) est dissipatif si

Re (Az,xz)y% <0, Vze D(A).

Théoréme 1.6.1 (Lumer-Phillips [3]). Si A est un opérateur dissipatif sur # et s'il existe

Ao > 0 tel que Im(AgI — A) = H, alors A engendre un Cy-semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.6.2 (Lumer-Phillips [3]). Soit A un opérateur de domaine dense D(A) C H.
Si A est dissipatif et 0 € p(A), alors A engendre un Cy-semi-groupe de contractions sur

H.

Démonstration. Supposons que 0 € p(A). Par définition de I'ensemble résolvant p(A),
l'opérateur —A (et donc A) est inversible d'un domaine dense D(A) dans H, et son

inverse A™! : H — H est un opérateur linéaire borné, c’est-a-dire ||A7!|| < oo.

9



Pour montrer que A engendre un Cy-semi-groupe de contractions, nous allons utiliser le
théoréme de Lumer-Phillips en établissant qu’il existe un réel Ag > 0 tel que 'opérateur

(Aol — A) soit surjectif, soit Im(A\gI — A) = H.
Pour tout A > 0, nous pouvons factoriser 'opérateur (Al — A) sous la forme suivante
M—A=—A(I-2A"Y).

D’aprés le théoréme du point fixe de Banach (ou la théorie de la série de Neumann),
l'opérateur du type (I — T) est inversible dans £(#) si [|T|| < 1. En posant T = AA™1,

cette condition de contraction devient

IMATY = AJA7Y <1 = 0< A<

1 _1y—
A~ A

Ainsi, pour toute valeur de A choisie dans cet intervalle, lopérateur (I — AA™!) est inver-
sible et son inverse est borné. Puisque 'opérateur A est également inversible, le produit
de ces deux opérateurs inversibles est inversible. Par conséquent, 'opérateur (A — A) est

inversible, ce qui implique en particulier qu’il est surjectif
Im(A] — A)=H, VYAe]o, A7

En choisissant une valeur particuliere \q dans cet intervalle, et sachant que 'opérateur
A est par hypothése dissipatif avec un domaine dense D(A), toutes les conditions du
théoréme de Lumer-Phillips sont satisfaites. Nous concluons alors que A engendre un

Co-semi-groupe de contractions sur ’espace de Hilbert H. O

1.7 Stabilité exponentielle

Définition 1.7.1 ([3]). On dit que le Cy-semi-groupe (S(t))=o est exponentiellement

stable s’il existe deux constantes M > 1 et o > 0 tels que

1Sl ey < Me™, Vit = 0.

10



Théoréme 1.7.1 (Gearhart [3]). Soit (S(t))i=0 = (e)s=0 un Cp-semi-groupe de contrac-
tions sur un espace de Hilbert H. Alors, (S(t));>0 est exponentiellement stable si et seule-

ment si les deux conditions suivantes sont satisfaites
(i) iR = {if ; # € R} C p(A),

(i) limsup ||(iB1 — .A)*IHE(H) < 0.

8|00

11



Chapitre 2

Etude du comportement asymptotique

d’un modéle préliminaire

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’'un modéle simple, dans lequel nous établissons 1’exis-

tence, I'unicité ainsi que la stabilité exponentielle de la solution.

Pour commencer, on considére le systéme suivant

Ut — A Ugy +79:B = 07
2.1)

009t + Y Uzt — ke:t::): = O,
associé aux conditions aux limites de Dirichlet homogénes suivantes

u(0,) = 0(0, 1) = 0,
u(L,t) = 0(L,t) = 0.

Pour transformer le systéme du second ordre en un systéme du premier ordre, on définit

la variable vitesse suivante

Uy = 0.

12



Ainsi, le vecteur d’état est donné par
U = (u,v,0)".

On écrit alors ce systéme du premier ordre sous la forme suivante

4

Uy = 0,
Vg = QUgy _79x7

k
9t = _lvx + _ex:p
\ Co Co

On peut alors représenter ce systéme sous la forme matricielle U; = AU, ou I'opérateur

A est défini par

0 1 0
A=|ad,, 0 —~0,
0 =20, L0,

Le domaine de A est
D(A) = (H* N Hy) x Hy x (H*N Hy)
Le systéme complet se réduit & un probléme de Cauchy sous la forma suivante

Ut:AU, t>0,

Le produit scalaire dans L?(0, L) est défini par
L
(19)= [ f@3g()de. ¥hge *0.L),
0

et la norme associée est donnée par || f||*> = (f, f).

En multipliant les équations du systéme par les fonctions de test respectives @ et 6, puis

13



en intégrant sur (0, L), on obtient
L
/ (v — @ Ugy +v0,) vdr =0, (2.2)
0
L —
/ (coby + vy — kOyp) O dx = 0. (2.3)
0
En additionnant (2.2) et (2.3), on obtient
L — — —
/ (vtz_) — AUy Up + Y0, U+ 000+ v, 0 — keme) dx = 0.
0

Par intégration par parties, On obtient

1d

L L
5T ([[v]]* + allug|* + coll€])*) —|—k:H0xH2+’y/ vadx—l—’y/ v.0dz = 0.
0 0

En utilisant lintégration par parties sur le terme [v,0, on a [v,0 = — [vf,.

D’ou l'identité de 1’énergie

E(t) = 5 (lull® + alluz|* + coll0]%) -

N | —

Sa dérivée par rapport au temps est

d L L L
—E(t) = —k/ ]9x\2dx—fy/ 9x17dx—|—fy/ 00, dz.
dt 0 0 0

2.1 Existence et unicité

Pour ce faire, on définit sur 'espace d’énergie H le produit scalaire suivant
L — — =~
(U, U)y = / (aumﬂm —l—vﬁ—l—cOHé’) dx,
0
ot 'espace H est défini par

H = H;(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L).

14



Pour démontrer I'existence et 1'unicité de la solution du probléme, on s’appuie sur le

théoréme classique de Lumer-Phillips

Théoréme 2.1.1 (Lumer-Phillips [3]). Soit A un opérateur & domaine dense D(A) C H.
Si A est dissipatif et s’il existe Ay > 0 (ou Ag = 0) tel que Aol —.A soit surjectif (c’est-a-dire

0 € p(A)), alors A engendre un Cy-semi-groupe de contractions sur H.
Lemme 2.1.1. L’opérateur A (dissipatif) sur H, c’est-a-dire que pour tout U € D(A),
on a

Re(AU,U)g < 0.

Démonstration. Soit U = (u,v,0)" € D(A). Par définition de I'opérateur A et en utilisant

la relation U; = AU, on écrit

()

AU: auxm_fygz

_l (% + — exx
Co Co

Pour démontrer la dissipativité de A, on calcule le produit scalaire suivant

L L L N 2 B
<AU,U>H:/ avxuxdx—f—/ (aum—v&j)vdx—l—/ o (——vx+—9m>9dx.
0 0 0

Co Co

En développant 1’expression, on obtient

L L L L L
(.AU,U)H:/ avmﬂmdx—i—/ aumf)da:—v/ «9$17da:—7/ vxedx—i—k:/ 0.0 dx.
0 0 0 0 0

En appliquant l'intégration par parties et en tenant compte des conditions aux limites

homogénes, on obtient les égalités suivantes

L L
/ AUpy Vdr = —/ a Uy Uy dr,
0 0
L - L
k/ 0,0 dr = —k:/ 10, |* d.
0 0

15



En rassemblant ces résultats, il vient

L L L
(AU, U) :a/ (vwﬂw—um@m)dx—l—y/ (Ue_m—@wz_)) dq;—k‘/ 10, |* d.
0 0 0

En appliquant les propriétés des parties réelles et imaginaires, avec z = v, @, et w = v,

on utilise les relations z — z = 2ilm(z) et w — w = 2iIm(w). Par conséquent, on obtient
L L
Re(AU,U)y = Re (/ a(2i]m(z))dx) + Re </ W(Zilm(w))dx) — k|6,
0 0
En utilisant le fait que Re(iIm(w)) = 0 et Re(iIm(z)) = 0, on obtient
Re(AU,U)y = —kl||6,]|> < 0.

Ce résultat confirme que 'opérateur A est dissipatif.

Lemme 2.1.2. L’opérateur A est maximal, ¢’est-a-dire 0 € p(A).

Démonstration. Pour démontrer que 0 € p(.A), on résout I’équation — AU = F dans H.

Pour F = (f*, 2, f3)T € H, on obtient le systéme suivant

(

—v = f! dans H}(0, L),

—AUyy +v0, = f2 dans L*(0, L), (2.4)

lvw — E Ope = f2 dans L*(0, L).

\ €0 Co

De la relation v = — f! avec f! € H}(0, L), on obtient immédiatement
v e Hy(0,L).
En substituant la valeur de v dans (2.4)3, on arrive a

_aux:c"f"ye;t = f27

k
Co Co
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Comme f3 € L*(0,L) et f* € HL(0, L), alors f} € L?(0, L), d’ou

g€ L*0,L).
La deuxiéme équation de (2.5) s’écrit
k 2
——0,, =g dans L*(0,L).
Co

Par la régularité elliptique en dimension un et les conditions aux limites satisfaites par 6,

on obtient
0 € H*(0,L)N Hy(0,L).
En reportant cette régularité dans la premiére équation de (2.5), on a
—AUgy = f* — V05
Or f2e€ L*0,L) et 0, € L*(0, L), donc
Uge € L*(0,L).
Comme u € Hj(0, L), il vient
u € H*(0,L)N H(0,L).
Finalement,
u € H*(0,L)N H(0,L), ve Hy (0, L), 0 € H*(0, L),
ce qui montre que
(u,v,0) € D(A).

Ainsi, Ran(/ — A) = H. Comme A est dissipatif, le théoréme de Lumer—Phillips implique

que A engendre un semi-groupe de contractions fortement continu sur H. Enfin, le théo-
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réme de Lumer-Phillips garantit 1'existence et 'unicité de la solution forte du systéme, ce

qui achéve la démonstration. O

2.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 2.2.1 (Gearhart-Priiss). Soit S(t) = e un Cy-semi-groupe de contractions
sur un espace de Hilbert H. Le semi-groupe S(t) est exponentiellement stable si et seule-

ment si les deux conditions suivantes sont vérifiées

iR C p(A) et sup| (@Bl — A)_lHL(H) < 0.
BeER

Lemme 2.2.1. Si 0 € p(A), alors il existe un voisinage de l'origine sur I’axe imaginaire

contenu dans p(A). C’est-a-dire

{@)\ € iR ’ IA] < A 1”} p(A).

Démonstration. Pour commencer, on vérifie que l'opérateur (iAI — A) admet un inverse
borné. Puisque A est inversible (0 € p(A)), on peut factoriser I’expression sous la forme

suivante
iN—A=A(NAT —T)=—-A(I —iXAT").

D’aprés le théoréme de la série de Neumann, si 7' € L(H) avec ||T']| < 1, alors 'opérateur

(I —T) est inversible dans L(H).

En posant T = iAA™!, inversibilité de (I — T') est assurée dés que

T = idA=H = Al AT < 1,

18



ce qui équivaut a

PP p—
[ A=

Ce qui signifie que

1 1
AeE | — , )
} [ IIA—IH{

Par conséquent, 'opérateur (¢A\] —.A) est inversible pour toutes les valeurs de A satisfaisant

la condition précédente. D’ou

1 1
iAeiR‘Ae]— : HCp(A).
{ A= A
Pour la deuxiéme partie, soit
sup {[|(iA] — A) M|, Al < AT = M < oo

Pour |\| < || A7!|7!, Iidentité suivante est satisfaite en ajoutant et retranchant le terme

iAol
i — A =i — A+idg] —iNo].
En regroupant les termes de maniére appropriée, cette expression se réécrit sous la forme
i — A= (iN —iXo]) + (iNg] — A).
D’oiul, en mettant 'opérateur identité I en facteur, il vient
i — A= (iNg] — A) +i(A— Xo)I.
En mettant (iA\o/ — A) en facteur, il vient

i — A= (X — A) [T+ (iX —iXo)(iNo] — A)7'].
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L’inversibilité de (iAI — A) se réduit a celle du terme
T4 i(A— o) (il — A) L.

D’apreés le lemme de Neumann, il vient

(X — iXo) (il — A) 7Y < 1.
D’otu la condition sur les modules

A= Xo| - [[(iA] — A7 < L.
Par la borne supérieure M.

A= Xo| ssup [|(idg —A) 7 <1 = [A—Xo|- M < 1.
En utilisant I'inégalité triangulaire inverse, on a |A| — [Ag| < |A — Ag|. On obtient alors
A= Dol < 5
Par conséquent, on peut définir un nouveau domaine pour \ restreint par la condition
1

A< Dol + 72

En choisissant spécifiquement Ay tel que |Ao| < [ A7Y|71, il vient

donc [I — (A — Xg)(i\gI — A)7!] est inversible pour A appartenant a l'intervalle suivant
ANEJ=MTE— AT M AT
Ainsi

{ivxe =M= — AT M7+ AT € p(A).
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Par prolongement, on a

sup {[GAT — A, A < A1} = M < o0,
Par ’absurde, supposons que

sup {[|(iA] — A) 7' | AR, A > A7} = .
Alors, il existe w € R tel que || A7!|™! < |w| < oo vérifiant

{A I < Jwl} € p(A) et sup {[|(GAT = A)7H| | [A] < |w|} = oo
Il existe donc une suite (\") C R telle que
ANt = w avec || < |w].
Par conséquent, il existe une suite d’éléments (U™) C D(A) avec ||[U"||y = 1 telle que
@A — A)U"|[%y — 0 (n — 00).

En utilisant la définition de l'opérateur A, le systéme suivant est obtenu

iN'u" — " — 0 dans Hy(0,1), (2.6)
iN'" — ! +~40" — 0 dans L*(0, 1), (2.7)
iN"0" — KOT, + o — 0 dans L*(0,1). (2.8)

En prenant la partie réelle du produit scalaire de (iA"I — A)U™ avec U™ dans H, il vient
Re((@iA"I — A)U",U")3y — 0.
Ce qui donne directement

Re((iA"] — A)U™, U™y = K||02]|22 — 0.
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D’aprés I'inégalité de Poincaré, il existe une constante C' > 0 telle que
107[| 2 < CNl07 1] >

Puisque ||07||z2 — 0, il s’ensuit que ||6™]| ;2 — 0.

Par ailleurs, d’aprés 1’équation (2.8), il est rappelé que
iN'O" — kO 4+ ~yv" — 0 dans L*(0, 1).

En intégrant cette expression de 0 &  (pour z € [0,1]) et en utilisant la condition au

bord v™(0) = 0, on obtient
i)x”/ 0" (y) dy — k0% (x) + k0 (0) + yv" () — 0 uniformément sur [0, 1].
0

Puisque §" — 0 faiblement ou fortement dans L?(0, 1) (par application de I'inégalité de
Poincaré) et 67(0) est bornée, 'analyse asymptotique des termes montre que, par passage

a la limite, le terme en v" devient prépondérant. Ce qui conduit &
w(x) — 0 = v"™ — 0 dans L*(0,1).
Enfin, en utilisant 1’équation (2.6) ou iA"u™ — v™ — 0, il est déduit que
u” — 0 dans L*(0,1).

Pour justifier 'annulation des termes aux bords, I'inégalité d’interpolation de Gagliardo-

Nirenberg est utilisée
1D?0ulle < CID™ G070 160l 2"-
En fixant les parameétres j =1, p=o00, m =2, r =2 et ¢ = 2, il vient

1631l < ClIOZ M7= 1100 12"
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Le parameétre a est déterminé par la relation suivante

l—j:a(%—m)—i—(l—a)é — O—lza(%—Q)—F(l—a)%.

p

Ce qui donne
3 3
~l=—-——a+-—--a = —-=-2a = a=7.
L’inégalité devient alors

n n 113/4 1/4
167z < CllO2 121 104]115

En effectuant le produit scalaire de (2.7) avec u,, dans L*(0, 1), il vient
(A" —ur, + 400, u") 2 — 0.
Une intégration par parties donne
! 1 1
i/\"/ V" dr — [ula", + / lul|? d + 7/ 0" de — 0.
0 0 0

Les conditions aux limites «"(0) = u™(1) = 0 annulent le terme de bord. En passant a la
partie réelle, on obtient ||u”||2, — 0. Ainsi, par l'inégalité de Poincaré, u" — 0 dans
L*(0,1). Par conséquent, comme (u™,v", ") — (0,0, 0), cela implique que ||U"||z — 0,
ce qui contredit I'hypothése initiale ||U"| g = 1.

Finalement, on a U" — 0 dans H, ce qui implique
iR C p(A).

]

Lemme 2.2.2. Le résolvant de 'opérateur A est uniformément borné sur ’axe imaginaire.

En d’autres termes, la condition suivante est satisfaite

limsup || (A — A) ™| £y < 0.

[A| =00
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Démonstration. Supposons par 'absurde que
limsup ||(iA] — A) Y|z = o0

[A| =00

Alors, il existe une suite de réels (A") avec |\"| — oo et une suite d’éléments U™ € D(.A)

telles que

WUl =1 et [[(GA"] —A)U"||5 — 0.

En prenant la partie réelle du produit scalaire de (iA"I — A)U™ avec U™ dans H, il vient
Re((iA"I — A)U™, U™y = £[|67]|2. — 0.
En utilisant I'inégalité de Poincaré, on a

0 <[|6"[|z2 < Cll67 ][z — 0.

Pour montrer que v — 0

En divisant 1’équation (2.8) par A,et puisque 6" — 0 dans L?(0, L), expression suivante

est obtenue

—/{ﬁ + 7% — 0 dans L*(0, L). (2.9)

En effectuant le produit scalaire de cette derniére relation avec u” dans L*(0, L) , il vient

K

I (00, ulyp2 + lﬂ(vﬁ, up) 2 — 0.

TxT? x A
Par une intégration par parties, le premier terme s’écrit

K n

n n . n h
T 0 ul)e =K <GI, X >L2 — 0,

puisque 07 — 0 dans L*(0, L) et que, d’aprés (2.7), le terme “Ai: ~ " est borné dans
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L2(0, L).

De méme, par une intégration par parties, il vient

vl un ' Cin
Y ymte) == {5 ) — = ) e = iyl 2. (2.10)
)\n 12 )\n L2

On en déduit ainsi que #y|[v"||7. — 0, ce qui implique directement que v" — 0 dans

L2(0,L).

Maintenant, montrons que u? — 0 dans L?(0, L).

En divisant 'équation (2.6) par A", on obtient ’expression suivante

1
iu" — an — 0 dans Hy(0, L), (2.11)

L ~u”). En injectant cette

ce qui implique par dérivation que ju" — o™ — 0 (soit 7 U

Ve

relation dans (2.9), on en conclut que

—%9;} +iyu? — 0 dans L*(0, L). (2.12)

Puisque Pexpression (2.12) converge vers 0 et que la suite (u?) est bornée dans L?(0, L),

on en déduit que la suite (%) est également bornée dans L*(0, L).

En effectuant le produit scalaire de la relation (2.12) avec u” dans L?(0, L), il vient

n

L

—

- [ SEm e+ ol —o.
0

n
KVza

o, — L . .
euy dx converge vers 0, une intégration par parties

Afin de montrer que l'intégrale fOL

est appliquée

L o . L 7N
/ %u_gdx — [ig;u_ﬂ _ / Ko™ (M) da
0 )\n )\n 0 0 An
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En introduisant les notations suivantes pour les termes de bord

I'intégration par parties précédente se réécrit sous la forme

n L /on \
/ bs u”dx—a—b—/ K,Q;l(%) dx.
o A" 0 AT

En divisant 'équation (2.7) par A", il vient

n

w" — ?;— — 0 dans L*(0,L).

Puisque la suite (v") est bornée dans L*(0, L), il est déduit que la suite ( > est également

bornée. Par conséquent, le produit scalaire associé¢ dans L*(0, L) vérifie

<59§;, %> —0. (2.13)
)\’Vl L2

Pour estimer les termes de bord obtenus par I'intégration par parties, une majoration par

la norme L*>(0, L) est utilisée en décomposant le paramétre A™ comme suit

{mezuz} Ml || umL)| o |00) ||z o)
<K + K
L 0 I\ VP I\ VP
n un

X

.

< 2K

VAL

D’apreés l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg, il vient

puisque |0"||zz2 — 0 et que la suite <

3/4

071
—0, (2.14)

< Cl|6m))6 || 5z

Lee L2

on . < . . .
S\ ) est bornée d’apreés I'estimation précédente.
L2

En utilisant les estimations (2.7) et (2.12) obtenues, il en résulte que

KOz "
AT,

u

X

o
Vg

n
T

< 2k

— 0.
Loo

oo
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Par conséquent, il est établi que

orur]”
[%} — 0 quand n — oco.
0

Finalement, en combinant les résultats de l'intégration par parties et les limites précé-

dentes, il est conclu que

L n
[ :
—/ )\—ffugdx#—ryHuZH%z—)O quand n — oo.
0
D’ou

||UZ||L2 — 0.

Finalement, puisque toutes les composantes de la norme ||U"||3 tendent vers zéro (u? — 0,

v — 0 et " — 0), il en résulte
| U"||% — 0.

Ce qui est en contradiction avec ’hypothése initiale |[U"|y = 1. O
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Chapitre 3

Etude du comportement asymptotique
d’un systéme de ponts suspendus a

poutres laminées

Ce chapitre est consacré a I’étude d’un modéle plus complexe de pont suspendu, pour le-

quel nous établissons I'existence, I'unicité ainsi que la stabilité exponentielle des solutions.

Dans notre approche mathématique, le cable principal est représenté par une corde élas-

tique u = u(x,t), reliée au tablier par des cables verticaux ayant une rigidité A > 0.

\Cébles de suspensioy

Pylone Tablier Pylone

En se basant sur la théorie de Timoshenko pour les poutres laminées et en négligeant la

largeur du pont, le tablier est modélisé comme une poutre élastique de longueur L.
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L

En désignant par ¢ = p(z,t) le déplacement de la section transversale au point = € (0, L),
par ¢ = 1(x,t) angle de rotation, et en introduisant les variables £ et s associées au
glissement des lamelles ainsi que les coefficients d’amortissement p; (ot 4 représente

I'amortissement d’adhérence), On obtient le systéme couplé suivant

Ut — Qg — AN — u) + pyug = 0, (3.1)

prow + k(s — & — @u)e + A — 1) + paipr = 0, (3.2)
P28t — b&uw — k(s — & — ¢u) + p13& = 0, (3.3)

P84t — bSpx + k(s — & — 0r) + 78 + pasy = 0. (3.4)

Ce systéme est soumis aux conditions aux limites de Dirichlet homogénes, qui assurent la

fixation des extrémités du pont ax =0et x = L

U(O,t) = (p(O?t) = é(oﬂf) = 5(07t) =0,

u(Lat) = Qp(Lvt) = €(L7t> = S<L’t) =0,

Nous considérons également les conditions initiales suivantes au temps t = 0

(u, ¢, 8)(x,0) = (uo, o, o, S0) (),

(ut> Pt Sta St)<x> 0) = (u17 #1, gla 81)(1’).

Pour transformer le systéme du second ordre en un systéme du premier ordre, on définit

les variables de vitesse suivantes

w = U, Cb:SDt, 77:&7 Z = 5¢.
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Ainsi, le vecteur d’état est donné par

U = (u7 w? <)07 ¢7 57 777 87 Z)T'

Le systéme du premier ordre s’écrit alors sous la forme suivante

(
Uy = W,

Wy = QUgy — AU+ AP — W,

Spt:¢,
o = p_ll [—k(s =& = @u)e — A —u) — 2],
St:na

e = o Do + k(s — & — ) — pan]

St = 2,

2 = o [bSew — k(s = & — pu) — 75 — puaz] .

(7 e
On peut alors représenter ce systéme sous la forme matricielle U; = AU, ou 'opérateur

A est défini par

0 1 0 0 0 0 0 0
a0 — A —q A 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
A 0  KOwa=A  _p2 kOy 0 kOy 0
A= p1 1 p1 p1 p1 (3.5)
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 -k g ek _m L 0
P2 P2 P2 P2

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 A o kg ek _m

P2 P2 P2 P2

Son domaine de définition D(A) est donné explicitement par

u,,&, s € H*(0,L) N HY(0, L),
D(A) = U = (u,w, 0,6,6,n,5,2)" €H ’
w,p,m, z € Hé(O, L)
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Le systéme complet se réduit ainsi & un probléme de Cauchy sous la forme suivante

Ut — AU, t> O,
(3.6)

U(z,0) = Up(x).
On désigne le produit scalaire standard dans L?(0, L) par
L [
(o) = [ Fe@de, Vige POL). et (f.f)n =7
0

En multipliant chaque équation par sa vitesse conjuguée respective g, ¢y, &, S et en in-

tégrant sur (0, L), nous obtenons

/OL(“tt — QUgy — AN — u) + pyuy)ty de = 0. (3.7)

/OL(msOn + k(s — & — @u)e + Mo —u) + p2p;) @y dx = 0. (3.8)
/OL(Ptht = buw — k(s = & — @) + p13&)& dz = 0. (3.9)
/OL(pQS“ = bspx + k(s — £ = @a) + 75 + pasy)Se dz = 0. (3.10)

Pour les termes d’accélération et le terme v, On utilise la régle suivante

L L
B 1 d 1d
/0 UplpdT = 5/0 E|ut|2dx = §E||ut||2

De la méme maniére, on obtient

L L L L
/ P1puPrdx +/ P2fttftd$+/ p25u5idx +/ v5Sidx
0 0 0 0

1d 1d 1d 1d

_ - 2 - 2 - 2
= thﬂlﬂth + p2||&l* + pallsel|” + 2t

2
2 dt 2 dt Vsl

Pour les dérivées secondes, on applique I'intégration par parties

L L
/ — QU Ty dr = [~ Ty + / QUL Uy d.
0 0

En prenant la partie réelle, pour les termes d’accélération et le terme en v, on utilise la
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relation suivante

L L
1 d 1d
Re [ wiide =5 [ Glude = S5 lul

De la méme manieére, il vient

L
Re/ (Plﬁptt@ + p28uly + p2sus: + 'ys§t) dx
0

1d
=57 (prllell7z + poll&llF2 + po

[sellZ2 +lslZ2) -

Pour les dérivées secondes, on applique I'intégration par parties. En utilisant les conditions

aux limites de Dirichlet, les termes de bord s’annulent et on obtient

L L 1d )
— Uy Uy dx = QUL dx = ——a||ug||72.
| ouertide = [ i de = 3 Golu

Gréce aux conditions de Dirichlet nulles (u;(0) = uy(L) = 0), le terme de bord s’annule,
ce qui donne %%QH%HZ. De méme fOL bépyda = %%b”éwﬂz.
fOL bsuu5pdr = -2b||s,]|?. Pour le couplage A, On additionne le terme de (3.7) et le terme

2dt
de (3.8)

/OL —AMp — w)updr + /OL Ao — u)@ydn = /OL Mg — u)(@r — @g)da.

1d

22|l — ul|*. Pour le couplage k,0n détaille le calcul comme

Ce qui donne directement

suit On applique d’abord une I.P.P. au terme intégral de (3.8)

L L
/ _k(s - 5 - 90$)x95tdx - [_k(s - 5 - 90$)95t]0L + / k)(S - 5 - ¢$)@xtd~r
0 0

Le terme de bord s’annule par Dirichlet. En sommant (3.9) et (3.10), on obtient, avec

k(s — & — ) comme facteur commun

L

L L 3 -
/0 B(s — € — pu)pardr — /0 B(s — € — pu)da + /O B(s — € — pu)suda.

L
/0 k(s — & — ) (5t — & + @) d.
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Comme l'expression (5t — & + @) est la dérivée temporelle de (s — & — ,), on obtient

1d

- ¢ 2
S oklls — €= el

Enfin, les termes restants s’écrivent

pallud ® pallod®s psll&l®, pallsel?

L’énergie totale du systéme est donnée par
1 L
B0 =5 [ [l +alusf + pilerl + palel + pal
0
o blsaf? 4+ DIEl? + Al = ul? + Asf? + Kls — € = 2| de.

Cette énergie est définie sur l'espace d’énergie suivant
H = [H}(0,L) x L*(0, L)]*.

La dérivée temporelle de I'énergie, associée a la dissipation induite par les termes u;,

assure que

d

L
EE(t) = —/ [N1|ut|2 + polpe]® + ps|&l® + M4|5t|2} dx < 0.
0

3.1 Existence et unicité

Pour mieux comprendre notre systéme on utilise le produit scalaire suivant sur 1’espace

H

L L L
(U, U)yy = / wﬁ)dx—i-oz/ uxﬂmdx—i-/\/ (p —u)(@ — a)dx;
0 0 0
L L L
+ / Ppdx + po / nndx + pa / zzdr;
0 0 0

L L
+k/ (s—€—p)G—E- ¢z>dx+b/ € Euda:
0 0
L L
+ b/ SpSzdr + ’y/ sSdx.
0 0
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L’existence et I'unicité de la solution découlent de ce résultat.

Théoréme 3.1.1 (Lumer-Phillips [3]). Soit A un opérateur & domaine dense D(A) C H.
Si A est dissipatif et s'il existe A\g > 0 (ou A\g = 0) tel que Aol — A soit surjectif (c’est-a-dire

0 € p(A)), alors A engendre un Cy-semi-groupe de contractions sur H.

Lemme 3.1.1. L’opérateur A (dissipatif) sur H, c¢’est-a-dire que pour tout U € D(A),

on a
Re(AU,U)y < 0.

Démonstration. :Pour Démonstration de la dissipativité de 'opérateur A, en utilisant la
définition du produit scalaire dans H et en remplagant U, par AU pour le vecteur d’état

U= (u,w,p,,&n, s, 2)7, on obtient 'expression suivante

L L L
(AU, U)y = / wywdx + a/ U U d + A/ (pr — uy) (@ — w)dx;
° L N ° L ° L
Prdpdx + po / nemdz + pa / zizdz;
0 0
L _ L _
+ k’/ (St =& — SDt:c)(§ —&— %)dw + b/ Stz o dT;
0 0

L L
+b / SteSadx + 7y / s;5dx.
0 0

Aprés substitution des équations du systéme et intégration par parties, on obtient la forme

suivante

L
(AU, U)y / AT, w, — W, + A — ) (W= @) — Mw — ¢)(p — u)dz;

0

~

—+
?’T‘

/0 2) (2 — 1= 62) — k(s — € — 02)(z — 71— B,)d,

~

+ / VZS — YSZ + bnxf — b&,n,dx + bz, — bs,zdx,
0

L
+/ — W — [P — pgnT] — pazzd.

[e=]

En regroupant les termes conjugués et en utilisant l'identité ab — ab = 2i Im(ab), 'expres-
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sion précédente se réécrit sous forme imaginaire.

L
(AU, Uy = / 2iIm (atzw,) + 2iImA(p — u) (W — @) du;
o .
+ [ 2itmh(s-€-5,) (=0 - 62) do
0

L
+ / 2iImyzs + 22'Imbnm§m + 2iImbz,s,dx,
0
L f—
+ / — MWW — flapP — pu3nT] — pazZd.
0

En prenant la partie réelle de I'égalité précédente, tous les termes purement imaginaires

s’annulent, ce qui permet de simplifier I’expression.

L
Re(AU,U)y = / — I WW — PP — 3N — pazZd.
0

=~ |lwllz2 — p2 0172 — ps 10l — ma |l 21172

Puisque les coefficients p; sont strictement positifs, on conclut que Re( AU, U)y < 0. Cela

prouve que l'opérateur A est dissipatif. O

Lemme 3.1.2. L'opérateur A est maximal, c’est-a-dire que 0 € p(.A).

Démonstration. Pour démontrer que 0 € p(A), résolvons I’équation —AU = F dans H,

ot F'= (fY f2 £3, 4 2, F8, F7, 5T € H. Ce probléme se traduit par le systéme suivant

—w = f1, (

— Uy 4+ AU — Ao + pw = f2, (

—¢=f?, (

k(s =& —wu)e + Ao —u) + p2¢p = pr (
—n = f° (3.15

s — k(s — € — @a) + pan = paf°, (

—z= [T, (

(

—bSen + k(s — & — o) + 75+ paz = paf®.

De maniéres évidentes, les composantes de vitesse w, ¢, 1 et z sont déterminées directement
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depuis (3.11), (3.13), (3.15) et (3.17) par
w=—f'€ Hy(0,L), ¢=—f>€Hy0,L), n=—f€Hy(0,L), z=—f" € Hy(0,L).
En substituant w = — f! dans (3.12), on obtient
QU — Mp —u) = f' + f2 = g" € L*(0, L).

De méme, en remplagant ¢ = — f3 dans (3.14), on obtient

k(s =€ = oo+ Mo —u) = paf* + puf* = g* € L*(0, L).
En remplagant n = — f® dans (3.16), on obtient

~Vw — k(s =& = pu) = piaf* + pof° = g° € L*(0, L).

Enfin, en remplacant z = — f7 dans (3.18), on obtient

—bSex + k(s — & — @u) + 75 = paf” + paf® = g* € L*(0,L).

Gréce a ces substitutions, le systéme se réduit & quatre équations elliptiques en (u, ¢, &, ).
L’existence et 1'unicité de la solution découlent du lemme de Lax-Milgram appliqué a la
formulation variationnelle associée. Soit espace de test V = [H}(0, L)]*. En multipliant

par une fonction de test et en intégrant par parties, on définit le produit scalaire par

(f. ) = / f(2)g(z) da

Pour I’équation en wu, on obtient
— QU + Au — ) = g'.

Sous forme intégrale aprés intégration par parties,elle devient

L L L
a/ Uty dv + )\/ (u—p)ude = / g'udx.
0 0 0

36



En utilisant le produit scalaire, elle devient

Uy, Uig) + Mu — p, 1) = (g*, a). (3.19)
De la méme maniére, pour I’équation associée a ¢,on obtient

—AMu— @) + k(s — & — pa)s = g".
Sous forme intégrale aprés intégration par parties

L L L
A w=ppde—k [ == pdgidn= [ gipdn
En utilisant le produit scalaire, elle devient
~Mu— 9, 9) = k(s — & — a0, &a) = (9%, ). (3.20)

Et pour les équations de &, on écrit directement

b/OLsxéxdx—k/f(s—s—médx: /0L935dx.

En produit scalaire

b<§m7£~x> - k<8 - g - 90x75> = <93>§>' (321)

Pour s

L L L L
b/ s$§xda:+k/ (s—f—goz)sidx—l—v/ s§dx:/ g*5dx.
0 0 0 0

En produit scalaire
b(s2,32) + k(s — & = 92, 3) +7(s,3) = (¢, 3). (3.22)

Enfin, on somme les équations (3.19), (3.20), (3.21) et (3.22) pour obtenir le systéme
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global B(U,U) = L(U). En regroupant les termes, cette expression s’écrit

a<ux;ar> + )‘<u - ¢7a> - )\(U - 30795> - ]{;(8 - f - @za@w) + b<€w;€x> - k<5 - 5 - ()0:m€>

+b(s0, 8a) + k(s — & — 00, 8) + (s, 8) = (g, @) + (g%, &) + (¢°. &) + (", 5).

Pour simplifier cette expression, on regroupe les termes comme suit Pour les termes conte-

nant A, Nous additionnons les termes contenant A provenant des équations (3.19) et (3.20)

Mu =@, a) = Mu = ¢,¢).

En utilisant la propriété de linéarité du produit scalaire (facteur commun),on obtient
)‘<u - ¥ u— 95>

En sommant les termes en k des équations (3.20), (3.21) et (3.22)

{5 — € — s Pa) — k(s — € — 90, &) + k(s — € — g1, ).

En mettant k(s — & — ¢,, ) en facteur, on obtient
k(s =& — 0,8 =& — @a).

Finalement, en injectant ces résultats dans le membre de gauche, on définit la formeon

définit la forme B(U,U)

B(U,U) =aug, iiz) + Mu — ¢, 0 — @) + (&, &) + b{s4, &.);
+k<5_§_9017§_é_95x> +7<57§>'

De la méme maniére, la somme des termes de droite donne la forme L(U)

L(U) = (g",a) + (5>, @) + (¢°, &) + (g, 5).

Maintenant, montrons que la forme linéaire L est continue.

38



Soit
L:V—C
définie par
L(@, §,€,5) = (g, @) + (6, @) + (¢°,€) + (4", 3).
En appliquant la valeur absolue puis I'inégalité triangulaire, on obtient

L(it, ,€,8)| = |(g", @) + (¢°, @) + (¢°,€) + (¢, 3)

< o' @)+ 1{g®, &) + (g, )] + (g, 3) -

Ensuite, on applique l'inégalité de Cauchy—Schwarz & chaque terme. En sommant les

estimations obtenues, il vient

IL(@, 2,6, 3)] < llg*llzellallzz + lg° |22l @l = + g2 1€ N 2= + g2 15 2

Ou, sous forme compacte,

4
| L, Gia, s, @a)| <Y 9|2 l| ]| 2

i=1
ol

(i, o, U3, 1a) = (@, P, &, 3).

Comme les fonctions appartiennent a l'espace H((0, L), I'inégalité de Poincaré assure

Iexistence d’une constante Cp > 0 telle que

|tz < Cpllts 2,
et de méme,

8]z < Cpl|@ell L2,
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I€llze < Crllllze,

15[ z2 < CpllSe| 2
En remplacant ces estimations dans I'inégalité précédente, on obtient

L@, ¢,€,3)] < Opllg*ll2llcll 2 + Cpllg® |l 2| @all 2

+Cpllg*lzl€llze + Crllg*llz=l5all 2.

En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz pour les sommes finies,

San< () (L)
=1 =1 =1
et en posant
a; = gl 2, bi = ||zl L2,
on obtient
4 1/2
=1
~ 2 ~ 2 (12 ~ 112 1/2
X (32 + 1Ball3e + €= + 15132 )
Comme la norme sur l'espace
V = [Hy(0, L)]*
est définie par
~ 5 F = ~ 12 ~ 12 cOl12 =~ 12 1/2
G, @& v = (1 l3e + 18 l2e + N& )3 +11505:)
il vient
|L(1, ¢,&,8)] < Ml|(@, 3,€,3)|lv,
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4 1/2
M= (z ngwm) |
1=1

Par conséquent, la forme linéaire L est continue sur V.

Forme bilinéaire B(u,u) B: V x V — C.

B(u, @) = a{ty, Uy) + Mu — @, 0 — @) + b<£x,§m> + b(Sz, Sz

+k<3_§_(px>§_g_¢x>+’7<S>§>'

Continuité |B(u, @)| < M’||u||v||@|lv. D’abord, en appliquant la valeur absolue et I'inéga-

lité triangulaire aux différents termes du produit scalaire, il vient

1B, )] < (g, )] + A= 0, = )| +b {62, &)

+b|<sxy=§z>‘+k <S_§_9017§_é_95z> +7|<57§>|'

Ensuite, on utilise I'inégalité de Cauchy—Schwarz pour chaque terme
[l < N llzz Nlgllze.
Pour le premier terme,
af(ug, )| < al|ug|| L2 ||| 2.
Pour le deuxiéme terme,
A(u =@, 0= @) < Mu—ol| 2]t — @[ 2
Pour les troisiéme et quatriéme termes,
b(€ar Ea)] + bl(s2s u)| < OIIEN L2 1all2 + bl sl 215l 2
Pour le cinquiéme terme,
Bl(s = € = 02,5 — € = @a)| < klls — € — @ullialls — € = Gallre.

41



Pour le sixiéme terme,

(s, )| < Allsll 23] 2

Enfin, en utilisant 'inégalité triangulaire ainsi que I'inégalité de Poincaré, on obtient pour

le terme lié a A,
Mu = ellzelle = @l < Allullez + llell2) (@l + 112]z2).
Puisque u, ¢ € H}(0, L), alors, d’apreés I'inégalité de Poincaré,
lullzz + llellze < Cylluzlize + Collvallre < Cp(lluallze + lleallr2).
Pour le terme lié¢ & K, on utilise I'inégalité triangulaire

Is =& = @allz < llsllzz + I€]lz2 + llpallz2-
En appliquant ensuite 'inégalité de Poincaré, on obtient
Is = & = @ullzz < Cuax(lIsallz2 + el + l0allz2),
ou
Crax = max(1, Cp).

En posant

1Ullv = \/Iluxlliz + [ @allZe + 11€all72 + [1sz]72,

on déduit que

ks — € — @ullr2)|8 — € = @allrz < 3KCZ Jullv ||@lv-

42



Pour le terme lié a ~,
(s, 3 < Allsllzell3llze < AChllsallez[18allzz < ACHIUNWIT v
En rassemblant toutes les estimations, on obtient
|B(U,U)| < (2AC2 + 3kC2 . + o + 20+ 7C2) [|U[|v | T ||+
Ainsi,
M’ = 2XC2 + 3kC3 . + a + 20+ 7C5.

Donc,
|BWU,0)| < M'|U[lv[|U]lv-

Par conséquent, la forme bilinéaire B est continue.

Enfin, pour terminer la démonstration, montrons que la forme B est coercive sur V. En

prenant U = U = (u, ¢, &, s) dans 'expression de B(U, U), on obtient
B(U,U) = allugllz2 + Mlu = ¢ll72 + klls — & = @ul[72 + bl1&ll72 + bllsell72 + vlls]|72-

Puisque tous les paramétres physiques a, A, k,b et v sont strictement positifs, tous les

termes de cette somme sont positifs.

Rappelons que la norme sur 'espace V' est définie par
U1 = lluellZe + ll@allZe + €072 + lIsoll7e-

Pour minorer B(U, U) par ||U||%,, il est nécessaire de faire apparaitre explicitement le terme
HS%H%Q, qui ne figure pas directement dans I’expression. En utilisant I'inégalité algébrique

élémentaire ||al|2, < 2|ja — b||2. + 2||b||22, on peut écrire

lpallze = llpa — (s =€) + (s = EII7> < 2lls — & — wallzo + 2lls — &[7--
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D’aprés l'inégalité triangulaire et I'inégalité de Poincaré, le second terme se majore comme

suit
Is = €llz2 < 2llsl|72 + 2]|&l172 < 2C; |1 ll72 + 2051|172
En combinant ces deux inégalités, on obtient une minoration du terme li¢ a la rigidité &

k
Klls =€ = @allze 2 Slallie — 26C5 l1sallze — 2k Gl 72

En injectant cette estimation et en négligeant les termes positifs Alju — ¢||72 et 7||s]|7, il

vient
k
BW.U) 2 alfuslfs + bl + Hlsal + (Sl = 26C2sal - 26C2Ne 1

k
> olfuy |72 + Flleallz + (0 = 2kCIEIZz + (b= 2kC) 15 l72-

Sous I'hypothése physique que le coefficient b est suffisamment grand tel que b > QkCg ,

tous les coefficients devant les normes de V' sont strictement positifs. On pose alors
(K )
f = min | «, oL b—2kC; | > 0. (3.23)
Par conséquent, on en déduit directement I'inégalité suivante

B(U,U) > B (luallzz + llallze + I&llZ2 + lIsallz2) = BIUI-

Ainsi, la forme bilinéaire B est coercive sur V', ce qui achéve la démonstration.

D’aprés le théoréme de Lax—Milgram, il existe une unique solution telle que

a(“xaam> + >‘<u - 90’,&> - )\(U - CP,S5> - k‘(S - 5 - Soxﬂéav) + b<€xaéz> - k<5 - 5 - QOI7€>

+b(s0, 80) + k(s — € — 0, 8) + (s, 8) = (g, @) + (g%, @) + (¢°.€) + (", 5).

En substituant (4, ¢, €, 3) = (1, 0,0,0), (0,%,0,0), (0,0,&,0) et (0,0,0,3) respectivement,

on obtient
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Uy, Uz) + Mu — @, ) = (g

—Mu =@, @) = k(s = £ — ¢a, &) = (9
b(&es Ea) — k(s — & — 00, &) = (¢, €),

b(82,82) + k(s — & — @a, 8) +7(s,8) = (¢, 3),

En intégrant par parties, il vient

Oé<um?7a> = )‘<u - (,0,11> - <glaa>a
_)‘<u - 907()5> + k<sx - f:]c = Pz, 95> = <g

b(&xra§> = _k<5 - 5 - 90137£> - <
b(Sea, 5) = k(s — & — ¢a,8) +7(s,8) — <g4: 5),

D’aprés (3.28), nous pouvons isoler le terme de dérivation d’ordre supérieur

QU = —Np —u) — gt

— —~ —~ —~
w \V)
o o

~— ~— ~— ~—

Puisque (p —u) € HJ(0,L) C L*(0,L) et g* € L?(0, L), il s’ensuit que u,, € L*(0, L),

Qo uw € H*(0,L) N HJ(0, L).

De la méme maniére, en isolant successivement les dérivées secondes dans (3.30) et (3.31),

on obtient

ngx = —/{(S - 6 - 501) - 93 € L2(07L) = 5 € H2<Oa L) N H(%(OaL)a

bSpw = k(s — & — ) +ys —g* € L*(0,L) = s € H*(0,L) N H(0,L).

Enfin, I’équation (3.29) peut se réécrire sous la forme

k@xw = k(‘sm - ga:) + )‘(90 - u) - 92‘

Comme s,,&, € L*(0,L), (p —u) € L*(0,L) et g*> € L*(0,L), on en déduit que ., €
L*(0, L), ce qui donne ¢ € H?(0,L) N HY(0,L). On a donc U = (u,p,&, s,v,,n,1)" €

D(A) solution de AU = F pour tout F' € H, d’ou 0 € p(A).
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Par conséquent, d’aprés la théorie des opérateurs linéaires, I'opérateur A est surjectif
(c’est-a-dire R(I — A) = H), ce qui confirme la maximalité de I'opérateur dissipatif A.
Le théoréme de Lumer-Phillips assure alors que A est le générateur infinitésimal d’un Cjy-
semi-groupe de contractions (7'(t)):>o sur H. Enfin, le théoréme de Lumer-Phillips garantit

I'existence et 'unicité de la solution forte du systéme, ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 3.1.2. Pour tout Uy € H, il existe un unique solution faible U du probléme

(3.6) satisfaisant
U € C°([0, +o0[; H).

De plus, si Uy € D(A), alors U est une solution forte du systéme vérifiant la régularité

suivante

U € C°([0, +o00[; D(A)) N C([0, +ool; H).

3.2 Stabilité exponentielle

Théoréme 3.2.1 (Gearhart-Huang-Priiss). Soit S(¢) = et un Cy-semigroupe de contrac-
tions sur un espace de Hilbert H. Alors, S(t) est exponentiellement stable si, et seulement

si, les deux conditions suivantes sont vraies

iR C p(A), I'ensemble résolvant de A.

(ip1 — .A)71HH < 0.

lim ||
|8]—=00

Lemme 3.2.1. Soit A l'opérateur défini en (3.5) , alors, Si 0 € p(A), alors il existe un

voisinage de l'origine sur I’axe imaginaire contenu dans p(A). C’est-a-dire
{is.1o1 < i b < ol
i, a1 ( C rlA).
A=
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Démonstration. Pour commencer, on vérifie que 'opérateur (i1 — A) admet un inverse
borné. Puisque A est inversible par hypothése, on peut factoriser cette expression sous la

forme suivante
iBI— A= (ipA = 1) A

D’aprés le théoréme de la série de Neumann, si T € L(H) avec ||T']| < 1, alors 'opérateur

(I —T) est inversible dans L(H).
En posant T = i A™!, 'inversibilité de Popérateur (I — T') est ainsi assurée dés que

1T = idA~H = 1Bl ATH < 1,

ce qui équivaut a la condition suivante

1

< —.
<

Par conséquent, cela signifie que A doit appartenir a I'intervalle ouvert
ge]=IAT T IIATTH

Par conséquent, 'opérateur (i3] —.A) est inversible pour toutes les valeurs de [ satisfaisant

cette condition. D’ou

{iBeiR|Be]—|AT " NATT} € p(A).

Pour la deuxiéme partie, soit
M = sup {||(i1 — A7 | 8] < [ATH| 7'} < oo

Pour |fy| < || A7'||7!, I'identité suivante est satisfaite en ajoutant et retranchant le terme

iBol

iBI — A =BT — A+iBol —ifol.
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En regroupant les termes de maniére appropriée, il vient
iBl — A= (iBol — A) +i(B — Bo)l.
En mettant opérateur (ify/ — A) en facteur, on obtient I’expression suivante
i1 — A= (ifol — A) [T +i(8 = Bo) (@Bl — A)'] .
L’inversibilité de 'opérateur (i8] — A) se réduit ainsi a celle du terme
I+i(B—Xo)(ifo — A)~".

D’aprés le lemme de Neumann, cette inversibilité est assurée dés que la condition suivante

sur la norme est satisfaite

1i(8 = Bo)(iBol — A) | < 1.

En utilisant les propriétés de la norme d’'un opérateur linéaire borné, cela conduit a la

condition sur les modules

16 = Bolll (@Bl — A)~H| < 1.

En utilisant la définition de la borne supérieure M, la condition suffisante précédente

devient

8- BolM <1 = 18- fol < 17

D’autre part, d’aprés 'inégalité triangulaire inverse, on sait que || — |fBo| < |8 — Bo|. On

en déduit alors

181~ 160l < 17

On définit ainsi le nouveau domaine pour  par
1
18] < [Bol + A
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En choisissant spécifiquement [, sur la frontiére du domaine précédent, c’est-a-dire |5y| =

| A=Y 71, il vient Par prolongement, on a
sup {[| (i8I — A7 [ 18] < AT 7'} = M < oo
Par ’absurde, supposons que
sup {1[(iB1 — A7 | BER, [B] > AT} = o0
Alors, il existe w € R tel que || A7!|™! < |w| < oo vérifiant
{iB | 18] <|wl} € p(A) et sup {|iB] = A7 | |B] < w[} = oo

Il existe donc une suite (") C R telle que

" — w avec |7 < |w|.
Par conséquent, il existe une suite d’éléments (U™) C D(A) avec ||[U"||y = 1 telle que

(@™ — AU |y — 0 (n — o0).

Par conséquent, Vopérateur [I + (8 — B)(iBo] — A)~!] est inversible pour tout 3 appar-

tenant & 'intervalle ouvert suivant

1 i 1 -
pe]- (G + ). g A

Ainsi, on en déduit I'inclusion suivante dans 1’ensemble de résolvante p(.A)

{inem|io1< g+ 14} < o),

En utilisant la définition de 'opérateur L, on obtient ce systéme

if"u" —w" — 0 dans H}(0,L). (3.32)
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i w" — au’, — AM¢™ —u") + pw™ — 0 dans  L*(0, L). (3.33)

if"e" —¢" — 0 dans H(0,L). (3.34)

8" + i[k(s” — & — ")+ A" —u") + ¢ — 0 dans  L*(0,L).  (3.35)

P1
i —n" — 0 dans Hy(0,L). (3.36)
i L (T = € = )+ 0 dans PO, (330)
if"s" — 2" =0 dans H}(0,L). (3.38)

1
8" 2" + p—[—bszx + k(s" — " — o)+ v8" + gz2"] — 0 dans  L*(0, L). (3.39)
2

Re((iA"] — A)U™, U™ — 0
Puisque la suite (U™) est bornée et (i3"1 — A)U™ — 0 dans #H, on en déduit que
Re((ip"I — A)U", U™y = —pua||lw" || = piall 6™ 1* = paslln™ [ — paall2"[|* — 0.

Comme il s’agit d’'une somme de termes négatifs qui tend vers zéro, chaque terme doit

tendre vers zéro individuellement. On obtient alors

w™ — 0 dans L*(0,L). (3.40)

¢" — 0 dans L*(0,L). (3.41)
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n" — 0 dans LQ(O,L). (3.42)

2" —0 dans L*(0,L). (3.43)

En utilisant (3.32) et (3.40), on a
if"u" — 0 dans L*(0,L).

Avec 'utilisation de 5" — w, on trouve

u" — 0 dans L*(0,L). (3.44)
Il reste & montrer que u™ — 0 dans H} (0, L). En remplagant (3.41) dans (3.34), on obtient

¢" =0 dans L*0,L). (3.45)
En remplagant (3.42) dans (3.36), on obtient

€ —0 dans L*0,L). (3.46)
En remplagant (3.43) dans (3.38), on obtient

s" — 0 dans L*(0,L). (3.47)
En effectuant le produit scalaire dans L?(0, L) entre I'équation (3.33) et u™, il vient

(i8"w" — aul, — A" —u") + pw", u") — 0.
Par linéarité du produit scalaire, cette expression se développe comme suit
iB" (w" u™y — alul,,u")y — A" —u" u") + p(w” uy — 0.

En tenant compte des estimations asymptotiques (3.40), (3.44) et (3.45), on en déduit
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que

Finalement, par une intégration par parties et en utilisant les conditions aux limites
O‘““Z”%Z(O,L) — 0.
Ensuite,
u” — 0 dans L*(0,L).
Puisque u™ — 0 dans L?(0, L) et u? — 0 dans L?(0, L), alors
u" — 0 dans Hy(0,L). (3.48)
On prend le produit scalaire entre (3.35) et ¢™ dans L*(0, L)

(10707 4 (006" = € = g+ X" =)+ "] " ) 0 das 220,
1

(876" ") + <im(s” e 90”> T <3<so" —um, 90”>
P1 P1

1
+ <—u2¢”,<p"> — 0 dans L*(0, L)
P1

D’apres (3.41), (3.44) et (3.45) on a

1
<—/@(s” —&" = ) 4,0”> — 0 dans L*(0, L)
P1

Par intégration par parties, on obtient

1
(¢, %) — 0 dans L*(0, L)

P1

1 n o on 1 noon
_<_’<‘:S 790x>+_<€ 7%01>+
P1 P1
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D’aprés (3.46) et (3.47) on a

1
— (3 ¢y) — 0 dans L*(0, L)
1

Ensuite
©" — 0 dans L*(0, L) (3.49)
Puisque @™ — 0 dans L?(0, L) et " — 0 dans L*(0, L), alors
©" — 0 dans Hg(0,L). (3.50)
On prend le produit scalaire entre (3.37)et £" dans L*(0, L),
<i5"n” + é [—0E0, — k(s" —&" — o) + psn"] ,§”> — 0 dans L*(0,L).

On obtient

(ip™n", ") — <£ 20" ”> - <£(8" =& = w?),€”> + <@n”,§”> — 0 dans L*(0,L).
P2 P2 P2

D’aprés (3.46), (3.47) et (3.49), on a
b n n 2
—(—=£&.,6") — 0 dans L(0,L).
P2
Par intégration par parties, on obtient
b n o ¢n 2
— (&, &0y — 0 dans  L7(0,L).
P2
Ensuite,
& — 0 dans L*(0,L).
Puisque " — 0 dans L?*(0, L) et £* — 0 dans L*(0, L), alors

€ — 0 dans Hy(0,L). (3.51)
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On prend le produit scalaire entre (3.39) et s™ dans L?(0, L),

1
<iﬁ”z" + — [—bsh, + k(s" —&" — ) + vs" + 2" ,5"> — 0 dans L*(0,L).

P2

On obtient

(iB"2", ") — —(Shy, 8") + —(s" =" —r, s") + —(s",5") + —(2",s") — 0 dans L*(0,L).
P2 P2 P2 P2

D’apreés (3.43), (3.47) et (3.49), on a

b
——(s" ") — 0 dans L*(0,L).
P2

Par intégration par parties, on obtient

b
—(s",s") — 0 dans L*(0,L).
P2
Ensuite,
s" — 0 dans L*(0,L).
Puisque s" — 0 dans L?(0, L) et s — 0 dans L*(0, L), alors

s" — 0 dans Hy(0,L). (3.52)

En regroupant tous ces résultats (3.48), (3.50),(3.51) et (3.52)), Cela signifie que ||U"||3; —
0, ce qui contredit directement notre hypothése de départ ||[U"|y = 1. O

Lemme 3.2.2. 'opérateur A défini dans (3.5) satisfait
lim |[(i5] — A)||3 < oo. (3.53)
[B]—o0
Démonstration. Si (3.53) n’est pas vraie, ¢’est-a-dire
lim |[(iB] — A)l» = oo.
8|00

il existe une suite 8" — 00, sans perte de généralité ™ > 0, une suite de vecteurs
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complexes F™ € H et une suite correspondante U™ = (u™, w™, ¢", ¢", £, 0", s", 2")1 €

D(A), avee U7l = 1.
U™ = (il — A)~'F™,
telle que,

can T A1 n
68" T A F

[ B
ou, de maniére équivalente
8" — A" Fm un 1
||FnHH < ”(26 ) )“H _ || H’H == Vn > no,
n n n

d’ot il s’ensuit que F™ — 0 dans H et d’aprés (3.54),

|(i8" T — A)U™)|lsx — 0 quand n — oc.

(3.54)

(3.55)

En prenant le produit scalaire de 1'équation (il — A)U™ = F™ avec le vecteur U" dans

I’espace H, on obtient
(GBI = A)U", U™ )q = (F", U3
Par la propriété de linéarité du produit scalaire, on écrit
(" IU", U )y — (AU, Uy = (F7, U )y
Comme ||U™||y4 = 1, le premier terme se simplifie et ’équation devient

En prenant la partie réelle de I’équation et en utilisant la définition de la dissipation

donnée par (3.5), nous obtenons

pl|w™ * + ol 6™ 17 + pslln™ 1 + prall 2" |* = Re(F", U
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Comme U™ est borné (||U"|| = 1) et F™ — 0 dans H, on a
Re(F™",U")y — 0 quand n — co.
Par positivité des termes (y; > 0), on en déduit

w" — 0 dans L*(0,L).

¢" — 0 dans L*(0,L).

n* — 0 dans L*(0,L).

2" —0 dans L*(0,L).
D’apres(3.55), on obtient les relations suivantes

if"u" —w"™ — 0 dans Hy(0,L).

iB"w" — aul, — A¢™ —u™) + ppw™ — 0 dans L*(0, L).

if"" — ¢" — 0 dans Hy(0, L).

1
iB" " + p_ [E(s™ — & — ™)y + A" — u™) + 190" — 0 dans L*(0, L).
1

iB"E" —n" — 0 dans Hy(0, L).

1
is"n" + p_ (b, — k(s" —&" — @)+ psn"] — 0 dans LQ(O, L).
2

o6

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)



if"s" — 2" — 0 dans Hy(0,L). (3.66)

1
i7"+ — [=bs", + k(s" —£" — ") + 8" + paz"] — 0 dans L*(0, L). (3.67)
P2

En injectant les relations (3.56) (3.57) (3.58) et (3.60) respectivement dans les équations
(3.60) (3.62) (3.64) et (3.66) on obtient

gt — 0, prp" =0, BT —=0, p"s"—=0.

_ 1

Comme |5"| — o0, alors on a u" = g X Bru™ — 0

puisque BL" —0et f"u" — 0

Donc
u" — 0 dans L*(0,L). (3.68)
De la méme maniére pour ", £", s, d’ou

¢"—0 dans L*0,L).
€ -0 dans L*0,L).

s" =0 dans L*(0,L).
En utilisant le produit scalaire de I’équation (3.61) avec u”
(1" w" — aul

Tx)

u™) — 0.

L L
= / 1f """ dx —l—/ —au,, u"dr — 0.
0 0
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Par intégration par parties, on trouve
L
= (w",if"u") + a/ [u|*dx — 0.
0
D’aprés I'équation (3.60), on a u™ ~ Zg—z

= (w", w") + afu}]7: = 0.

= [[w"||Zz + alluz ||z — 0.
Donc [|[w"||2 — 0 et
|ul|lz2 — 0.

En utilisant le produit scalaire de I’équation (3.63) avec ¢"

k
(if"¢" + —[s" = &" — @ilas ©") = 0.
P1

k
(iB" ", ") + E([s" —&" =, ") — 0.

L k L
= / 1p " P dx + —/ [s" —&" — @l p"dr — 0.
0 Pt Jo

D’apres I'équation (3.62), on a ¢" ~ ;’g—:

k L n n n
s — 2 / (" — &% — )pnde — 0.
P1 Jo

n||2 k r n —=n k r n, .n k n|2
=1¢"7a — — [ s"gpde+ — [ &pdr+ —|}]|72 — 0.
P1Jo P1 Jo P1
Puisque s",£" — 0 et ¢ est bornée, tous les produits scalaires tendent vers zéro, il reste
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En utilisant le produit scalaire de I’équation (3.65) avec &£"

(1p"n" + é[—b{gx —k(s" =& —¢2) + usn"], ")y — 0.

L L
. nen 1 n n n n nyen
= [Figrerdnt [ b~ hs" - 67 = ) + "o
0 0 2

D’apres I'équation (3.64), on a " ~ =

Par conséquent, en utilisant I'intégration par parties, on trouve

n|2 b r n|2 k r n n nien 3 g ne¢n
P2 Jo P2 Jo P2 Jo

n|(|2 b ni|2 k g nen k g nen k g n¢en M3 r nen
P2 P2 Jo P2 Jo P2 Jo P2 Jo

Puisque s, £", " — 0 dans L?*(0, L) et n™ est bornée, tous les produits scalaires tendent

vers zéro, il reste
€20 2 = 0.
En utilisant le produit scalaire de I’équation (3.67) avec s"

1
(if" =" + p—[—bsﬁx +k(s" =& — b)) + 8" + paz"], s") = 0.
2

L L

1

= / if" " s dr + / —[=bsy, + E(s" = E&" — ) + 8" + paz"|s"dr — 0
0 0o P2

D’aprés I’équation (3.66), on a s™ ~ fﬁ—z

Par intégration par parties, on trouve

b L k L y L L4 L
= Hz”H%ﬁ——/ \s?\zdﬂc—l——/ [s”—ﬁ"—gpg]s”dzjt—/ s”s”d:v—i——/ 2"s"dx — 0.
P2 Jo P2 Jo P2 Jo P2 Jo

99



b ]’C L k? L k’ L L
= HZ”H%Q+—HSZ||%2+—/ s"s"dx—— §”s”dx——/ goﬁs”dx—l—le"H%g—f-&/ 2"s"dxr — 0.
P2 P2 Jo P2 Jo P2 Jo P2 P2 Jo

Puisque s”, ", £" — 0 dans L?*(0, L) et 2" est bornée, tous les produits scalaires tendent

vers zéro, il reste
||8§3LHL2 — 0

D’otl1 on obtient la convergence suivante

u" — 0 dans Hy(0,L). (3.69)
w" — 0 dans L*(0,L). (3.70)
©" — 0 dans Hy(0,L). (3.71)
¢" — 0 dans L*(0,L). (3.72)
€ — 0 dans Hy(0,L). (3.73)
n* — 0 dans L*(0,L). (3.74)
s" — 0 dans Hy(0,L). (3.75)
2" — 0 dans L*(0,L). (3.76)

Par conséquent, d’apreés les équations (3.69) et (3.70), (3.71), (3.72), (3.73), (3.74), (3.75)
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et (3.76), on trouve que

10| = 0

ce qui contredit ||U"||g = 1.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions ’existence, I'unicité et la stabilité de deux systémes mathé-
matiques, en passant d’'un modéle préliminaire simple & un modéle plus complexe de ponts
suspendus.

Le premier systéme constitue un cadre introductif permettant de tester la méthodologie
adoptée et d’établir les propriétés d’existence, d’unicité et de stabilité des solutions.

Le second systéme concerne la modélisation mathématique des ponts suspendus équipés de
poutres laminées, en s’appuyant sur les travaux de Raposo (2023), afin d’analyser les interac-
tions structurelles et garantir 1’équilibre du systéme.

Dans les deux cas, le théoréme de Lumer—Phillips est utilisé dans le cadre de la théorie des
semi-groupes pour établir 'existence et 'unicité des solutions dans des espaces de Sobolev
appropriés. La stabilité exponentielle est obtenue grace au théoréme de Gearhart—Priiss via
une analyse spectrale des opérateurs dissipatifs.

Mots clés : ponts suspendus, poutres laminées, stabilité exponentielle, théorie des semi-
groupes, Lumer—Phillips, Gearhart—Priiss.

Abstract

In this dissertation, we study the existence, uniqueness, and stability of two mathematical
systems, progressing from a simple preliminary model to a more complex suspension bridge
framework.

The first system serves as an introductory model used to test the proposed methodology and
establish key analytical properties.

The second system focuses on the mathematical modeling of suspension bridges equipped
with laminated beams, based on the work of Raposo (2023), analyzing structural interactions
to ensure equilibrium.

In both cases, the Lumer—Phillips theorem within semigroup theory is applied to establish
existence and uniqueness in appropriate Sobolev spaces. The Gearhart—Priiss theorem is then
used to prove exponential stability via spectral analysis of dissipative operators.

Key words: suspension bridges, laminated beams, exponential stability, semigroup theory,
Lumer—Phillips theorem, Gearhart—Priiss theorem.
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