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Notations

(-, ) Le produit scalaire
L*[R)  Espace les fonctions carré intégrable sur R,avec || |72 = [p [f(2)[?|dt < o0
EDO Equations différentielles ordinaires

EDP Equations aux dérivéres partielles

Q Ouvert de RY

E Espace vectoriel.

R L'ensemble des nombres réels.

C L'ensemble des nombres complexes.
Z L'ensemble des nombres entiéres.

N L'ensemble des nombres naturels.
Vu (%,%,...,%) = grad u.

Au PR g—;fi = laplacien de u.

i

supp(f) Support de la fonction f

U la tension (défference de potentiel) et son unité le volte (V).
C Capacité du condensateur.
L auto bobinage.

O genérateur éléctrique.

iv




Introduction générale

ES équations différentielles sont en plusieurs applications en physique et en ingénierie. pour les équations

défferentielles simple en peut trouver facilement des sollutions, par contre il y'a d'autres équations défferen-

tielles qui non pas de solution ou les trouves la solution exacte. C'est précisément pour cette raison que plusieur
méthode numérique ont été développées pour trouver des solutions des équations différentielles.

Le domaine de calcul scientifique consiste a développer, analyser et appliquer des méthodes relevant de do-
maines mathématiques aussi variés que I’analyse, I’algébre linéaire, la géométrie, la théorie de 1’approximation,
les équations fonctionnelles, 1’optimisation ou le calcul différentiel.

Les méthodes numériques trouvent des applications naturelles dans de nombreux problémes posés par la phy-
sique, les sciences biologiques, les sciences de 1’ingénieur, I’économie et la finance. Son réle est renforcé par
I’évolution permanente des ordinateurs et des algorithmes : la taille des problémes que I’on sait résoudre aujour-
d’hui est telle qu’il devient possible d’envisager la simulation de phénomeénes réels.

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre les équations differentielles ordinaire .On pense par
exemple aux méthodes de différences finies, des éléments finis, de volumes finis, aux méthodes spectrales, etc.

Notre travail est reparti en trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré en général sur les équations différentielles : nous avons présenté quelques
définitions de base de l'espace de Hilbert . Ainsi, nous avons présenté quelques méthodes sur de résolution
d'équations différentielles. .

Dans le deuxiéme chapitre, avons de présonté les méthdes que nous avons appliquées, on fait un rappel sur
méthodes de Eleur et Taylor, nous avons discuté les deux méthodes numériques (méthodes runge-kutta et
différences finies ) ,on a evalu¢ 'erreur de troncature locale dans le quatriéme ordre, de la méthode runge-kutta .
et on étudié l'erreur de consistance,la stabilité et la convergense de la méthode différences finies .

Dans le troisiéme chapitre nous avons fait une applications de deux méthodes (runge-kutta et différences finies)
sur les deux équations differentielles ordinaires du premier et deuxiéme ordre .

en utilisant un montage d'instalation expérementale selon des loi définis avec des valeurs €léctriques connues
(O,R,C), en a déduit I'équation differentielle du premier ordre de la tensien électrique entre les deux pole de
condonsateur (y' + y = 5) et sur laquel on a fait appliquer les deux méthodes runge-kutta et différence finie
et leur comparison avec la solution exact, et on a ajouté une bobine a l'instalation expérementale selon des lois
définis avec des valeurs connus (O,L,C), et on a déduit I'équation differentielle du deuxiéme ordre de la tensien
électrique entre les deux pole de condonsateur (y” 4+ 25y = 0), et sur laquel on a fait appliquer les deux méthodes
runge-kutta et différence finie et leur comparison avec la solution exact.




hapitre 1

Rappels sur les espaces fonction-
nel et équations différentielles

Ce chapitre sera consacré aux des notions et résultats utilisés dans toute la suite du mémoire.

I.1 espaces fonctionnel

Définition I.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K . Une norme || - || , de E sur K est une application .
I[-1I: E= Ry

vérifiant

(i) Yo € E,VAK, | Az|| = [\|||z]|
(it) Vz,y € B, ||z + yl| < [lz[| + [yl
(iii) Yz € E(|z] = 0 & z = 0)

On dit alors que Uespace (E, | - ||) est un espace vectoriel normé .

Définition 1.1.2. [14] ( Suite de Cauchy)
Soit E un espace vectoriel normé de norme || - || . Une suite (zn)nen d’éléments de E est dite de Cauchy si

Ve > 0,3ng € N,Vp, g € N;p,g > ng = ||z, —z4|| <€

Définition 1.1.3. [14] ( Espace de Banach)
On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire dans lequel toute suite de Cauchy
est convergente.

Définition 1.1.4. [14] ( Produit scalaire)
Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur E une application

(,):ExE—R
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qui vérifie

(i) Va,y € E,(z,y) = (y,x)
(it) Vz,y,z € E; X € R, (x + Ay, 2) = (z, 2) + ANy, 2)
(iii) Vx € E,{xz,x) >0
(iv) Vx € E, ({(x,2) =0 < x =0)
Un produit scalaire réel définit de maniére naturelle une norme sur l’espace vectoriel :

2]l = v/ (2, z)

Définition 1.1.5. [14] ( Espace de Hilbert)
On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et complet pour la norme associée a
ce produit scalaire.

Définition 1.1.6. [14] ( Base hilbertienne)
Soit H un espace de Hilbert séparable ( espace topologique contenant un sous-ensemble dense et au plus dénom-
brable). On appelle base hilbertienne de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}n qui vérifie

(i) llenll =1 et (en,em) =0 sin #m
(i) E sous-espace vectoriel engendré par {e,}n (par combinaisons linéaires finies) est dense dans H.

Théoréme 1.1.1. [1}] Tout espace de Hilbert séparable admet au moins une base hilbertienne dénombrable.

Définition 1.1.7. ( L’espace C*([a;b];R))

Soient K € N* et [a;b] un intervalle fermé de R ,(—oo < a < b < +00) . L’espace C*([a;b];R) est défini par
Uespace des fonctions k-fois contindment dérivables sur [a;b] d valeurs dans R . C’est un espace de Banach
quand on le munit de la norme

k

k
I ller aizy = D 1™ (@)oo = D sup |f™(@)]
n=0

n—0 € a;b

En particulier, pour k = 0 ,C%([a; b]; R) = C([a; b]; R) est l’espace des fonctions continues sur [a;b] muni de la
norme
1fllc(amr) = sup |f(2)]

z€[a;b]

Définition 1.1.8. ( L’espace LP(f2))
Soient Q un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx et p € [1;+oc[ L'espace LP(SY) est défini par :

LP(Q) =< f: Q— R f: mesurable et/\f(x)|pdz < 400
Q

Pour tout f € LP(Q) on note
P
91 = | [ I @)Pds
)
Définition 1.1.9. ( L’espace L*(R))

L*(R)={ f:R = C f: mesurables avec/ |f(z)2dz < +o0
R

Définition 1.1.10. ( Espace des fonctions test)
Soient Q un ouvert de RN, : Q — R une fonction.
On appelle support de ¢ l’ensemble

supp(p) = {z € Q: p(x) # 0}
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> On dit que la fonction ¢ a support compact si il existe une partie compacte K de RN telle que supp
(p) C K.

> On appelle lespace des fonctions test et on note D(2) (ou C>(Q)) Uespace des fonctions de classe C°
a support compact dans 2.

Définition 1.1.11. [1/4] ( L’espace H'(()))
Soit Q un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par :
ou

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi€ {1,...,N}, 7, © L2(Q)}

ou % est la dérivée partielle faible de u au sens des distributions définie par :

Jv € L*(Q) : Au(m)gj

Proposition 1.1.1. [1/]
L’espace H*(Q)) muni du produit scalaire :

dx = — /Q v(z)p(x)de, Yo e D(Q)

(u,v) () = / (u(z)v(z) + Vu(z)Vo(x))dx
Q
et de la norme
1/2
Jullase = ( [ () + 17uto)?) do)
est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.1.12. [14] ( L’espace H}()))
Soit Q un ouvert de RN . L’espace de Sobolev H}(Q) est défini comme U'adhérence de D(Q) dans H(Q).C ’est-
a -dire )

Hy(@ =D@)"

On note
Hy(Q) = {ue H(Q) dans Q et u=0 sur 00}

Corollaire I.1.1. [1/] Soit Q un ouvert de RN borné . Alors la semi-norme

1/2
lull sy = ( / |Vu<x>|2dw)

est une norme sur Hg () équivalente d la norme usuelle induite par celle de H(£2).

Définition 1.1.13. [14] ( Rellich )
Soit Q est un ouvert borné régulier de RN, alors de toute suite bornée de Hg () on peut extraire une sous-suite
convergente dans L*(Q) (on dit que linjection canonique de H}(Q)) dans L%()) est compacte).

I.2 équations différentielles

1.2.1 Généralité sur les équation différentielles

Définition 1.2.1. Nous appelons une équation différentielle chaque équation reliant la variable indépendante x
et la fonction y(x) et ces dérives , nous écrivons :

L(J’J,y,-'- 7y(n)7f(x)) =0 (Il)

Exemple 1.2.1. (L’équation de Bernoulli)
Est une équation différentielle de la forme :

Y + P(a)y = Qz)y™
Ou n nombre entier, P et Q Fonctions définies de R dans R




CHAPITER I I1.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exemple 1.2.2. (L’équation de Riccati)
Est une équation différentielle de la forme :

Y + P(z)y* + R(z)y + Q(z) = 0
Ou P et Q et R Fonctions définies de R dans R

1.2.2 Types d’équations différentielles

Les équations différentielles sont divisées en deux parties, ordinaires et partielles :

1.2.2.1 Equations différentielles ordinaires :

L'équation différentielle est appelée équation différentielle ordinaire si la fonction inconnue dépend d'une variable in-
dépendante .

Y/(t) = £(t,Y (1)) (12)
% + 2y = 2? (L.3)

3 2
x% + 2sin(z) + ;ixg =(4—-2%y (L.4)

les équations (1.2) , (1.3) , (1.4) sont des équations différentiels ordinaires

1.2.2.2 Equations aux dérivées partiélles :

L'équation aux dérivées partiélles est appelée équation différentielle partielle si la fonction inconnue dépend de deux
variables indépendantes ou plus.

dU dU
E + cTy =0 (1.5)
0*U  9*U 8*U
81}2 + ayQ + 822 = f(xayvz) (16)
0*U oUu
2 el .2 _
(° + 1)8x8y + 3y B +(x—-y)U=0 (L.7)

les équations (1.5) , (1.6) ,(1.7) sont des équations différentiels partiels .

© Equations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre

Az, y)% + B(, y)% + C(z,y)u = D(z,y) (I.8)

est la forme la plus générale pour une équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre.

Exemple 1.2.3.

@_’_@—0
or Oy
ou ou
= =0
or yay

ou ou

© Classification des Equations aux dérivées partielles linéaires du second ordre, 2 coefficients constants

0%u 0%u 0%u ou ou
A—+B—+C—+D—+FE—+Fu+G=0 1.9
Ox? + Oxdy + Oy? + oz + dy e (19)
Les trois premiers termes correspondent a la partie principale . A, - - - |, G sont des constantes.
e soit A = B2 — 4AC .
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Classification :

1. si A > 0, alors ’EDP est dite hyperbolique.
2. si A =0, alors ’EDP est dite parabolique.
3. si A <0, alors ’EDP est dite elliptique.

Exemple 1.2.4.

i 2 2
(i) ‘377;—02%:0 avec ¢ > 0

A = B? —4AC = 4c?. Ainsi Uéquation des ondes est hyperbolique.
(ii) %—d%zo avec ¢ > 0
A = B? —4AC = 0. Ainsi Uéquation de la diffusion est parabolique.

(iii)) 54+ %4 =0.
A = B?2 —4AC = —4.. Ainsi Uéquation de Laplace est elliptique.

Remarque 1.2.1. Dans cette ce Notre rappelle consacré sur, nous allons seulement étudier les
équations différentielles ordinaires.

1.2.3 Equation différentielle lineaires d’ordre n

Définition 1.2.2. [15] Une équation différentielle d’ordre n est dite linéaire si la fonction inconnue y et ses

dérivées v,y -,y y™ sont de premier degree ; c.-d-d. si elle est de la forme
aoy(n) + aly(n_l) _|_ e _|_ any = f(aj) (Ilo)
ol ag, -+ ,a, et f(x) sont des fonctions données de x ou des constantes, et ag # 0 quel que soit x dans le

domaine de défnition de l’équation (1.10). La fonction f(x) est appelée le second membre de I’équation(1.10).
Si f(x) =0 et ag = 1 'équation s’écrit

et elle est dite homogéne ou sans second membre (le premier membre de cette équation est une fonction homogéne
du premier degré par rapport & y, vy, - - ,y™

Définition 1.2.3. ( Degree d’une équation différentielle )
C’est l’exposant élevé en haut d’une dérivée qui apparait dans l'équation différentielle, et avant de déterminer
le degré il doit étre placé sur une forme standard et correcte en termes de dérivés.

Exemple 1.2.5.
(y(”))m + y(nfl) + y(”*Q) 4+ 4y=0 (1.12)

C’est une équation différentielle order n et Degee m

1.2.4 Equations différentielles ordinaire du premier ordre

Définition 1.2.4. Une équation différentielle ordinaire du premier ordre est une équation dans laquelle la
dérivée la premiére y'(x) est exprimée en fonction d’une variable x et y(x) :

y' = f(z,y) (L13)

1.2.4.1 Equations différentielles ordinaire linéaire du premier ordre
Définition 1.2.5. [2] Une équation differentielle linéaire du premier ordre est l’équation de la forme :
y' = ya(z) + b(z)

et elle est dite homogéne ot b(x) =0
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Le théoréme suivant affirme que, lorsque y est une fonction, résoudre 1’équation différentielle iy’ = a(x)y

Théoréme 1.2.1. soit a: I — R une fonction continue.
et A: I — R une primitive de a
ot A(z) = [ a(z)dx
Soit I’équation différentielle :
Yy =a(x)y (L.14)
Les solutions sur I de (1.14) sont les fonctions y définies par :

y(z) = c.eA®

ot c € R est une constante quelconque.

Remarque 1.2.2. si a(x) = a est une fonction constante, alors une primitive est par exemple A(x) = ax + ¢
et on retrouve les solutions du théoréme (1.2.1) .

% preuve du théoréme (1.2.1).
la solution trivial ( y = 0) de 1’équation (I.14)

Siy#0:
y/—ax y—,: a(x nly| = Az
§f<>@/y /<>@zm A(z) +b

<yl = ATl o y(z) = +ebeA®)

A(z)

< y(x) =ce avec ¢ = +e’

Exemple 1.2.6. Comment résoudre I’équation différentielle 2%y’ =1y ¢
On se place sur Uintervalle I =]0; +oo[ ot I =] — 00;0[

L’équation devient y' = —y
T
1 o 1 -1
Donc a(z) = = dont une primitive est A(xz) = [a(z)dz = [ ﬁdx =—+ b

Ainsi les solutions cherchées sont )

ylx)=ce= ou c€eR
Et maintenant, nous résolvons 1'équation linéaire non homogéne .
y' + a(z)y = b(x) (I.15)
oua:I — Retdb: I — R sontdes fonctions continues.

Proposition 1.2.1. (Bernoulli )
soit y(x) Solution de léquation différentielle (1.15) dans lequel :

dans lequel : u(z) =e Jo@) et wa)=[ o) f e o ceR

preuve
nous avons y(z) = u(z) - v(x) Nous tirons les deux cotés que nous trouvons

Yy =u -v+v u
Nous en substituons dans l'équation (I.15) :
vov+vuta-u-v=>=
w-v' +oW +a-u)=>0 (1.16)

Nous choisissons la fonction u Ce chéque v’ + a - u = 0 donc

W4a-u=0
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Alors, revenons a I'équation (1.19)

Exemple 1.2.7. Comment résoudre l’équation différe

soit y(z) = u(zx) - v(x)

u(zx) =e
=e
=e
=e

=€

Donc : y(z) = 22(x + ¢)

2y

Y2
T

ntielle y' — , x#0°?

— [ a(z)dz
J3ds

2 [ Lda
2ln(x)

In(z?)
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1.2.5 Equation différentielle ordinaire du deuxiéme ordre

Définition 1.2.6. Une équation différentielle ordinaire du deuziéme ordre est une équation dans laquelle la
dérivée seconde y(x) , y'(x) est exprimée en fonction d’une variable x , y(x) et de la dérivée premiére y'(x) :

y"(x) = f(z,y,9')
Définition 1.2.7. (Equatz'on différentielle linéaire )

On dit qu’une équation différentielle ordinaire linéaire du second ordre si elle est écrite comme suivant :

a(@)y” +b(x)y' + c(z)y = f(x)
ot a(x) # 0.

1.2.5.1 Propriétés et défnitions des équations différentielle linéaires du deuxiéme ordre

Proposition 1.2.2. Soit y; assur selement solution d 'équation ay” + by’ + cy = f1(x)
et yo assur selement solution d 'équation ay” + by’ + cy = fa(x)
Alors y1 + y2 Solution assur a l’équation ay” + by’ + cy = f1(z) + f2(z)

Théoréme 1.2.2. [8] siyy et yo sont deux Solutions assur a 'équation linéaire homogéne du second ordre
ay” +by +cy=0 (1.17)

1. y1 + yo est aussi solution de cette équation.

2. si c est une constante, cyy est aussi une solution de cette équation.

PREUVE.

Etant donné que y; et yo sont solutions de I'équation proposée, on a

Yy +a1yy +azy1 =0 } (1.18)

Y3 + arys + asyz =0
Substituant la somme y; + y-» dans 1'équation (I.17) et prenant en considération les identités (I1.18), on aura

(y1 + 92)// +a1 (y1 + yz)/ +as (y1 +y2) = (W) + aryy + a2yr) + (¥4 + a1y + azys)

=0+0=0
ce qui montre que y; + yo est solution de 'équation.
Définition 1.2.8. ( Indépendance linéaire)
soit ®1 et o, - D, Fonctions définies sur I .
Nous disons qu’il est linéairement indépendant Si
a®r P+ P =0=a=c-=c

Définition 1.2.9. y; et yo étant des fonctions de x , le déterminant

Yy Y2
/

Wiy, =
(1,12 (T

=y1-Yh— Y2 Y
est appelé le déterminant de Wronski ou wronskien des fonctions données.

Définition 1.2.10. Si les fonctions y1 et yo sont linéairement dépendantes sur le segment [a; b] , leur wronskien
est identiquement nul sur ce segment. En effet, si yo = A\y1 ot A = const , yh = Ay} et

yio Ay _
i A

Y1 Y2
YL Y

Y1 U1
YooY

W(y1,y2) = =0

Théoréme 1.2.3. Sile déterminant de Wronski W (y1,y=2) des solutions y et yo de I’équation linéaire homogéne
(1.17) n'est pas nul en un point x = xo du segment [a;b] ot les coefficients de ’équation sont continus, il ne
s’annule nulle pas sur ce segment.
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Remarque 1.2.3. Si le wronskien est nul pour une certaine valeur x = xq il est alors nul pour toute valeur x

du segment considéré. Ceci résulte directement de la formule (W = ce” Jzo “dr) .
si W =0 pour x = xq , alors
W)p=eg, =C =0

par conséquent, W = 0 quelle que soit la valeur de la borne supérieure x dans la formule (W = ce” Iz “dx) .

Théoréme 1.2.4. Si les solutions y; et yo de Uéquation (1.17)
sont linéairement indépendantes sur le segmentfa;b], le déterminant de Wronski formé avec ces solutions ne
s’annule en aucun point de ce segment.

Théoréme 1.2.5. Si y; et yo sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation (I1.17), alors
Y=oy + By2

ou « et B sont des constantes arbitraires, est la solution générale de cette équation.

1.2.5.2 Equations différentielles du deuxiéme ordre A coefficients constants

e Equations différentielles homogénes du deuxiéme ordre
Soit I'équation linéaire homogéne du deuxiéme ordre

ay’ +by +cy=0 (1.19)
ou a, b et ¢ sont des constantes réelles et a # 0.

On cherche la solution de (I.19) sous la forme y = €"” ou r € C est une constante a déterminer. On trouve
ay’ +by +cy=0

& e(ar’+br+c)=0
& (ar’+br+c¢)=0

Définition 1.2.11. L’équation ar? + br + c = 0 est appelée I’équation caractéristique associée a (1.19)
Soit A = b? — 4dac le discriminant de I’équation caractéristique associée a (1.19)

Théoréme 1.2.6.

(I) si A > 0 l"équation caractéristique posséde deux racines réelles distinctes r1 = _bga‘/Z et ry = % et
les solutions de (1.19) sont les :
y(x) = Ae™® +ne™*  ou A\,n R
(IT) si A =0 équation caractéristique posséde une racine double ro = 5—; et les solutions de (1.19) sont les :

y(z) = (A +nz)e™® ouAneR

(IIT) si A < 0 léquation caractéristique posséde deux racines compleres conjuguées 1y = o+ i et ro = a — i3
et les solutions de (1.19) sont les :

y(x) = e*®(Acos(Bx) + nsin(Bz)) ou A,neR

Exemple 1.2.8. Soit l’équation

y' '~y —2y=0

Trouver la solution générale et la solution particuliére satisfaisant auz conditions initiales y(0) =0 et y'(0) =1
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4 Solution :
I'équation caractéristique

r?—r—2=0

Nous résolvons 1'équation caractéristique A = b? —dac=1—4(-2) =9

—b—V/A _ 1-3 —b+VA _ 143 _ D)
=13 VA — =

5 3 =—letry = 5

trouvons ses racines 1 =
La solution générale s'écrit

y(x) = Xe™" 4 ne*”

Trouvons la solution particulicre satisfaisant aux conditions initiales données : déterminons a cet effet les valeurs corres-
pondantes de A et n
On déduit de la premiére condition :

y(0) =X + e =X 4+1=0

S A4n=0 (1.20)

On déduit de la deuxi€éme condition :
y'(x) = =Xe™® 4 2ne®

y'(0) = =X’ +2ne’ = —¢c; +2n =1
=-A+2n=1 (1.21)
Nous collectons (1.20) et (I1.21)

Adn—A+2p=1

La solution particuliére cherchée est
_ 1621: - 1 —x
3 3

e Equations différentielles non homogénes du deuxiéme ordre
Soit 1'équation différenticlle

y()

ay” + by +cy = f(x) (1.22)

ou a, b et ¢ numéros réels fxes, avec f(z) # 0.

» Méthode de solution

Nous savons que la solution générale est la somme de la solution particulieres et de la solution de I'équation homogéne
esty = Yn + Yp

ou yp, la solution de I'équation homogéne et y,, Il peut étre trouvé d'une maniére qui change les constantes, et il existe des
cas particuliers pour cela qui sont liés a un formulaire f .

® LE PREMIER CAS :

Si f Polynome from degré n , (f(x) = P,(z) ) Alors :

Yp = Qn(z)z"

ou ,, Polyndme from degré n et r le nombre des racines de 1'équation égal au zéro .

10
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® LA DEUXIEME CAS :

Si f Pas en forme e** P, (x) Alors :

yp = e*FQn(x)x"

ou (),, Polyndme from degré n et r le nombre de racines de I'équation égal a la valeur «
® LA TROISIEME CAS :

Si f Pas en forme a.cos(8x) + b.sin(Bx) Alors :

yp = (Acos(Bzx) + Bsin(fz))z"

ou r le nombre de racine de I'équation égala i3

Si f Pas en forme e [p,, (x)cos(Bzx) + pm (x)sin(Sz)] Alors :

yp = 2"e**[Qrcos(Bx) + Qasin(Br)]

ou @1 et Qs polyndme en degré s = max(m, n) et r le nombre de racines de 1'équation caractéristique est-il égal a o+ i3

Exemple 1.2.9. Résoudre l’équation différentielle suivant

Yy — 4y + 3 = ze”
4 Solution :

Il est connue que la solution générale aux équations homogenes " — 4y’ +3 =0

yn = €16 + coe”
la solution spécial prend la forme suivante
yp = " Q1 = " (ax? + b)
Nous différencions et remplagons (I.23) Nous trouvons a = b = i Alors La solution générale est

1
y(x) = 1(952 +z)e” + c1€3 + cpe”

1.2.5.3 Equation différentielle du deuxiéme ordre a cofficients variables

e Equations différentielles homogénes du deuxiéme ordre

soit I'équation linéaire homogéne de deuxiéme ordre.
ao(z)y" + a1(z)y + az(z)y =0

ot ap(x) # 0, a1(x) et as(x) sont des fonctions données de x .

(1.23)

(1.24)

Supposons que ¥ soit une solution non triviale de (1.24) définie sur I. Nous cherchons alors une seconde solution y- ,telle

que 1 et yo sont linéairement indépendants sur I , (z’.e@ # C(constante)) .
Y1

autrement dit il existe une fonction u telle que 92 _ u(x) . ou encore yo = yru(x) .
Y

1
Si nous divisons par ag(z) alors I’équation (I1.24) devient
y' + P(x)y +Q(z)y =0

ou P et () sont des fonctions continues sur 1.

11
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Supposons que y; soit une solution connue de (1.25) sur [ et que y; # 0 pour tout = € I.
Si nous définissons yo = yyu , il suit alors que y5 = uy; + u'y1
etyy = yifu+ 2yiu + yru”
et yo solution 1’équation (I1.25) donc

Yy + P(x)ys + Q(x)y2 = ulyy + P(x)yy + Q(x)y1] + yiu” + 2y1u' + Py’ =0 (1.26)

I’équation [y} + P(z)y; + Q(z)y1] = 0.
Si nous notons w = v’ alors :
y1w’ + (2y] + Py1)w =0

dw 2y} + Py

= = =0
dx * Y Jw
/
= W _ Y14y~ Pda
w Y

dw Y1
= -2 [Ddz— [ Pd
fww fylx [ Pdx

= Injlwy?| = — [ Pdz + ¢

Alors w = cre™ S POMs jy2 — oy = ¢y [e= I PO 2 4 ¢y

= o(@) = n(@)er / e T PO 11200 4y (2)ey

Exemple 1.2.10. Résolvez l’équation suivante :
22y + 2%y + (2 -2y =0 (1.27)
ot x #0
4 Solution :

Nous divisons les deux cotés de 1'équation par 2.2

_9
v+ + (me )y =0 (1.28)

Alors : 5
_ 1 .
P(z)=1letQ(x) = (z 5 ) . nous remarquons que y; = — Résous I'équation (I.28) .
z x

La solution générale :

y2(z) = 1 (@)er / e PO 1200 4y (2)ey

= yz) =yp(r)a foe_fldsdx + y1(x)ea

e™r —2xe™® — 2e7%) + 2
x

C1
= 1p(z) = (-

2 C2
= — —re T _ 9% _ Zp—x e
ya () = c1(—ze e e )+ .

e Equations différentielles non homogénes du deuxiéme ordre

Définition 1.2.12. soit I’équation linéaire non homogéne de deuxiéme ordre.
ao(x)y” + ai(2)y’ + az(2)y = f(z) (1.29)

ot ag(xz) #0 , ar(x) et as(x) sont de fonction données de x.

12
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» méthode de variation des constantes

une méthode de résolution des équations différentielles. Elle permet en particulier de déterminer les solutions d'une
équation différentielle avec second membre, connaissant les solutions de I'équation homogene (c'est-a-dire sans second
membre) associée.

Si la solution générale pour homogeéne est :

Yh = C1Y1 + C2Y2
Alors :

yp = c1(x)y1 + c2(z)y2

ou ¢ (), cz(x) Fonctions inconnues, et pour les obtenir, nous résolvons le systéme d'équations suivant :

{0/1(@1/1 +ch(@)y2 =0
i (w)yr + ch(@)yy = f(2)

Remarque 1.2.4. La méthode peut étre appliquée da toutes les équations différentielles linéaires a coefficients
fizes ou variables.

Exemple 1.2.11. Trouver la solution générale de I’équation :

"y == 1.30
zy” —y . (1.30)
4 Solution :
Nous divisons les deux c6tés de 1'équation (1.30) sur = Alors
/
n Y _i
Y T x?
/
1) Trouvons la solution générale de 1'équation homogéne v/ — =— =0
/ 7
1
Y = LN yf/ _ 1
T Y T
= log(y') = log(z) + ¢
=19y =cz

2) recherchons ¥,

yp = c1(x)z” 4 ca(x)

Nous utilisons méthode de variation des constantes Pour obtenir ¢ (z) et co(z)

d@m+%@m=01
1@y +ea()yy = ——

C
22

ch(x)a® +chy(x) =0

1
2¢ (x)x + dy(z) -0 = -
1 1 l
iqu—_%gmcwm:fﬁqwzlﬁetﬂwzo?ﬂ
1 logla|
= i
=1t
la solution générale de I'équation :
log|z| 1
2 1
y@) =z + ==+ et g

13
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1.2.5.4 L’équations différentielles de Cauchy-Euler

Définition 1.2.13. [3] L’équation différentielles Cauchy-Euler de second ordre c’est ’équation qui prend la
forme suivante :
x2y" 4+ axy’ + by = f(x) (1.31)

ot a , b de constantes et f(x) est une fonction numérique.
> Si f(x) = 0 'équation est dit homogéne
> Si f(z) # 0 'équation est dit non homogéne

» Méthode de solution

1) solution 1'équation homogene :

Solution générale de 1'équation est la forme y = z”.

I'équation caractéristique de Euler 72 + (a — 1)r + b = 0 Nous comptons les distingués A = (a — 1)? — 4b
» SiA>0Alorsy = cia™ + cox™ otz , x" Ils ne sont pas liés linéairement
» SiA=0Alorsy = c¢; + coln|x|z™ olrg =152
» Si A <0Alorsy = z®[cicos(Bin|x]) + casin(Bln|z|)]  ouris=a=+if

2) solution 1'équation non homogéne :
Solution particuliére a une équation de Euler

Yp(z) = c1(x)y1 + c2(z)y2

, —y2.f(z) y1f(x)
ouci(z) = [ m———=dretce(z) = | ==———dzx
= ?W(y1, y2) o) =] 2W(y1,y2)
Exemple 1.2.12. Condérer l’éguation
22y +5xy —2y =0

oux#0

4 Solution :
Solution I'équation caractéristique r2 + 4r — 2 = 0

A=24Alors: 1 = -2 —6etry = —2 + V6.

Alors Solution générale de I'équation y(z) = a2V 4oy 2HVE,
Exemple 1.2.13. Condérer l’égquation

22y — day + 4y = 2t + 22

ot x #0

4 Solution :

1- Solution I'équation caractéristique 72 — 5r + 4 = 0
A=9Alors:r; =1letr, =4.
Alors Solution générale de 1'équation yp, (x) = c1z + cox?.

2- Trouvez votre solution

yp(z) = c1 (@) + ea(w)a

nous avons y; = x et yy = x*

14
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4
Y1 Y2 | x| 4 4o 4
—(z*)(2z* + 2?) 1/ 5
== _— = —— 1
c1(x) / 22(327) dx 3 (z° 4+ 1)dx
1 . 1
= ¢ ):fgzd—gx

(o) :/dez 5 [Got g [(de

1
= eof@) = 5 (Inla] = 5.5)
La solution privée est donc
1 1 1 2
Up =g~ gxz + g(x4ln|x| — %)

15




hapitre 11

Méthodes numériques

les méthodes numériques tient une place capitale pour résoudre les problémes mathématiques, aussi bien en sciences
physiques que dans le domaine de la biologie, des technologies et des sciences économiques . Mais elle offre aussi des
possibilités trés riches pour les sciences mathématiques elles-mémes : sans oublier que, dans le passé, les problémes
numériques ont constitué un moteur pour le développement des concepts de I'analyse .
Ce chapitre sera consacré pour 1'étude les deux méthodes (renge kutta et différences finies).

II.1 Introduction, le probleme mathématique
Soit I = [a, b] un intervalle fermé de R et f une fonction donnée

fiIXxR—R, (z,y)— f(z,y)

Et soit y une fonction différentiable de R — R On appelle equation différentielle du premier ordre, la relation

WD) _ fa,y(a) (1)

On dit que y est la solution de cette équation différentielle sur [a, b] si y vérifie la relation (II.1) pour tout = € [a,b] . On
appelle probléme de Cauchy ou probléme de condition initiale 1'équation différentielle a laquelle on adjoint la condition
initiale y(a) = yo ol yo est un nombre donnée :

{ y'(z) = flz,y(z)) (11.2)

I1.2 Meéthodes d’Euler et Taylor d’ordre deux

I1.2.1 Méthode d’Euler

d
[1] La méthode d'Euler, est la plus simple méthode numérique et consiste & substituer la dérivée y'(z) = d—y par
x
l'expression
b— . . . . . o
ouh = Ta (N entier donné.) est le pas d'intégration numérique. Considérons alors une subdivision de [a,b] , N
sous intervalles [x;, x;41] de longueur h, i =0, - , N et x; = a + ih, avec xg = a et x,, = b.

16
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L'expression (I1.3) entraine y(x + h) = y(x) + hy'(x) d'ot y(x + h) = y(x) + hf(x,y) Par conséquent, partant de la
condition initiale (g, yo), et prenant un pas régulier h = x;,1 — x;, en posant y; approximation de y (x;)

Yit1 = yi + hf (i, 9) (I1.4)
L'algorithme d'Euler s'écrit alors :

Yo = y(a) donné
Yig1 =Yi +hf(xiy) i=1,--- ,N—1

Définition 11.2.1. ( Uerreur d’Euler ) [1]
Une méthode mumérique approchant y (x;) par y; telle que lerreur

ej =y (x;) —y; vérifie
lej] < khP

est dite d’ordrep ,(k € R))

11.2.2 Méthode Taylor d’ordre deux

[1]L'idée consiste a remplacer sur [z;, z;+1], y(z) solution de I'équation différentielle . En effet

y”(m) _ afgi: y) + 8f(az, y)f(w,y)

et en négligeant les termes d'ordre supérieur, on obtient alors 1'algorithme de Taylor d'ordre deux :

h="'%20=a, yodonné, z;11 =z;+h
Yirr =yt hf(

Cependant cette méthode présente un inconvenient certain qui réside dans le calcul de g—i + gTJ: f qui peut étre difficile ;
pour éviter ce probléme on utilise souvent la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 donnée plus bas.

II.3 Methode de Runge-kutta

La méthode de Ruge Kutta tire les avantage des méthodes de Taylor tout en gardant une simplicité d’exécution de la
méthode d’Euler. En pratique,Ruge Kutta remplace 1’évaluant la fonction f(z,y(z)) a différents endroits afin d’obtenir
presque les mémes résultats que ceux obtenu avec la méthode de Taylor.

Soit le probléme de condition initiale I'équation différentielle & laquelle on adjoint la condition initiale y(a) = yo

ou yo est un nombre donnée :
{ v (@) = f(x,y(z)) (IL5)
y(a) = yo
Pour résoudre le probléme (I1.5) , nous utilisons la méthode Runge Kutta.
Principe de la méthode

[4] Dans sa forme la plus générale, une méthode Ruge Kutta peut s'écrire :

Ynt1 = Yn + hF (@0, yn, h; f), n>0 (I1.6)

ou F est la fonction d'incrément définie par

R (IL7)
Kl:f<xn+czhayn+hzazjK]>, i:1,27...78
=1
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METHODE DE RUNGE-KUTTA

ol s désigne le nombre d'étapes de la méthode. Les coefficients {a;;}, {c;} et {b;} caractérisent complétement une

méthode Ruge Kutta . On peut les présenter dans un tableau de Butcher :

0261 a1 ai2 ... Qisg
C2 az1 Q2 ... Q2
ou ¢
Cs as1 As2 ... 0dgs
b1 be bs
Les coefficients c; et a;; sont généralement supposés satisfaire aux conditions
i—1
C; :Zaij 1 =2---8.
j=1
I1.3.1 Runge-Kutta d’ordre 2
on pose s = 2 dans (II.7) on obtient :
Yn+1 = Yn + h(b1k1 + b2ks)
ou
kl = f(Ina yn)
ko = f(zn + cah,yn + a11k1h)
maintenant chercher les indéfinis by, bs, co et a1
il faut résoudre les trois équations suivantes :
b1 +by=1
b2 * Co = 0, 5
bg * a1 = 0, 5
la plus fameus methods choisi leurs valeurs est :
¢ le méthode de Huen
* le méthode de Midpoint
e le méthode de Raltson
11.3.1.1 le méthode de Huen
choisissant b = 0,5 on obtient by = 0,5 co =aj;1 =1
le deuxéme ordre de la méthode de Runge Kutta devient :
1
Yn+1 = Yn + §(k1 + k2)
ouky =hf(xn,yn) , ko=hf(zn+hy,+k1)
11.3.1.2 le méthode de Midpoint
choisissant by = 0 on obtientbs =1 c¢o = a1 = 0,5
le deuxéme ordre de la méthode de Runge Kutta devient :
h k
Yn+1 :yn+hk2 =UYn +f($n + 573/71 + El)

Oﬁklzf(xnyer) 5 k2:f(xn+%ayn+%h)

18
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I11.3.1.3 le méthode de Raltson

choisissant by = 1 on obtient by = 2 ¢ = a1 =3

le deuxéme ordre de la méthode de Runge Kutta devient :

h
Ynt1 =Yn + gf(kla 2k2) (11.12)

Oﬁklzf(xnayn> ) k2:f(xn+%7yn+%h)

I1.3.2 Runge-Kutta d’ordre 3

[2] Les dérivations de Runge Kutta aux ordres 3 sont fastidieuses. Heureusement leurs formules sont faciles a pro-
grammer et nous nous contentons d’utiliser les résultats.
La formule Runge-Kutta a I’ordre 3 est :

1
Yn+1 = Yn + é(kl + 4ko + k3) (I1.13)

ou
ki = hf(zn,yn)
h k
ko = hf(xn + §ayn + ?1)
k3 = hf(xn + hvyn - kl + 2k2)
11.3.3 Runge-Kutta d’ordre 4

[4] Une méthode classique populaire est la procédure de quatriéme ordre suivante :

kl = f(xnayn)

h 1
ko = n 5 dn —hk
2 = f(x +2Z/ +2 1)

h 1
k3 = f(xn + §7yn + §hk2)

ks = f(zp + h,y, + hk3)

1
Yn+1 = Yn + é(lﬁ + 2ky + 2k3 + k4) (I1.14)
Le tableau Butcher est :
0
111
% (2) L (I1.15)
2 2 ’
110 0 1
11 11
6 3 3 6

Meéthode de Runge Kutta On 1'utilise généralement pour résoudre des équations différentielles ordinaires du premier
ordre, mais dans certains cas on peut l'utiliser dans d'autres équations différentielles, ce qui nécessite une modification des
opérations arithmétiques (k1, k2, k3, k4) . Soit le probléme :

y'(z) = ay(x) x€]0,1]
I1.16
{ y(0) = 31 (IL.16)
ou yo est un nombre donnée, et a € Z*.

Pour résoudre le probléme (II.16), nous utilisons la méthode Runge Kutta(order4) comme suit :

k‘l =0 ll = aAxp
k’g = 05$nl1 lg = Cl.Z‘n(l + 05k1)
kg == O5Inlg 13 = a:z:n(l + 05]{52)
ks = xpl3 ly = ax, (14 k3)
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1
Ynt1 = Yn + g(kl + 2k + 2k3 + ka) (I1.17)

I1.3.3.1 L’erreur de troncature locale

Définition I1.3.1. C’est une erreur qui vient de l’arrondi d’une opération mathématique, par exemple :

n

x
=14+ 4+—4+---
n!
. En fait, on ne peut pas approximer un nombre infini de termes, prenons donc seulement trois termes :

2

T
T~
e ~1+x+ 21
Donc dans ce cas l’erreur de troncature est :
x> 2t
FT

Analyse des erreurs de la méthode Runge Kutta (ordre 4).

La forme de travail de la méthode Runge Kutta (order 4) s'écrit comme suit :

1
Ynt1 = Yn + 6(kl + 2Ky + 2k3 + kq) + O(R)

L'erreur de troncature locale (l'erreur produite par chaque étape successive de l'algorithme récursif) est de la forme :
err = C(h®) (I1.18)

ou C est une constante. Ici C n'est pas 1ié a h mais est 1ié a x et au quatriéme cran de la solution exacte Y (x) a z (facteur
d'erreur constant correspondant a la troncature de la série de Taylor pour Y (¢ + h) autour de x(). Pour approximer err
on suppose C' est constant et t passe de xp a g + h .
Soit u(z) la solution approchée de Y (x) a 29+ h , qui a été obtenue en faisant le premier pas de Runge Kutta au quatriéme
ordre, alors :

Y (z) = u(x) + O(h%) (I11.19)

Donc : erreur de troncature locale = C(h%) =Y (z) — u(z) .
Dans le programme informatique, nous utilisons cette erreur (erreur de troncature locale) de la méthode Range Kutta
qui peut étre facilement surveillée, en entrant la commande |Y () — u(x)|. Alors que la boucle itérative du programme

pour le calcul a chaque étape. Et si I'erreur dépasse un seuil donné, on peut modifier le domaine d'étude ou a I'étape h.
Pour obtenir plus de précision.
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II.4 Méthode des différences finies

La méthode des différences finies est une des plus anciennes méthodes de simulation numérique qui est encore utilisée
pour certaines applications, comme la propagation d’ondes sismiques ou electromagnétiques ou la mécanique des fluides
compressibles. Pour d’autres applications, comme la mécanique du solide ou celles des fluides incompressibles, on lui
préfere souvent la méthode des éléments finis.

IT.4.1 Normes matricielles

Soit ||.]| une norme vectorielle donnée sur 1’espace R”.Soit A une matrice quelconque de RV *¥ on note || 4] la
quantité définie par :
[Az|
1Al = = sup |Az|
2erN a0 1% serN jaj=1

L application ||.|| ainsi définie vérifie les propriétés usuelles de la norme, a savoir
1. [A] = 0et ||A| =0 ssi A=0

2. VA ER, [IAA] = [AlllAll
3. inégalité triangulaire || A + B|| < ||A]| + || B]|, VA, B.

Elle vérifie aussi une propriété supplémentaire
VA, B e RV | AB| < ||All| B

Enfin par définition on a
vA e RV w e RN« || Az| < [|All]l]

Rappelons quelques normes matricielles usuelles.

Définition I1.4.1. [11]
Soit A une matrice de RN*N de coefficients a;; ,1 <i,5 <N, on ales normes usuelles suivantes

(1)
i=N
Al = max_ ; Jaij|
(1)
j=N
14lloo = max Z; |as]
j:
(I1I)

[A]l2 = V/p(A*A)

ot la notation p(B) désigne le rayon spectral de la matrice B. Dans le cas d’une matrice A qui commute
avec sa matrice adjointe A* (une telle matrice est dite normale), on a

[All2 = p(A)

I1.4.2 Matrice monotone

On dit q’un vecteur x est positif si toutes ses composantes x; sont positives , une matrice A est dite positive si tous ses
coefficients a,; sont positifs. Enfin,
on dit q’une matrice A est monotone si elle est inversible et d’inverse positif. On a la caractérisation suivante des
matrices monotones.
Lemma I1.4.1. [11]
Une matrice A est monotone ssi pour tout vecteur x € RN ;ona

Az >0 220 (IL.20)
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% Preuve.
” :> ”
Supposons A monotone. Soit x € RY tel que Az > 0 : La matrice A~! étant positive, on en déduit que

v = A"Y(Az) > 0.

2 ¢ )
Réciproquement, soit A une matrice vérifiant la propriété (I1.20) . Montrons d’abord que A est inversible. Soit z € RY
tel que

et

donc si
Az =0=z2=0

ce qui montre que A est inversible. Montrons que la matrice A~ est positive. Pour cela, il suffit de montrer que chacune
de ses colonnes est positive. Soit C; 1’une de ses colonnes, par définition,

C; = Ailei
ol e; est la colonne de la base canonique de RV : On a donc :
ACZ‘ = €; = 0

d’aprés la propriété (I1.20) , on en déduit que :
C; =20

Ce qui termine la démonstration.

I1.4.3 Principe de la méthode

11.4.3.1 le probléme d’ordre 1 en dimension 1

On consideére le probléme aux limites

{—u’(x) +a(z)u(z) = f(z) =z €0,1]
g1,

u(0) = go,u(l) = (I1.21)

ou f et a sont deux fonctions données sur [0, 1] avec f € L2(]0,1[),a € L>(]0,1[),a > 0. Les deux ingrédients prin-
cipaux d'une approximation par différences finies sont le Schéma d'approximation des dérivées et la grille de discrétisation.

® Approximation des dérivées d'une fonction réguliére

L'idée fondamentale consiste a approcher les dérivées ( ou les dérivées partielles en dimension plus grande) de la
fonction v en un point = en écrivant
du w(x+h) —u(z) wlx+h)—u(z)
R =1 ~
az\®) = h h

pour un h petit (mais non nul) fixé. Il suffira ensuite de disposer les points de discrétisation réguliérement de 'espace de
h pour pouvoir employer cette approximation en tout point de discrétisation.

La qualité de I'approximation précédente dépend fortement de la régularité de la fonction w.
Si la fonction u est C sur l'intervalle [0, 1], on déduit aisément du développement de Taylor
2

w(x + h) = u(z) + hu'(x) + %u”(@)
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ou 0 €]z, z + h[, l'inégalité
u(z + h) — u(x)

o —/(z)] < Ch

u(z + h) — u(x)

ou C' = sup,c(o,q] |v”(y)|, pour tout 0 < x < 1 — h. On dit alors que I'approximation de v’(x) par Y

est
consistante d'ordre 1.

Cette approximation s'appelle aussi différences finies a droite ou en avant.

Définition I1.4.2. [5] On dit de maniére générale qu’on a une approzimation consistante d’ordre p(p > 0) fizé,

s’ll existe une constante C indépendante de h telle que l’erreur soit majorée par ChP; i.e

u(x + h) — u(x)

- —u'(z)| < Ch?

Remarque 11.4.1. [5] La précision de l'approzimation dépend de la régularité de la fonction u.

u(z) —u(z —h)

On vérifie facilement que l'approximation de u'(x) par W

est également consistante d'ordre 1, on

l'appelle aussi différences finies a gauche ou en arriére .

Il est possible d'obtenir une meilleure approximation de la dérivée premicre d'une fonction en utilisant un quotient
centré : si la fonction v € C?, la formule de Taylor a I'ordre 3 donne

u(e +h) = u() + ' (@) + fpu” (@) + o (61),
u( —h) = u(z) — ha!(z) + " (z) — L (62),
ou 6y €]z, x+ h| et O3 €]z — h,z[. On obtient alors
h) — —h h?
u(l‘ + ) U(l' ) _ UI(I) I A (u/// (91) + " (92>) < C'h2
2h 12
v L 3 U
ouC’' = — sup |u®(y)|. L’approximation
6 yero,1]
, u(x + h) — u(x — h)
- I1.22
'(2) - (11.22)
® Approximation du probléme (IL.21) par différences finies
Soit N € N fixé. On définit les points de discrétisation du maillage par
Cihie{l, N}h— -
T =1h,t ’ ’ s 10— N +1
Les points g = 0 et zy+1 = 1 constituent les extrémités de I’intervalle de définition de w et les points x4, - -+ , 2y sont

appelés points internes du maillage.

On cherche en chacun de ces points une valeur approchée, notée u; de u(x;)

On prend naturellement ug = u(0) = go et uny+1 = u(l) = g1 Pour les sommes internes on utilise I’approximation
(I1.21) de la dérivée premiére décrite plus haut

_% +a(z;)u; = f(x;) pourie{l,--- N}

Uo = go, UN+1 = 91,

(11.23)

On observe qu’on obtient N équations servant a déterminer les NV inconnues u1, - -+ ,uy

On dit usuellement qu’on a discrétisé le probleme par une méthode de différences finies utilisant le schéma centré a trois
points de la dérivée premiére .

On note que la connaissance des conditions aux limites ug et un 1 est nécessaire a la résolution du systéme, puisqu’elles
apparaissent dans le schéma (I1.23) lorsque i = leti = N .

le probléme s’écrit

{uil +2ha($l)uz — Ujy1 = 2hf(,’1,‘z) pouri S {1’N} (II 24)

Uo = 9o, UN+1 = g1,
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Alors
1=0 Uup = go
i=1 ug + 2ha(xy)uy — ug = 2h f(xq)

1=2 uy + 2ha(xa)us — ug = 2h f(x2)

i=N—-1 un_o+ Zha(mN,l)uN,l —UunN = 2hf<$N,1)

i=N un—1+ 2ha(zy)uny — uns1 = f(zn)
i=N+1 UN+1 = g1
Matriciellement, le probléme s’écrit
ApUp, = by,
ou
2ha(zq) -1 0 0
1 2ha(zy) -1 e 0
Ap = : : : :
0 1 2ha(zn-1) -1
0 0 1 2ha(zy)
w 2hf(x1) — go
2hf(22)
Un = : by, = .
unN ’
2hf(zn) + 1

Proposition 11.4.1. [12] Supposons a > 0 : La matrice Ay, est symétrique définie positive.

11.4.3.2 le probléme d’ordre 2 en dimension 1
On consideére le probléme aux limites

—u"(z) + a(z)u(z) = f(z) = €]0,1]
u(0) = go, u(1) = g1,

(I1.25)

(I1.26)

(I1.27)

ou f et a sont deux fonctions données sur [0, 1] avec f € L?(]0,1[),a € L°(]0,1[),a > 0. Les deux ingrédients prin-
cipaux d'une approximation par différences finies sont le Schéma d'approximation des dérivées et la grille de discrétisation.

® Approximation des dérivées d'une fonction réguliére

Il est possible d’obtenir une meilleure approximation de la dérivée seconde d’une fonction en utilisant un quotient centré

: si la fonction u € C* , la formule de Taylor & I’ordre 4 donne

h? h3 ht

u(z + h) = u(z) + hu'(z) + ?u”(a:) + gu’”(x) + Iu@) (61)
2 3 4
u(x — h) = u(z) — h'(z) + %u"(x) - %u/”(x) + %uw (62)

ou by €lz,x+h[et by €x—h,x
La somme (I1.28) et (I1.29) donne

u(z + h) + u(z — h) = 2u(z) + h2u" () + O(h?)

1’approximation,
x+h) —2u(z) +u(z —h)
12

u
u// (.’L‘) - (
est consistante d’ordre 2. Plus précisément,

u(z + h) — 2u(z) + u(x — h)

h2
| 3 —u"(z)] < | sup v (y)|

127 yep0,1)
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® Approximation du probléme (I1.27) par différences finies

Soit N € N fixé. On définit les points dediscrétisation du maillage par

o 1
Qf:’th,’l S {1, ,N},h: m
Les points g = 0 et 41 = 1 constituent les extrémités de ’intervalle de définition de w et les points x4, - - - , 2y sont

appelés points internes du maillage.

On cherche en chacun de ces points une valeur approchée, notée u,; de u(x;)

On prend naturellement uy = u(0) = go et u; = u(1l) = g; Pour les sommes internes on utilise I’approximation (IL.31)
de la dérivée seconde décrite plus haut

i1 = 2Ui + Uig
12
ug = 907UN+1 = 01,

+a(w)u; = f(z;) pourie {1,---N} (IL33)

le schéma centré a trois points de la dérivée seconde.

(IL.34)

—ui_1 +u;(2+ h%a(wz;)) — w1 = h2f(x;) pourie {1,---N}
Uo = go, UN+1 = J1,

Matriciellement, le probléme s’écrit
AU, = by, (H.35)

ou
2+ h%a(z1) -1 0 0
-1 2+ h2a(z2) -1 0

Ap

0 -1 2+ h%a(zn_1) -1
0 0 -1 2+ h2a(xy)

h? f(x1) + go
h? f(x2)

Uy
Up = by,

N W2 f(xn) + g1

® Consistance - Stabilité - Convergence de la méthode

Définition 11.4.3. [12] ( Erreur de consistance )
On appelle erreur de consistance du schéma (I11.53) Apup, = by, le vecteur e, (u) de RN défini par

u ()
u (z2)

é‘h(u) = Ah(wh(u)) - b}“ ot Wh(u) = y

u(zy)

7h(u) représente la projection de la solution exacte sur le maillage. On dit que le schéma est consistant pour la

norme ||| de RYN silimy, o ||en(u)| = 0. Si de plus il existe une constante C indépendante de h telle que
len(u)ll < ChP,

pourp > 0, on dit que le schéma est d’ordre p pour la norme ||.||. Usuellement on utilise les normes ||-|| = |||, ||]l2

ol || - [foo-

Proposition 11.4.2. [12] Supposons que la solution u du probléme (I1.27) est de classe C* sur [0,1]. Alors le
schéma (11.33) est consistant d’ordre 2 pour la norme ||.||so. Plus précisément

h2
len@loe < 35 sup [100)]. (11.36)

T2 y€[0,1
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% Preuve.

D'aprés le développement de Taylor, on a

w(x; +h) —2u(z;) + u(x; — h) _lﬁ
h? 12

ul/ (-’I;q,) —
en substituant dans 1'équation (I1.27), on obtient

w(x; +h) —2u(z;) + u(x; — h) h?

72 +a(zi)u(x;) — f (i) = —EUM) (0i), xi—ho<0; <xi+ho
sous forme vectorielle 2
(Anmn(u) — bn); = —EU(@ (0:)
ce qui donne
e
en(u)i = —5u™ (6i)

donc

Jen@lle = max Jen(] <2 sup [u(y)]

en(u)| o = 121@( en(u B 7’/zuopl )

Remarque I1.4.2. [9] Si u est de dérivée quatriéme nulle, alors Uerreur de consistance ep(u) est nulle. La
matrice Ay, élant inversible, on en déduit que up, = mp(u), ce qui donne en définitive que : la solution exacte
coincide avec la solution discréte en tout point du maillage.

Définition I1.4.4. [9] ( Stabilité )
On dira que le schéma (11.33) est stable pour la norme || - ||, 8%l existe une constante C > 0 indépendante de
h telle que
lunllog = sup fui <C
1<i<N

Définition 11.4.5. [10] ( Erreur de convergence )
On appelle erreur de convergence de la méthode, l'erreur entre la solution approchée uy et la solution exacte
auz points du maillage {x;};- ., i.e la quantité

Jun — 7 (w)]] o

Afin de majorer cette erreur, il suffit d’observer que, par définition de l’erreur de consistance et puisque Apuyp =
b, on a

up — mp(u) = — (Ap) ' en(u) (I1.37)

Théoréme I1.4.1. [10] ( Théoréme de convergence )

On suppose a > 0. Si la solution u du probléme (11.27) est de classe C* sur [0,1], alors le schéma (I1.33) est
convergent d’ordre 2 pour la norme || - ||oo. Plus précisément,

h2
Jun = mn()l < 5o sup [u® ()] -
y€[0,1]

Avant de démontrer le théoréme (I1.4.1), nous avons besoin de quelques notions sur I'analyse matricielle.

Proposition 11.4.3. [10] ( Monotonie )

On suppose a > 0. La matrice Ay, du systéme linéaire (I1.35) est monotone.
Proposition I1.4.4. [10] ( Stabilité )

Supposons que a > 0. On a l'estimation suivante

[(AR) " loo < (IL.38)

| =

26




CHAPITER II I1.4. METHODE DES DIFFERENCES FINIES

Proposition 11.4.5. Le schéma (I11.33) est stable pour la norme || + ||o-

% Preuve. : Posons

—1
A = i) i< jens et b= (j)1c5cn
Alors
N 1
il = |>_bis by <g.sup |bjl=C
=1 1<5<
donc
unlloo = sup |u| <C
<i<N

% Preuve. du théoréme (11.4.1)

D'aprés 1'égalité (11.37) on a I'estimation d'erreur suivante

lun = mn (@)l < [ (457 || llen ()]l

Appliquons 'estimation (I1.36 ) de I'erreur de consistance proposition (I1.27) et I'estimation (I1.38) dite inégalité de stabilité
proposition (I1.32 ), on en déduit

h2
lun = mn(w)l < 55 sup [u9 )]
y€[0,1]

Remarque I1.4.3. La convergence finale de la méthode est donc assurée graice auzr deuz proprietés fondamen-
tales qui sont : consistance et stabilité.
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Applications

Dans ce chapitre on utilise deux méthode ( range kutta et différences finies ), pour résoudre les equations differentialles
ordinaire de premier et deuxiéme ordre.

le but principale de ce chapitre est la résolution de 1'équation défferentialle concernat la tension élécqtrique entre les
deux poles du condonsateur (De 0 a 1 seconde ).
Définition II1.1. [17] ( Valeurs physiques)

1. le condonsateur est un élément éléctrique qui a le pouvoir d’accumule 'energie éléctrique, et en difinie la
capacité de condonsateur par C et d’unite le farade (F).

2. R et la résistance du conducteur et son unité ’hom (W).

3. U, la tension éléctrique entre les deux extrémités du condensateur.

4. Ug la tension entre les deux pole du conducteur d’hom U = Ri .

5. la bobune a deux pole constituée par un file decuivre isolant et on roule en forme de cercle dans le circuit.

6. L auto bobinage est une valeur phisique positif et ce concerne par la forme giométrique et son unité I’Henry
(H).

7. r la résistence interne.

8. O genérateur éléctrique.

IT1I.1 1la rolation entre l’intensité du courant et la tension dans le
condonsateur

[19] en a une relation entre l'intensité du corant et la quantité eléctrique (la charge éléctrique q)

_da

i(t) = o (I11.1)
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on a une relation entre la charge et la tension :

q=CU. (I11.2)
a partir de (II1.1) et (II1.2) on on deduit que :
dU.
i(t) = I1I.
i) = (IIL3)

II1.2 la relation entre la tension dans la bobine et ’intensité
[20] la loi génerale de la tension entre les deux pole de la bobine ce définit par :
di .
Up = L% +7i (II1.4)

dans ce cas si (r = 0) on peut dire que la bobine (pur).

Remarque II1.2.1. dans cette charpitre en prend une bobine (pur)

le cercuit indiqué dans (I11.1) ce compose de :

= génerateur de courant fix ca force motrice O = 5
= condonsateur de capacite C' = 1
= la bobine (sa propre) L = 0.04

= laresistence R=1et R =0

= laresistence interne de la bobine r = 0, et K l'interupteur et fil conducteur

I--'-J\/“v”\r---I-----J”ﬁ?fﬁ“‘-
1

. (L.r=0)
R 2

ro X

Fic. II1.1 : Installation expérimentale

- pour utidier I'effet du couraut sur le type de vebrations élécqtrique en suite en sa sur par le Installation expérimentale
(11L1)

L' expérience 1 : [18]
on met l'interrupteur sur la position (1) pour le condensateur est charger, et en ecrire I'equation différentielle pour U,
la loi de la somme des tension dans le cercuit on deduit

Ur+U.=0 (I11.5)
d'ou
Ri+U.=0
:lwﬁf+m=0 (I1L.6)
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C'est une équation différentielle du premier ordre et sa solution :
Ue(t) = A(1 — exp(—t/B))
Nous dérivons

dU. A
= = exp(—1/D)

On remplace ( 111.7) et ( I11.8) par (I11.6)

RC% exp(—t/B)+ A — Aexp(—t/B) = O

donc

Aexp(—t/B) (B¢ —1) = 0= B = RC
A=0

Alors U.(t) = O(1 — exp(—t/RC)) ouO=5 R=1 C=1

Ainsi I'équation différentielle devient

Et la solution

Et le graphique

345

25F B

la tension et son unite le valte (v)

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0z 03 04 058 06 07 08 09 1

Ternps en secondes (5)

Fic. II1.2 : la solution 'équation (II1.9) sur 'intervalle [0, 1]

II1.3 la solution numeérique (Equation du premier ordre)

I11.3.1 Méthod Runge-Kutta (ordre 4)
le probléme (I11.9) équivalent :

{f;; +yt)=5 t€]o,1]
y(0)=0
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CHAPITER III

III.3. LA SOLUTION NUMERIQUE (EQUATION DU PREMIER ORDRE)

Nous résolvons ce le probléme ( I11.11) en applicons la relation (1I.14) avec h = 0.1 w; = y;. alors t;41 = ¢; + 0.1.

de t = 0 pour ¢t = 1 avec taille de pas h = 0.1 Nous trouvons :

to=0 ¢ =0.1

une étape 0
une étape 1

une étape 2

une étape 3

une étape 4

une étape 5

une étape 6

une étape 7

t2 =0.2 t3 =0.3 t4 =04 t5 =0.5 t(} =0.6 t7 =0.7 tg =0.8

t():O ’U)o:O

t1 =0.1

kl = hf(to, ’wo) = hf(to,’wo) = 0.5000
ky = hf(to+ %, wo + 2k1) = 0.475
ks = hf(to+ =, wo + $ky) = 0.476
ky = hf(t() + h,wo + kg)() = 0.4524

ty =0.2

kl = hf(tl,wl) = 0.4524
ko = hf(ti + 2wy + Ski) = 0.4298
ks =hf(t1+ %, w1 + $ky) = 0.4309
k4 = hf(tl + h,w1 + kg) = 0.4093

t3 =0.3

kl = hf(tg,’wg) = 0.4094
ko = hf(ts + & wy + k1) = 0.3889
ks =hf(tz+ %, ws + 1ky) = 0.899
ke = hf(ta + h,ws + k3) = 0.3704
ws = wy + § (k1 + 2k + 2k + ky) = 1.2959079

ty =04

ki = hf(ts,ws) = 0.3704
ko = hf(ts + 2, ws + ki) = 0.3519
ks = hf(ts + 2wy + Lko) = 0.3528
ky = hf(tg + h,ws + ]Cg) =0.3351
wy = w3 + & (k1 + 2k + 2k3 + ky) = 1.6483986

ts = 0.5

ky = hf(te, wa) = 0.3352
ko = hf(t4 + ﬁ,w4 + %]{71) =0.3184
ks = hf(ts + %, ws + $k2) = 0.3192
ki = hf(ts + h,wy + k3) = 0.3032

te = 0.6

kl = hf(t5,ﬂ)5) =0.3033
ko = hf(ts + %, ws + 2k1) = 0.2881
ks = hf(ts + %, w5 + $ky) = 0.2889
ky = hf(tg) + h,ws + kg) =0.2744

t; =0.7

kl = hf(tG,UJe) =0.2744
ko = hf(te + %, we + 2k1) = 0.2607
ks = hf(ts + 2, we + ko) = 0.2614
ky = hf(tg + h,wg + kg) = 0.2483
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une étape 8 ts = 0.8

kl = hf(t7,w7) = 0.2438
ko = hf(t'r + %,’LU7 + %kl) = 0.359
ks = hf(tr + 2, wr + $ky) = 0.2365
ks = hf(t7 + h,wy + k3) = 0.2246
wg = wr + (k1 + 2ka + 2k + ki) = 2.7533536

une étape 9 tg = 0.9

kl = hf(tg,ﬂ/g) = 0.2247
ko = hf(ts + 5 ws + 1ki) = 0.2134
ks = hf(ts + & wg + Tko) = 0.2140
ky = hf(tg + h,wg + ]Cg) = 0.0233
wy = ws + & (k1 + 2k + 2ks + ka) = 2.9677500
une étape 10 tip=1
k1 = hf(te, wg) = 0.2003
ko = hf(to + 1wy + Tki) = 0.1931
ks = hf(to+ %, wy + $ka) = 0.1936
ky = hf(tg + h,wg + ]Cg) = 0.1839
wip = wy + § (k1 + 2ka + 2k3 + ky) = 3.160611

Comparons maintenant ce que nous avons obtenu avec la solution exacte.

t;  Solution exacte y; Solution numérique w;  Erreur|w; — y;|
0.0 0 0 0
0.1 0.4750 0.4758125 4e-7
0.2 0.9063 0.9063455 Te-7
0.3 1.2959 1.2959079 le-6
04 1.6484 1.6483986 1.2e-6
0.5 1.9673 1.9673453 1.3e-6
0.6 2.2559 2.2559403 1.4e-6
0.7 2.5171 2.5170719 1.5¢-6
0.8 2.7534 2.7533536 1.6e-6
0.9 2.9672 2.9671500 1.6e-6
1 3.1606 3.160611 1.6e-6

I11.3.1.1 code Matlab

% methode runge kutta (order4)
%dy/dx=y+5 y(0)=0

clc
f=0(t,y) (-y+5) ;
a=input('enter a= ');

b=input ('enter b= ');
n=input('enter n= '); ¥ n=b-a/h

alpha=input('enter alpha = ');
h=(b-a)/n;

t=a;

w=alpha;

fprintf ('t , w\n');

fprintf ('%5.3f %11.7f\n',t,w) ;

for i=1 :n
ki=hx*xf (t,w) ;
k2=h*f (t+h/2.0,w+k1/2.0) ;
k3=hx*f (t+h/2.0,w+k2/2.0) ;
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k4=h*f (t+h,w+k3) ;

Y=5*x(1-exp(-t)) ;
e=abs (Y-w)

w=w+(k1+2.0%(k2+k3)+k4) /6.0 ;

t=a+ix*h;
fprintf ('%5.3f %11.7f \n',t,w);

x=[a :h :b];
q=5*(1-exp(-x));
hold on
plot(t,w, 'b*x"');
plot( x,q,'r"');
legend ('rague kutta(oder4)', 'Solution exacte y(t)', 'location', 'northwest')
xlabel ('Temps en secondes (s) ')
ylabel('la tension et son unite le volte (v) ')
hold off

end

351
*  rague kutta(oderd)
sk Solution exacte y(t)
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o 25}
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Temps en secondes (s)

F1a. I11.3 : la solution numérique RungeKutta et solution exacte sur I'intervalle [0, 1]

Nous remarquons a travers 1'énoncé que la solution numérique est convergente vers la solution exacte .

IT1.3.2 Méthod différences finies

le probléme ( I11.9) équivalent :

(¢ t)=5 t €]0,1
u(0)=0 wu(l)=3.2
Soit N € N fixé. On définit de le pas discrétisation du maillage par
t=1ih,i€{l N}ih L
g ’L Z .. . P —
) ) b bl N + 1
Les points tg = 0 et ty4+1 = 1 constituent les extrémités de 1’intervalle de définition de w et les points ¢1,--- , ¢ sont

appelés points internes du maillage.
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On cherche en chacun de ces points une valeur approchée, notée u; de u(t;)
On prend naturellement uy = u(0) = 0 et un41 = u(1) = 3.2. et I’approximation

/ Uj+1 — Uj—1
t) = =1
w'(t) 57
Alors le probléme (I11.12) :
%Jrui =5 pourie {l,---N}

U = O7uN+l = 3.2,

(I11.13)

le schéma centré de la dérivée premiére .

On note que la connaissance des conditions aux limites ug et un 41 est nécessaire a la résolution du systéme, puis-
qu’elles apparaissent dans le schéma (I11.13) lorsque ¢ = leti = N .
le probléme s’écrit

—u;—1 + 2hu; + u;41 = 10h pouri € {1,---N} (TI1.14)
up = 0,un41 = 3.2,
ug = 0
i = 1 +2hu1 + Ug = ].Oh
222 —U1+2hU2+U3:10h
: (II1.15)
t=N—-1 —uny_9+2huny_1+uy =10h
i=N —uy4 + 2huy = 10h — 3.2
UN+1 = 3.2
Matriciellement, le probléme s’écrit
AU = by, (I11.16)
ou
2h 1 o --- 0
-1 2 1 -~ 0
Ap = : : I :
o --- =1 2h 1
o --- 0 -1 2h
Ul 10h
. 10h
Up = : bn =
UN -1 .
UN 10h — 3.2
II1.3.2.1 code Matlab
hy'+y=5;
%Boundary Conditions :y(0)=0, y(1)=3.2;
x=0 :0.1 :1 ;
n=length(x) ;
h=0.16;

y=zeros(1,n) ;

y(1,1)=0; y(1,n)=3.2;

A=zeros(n-2) ;

B=zeros(1,n-2) ;

for i=1 :n-2
A(i,i)=2%h;

end

for i=2 :n-2
A(i,i-1)=-1;
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A(i-1,1i)=1;
end
A
B(1,1)=x(1,2).72-(-y(1,1));
B(1,n-2)=x(1,n-1).72-(y(1,n));
for i=2 :n-3

B(1,i)=10%h;
end
B;
BB=B'
X=A\BB;
XX=X';
y(1,2 :n-1)=XX(1,1 :n-2);
y
Y=5%(1-exp(-x)) ;
hold on
plot(x,y,'d');
plot(x,Y,'r') ;
legend('differences finies',
xlabel ('Temps en secondes (s) ')
ylabel('la tension et son unite le volte (v) ')
hold off

"Solution exacte y(t)',

'"location', 'northwest')

0.3200 1 0 0 0 0

-1 0.3200 1 0 0 0

0 -1 0.3200 1 0 0

A— 0 0 -1 0.3200 1 0

0 0 0 -1 0.3200 1

0 0 0 0 -1 0.3200

0 0 0 0 0 -1

0 0 0 0 0 0
—0.7609 0.010
0.2535 1.600
0.7580 1.600
1.6109 1.600
Un = 1.8425 by, = 1.600
2.6214 1.600
2.6036 1.600
3.3882 1.600
3.1194 —2.390

Comparons maintenant ce que nous avons obtenu avec la solution exacte

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0
0.3200 1 0

0 -1 0.3200

Erreur|y; — Y;|

t;  Solution exacte Y;  Solution numérique y;
0.1 0.4758 -0.7609
0.2 0.9063 0.22535
0.3 1.2959 0.7580
0.4 1.6483 1.6109
0.5 1.9673 1.8425
0.6 2.25594 2.6214
0.7 2.51703 2.6036
0.8 2.7533 3.3882
0.9 2.9671 3.1194

1.236
0.680
0.537
0.0374
0.124
0.365
0.086
0.634
0.152

35




CHAPITER III III.3. LA SOLUTION NUMERIQUE (EQUATION DU PREMIER ORDRE)

3ar

— differences finies
Solution exacte y(t)

o
T

la tension et son unite le volte (v)
= ey rd
[am ] (o] —_ [y} (o] o
T T T

=
m

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps en secondes (s)

F1a. II1.4 : la solution numérique (différences finies h = 0.16 ) et exacte

Gl

differences finies
rague kuttaloderd)
Solution exacte y(t)

o
T

latension et son unite le valte (v)
= ey rd
[am ] [ay] —_ m ha [ag]
T T T

=
m

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
] 0.1 02z 03 04 05 0B 0¥ 08B 09 1
Temps en secondes (s)

Fia. ITI1.5 : la solution exacte et différences finies et range kutta

I11.3.2.2 Erreur de consistance

u(tivr) = wir1 = wi + hu' () + B (8) + Eu® (6,),
w(ti—1) = ui—1 = u; — hu'(t;) + %21//(152‘) — %Su(3) (62),

ou 0 E] ti,tit1 [ et 0o E] ti—l,ti[-

Alors L' erreur de consistance est donnée par :
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() = ' () + u(ty) — <W*EJ“1+umO

@) (9;) — u® (92))

2(

B2

<" (2 swp o)
06]01

sup [u® ()
0€]o,1]
le schéma est consistance d' order 1 avec |7, (u)| _— 0.

conclusion
résolvant l'équation ¢’ (t) + y(¢) = 5 (Avec des termes élémentaires) , en deux méthodes (range kutta) et (difference fine).
Notez que la méthode (range kutta) est la plus proche de la solution correcte de 1'équation ' (¢) + y(t) = 5 que la méthode
(différences fines).
C'est pourquoi nous disons que la méthode (range kutta) est plus précise que la méthode (différences fines) pour résoudre
les équations différentielles ordinaires du premier ordre.

Nous allons maintenant voir les deux méthodes précédentes pour résoudre une équation différentielle ordinaire du
second ordre .

L' expérience 2 : [18]
Nous plagons le couteau (k) en position 2, ce processus s'appelle Décharge le condensateur. Nous écrivons I'équation
différentielle de la tension électrique entre les deux extrémités du condensateur.
Selon la loi de combinaison des tensions, on trouve :

U.(t)+Ur(t)+Ugr =0

di d?q d?U.,
) =L—=L—=1 £ t I =
ouUy, il e C oTE et R =0
Aloes
d?U..
I11.1
a7+ gl = (IL17)
C'est une équation différentielle du second ordre et sa solution
U.(t) = Acos(Bt) (IT1.18)
Nous dérivons
e _ —AB? cos(Bt) (I11.19)
a2 ‘

On remplace ( IT1.18) et ( I11.19) par (I11.17)
—AB? cos(Bt) + A cos(Bt) =0
LC

Acos(Bt) ( B? + LlC’) =0

Sit = 0 Le condensateur est chargé ,Donc

Uc(0) = Acos(B x0) =5
=A=5
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t
VvVLC

Ainsi I'équation différentielle devient

Alors U.(t) = 5 cos( ) ouL=004 C=1

d?U,
25U.(t) = I11.2
7z +25U.(t)=0 ( 0)
Et la solution
U.(t) = 5 cos(5t) (I11.21)

Et le graphique

Tension électrique en vaolts (v)
[}

5 1 I I I I
0 0.1 0z 03 04 05 06 07 08 09 1

Temps en secondes (s)

F1a. II1.6 : la solution ’équation (II1.20) sur l'intervalle [0, 1]

IT1.4 la solution numérique (Equation du deuxiéme ordre)

II1.4.1 Méthode Runge-Kutta (ordre 4)

le probleme (I11.20) équivalent :

d*y
— +25y(t) =0 ¢ 1
gz T2oy(t) =0 t€)0,1]

y(0) =5
Nous résolvons ce probléme ( I11.22) en applicons la relation (I1.17) avec h = 0.1. aloes ¢; 1 = ¢; + 0.1.
de t = 0 pour ¢ = 0.9 avec taille de pas h = 0.1 Nous trouvons :
to=0 t1 =01 t2=02 t3=03 ¢, =04 t;3=05 t=06 t;=0.7 tg=0.8 t9=0.9
une étape 0 to=0 yo=5>5

(I11.22)

une étape 1 t1 =0.1

k1 =0 l1 = =25t = -2.5
k2 = 0.5t1l1 = —0125 l2 == —25t1(1 + 05k1) = —25
k3 = 0.5t1ly = —0.125 I3 = —25¢1(1 4 0.5ks) = —2.34
ks = t1l3 = —0.2343 ly = —25t1(1 + k’g) = —2.18

1
Y1 ="Yo + g(kl + 2ky + 2k3 + ky) = 4.8776
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une étape 2

une étape 3

une étape 4

une étape 5

une étape 6

une étape 7

une étape 8

1o =0.2

k1=0 Iy = =25ty = =5

]fg == 0.5t211 == —0500 lQ == —25t2(1 + 05k1) == —5
k3 = 0.5t3ls = —0.500 I3 = —25t2(1 4 0.5ky) = —3.7

ty = 0.3

ky = talz3 = —0.750 ly = —25t2(1 + ]{?3) =-2.5

1
Y2 =y1+ é(kl + 2ko + 2k3 + ky) = 4.419271

k1=0 Iy = —=25t3 = =75

kQ = 0.5t3l1 = —11250 lz = —25t3(1 + 05]€1) = —75
ks = 0.5t3lo = —1.1250 I3 = —25t3(1 + 0.5ks) = —3.2

ty = 0.4

ts = 0.5

ks = t3ls = —0.9843 ly = —25t3(1 + k’3) =0.93

1
Ys =y2 + E(kl + 2kg + 2k3 + ky) = 3.5052

ki1 =0 l1 = —25t4, = —10
ko = 0.5t40h = -2 Iy = —25t4(1 + 0.5k1) =-10
ks = 0.5t4ly = —2 l3 = —25t4(1 + O.5k‘2) =0
ks =1t4l3 =0 Iy = —25t4(1 + k‘g) =10

1
Yya=ys+ g(kl + 2ko + 2ks + kq) = 2.171875

k1=0 Iy = —=25t5 = —12.5

ko = 0.5t50; = —3.125 o = —25t5(1 4+ 0.5k;) = —12.5
ks = 0.5t5lo = —3.125 I3 = —25t5(1 + 0.5k2) = 7.03

tr = 0.7

k4 = tsl3 = 3.515 ly = —25t5(1 + kg) = 26.5

1
Ys = ya + é(kl + 2ko + 2ks + kq) = 0.674479

k=0 li = =25t = —15

ko = 0.5tgly = —4.50 5 = —25t6(1 + 05]{71) =-15
ks = 0.5tglo = —4.50 I3 = —25t6(1 + 05]{52) =18.7

ky = tgls = —11.250 ly = —25t6(1 + ]{13) =525

1
Yo =Ys + é(kl + 2k + 2ks + k4) = —0.450521

k1 =0 ly = —25t7; = —15.5

ko = 0.5t7l1 = —6.125 [y = —25t7(1 + 0.5k31) =—-175
ks = 0.5t7lo = —6.125 I3 = —25t7(1 + 05k‘2) = 36.09

ts =0.8

ky = 7l = 25.265 ly = —25t:(1 + k3) = 89.6

1
Y7 = Yo + é(kl + 2kg + 2ks + kq) = —0.322917

ki =0 l1 = —25tg = —20
ko = 0.5tgly = —8 Iy = —25t8(1 + 05l€1) = =20
ky = 0.5tsls = —8 Iy = —25ts(1 + 0.5ks) = 60
ky = tgls = 48 ly = *25758(1 + kg) = 140

1
Ys = yr + é(kl + 2ko + 2k3 + ky) = 2.343750
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une étape 9 tg = 0.9

ki=0 l1 = —25t9 = —22.5
ko = 0.5t9ly = —10.125 [y = —25t9(1 + 0.5k1) = —22.5
ks = 0.5tglo = —10.125 I3 = —25t9(1 + 0.5k2) =91.40
ky = tgls = 82.26 ly = —25t9(1 + ]{33) = 2.05e2

1
Yo = ys + é(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky) = 9.304688

Comparons maintenant ce que nous avons obtenu avec la solution exacte

t;  Solution exacte Y; Solution numérique y;  Erreur|y; — Y;|
0 5 5 0
0.1 4.3879 4.8776 0.4896
0.2 0.5403 4.419271 1.7177
0.3 0.070737 3.5052 3.1505
0.4 -0.416146 2.171875 4.2526
0.5 -0.801143 0.674479 4.68019
0.6 -0.98999 -0.450521 4.4994
0.7 -0.93645 -0.322917 4.3593
0.8 -0.653 2.343750 5.61196
0.9 -0.21079 9.304688 10.35866

I11.4.1.1 code Matlab

clc

format long

% on donne x pour trouver y(x) approximee tel que x>0 et x<1
n=input ('enter n= ');

y=5;

for i=1 :n

x=input ('enter x= ');
h=x;

k1=0 ;

11=-25%h;

k2=h*11%0.5 ;

12=-25xh* (1+0.5%k1) ;
k3=h*12%0.5 ;
13=-25%h*(1+0.5%k2) ;

k4=h*13 ;

14=-25xh*(1+k3) ;

%y c'est la valeur approximee
y=(1/6) * (k1+2xk2+2%k3+k4)+y ;
z=5*%xcos (5*x) ;

fprintf ('%f Y%f\n',h,y);

% er c'est l'erreur d'approximation

er=abs (y-5*cos (5%x))

end

clc

t=[0 :0.01 :0.9];

y=6*xcos (b*xt) ;
X=[0;0.1;0.2;0.3;0.4;0.5;0.6;0.7;0.8;0.9];
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=[5;4.877604 ;4.419271 ;3.505208;2.171875;0.674479 ;-0.450521 ;-0.322917 ;2.343750 ;

hold on

plot(X,Y, 'bx"');

plot(t,y,'r') ;

xlabel ('Temps en secondes (s) ')

ylabel('Tension electrique en volts (v) ')

legend ('range-kutta(oder4)', 'Solution exacte y(t)')
hold off

%grid on

10

+  range-kutta(oderd) ¥
Solution exacte y(t)

Tension electrique en volts (v)

5 I I I I I
0 0.1 0z 03 0.4 05 0&6 07 [R] (=]

Temps eh secondes ()

F1a. II1.7 : la solution exacte et (Runge-Kutta order4 ) sur Uintervalle [0, 1]

La solution de 1'équation (II1.22) par la méthode (rugne kutta) sur l'intervalle [0, 1[ ne converge pas suffisamment vers la
solution correcte .
Nous allons maintenant le résoudre sur l'intervalle [0, 0.1].

Nous résolvons ce probléme ‘572 + 25y(t) = 0 sur l'intervalle [0, 0.1] avec h = 0.01. alors ¢;41 = t; + 0.01.
de t = 0 pour ¢t = 0.1 avec taille de pas h = 0.01 Nous trouvons :
to =0 t; =001 ¢ =002 t3 =003 t, =004 t;5 =0.05 tg = 0.06 t; = 0.07 tg = 0.08 tg =
0.09 t10=0.1

une étape 0 to=0 yo=0>5
une étape 1 t1 =0.01
ki=0 l1 = =25t = —0.25

ko = 0.5t10 = —0.125 Iy = —25t,(1 + 0.5k;) = —0.25
k3 = 0.5t1ly = —0.125 I3 = —25¢1(1 4 0.5k2) = —0.24
ks = t1l3 = —0.0024 ly = —25t1(1 + k‘g) =-0.24

1
Y1 = yo + é(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky) = 4.998750

41

9.3044
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une étape 10 tip =0.1

k1 =0 ly = —25t1g = —2.5
kQ = 0.5t10l1 = 01250 lg = —25t10(1 + 05k1) = —25
k3 = 0.5t19lo = —0.1250 I3 = —25¢t10(1 4+ 0.5k2) = —2.34
kq = t1ols = —0.2343 ly = —25t10<1 + k‘g) = —2.18

1
Y10 = Yo + g(kl + 2ko + 2ks + ky) = 4.5253

Comparons maintenant ce que nous avons obtenu avec la solution exacte

t;  Solution exacte Y;  Solution numérique y;  Erreur|y; — Y|
0 5 5 0
0.01 4.9973 4.998750 0.004
0.02 4.97502 4.99375 0.01
0.03 4.94385 4.982526 0.03
0.04 4.90033 4.962569 0.06
0.05 4.84456 4.931505 0.08
0.06 4.77668 4.8868 0.11
0.07 4.69686 4.8262 0.12
0.08 4.60530 4.7472 0.14
0.09 4.50223 4.647743 0.14
0.1 4.3879 4.5253 0.132

I11.4.1.2 code Matlab

clc

t=[0 :0.01 :0.1];

y=b*cos (5*t) ;

z=[0;0.01;0.02;0.03;0.04;0.05;0.06;0.07;0.08;0.09;0.1];

c
=[5;4.998750;4.99375 ;4.982526 ;4.962596 ;4.931505 ;4.8868 ;4.8262;4.7472 ;4.64774 ;4

hold on

plot(z,c, 'bx');

plot(t,y,'r') ;

xlabel ('Temps en secondes (s) ')

ylabel ('Tension electrique en volts (v) ')
legend('range-kutta(oder4)', 'Solution exacte y(t)')
hold off

%grid on
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* #  range-kutta(oderd)
Solution exactey(t)
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47

46
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Tension électrique en vaolts (v)

4.4
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0 oot 002 003 004 005 006 007 008 003 01
Temps en secondes (s)

4.2

F1a. II1.8 : la solution exacte et (Runge-Kutta order4) sur l'intervalle [0,0.1]

conclusion
Remarquez maintenant qu'il est devenu plus proche de la solution exacte lorsque nous avons réduit le domaine
Le tableau et la figure suivants illustrent la solution lorsque nous avons encore réduit le l'intervalle [0, 0.01].

t; Solution exacte Y;  Solution numérique y;  Erreur|y; — Y;|
0 5 5 0
0.001 4.99993 4.99998 4.9e-5
0.002 4.999750 4.999938 1.8e-4
0.003 4.999437 4.999825 3.8¢-4
0.004 4.999000 4.999625 6.2¢e-4
0.005 4.99843 4.999313 8.7e-4
0.006 4.99775 4.998863 1.1e-3
0.007 4.99693 4.998250 1.3e-3
0.008 4.99600 4.997450 1.4e-3
0.009 4.99643 4.996438 1.4e-3
0.01 4.99375 4.995188 1.4e-3

B4 + &
* *  range-kutta(oderd)
.*. .

1999 | Solution exacte y(t)
= 4998
5 4997
E 4.996
2 495
]

4994 |

4.993

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 0001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 00058 0008 001
Temps en secondes (s)

Fia. II1.9 : la solution exacte et (Runge-Kutta order4) sur l'intervalle [0,0.01]
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Résultat : Cette méthode converge lors de la résolution d'une équation d'un deuxiéme degré lorsque le l'intervalle
d'étude est suffisamment petit .

I11.4.2 Méthodes des différences finies
le probléme (I11.20) équivalent :

"(t) 4+ 25u(t) =0 t €]0,1
(1) + 25u(t) o, 1| s)
u(0)=5 wu(l)=14
Soit N € N fixé. On définit les points dediscrétisation du maillage par
t—ihie{l, - \N}ih=—
=1 I3 e . [
) ) b ) N + 1
Les points tyg = 0 et ty4+1 = 1 constituent les extrémités de I’intervalle de définition de w et les points ¢1,- - , ¢ sont
appelés points internes du maillage.
On cherche en chacun de ces points une valeur approchée, notée u; de u(t;)
On prend naturellement uy = u(0) = 5 et uny41 = u(1l) = 1.4. et approximation
Uit1 — Us + Uj—1
u”(t) _ =
Alors le probléme (I11.23) :
Uit1 — Ui + Uj—1 ,
————— +25u; =0 e{l,---N
h2 +2ou pour i € { } (I11.24)

up = 5,un+1 = 1.4,

le schéma centré de la dérivée seconde. .
On note que la connaissance des conditions aux limites ug et un 1 est nécessaire a la résolution du systéme, puisqu’elles
apparaissent dans le schéma (I11.24) lorsque i = leti = N .
le probléme s’écrit

wi—1 +u;i(25h% — 1) +u; 1 =0 pouri e {1,---N} (IT1.25)
up =5, un+1 = 1.4,
Ug = 5
i=1 +(25h% — Dug +uz = —5
1 =2 u1+(25h2—1)u2+u3:0
E (I11.26)
i=N-—-1 uny_o9+ (25]7,2 — l)uN_1 +un =0
i=N un_1 + (25h% — Duy = —1.4
UN+1 = 1.4
Matriciellement, le probléme s’écrit
AUy = by, (II1.27)
ou
25h% — 1 1 0 e 0
1 25R%2 -1 1 e 0
A = :
0 = 1 25h%—1 1
0 0 1 25h% — 1
uy —5
u 0
U, = bp =
UN-1 0
unN —1.4
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I11.4.2.1 code Matlab

%y"+25y=0 ;

%#Boundary Conditions :y(0)=5, y(1)=1.4;

x=0 :0.20 :1 ;

n=length(x) ;

h=0.01;

y=zeros(1,n) ;

y(1,1)=5; y(1,n)=1.4;

y

A=zeros (n-2) ;

B=zeros (1,n-2) ;

for i=1 :n-2
A(i,i)=25*%h."2-1;

end

for i=2 :n-2
A(i,i-1)=1;
A(i-1,1i)=1;

end

A Jcoefficient matrix

B(1,1)=x(1,2).72-(y(1,1));

B(1,n-2)=x(1,n-1) .72-(y(1,n)) ;

for i=2 :n-3

B(1,i)= 0
end
B;
BB=B' Y%second side of the equations;
%AX=B ---> X=A\B
X=A\BB;
XX=X";

y(1,2 :n-1)=XX(1,1 :n-2);

y %final answers

Y=5*cos (5*x) ;

hold on

plot(x,y,'b');

plot(x,Y,'r') ;

legend('differences finies', 'Solution exacte y(t)')
xlabel ('Temps en secondes (s) ')

ylabel('la tension et son unite le volte (v) ')

hold off
0.9975 1 0 0
A 1 0.9975 1 0
- 0 1 0.9975 1
0 0 1 0.9975
4.2336 —4.960
—0.7370 0
Un=1 _406687 bn = 0
—4.2193 —0.760
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g

— differences finies
4r Solution exacte y(t)
3 L

la tension et son unite le volte (v)
[}

5 1 1 1 1 1
1] 0.1 0.z 03 04 05 06 07 s 0% 1

Temps en secondes (s)

F1a. II1.10 : la solution numérique (différences finies) h = 0.2

Comparons maintenant ce que nous avons obtenu avec la solution exacte

t;  Solution exacte Y; Solution numérique y;  Erreur|y; — Y;|
0.0 5 5 0
0.2 4.2336 4.9992 0.7
0.4 -0.7370 -1.6800 0.943
0.6 -4.96687 -4.9499 0.01
0.8 -4.2193 -3.2682 0.95
1 1.4 1.4 0
10-

— differences finies
rague kutta(oder4)
Solution exacte y{t)

la tension et son unite le volte (v)

| |
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07 0.8 09 1
Temps en secondes (s)

Fic. II1.11 : la solution exacte et différences finies et range kutta sur l'intervalle [0, 1]
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la figures suivants illustrent la solution sur l'intervalle [0, 0.1] et [0, 2]

differences finies
Solution exacte y(t)

la tension et son unite le volte ()

. . L . . . 1 1 . )
001 002 003 004 005 006 007 008 009 01
Termps en secondes (5)

1]

(a) différences finies et solution exacte sur l'intervalle
[0,0.1]

differences finies
Solution exacts y(t)

la tension et son unite le volte (v)

. . . .
0.8 1 12 14
Temps en secondes (5]

L L
0 02 04 0B

(b) différences finies et solution exacte sur l'intervalle
[0,2]

On remarque que la méthode des différences finies donne des résultats moins précis sur l'intervalle [0,0.1] et plus précis

sur l'intervalle [0.2].

I11.4.2.2 Erreur de consistance

u(ti+1) = Ui+1 = U; + hu’(ti) +

B0 (t) + Eu® (t) + u® (0,

u(tion) = wiy = wy — ha'(t;) + B () — Lu® () + Bu® (6,)

ou 0, E] tistiva [ et 6o E] tifl,ti[.

Uip1 — 2U; + Uj—1

h2

u// (tl) = h2

Alors L' erreur de consistance est donnée par :

- (u(4> (61) + u® (92))

[mn ()] = [u” () + 25u(t:) — (”*;h“ + 25u<ti>) |

h2
— 1= (,® (4)

o (4@ @)+ u (8))

n? ()
< 2 sup |u‘¥ (0

31 (2,2 [W0@) )|

h2
<|—= | sup u®(p

ks (66}0?1[| anl

le schéma est consistance d' order 2 avec | (u)| — 0.

h—0
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conclusion

Grace a I'étude précédente, nous avons montré que la méthode des différences finies était plus proche de la solution
exacte que la méthode de Runge kutta lors de la résolution d'équations différentielles ordinaires du second ordre.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons développé deux méthodes numériques de résolution des équations
différentielles de premiére ordre et de second ordre avec conditions aux limites, puis nous avons com-
paré les résultat des approximations pour chaque méthode et ulistrté l'efficacité d'approximation de
solution a la solution exacte .
comme suite nous tirons les résultats suivant :

= Dans les opérations arithmétiques, nous remarquons que la méthode des différences finies est
plus rapide que la Runge kutta.

= La méthode Runge kutta donne des résultats plus précis que la méthode des différences finies
par rapport a la solution correcte d'une I'équation différentielle du premier ordre ( pour la tension
électrique entre les deux extrémités du condensateur ) sur l'intervalle [0, 1] .

= La méthode des différences finies donne des résultats plus précis que la Runge kutta par rapport
a la solution correcte d'une 1équation différentielle du second ordre ( pour la tension électrique
entre les deux extrémités du condensateur ) . sur l'intervalle [0, 1]

= La méthode Runge Kutta donne des résultats plus précis dans les petits sur l'intervalle.

= La méthode des différences finies donne des résultats moins précis dans les petits sur l'intervalle

Les deux méthodes ci-dessus peuvent étre utilisées pour résoudre des problémes d'un autre type, tels
que les équations différentielles partielles.
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Résumé
Dans ce mémoire , nous présentons une ¢tude informatique des deux méthodes numériques pour
résoudre des équations différentielles ordinaires. Le but de ce travail est de montrer I'efficacité
et les avantages des deux méthodes présentées. Ensuite, nous avons fait une comparaison entre
les résultats de ces deux méthodes et la solution exact de I'équation.
La méthode de Runge Kutta a ses résultats numériques plus proches de la solution exact que
la méthode des différences finies, et c'est lors de la résolution de 1'équation différentielle du
premier ordre pour la tension électrique entre les deux extrémités du condensateur pendant le
processus de charge, I'équation différentielle second ordre (la tension électrique entre les deux
extrémités du condensateur pendant le processus de décharge) était Les différences de fin sont
plus proches de la solution exact.
Mots clés : Résolution ,équation différentielle ,méthod Runge-Kutta, méthod différences finies
, charge le conducteur, Décharge le condensateur.

Abstract
In this thesis, we have studied two numerical methods to solve ordinary differential equations.
The aim of this study is to show the accuracy and the advantages of these methods. We made
a comparision between these methods and the exact solution of some equations, and we
obtain that Runge—Kutta method is more accurate than finite difference method when they
are applied on the first order equation of electric current between the terminals of a capacitor
while charging, but when they are applied on second order equation (electric current between
the terminals of a capacitor while discharging) finite difference method is more accurate than
Runge—Kutta method.
Key words : Resolution ,ordinary differential equation, Runge—Kutta method, finite difference
method, capacitor charging, capacitor discharging. .
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