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Introduction générale

Le calcul explicite de la solution exacte n’est souvent pas atteint, parce que dans la plupart
des problémes aux limites, il y a impossibilité de trouver une solution analytique.

Comme moyen simple et efficace pour résoudre les équations aux différentielles partielles
linéaires elliptiques, nous avons utilisé le théoréme de Laz-Milgram. Nous avons d’abord
transformé les probléemes de formes originales dites classiques aux forme variationnelles.
Un grand accés a des résultats fondamentaux sur le caractére bien posé de l’équation est
offert par l’approche variationnelle. Cela signifie [’existence et 'unicité de la solution, la
stabilité de cette solution par rapport & des perturbations des données. Le théoréme de Lazx-
Milgram assure le caractére précédent.

L’approche variationnelle est & la base de méthodes performantes pour l’approximation
variationnelle ot on peut utiliser des approximations numériques efficaces comme les élé-
ments finis.

Notre mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres aprés une bréve
citation sur la thématique abordée.

Dans le premier chapitre nous sommes intéressés a donner quelques notions prélimi-
naires d’analyse fonctionnelle et quelques définitions des espaces de Hilbert et [’espaces de
Sobolev. Ainsi que le théoréeme de Lax-Milgram et la démonstration analytique en basant sur
le théoréme de point fixe.

Le second chapitre contient [’application pratique du théoréme de Lax-Milgram sur le
probléme de Dirichlet homogéne en basant par la formulation variationnelle pour trouver la
solution unique.

Dans la troisiéme chapitre nous cherchons la solution du probléme de Dirichlet non
homogéne en utilisant le théoréme de Stampacchia au en passent par la formulation faible.

La fin du chapitre est consacrée aux exemple .



Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement a ['introduction de quelques notions fondamentales
d’analyse et certaines définitions des espaces de Hilbert et du théoréme de Lax-Milgram ainsi

que des espaces de Sobolev que nous utiliserons dans le chapitre 2 et 3.



1.1. Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Produit scalaire dans un espace vectoriel

Définition 1.1.1 Soit FE un espace vectoriel réel, une application (.,.) : EXFE — R (z,y) —

(x,y), est appellé un produit scalaire. Si elle posséde les propriétes suivantes:

1) Elle est bilinéare .

2) Elle est symétriqueNz,y € E, (z,y) = (y, ).
3) FElle est positiveNz € E, (x,z) > 0.

4) Elle est définieNr € E,(z,x) =0 = x =0.

Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel complexe, une application (.,.) E X E —
C.(x,y) — (x,y), est appelée un produit scalaire (parfois produit scalaire hermitien ). Si

elle posséde les propriétés suivantes:

1. FElle est sesquilinéaire.

2. Elle est hermitienne.Nz,y € E, (x,y) = (y, x).
3. Elle est positiveNz € E, (x,x) € RT.

4. Elle est définieNz € E,(z,z) =0 = x = 0[7].

1.1.2 Espace pré-hilbertien

Définition 1.1.3 Un espace vectoriel réel ou complexe H est un espace préhilbertien s’il est

muni d’un produit scalaire ., .) .
Proposition 1.1.1 (Inégalité de Cauchy Schwartz) Dans un espace préhilbertien (H, (., .) ;)

[z )l < lzllglylly = yeH



1.1. Rappel d’analyse fonctionnelle

1.1.3 Identité du parallélogramme

Théoréme 1.1.1 Si (E,(.,.)) un espace préhilbertien, alors (E,(.,.)) est un espace de

Hilbert si et seulement si :

Ve,yeExla+y |+ le—yllP=2(l= "+ 1y )

1.1.4 Espace hilbertien

Définition 1.1.4 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)é.

Exemple 1.1.1 L’ espace L*(2) des fonctions mesurables de 2 dans R carré intégrable est

un espace vectoriel muni du produit scalaire et la norme associeé, pour tout u,v € L*(Q) :

(u,v) r2() = /u(x)v(x)dx
Q
la norme associeé est :

1
2

lu o= | [ 1u@) P do

0
Théoréme 1.1.2 [J] (L2(Q), ]| - |lzz) est un espace Hilbert et on a les propriétés
suwantes :
1.
[ns s
Q Q
2.
(f =g p-psurQ)=>/f=/g
o Q
3.
/f =0] = (f=0) p.psur (1.1.1)
Q



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

1.1.5 Espace de Banach

Définition 1.1.5 Un espace de Banach est un espace normé complet [4).

1.1.6 Théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 1.1.3 Soient X un espace métrique complet et S : X — X une application telle

que :

d(Svy, Svg) < K d(vy,v2)  Yup,ve € X avec K < 1.

Alors S admet un point fixe unique, u = Su [5].

1.1.7 Théoréme de Riez

Théoréme 1.1.4 Soient H' le dual topologique de H, et a € H, on note ¢, :x € H —
(a,z) € K,IK =R ou C.

Alors ¢ :a € H— ¢, € H' est bien définie, et c’est un isomorphisme de H sur

H'[6).

1.2 Théoréme de Lax-Milgram

1.2.1 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.2.1 (Laz-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel, o une forme bilinéaire
sur H, L une forme linéaire sur H. On suppose que:

1) «v est continue

Vu,v € H, |o(u, v)| < llaf lull 4 [v]l- (1.2.1)
2) a est coercive, il existe a > 0 tel que :
Yu € H, a(u,u) > alul. (1.2.2)

3) L est continue

Vu e H, |L(u)| <L |Jull 4 -



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

Alors, il existe un unique u dans H qui vérifie
Yo € H,a(u,v) = L(v), (1.2.3)

et celui-ci vérifie

| L]
Jull g < o

Si de plus a est symétrique, alors u est aussi l'unique élément de H qui minimise la
fonctionnelle

J(v) = %a(v,v) — L(v).

Remarque 1.2.1 [l y a deux preuves (Algébrique et Analytique), nous avons choisi la

preuve Analytique.

Preuve. (Approche Analytique )
Par application du théoréme de Riez sur la forme linéaire continue, il existe un vecteur

f e H tel que :

Vv e H, L(v) = (f,v)

Par application de ce méme théoréme aux formes bilinéaire continues, il existe un endo-

morphisme linéaire continue A € L(H) tel que :

Yu,v € H, a(u,v) = (Au,v)

la proposition (1.2.3)  se réecrit alors :

Jue H, Au=f (1.2.4)

Soit p > 0. Définissons

1,:H—H

par



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

Ty(u) =u— p(Au — f) (1.2.5)

u est solution de (1.2.4) si et seulement si :

Tp(u) =u (1.2.6)

On va appliquer le théoréme de point fixe de Banach c-a-d on doit prouver que Tp est

une contraction on a :

ITp(w) = T,)* = |lu—vl® = 2(u — v, p(Au — Av)) + p* | A(u —v|*

= Jlu—ol* = 2p(u — v, A(u —v)) + p* | A(u — v]*

comme
(u—v, Alu—v)) = ala —u,u—v) > alu—ov| (coercivité)
et
|A(w —v)|| < e|lu— ] (continuité de A)
On a donc

IT,(w) = T,)° < lltu—0)I” (1 = 2pa+ p*c?)

1l suffit de montrer qu’il existe p > 0, tel que :

0< (1-2pa+p*c®) <1

Soit l'inégalité :

1—2pa+p*c® <1

d’on



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

p=0
p(c?p —2a) =0 = v
pc? —2a =0
p=0
p(cp —2a) =0 = v
p=13

L’inégalité de droite donne p € ]0, i—g[

Soit maintenant [inégalité :

1—2pa+p°c® >0 (1.2.7)

et soit I’équation

o(p) = 1—2pa+p*ct =0 (1.2.8)

A =1?—ac

AI:aQ_CQ

Si le discriminant ( A’ = a® — ¢ < 0) alors la relation (1.2.7) est satisfaite quelque-soit

le réel p,d’ou l'opérateur S, est une contraction p € }O, i—‘;[

St A’ >0, alors il suffit de remarquer que :



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

4a? 4q?
=1-g () =1
Done
2a
p(0) = <c—2) =1
d’ou l’'on a :

2a
O<p=p<—

o p, et py sont les racines de (1.2.8). Donc (1.2.7) est satisfaite, et U'opérateur S, est
une contraction .

Lorsque p €0, p;[Ulpy, |-

Alors d’aprés le théoréme du point fixe, on a ’existance et l'unicité de la solution de
(1.2.6), d’ou la solution de (1.2.5).

Soit alors p= 2% >0. On a

1—2,5a—|—ﬁ202:1—2—a22:1—a—z
c c

comme 0 <1 — ‘;—j < 1, on obtient que T, est une contraction qui admet un point fize
unique u € H.

Cas symeétrique :

La démonstration est simple par rapport au cas général.

1- L’existence:

ol
D
V2]
+

Si a(v,u) = a(u,v) donc : a(.,.) est un produit scalaire sur H norme : (a, (u,v))
une norme équivalent a||.||; .

D’aprés le théoréme de Riez oL € H tel que :
a(oL,v) = (o L,v) = L(v)

L L
|loL|| = sup —a(a X)) = sup )

B o o Ml

2-L’unicité :



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

Soit uq, us

a( up —ug,v) =0Vv € H

Prenons v = u; —us,al.,.) est coercive

donc :

0=a( uy —ug,u; —ug) > all ul—u2||2

donc :

(Ul—UQZO)_—_>(U1:u2)
d’ot lunicité .
Cette partie du théoréme de Lax-Milgram suppose de plus que la forme bilinéaire est

symétrique afin de donner une équivalence entre la formulation variationnelle (1.1.1) et

un probléme de minimisation [8]. n

1.2.2 Approximations variationnelles

1l s’agit de résoudre numériquement un probléeme sous forme variationnelle : sachant que
la solution cherché n’est pas représentable en général sous une forme fonctionnelle explicite
simple ( comme une fonction polynéme ou exponentielle ou sinusoidale ou ...) on cherche
une solution approchée par morceaux. C’est-a-dire on va découper le domaine €2 sur lequel
on cherche la solution, et sur chaque morceau on va chercher a approcher la solution par
une fonction simple ( de type polynémiale par exemple ).

Nous limitions notre travail sur le cadre abstraite.

1.2.2.1 Approximations variationnelle abstraite

Le probléme variationnelle abstraite [1|. Dans un espace de Hilbert H, il s’agit de

résoudre le probléme (1.2.3) :

10



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

trouver uw € H  tel que :

a(u,v) = L(v), YveH

(1.2.9)

ot L est une forme linéaire donnée, et a(.,.) une forme biliniéaire donnée.
Si on ne connait pas la solution uw € H explicitement, on essaie de trouver une fonction

approchée uy, dans un sous-espace Hj de demension finie n, solution du probléme :

trouver uy, € Hj, tel que :

(1.2.10)
a(uh,vh) = L(Uh>, VU}L S Hh
Si on connait une base (;)i=1,....,n de Hy, alors(1.2.10) est équivalent a :
trouver uy, € H tel que :
S K (1.2.11)

a(up, @;) = L(y;), Vi=1,...n
Et pour connaitre uy, sur Hy il suffit de connaitre ses composantes uil sur la base, c’est

a dire notant :
n . .
up, = Zuigpj : u, € R pour j=1,..,n (1.2.12)
j=1
il suffit de connaitre les réels u{l Le probléme s’écrit donc comme le systéme matriciel :

trouver les ui eR, j=1,..,n tels que:

S : : (1.2.13)
Zla(%'a%@j) uy, = L(g;), Vi=1,...n
J:
on note alors :
tn L(py)
— . —
=l yA = lai] 1 <4, j <, aij = alg;, @5), f=
Unn L(@n)

et il s’agit de trouwver W tel que :

11



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

AW = f (1.2.14)

c’est un systéme matriciel n X n qu’on peut résoudre dés que A est inversible. Une fois
U trouvé la fonction solution est donnée par (1.2.12).

On supposera que af.,.) est une forme biliniéaire continue et coercive sur v,et que L (.)
est une forme linéaire continue sur v. Dans ces conditions, le probléme (1.2.9) est bien posé

( théoréme de Laz-Milgram ), et la matrice A sera inversible et bien conditionnée.

1.2.3 conformité

Hypothése de conformité. On suppose que H; C H avec Hj sous-espace de Hilbert
muni de la norme induite par v, on dit dans ce cas que vy, est une approximation conforme
de v.

Dans ces conditions, a(.,.) est également une forme bilinéaire continue et coercive sur

Hy, et L est une forme linéaire continue sur Hjy. Et le probléme (1.2.10)est bien posé

mdépendamment de h.

Remarque 1.2.2 [l n'est pas suffisant de vérifier que a(.,.) est coercive sur Hy : on ob-
tiendrait uniquement dans ce cas que a(vy, v) > ay |vn|| pour tout vy, € Hy,. Et-il se pourrait
que ay, tend vers 0 avec h. Par contre, vérifier que a(.,.) est coercif sur H implique avec la
conformité que ap > a quel que soit h, et donc ap ne peut pas tendre vers 0, et le probléme

est bien posé indépendamment de h :
1 1
lunlly < — LI < = |IL] (1.2.15)
ap a

Et ||lup||y dépend alors continument de ||L|| indépendamment de h.

1.2.4 Convergence de u; vers u

On note u la solution du probléme continue (1.2.9) et uy, la solution du probléme discret
(1.2.10) . La question est de savoir si ||u — uy|| est "petit" et de mesurer ce "petit".
Ici on ne dispose que de la norme ||.||; et ce sera donc ||u — uy|| 5 qu’on pourra mesurer.

On a le resultat suivant, qui donne l’erreur d’approrimation a priori :

12



1.2. Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.2.2 Si H, C H (conformité), si ||la|| est a sa constante de coercivité sur H,

alors:

lall .
o= unlly < 250 inf = unlly (1.2.16)

c’est o dire

Ju—unlly < 1,11

ot d (u, Hy) est la distance de v a Hy,.
Preuve. Ayant supposé H;, C H (approximation conforme), il vient & partir de (1.2.9)

(valable donc pour tout vy, € H) et de (1.2.10) :

a(u — up,vy) =0, Yo, € Hy,. (1.2.17)

Et donce:

a(u — up,u —up) = a(u — up, u — up + up), Yo, € Hy,.

Et puisque Hj, est un espace vectoriel, c¢’est équivalent & :

a(u — up,u —up) = a(u — up, u — wp), Ywy, € Hy,. (1.2.18)

Puis la coercivité de a(.,.) et sa continuité donnent:

allw—unl < lallllu—wnlly lfu—wally,  Ywn€Hy,  (12.19)

ce qui est le résultat annoncé. m

1.2.5 Théoréme de Stampacchia

Définition 1.2.1 On dit qu’une forme bilinéare a(u,v) : H x H — R est:

13



1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

Continue: Sl existe une constante C' telle que
| a(u,v) |< Cu||v] Vu,v € H
Coercive: S’il existe une constante M > 0 telle que
| a(v,v) |> M |[v]*,Yv e H

Théoréme 1.2.3 (De Stampacchia) Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive
sur H.

Soit K un convexe, fermé et non vide de H. Etant donné o € H', il existe u € K unique

tel que
a(u,v —u) > (p,v —u),Yv € K.

De plus, si a est symétrique. Alors u est caratérisé par la propriété

uweK; %a(u, ) = (. ) = min {%a(v, V) — (o v>}

veK

[5]

1.3 Espaces de Sobolev et propriétés
1.3.1 Espace LF(Q2) avec 1 <p < o0

Définition 1.3.1 Soit p un réel de [1;+00[.On définit
LPQ)={f:Q—R;f mesurable et |f|" € L' (Q)}
On note

1l = Ly | (@) da]?

.1l ;» est une norme .

Définition 1.3.2 On pose
L>*(Q) ={f:Q— R ;f mesurable et 3 une constante C telle que |f ()| < C p.p.sur Q}

On note
| fll oo =nf{C ;|f (z)] < C p.p.sur Q}

.1l ;o €st une norme [5].

14



1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Hélder) Si f € LT (Q, 1) et g € LT (Q, 1) alors
fg € L' (Qp) et || fglly < 171, gl
Remarque 1.3.1 Si f € L>®on a : \f (@) < ||fllpe p-p. sur Q.

En effet, il existe une suite C,, telle que C,, — || f]|; et pour chaque n, |f (z)| < C, p.p.

sur €.

Remarque 1.3.2 Donc |f (x)] < C,, pour tout © € Q\E, avec E, négligeable. On pose
E = UE, de sorte que E est négligeable et l'on a |f (z)| < C, pour tout n et pour tout
x € OONF. Par conséquent

If (@)] <||fll e pOurtout z € Q\E.
[5]
Propriétés
Théoréme 1.3.1 LP est un espace vectoriel et ||.||;, est une norme pour tout 1 < p < oo.

Preuve. Le cas p =1 et p = oo sont évidents (utiliser la remarque (1.2.1) ) supposons

que l <p<ooet frgelP. Ona:

[f(@) +9@)I" < (@] +lg@))" <22 (1f (@) +1g9(2)[) .

Par conséquent f + g € LP . D’autre part on a :

£+ 9l = [ 17+l £ 40l < 1 +gP 7 1+ 154 9P o,

Or |f+ g|p_1 et grdace a linégalité de Holder on obtient

1f + gl <N fllge + N9l

(5] m

Théoréme 1.3.2 (Théroéme de convergence dominée de Lebesgue).
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1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

Soit (f,) une suite de fonctions de L'. On suppose que:

2) fule) = f(z) pp sur Q.
b)Il existe une fonction g € L telle que pour chaque n,|f,(x)| < g(z) p.p.sur .

Alors f € LYQ) et || fu— fll;0 — 0 [5].

1.3.2 Espace D()

Définition 1.3.3 [4]On appelle support d’une fonction f, l’'ensemble :

suppf ={x € Q: f(x) # 0}

reQ
0 reR-Q

Exemple 1.3.1 Soit f: R —R /f(z) =

{reR f(z)#0} =Q
alors :
suppf =Q =R (Q est dense dans R)

donc [ n’est pas a support compact .

Définition 1.3.4 D(Q) = {p € C>(Q) telle que sup p ¢ compact de Q} .

1.3.3 Dérivée au sens faible

Définition 1.3.5 Soit f € L?(2)

On dit que f dérivable au sens faible si existe g € LP(Q)) telle que :
[fd=~[g9 Yo D).
) Q
Exemple 1.3.2 Soit f=]-1,1] =R  telle que f(x) = |z|
On chercher que g € LP(Q) telle que : [ f¢' = —[ g¢
Q

Q

g; f¢'= jl“ — '+ jw’ = ([—w](ll + }190) + ([W]é - 6}"90)

16



1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

1.3.4 Espace de H!(Q) et espace de H}(Q)

Soit v une fonction de L*(Q); elle s’identifie o une distribution sur € . Encore notée v,

et on peut donc définir ses dérivées %,1 <1 < n, en tant que distribution sur Q,%

n’appartient pas au sous-espace L*(Q) .

Définition 1.3.6 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur €2 [’espace

ov

HY(Q) ={ve L*Q); oz,

€ L*(N),1<i< n}

On munite HY(Q) du produit scalaire

la norme correspondante (7] .

Définition 1.3.7 On désigne par Hj () l'adhérence de D () dans H' ().

1.3.5 Espace de H™()

On généralise la définition (1.3.6) de I’ espace de Sobolev H () .

Définition 1.3.8 Pour tout entier m > 1, on appelle espace de Sobolev d’order m sur €}

I’espace :

H™(Q) ={v e L*(Q),0% € L*(Q),] a |< m}.

On munite H™(2) du produit scalaire

17



1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

(4, V)0 = / {> 0uov}de

Q lal=m

et on note :
1
v [],.0=(uv)2,

la norme correspondantel7| .

1.3.6 Espace WP

Définition 1.3.9 Soient I = |a,b[ un intervalle borné ou non et p € R avec 1 < p < 0.

L’espace de Sobolev W P (I) est défini par

WP (1) = {u € LP(I); 3ge LP(I) tel que /ugp’ = —/ggp Vo € C, (I)}
I I
On pose
HY(I) =W"*(I)

Pour w € W Y2 (I) on note u' = g.

Exzemple 1.3.3 Soit I =]—1,1]:
i) La fonction u(x) = 5 (|z| + x) appartient & W 7 (I) pour tout 1 < p < oo et que

u' = H ou
+1 S? O<zx<l1

0 St —1<x<0

Plus généralement une fonction continue sur I et continument dérivable par morceauz
sur I appartient a W P (I) pour tout 1 < p < 0o .

ii) La fonction H n’appartient pas a W “Ppour tout 1 < p < co.

Définition 1.3.10 (Norme de W'?)

L’espace WP est muni de la norme

lullwro = Null o + 1101 o

<0u par fois si,1 < p < oo de la norme équivalente [||ul/”, + ||u'||’£p]%> L’espace H'est
muni du produit scalaire

(u7U>H1 = (uv v)LQ + (ulvvl)L2

18



1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

La norme associée

N

2 2
el = (el + 1172

FEst équivalente & la norme de W2 [5)].

Propriétés

a) L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oco.
b) L’espace WP est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo.

c) L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.3.3 Il convient de retenir de la démonstration précédente le fait suivant: Soit
(un) une suite de WP telle que u, — u dans LP et u!, converge vers une certaine limite
dans LP, alors u € WP et ||u, — uly1 — 0. Lorsque 1 < p < oo (il suffit de savoir que
(u)) reste borné dans LP pour conclure que u € W1P).

Les fonctions de WP sont <¢ en gros >> des primitives des fonctions de LP. Plus pré-

cisément on a le .
Théoréme 1.3.3 [ existe une constante C (dépendant) seulement de |I| < oo telle que :
Jullmgy < Cllullyrngy  Ya € WD), VI<p<oo

Autrement dit WP avec injection continue pour tout 1 < p < oo.

De plus, lorsque I est borné on a :

ingection W' (I) C C (7) est compacte pour 1 < p < oo

Vinjection Wht (I) € L1 (I) est compacte pour 1 < q < oo

[5]

1.3.7 L’espace W,” (I)

Définition 1.3.11 Etant donné 1 < p < oo , on désigne par W, (I) la fermeture de C (I)
dans WP(I). On note
Hy (I) = W (1) (1) -
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1.4. Formule de Green

L’espace VVO1 P est muni de la norme induite par W'P; lespace H} est muni du produit
scalaire induit par H*.
L’espace VVO1 P est espace de Banach séparable; il est de plus réflexif pour 1 < p < oo.

L’espace H} est un espace de Hilbert séparable [5].

1.3.8 Propriété (inégalité de Poincarré)

On suppose que I = [a,b] est borné, alors il existe une constante C (dépendant | I | ) telle
que

I florr< C [ " [|2r Vu € wy”(1)

. 1 s 2 - \
Autrement dit , sur wy® la quantité || u' || r est une norme équivalente & la norme de
wh?.

Preuve. Pour u € wy”(I) on a :

donc

lu(@) [l < [0 e

on en déduit d’aprés l'inégalité de Hoélder [5]. m

1.4 Formule de Green

Théoréme 1.4.1 ( Formule d’intégration par partie )

Soit Q un ouvert réqulier de classe C*. Soit u et v deuzx fonction de C* (ﬁ) a suport

borné dans le fermé €.

Alors elles vérifient la formule d’intégration par partie

/u(:c)g;}z (x)dr = — /v(x)aa;i (x)dx + /u(:c)v(:c)nz(:c)ds

Q Q o0
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1.4. Formule de Green

Corollaire 1.4.1 Soit Q un ouvert régulier de classe C'. Soit u une fonction de C? (ﬁ)
et v une fonction de C? (ﬁ), toutes deux & support borné dans le fermé Q. Alors elles
vérifient la formule d’intégration par partie

/Au(x)v(x)dx: _ /w( ) vo(z)dz + gz( Jo(z)ds

Q o0N

ou Vu(z) = (2%)1<;<n est le vecteur gradient de u, et 3% = Vu.n .

Preuve.

d
Ju Ou Ov
= /Zv'ﬁx-m — / 213371 oz, /— vds — /Vu.Vv
i= o ¢
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Chapitre 2

Application sur le probléme de

Dirchlet homogeéne

On va proposer des applications concernant les équations différentielles partielles ot on va
appliquer le théoréeme de Laz-Milgram sur le probléeme de Dirchlet homogéne,

aprés avoir mis notre probléme sous forme variationnelle .

22



2.1. Position du probléeme

2.1 Position du probléme

Définition 2.1.1 Soit Q = Ja,b[ un ouvert borné de R, f € L*(Q),trouver u € H?(Q) tel

que :

—u" +u=f, sur Q=]a,b

(2.1.1)
u(a) = u(b) =0
Remarque 2.1.1 On dit que le probléme (2.1.1) probléme classique .
2.2 Formulation variationnelle du probléme
Lemme 2.2.1 Le probléme (2.2.1) equivalente le probléme (2.1.1)
trouver ue
(2.2.1)

a(u,v) = L(v) ,Yv € H}(Q)
Preuve. de probléeme fort a probléme faible .
On a
—u" +u=f

On multiplie les deux membres par v on trouve:

—u"v +uv = fo

puis on intégre les deur membres

/—u”v+/uv:/fv

Formule de Green nous donne:

b b

b
/ — v = [—u'v], + /u’v’
a a

23



2.2. Formulation variationnelle du probléme

alors
b b b
/u’v’—l—/uv:/fv Yo e H
on pose

b

a(u,v) = 7 (u/'v') da + / (w)dz Yo € H

b

L(v):/(fv)dx Yve H

a

alors la formulation variationnelle du probléme est :

trouver u€e H

a(u,v) = L(v) Yve H (222)

On choisit ici :

H=HjQ)={ue L*(Q):u € L*(Q),u(a) = u(b) =0}

car u,u’ existent dans le probléme et u(a) = u(b) =0, on sait que H = H}(Q) est un

espace de Hilbert, munt du produit scalaire :

(£,910 = (f:9ea+ {900
- /fg+/f

donc le probléme sera :

trouver u € H}
(u, U)LQ = L(v) Yv e H}(Q)
Retour au probléme( 2.1.1)

Supposons que le formulation variationnelle du probleme elliptique :
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2.2. Formulation variationnelle du probléme

trouwver u € H = H}(Q) telle que :
b

(u,v); g = / (fv)dx ,NYv e H

a

admet une solution unique alors :

<u,v>LQ—/uv+/u'v'—7(fv)dx VveH

Q Q
on a :
b b b b
/(u’v’) dr = u’v\Z—/ (u"v) dx = u'(b).v(b)—u'(a) v(a)—/ (u"v) dx = —/ (u"v)dz , (v(a)
d’ot
b b b
/(uv)dm—/(u”v)dw :/(fv)d:c,‘v’veH
alors
b
/(—u" +u—fludr =0 = —u"+u—f=0 ( presque partout sur )

( on applique la relation (1.1.1))

et u(a) = u(b) = 0, donc u est une solution du probléme aux limites :

—u' +u=Ff dans Q
u(a) =u(b) =0 surT

Hy () = {ue L*(Q): v € L*(Q),u(a) = u(b) = 0}

25



2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

2.3 Existence et unicité de solution de la Formulation
variationnelle du probléme

Théoréme 2.3.1 Soit Q = |a,b[ un ouvert borné de R , f € L*(Q) , trouver u € L*(Q)
telle que :

—u" +u=f sur (23.1)

u=20 sur I

Formulation variationnelle du probléme (2.3.1)
_ul/ + U = f
On multiplie les deux membres par v on trouve:

—u" v +uv=fo

puis on intégre les deuxr membres

[ awo + [uv= [ 1o

Q Q Q

Formule de Green nous donne:

alors

7(u’v’) dr + 7 (w) dz = 7 (fo)dz Yve H

a

on pose
b b
a(u,v) = / (u'v') dx + / (wo)dz Yv e H
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

b

L(v):/(fv)dx Yve H

a

alors la formulation variationnelle du probléme faible est :

trouver uw€ H

a(u,v) = L(v)Vv € H (23.2)

On choisit ici :

H=HyQ)={ue L*(Q):u € L*(Q),u(a) = u(b) = 0}

car u,u’ existent dans le probléme et u(a) = u(b) =0, on sait que H = H}(Q) est un

espace de Hilbert, munt du produit scalaire :

<f7 g)l,Q = <f7 g>0,Q + <flag/>0,Q
~ [Gaars [

Q Q

donc le probléme sera :

trowver  u € H}(Q)
(u,v); o = L(v) Vo € Hy(S2)

On appliquer le théoréme de Lax-Milgram sur le probléme (2.3.2) d’abord on va verifier
la condition du théoréme :

e a(u,v) bilinéaire
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

Va, 8 € R, Yuy, uz,v € Hy(Q) :

b
alauy + Pug,v) = (o + Bug) v'dx + / (auy + Bug) v dx

b
(quyv’ + Bugv’) do + / (auyv + Pugv) dx

b b

(auv') dx—l—/(ozulv) dm—l—/ Sugv’) da:—l—/ Pugv) dx

a

I
f— e s e 2 —

b

b
= a/ (u1v" + ugv) do + B/ (ugv” + ugv) dx

= aa(uy,v) + Ba(uz,v)

b

b
a(v,auy + Bug) = /1/ (auy + Bug) dz + /v (quy + Pug) dx

a
b

b
= / (v'aurv" + o' Bug) da + / (vauy + vPusg) dx
b

b b

(v'cuy d:p+/ VU da:—l—/ (v'Bus) dx+/ (vBug) dx

= a/(vulv —|—u1)d:t—|—6/ (v'ug + vug) dx

= ozaa(v, uy) + Ba(v, uz)

donc a(u,v) bilinéaire.

e a(u,v) continue
Vu,v € H} () :

on a
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

b

| alu,v) |= | jk(u%/)dm+t/n(uv)dx|

a

b b
< /\u’v’\dw—l—/]uﬂdm
a a
< o 19lloq + lulloq - olloq
< (Ielloq + lelloe) (lolloq + 10'Mlo.0)

done | a(u,v) [< M (lull, g+ lollg)  telle que M =1
donc : la forme bilinéaire et continue.

e a(u,v) coercive:

We%m):(mm:/@¥m+7@wx

2
= <U=U>1,Q = ||U||1,Q
d’ot la coercivité .
o L(v) liniéaire
b
L(CL1U1 + CL1U1) = /f(alvl + CLQU2>
b b
= m /fU1+a2 /fU2

= aq L(’Ul)+ [45) L(Ug)
donc L(v) est liniéaire.

e L(v) continue

I M =0 telle que : | L(v) [< M || v ||1.0 Yv € H}(v)

| L(v) |= /f.v g/ | fu|< / | f 2 2. /|U |2 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
0 Q 0 Q
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2.3. Existence et

unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

0,0

= | flog-Il v

0,Q - || v HlQ

N

< |7

donc L(v) est continue.
Alors : le probléme (2.3.2)
Milgram.

retour au probléme (2.5.1).

admet une solution unique d’apré le théoréme de Lazx-

Supposons que le formulation variationnelle du probléme faible elliptique :

trouver u € H = H} () telle que :

b
(u,v), g = /fv Yve H

admet une solution unique alors :

b
<u,v>179:/uv+/u'v':/fv,VUEH

Q Q

on a :

d’ou

alors

30
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2.4. Approximation numérique

sur € ) ( on applique la relation (1.1.1))

et u(a) = u(b) =0, donc u est une solution du probléme auz limites :

—u"+u=f dans €
u(a) =u(b) =0 sur I

Hy () = {ue L*(Q) :u € L*(Q),u(a) = u(b) =0}

2.3.1 Régulation du probléme

Théoréme 2.3.2 (Régularité)

Soit Q un ouvert borné de RY. On suppose que 2 a une frontiére de classe C?, ou que
Q est conveze a frontiére Lipschitzienne. Si f € L? (Q) et si u € H} (Q) est solution faible
de (2.3.1).Alors uw € H* (). De plus, si f € H™(Q) alors u € H™2(Q) [9] .

2.4 Approximation numérique

2.4.1 Eléments finis : exemple en dimension 1
Probléme modéle 2]
On considére le probléme de Dirichlet sur le domaine 2 =]0; 1[ : Trouver u : 2 — R solution

de

—u"+u=7f dans Q
u(0) =u(1l)=0

Le domaine ) est discrétisé grice a la subdivision avec xj = jh,h = —=

(mj)oﬁjénﬂ n+1

Eléments finis P,

On considére comme ensemble Vj,

31



2.4. Approximation numérique

Vi={ ueC’([0,1]), V;=0,..n, U, 2., € P1}

ot Py est l’ensemble des polynéomes de degré inférieur ou égal & 1 sur R. De méme on

pose

Vi={ ueV, u0)=u(l)=0 }

D’apres la proposition 2, ces deux espaces sont des sous-espaces de H'(0,1), donc des
Hilbert puisqu’ils sont de dimension finie. En effet en introduisant la fonction ¢ : R — R
définie par

¢(x)=1—|z| sur [=1,1] et nulle ailleurs, une base de V}, est formée des fonctions
¢ (z) = (052), pour j=0,..n+1

On les appelles les fonctions de base éléments finis Py De méme V! est engendré par

ces mémes fonctions pour j = 1;:::;n. Les espaces Vj, et V' sont donc de dimension n+2
et n respectivement. Un élément u, € Vi, s’exprime sous la forme alors que wuy (v) =
g::uh (z;) ¢ (x;) alors que uf € V¥  aura pour expression ul) (x) = f:ouh (x;) ¢ (x;) La
}ormulation variationnelle approchée est écrite pour ce probléme de Dim']chlet sur V2 pour

transcrire les conditions aux limites.
1

La formulation variationelle étant de la forme a(u,v) = L(v) avec a(u,v) = /(u’v’ +

0
1

wv)dz et L(v) = /fvdx on obtient en remplacant u; par son expression

0
en fonction de la base ¢ (x;) le probléme : trouve (x;) € R" tels que

0<j<n+1

Za(¢j7¢i)uj = L(gbz)’ 1=1,...,n
j=1

ce qui constitue un systéme de n équations a n inconnues, de matrice de terme général
a(¢;, ¢;) a (est symétrique).Calculons ces coefficients pour les fonctions de base P .

Comme le support de ¢; est [v;1,ziy1] , le produit ¢,¢; est identiquement nul lorsque
li —j| > 1. Nous n’avons donc a calculer que a(i,i —1),a(i,i) et a(i,i+ 1)

sachant que par symétrie on a a(i,i — 1) = a(i,i+ 1) calculons :
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2.4. Approximation numérique

1 i 2 Titl 9 5 Tit1 Tiq1 )
o9 95) = E/¢/ (x—hx]) dx+2/¢(x hx]) = E/lzdl“”/gb(l_ (m h%» *
Ti—1 Z; ;i x;
On trouve a(¢;,d;) = 2 + % . Un calcul analogue donne a(¢;, ¢;1q) = —+ _1_% . Le

systéme a résoudre est donc tridiagonal. Pour poursuivre [’étude de cette méthode, il nous

faut un résultat d’approzimation des fonctions de H(0,1), par les éléments de V.

Théoréme 2.4.1 Soit r;, l'opérateur d’interpolation de H'(0,1) dans Vj . Alors pour
tout u € H(0,1) ,}Lir% [raw — ull gy =0 et il existe C' > 0 tel que pour tout

u € H*(0,1) Hrhu—uHHl(O,l) < Ch |

£2(0,1)

Corollaire 2.4.1 Soit v € HY(Q) solution de (FV ) et u, € Vi solution de (FV},).

Alors la méthode Pjconvrge : }Lir% ||un — u||H1(071) =0 et existe C > 0 tel que pour tout
we 0. fun—ull g < Oh I, .

Preuve. Sur [z;,z;11] on a pour v e C* ([0, 1])

rav(x) = v(z;) + 2555 (0(2i) —v(w:)) € P Opérons une premicre estimation. On a

(@) —v(2) = v(z;) — (@) + ——— (W) — v(z))
Tit1 — X5
/ / r — T o ’
= /U (t)dt + m / v (t)dt
= (v =2 )V (§) + (2 — 2)'(§2) = (v — ) (V' (&) —v'(&1))
&
= (z—ux;) [V'(t)dt
/
Donc
Tit1 2 Tit1 2
(rnv(@)—v(x))? < (2—2:)? / P @ldt | < h’ / 0 I T P YR,
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2.4. Approximation numérique

Tit1
En intégrant sur [z, x;11] on obtient [ (rpu(z) —v(z))?dt < h? Hv”||iz(

T

et

i 1,Ti41)

finalement

| rav(z) — U(‘I)HLQ(O,I) < h¥ HU”HL2(0,1)

Cette inégalité est valable sur H? (0,1) par densité. Faisons maintenant une estimation

sur les dérivées :

Tit1 Tit1 t
o / U($i+1) _ U(:L“Z) . r_ 1 N T l / 7
rpo(x) —o(z) = o . (x) = h V' (t) —v(z)'dt = h V" (y)dydt
Donc
Ti+1 t 2
1
o) =@ < g | [ [

] $i+1/ Tit+1 t 2

< o /12dt / /v”(y)dy dt
Ti4+1 tz t Z

1

= E / /12dy /U”(y)dydtg th””iz(xi—ha:Hl)

En intégrant sur|x;, z;11] et en sommant sur i on obtient finalement
et cette inégalité est valable sur H?(0,1) par densité. En regroupant ces deux inégalités

on a linégalité cherchée :

[rno(z) — U(x)HHl(O,l) < Ch ”U”Hm(o,l)

Démontrons maintenant la convergence annoncée. On repart de l’estimation en dérivée

premiere :
xT; LTi4+1
, r — I; ,
rpv(x) —v(x) = [V (t)dt + ———— [ V'(t)dt
Tit1 — T4
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2.4. Approximation numérique

Tit+1

qui donne |rpv(x) —v(z)| < 2 [ |/ (t)]dt donc grace a linégalité de Cauchy-Schwarz,
Irpv(z) — v(z)]® < 4h H,U””i2($i—1,$i+1) d’ou en intégrant sur [x;, T;i1],

2 2 .
||7“h1)(:)3) o U(x)Hp(xi_thl) < 4h ||U//||L2($i—1:$i+l) et enfin en sommant sur 1,

[rav(z) — U(m)HL2(O,1) <2h HUIHL2(0,1)

Pour conclure il faut montrer que [|ryv'(x) — v'(2)|[ 1201y — 0 Pour cela soit € > 0.
Comme C* ([0,1]) est dense dans H' (0,1) il existe ¢ € C* ([0,1]) telle que :
16 — v(@) a1y < €, et a fortiori, ¢ —v'(2)] 1201y < €, comme

C* ([0,1]) € H%(0,1), on a l'inégalité démontrée ci-dessus,|| (o)’ < V"]l 2oy -

B ¢/HL2(O,1)

D’autre part on peut estimer. ||(rpv') (x) = &'l 1201y en écrivant sur [v, 4] -

Tit1
. _ , 1
(riof) () = s _— o) 1 / o (1)t
h h
z;
donc (rpv') (z)? < ¢ ||UI||i2(a:i_1,a:i+1) ce qui en intégrant sur |x;,x;11] donne ||(Thv,)||i?(aci_1,wi+1)
< ||UI||i2(m,1,m+1) et enfin en sommant sur i,

2 2
H(Thv/)”m(o,l) SHU/“LQ(O,I)

En particulier on a donc

2 2
||(rhvl) - (Th(b)/HLQ(O,l) S HUI - ¢/||L2(0,1) <€

Cette inégalité permet de conclure puisque

||(7“hv)/ (7) — U/(£)“i2(071) < H(TW)I (z) — (Thﬁb)lHiz(m) + ||(7"h¢)l - ¢'||Lz(0,1) + [l¢" — U,(93)||L2(o,1)

< 26 10" 2o
Prenons hg < —7nt—— alors h < hy
”d) ||L2(0,1)
donne H(rhv)/ () — v’(x)HQLQ(O y < 3e Ceci prouve l’assertion [2]. m
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2.4. Approximation numérique

Eléments finis P

On considére comme ensemble 'V,

Vi={ weC([0,1]), Vi=0,.nt, U s € P}

ot P, est l’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2sur R. De méme on

pose

Vi={ ueV, u0)=ul)=0 }

Pour constituer une base deV}, , on considére comme dans le cas de P; les polynomes

interpolateurs de Lagrange sur [z;,x;11]. Ceuz-ci s’écrivent

vile) = 2 (r= ) @ = i) () = o (1=, ) = m) 9, (1) =~ (2~ 22) (2 = 2is)

T2
Le support de 1; est |[x;_1,x;41] et celui de ww% Uintervalle [x;, x;+1] Un élément

de Vj, s’écrit

n+1 n
o) = Dol )@) + Do) @)
i=1 i=1
ce qui en fait un espace de dimension 2n + 3. Un élément de V¥ s’écrit
(o) = Duleuilo) + Leleisy),, ()

ce qui en fait un espace de dimension 2n + 1. Dans le cas du probléme de Dirichlet
associé a I'équation différentielle —u" = f sur [0;1], on cherche donc une solution sous

la forme

1
et le probléme revient a résoudre le systéme KU, = F}, ou KHK! = /w'K (x) . La
2 2
0

matrice du systéme s’écrit aprés calcul :
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2.4. Approximation numérique

3
8 14 8 1
] 3 3 3 3 0
K, =— 8 186 _8
h=y 0 5 3 s 0
o0 1 _8 18 _s 1
3 3 3 3 3

Elle est donc un peu plus pleine que dans le cas de 'approximation Py , et surtout deux

fois plus grande.

Quel est donc lintérét de cette approximation ? Il tient dans le résultat de convergence.

Théoréme 2.4.2 Soit uw € Hy(0,1) et u, € VP solution des formulations variation-

nelles exactes et approchées associées au probléme ci-dessus. Alors la méthode P, converge

et

}llirr(l) [un — ull 10,1y = 0 - De plus, si u € H?(0,1), alors il existe C' > 0 indépendant de
h tel que :

HUh - uHHl(O,l) S Ch2 HUHIHLQ(O’I) '

Donc la méthode P, a une convergence quadratique en h pour les solutions réguliéres.
C’est rentable pour n assez grand. En effet si on considére que le cotit de résolution d’un
systéme matriciel de taille n et de largeur de bande b est de 'ordre de b x n , elle sera de
I'ordre de 3n pour la méthode P; et bn pour P, . Mais pour augmenter la précision d’un

facteur 100 pour la premiére méthode, cela cotiteralQ0 fois plus cher, pour seulement 10 fois

plus cher pour la deuxiéme [2].
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Chapitre 3

Application sur le probléme de

Dirichlet non homogéne

On va proposer des applications concernant les équations différentielles partielles ot on va
appliquer le théoréme de Stampacchia sur le probléme de Dirchlet non homogéne,

aprés avoir mis notre probleme sous forme variationnelle .
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3.1. Position du probléme

3.1 Position du probléme

Définition 3.1.1 Soit Q = 10, 1[ un ouvert borné de R, f € L*(Q),trouver u € H?*(Q) tel

que :

—u" +u=f, sur Q=10,1]

u(0) = o, u(l) = sur 9Q (3.1.1)

avec «, 3 € R donnés et f fonction donnée.
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3.2. formulation variationonnellle du probléme elliptique

3.2 formulation variationonnellle du probléme ellip-

tique

—U//+U:f

multiplie les deux membres par v on trouve :

—u"v+uv = fo

puis on intégre les deur membres

/—u”v+/uv:/fv

on utiliser formule de Green on trouve :

1 1

1
/ —u'v = /u'v’ — [u'v],
0 0

alors

1

0

donc on travaille dans [’espace
K={veH :v(0)=a,v(l) =5}

Est-ce que K est un sous-espace ¢

40



3.2. formulation variationonnellle du probléme elliptique

Vo vy € K v(0) = a,v(1) =0

(v1 +v2)(0) = v1(0) +v2(0) =200 ¢ K

donc  v1 + vy ¢ K

alors K n’est pas sous-espace .

Est-ce que K est fermé ¢

K={veH :v(0)=a,v(l) =5}

Soit  (uy) suite de K convergente

lim u, =1
n—-+4o00o

le K7

W) = M wll)= i e=a
W =l )= tnp=p

donc |l € K, alors K  fermé.
Est-ce que K convexe ¢

Soit vy,ve € K, t €[0,1], on montrer que :[tv + (1 —t)v] € K

v, € K= v € H :v(0)=0a,v(1) =7

vy € K= 1y H" :15(0) = a,v5(1) = 3
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3.2. formulation variationonnellle du probléme elliptique

[ty + (1 —t)ug] (0) = twy(0) + (1 — t)vy(0)

= ta+(l—-tha=aec K

[tvy + (1 —t)ve] (1) = tur(1) + (1 —t)va(1)

= f+(1-t)=pB€eK

donc K convezxe.

K convexe et fermé on peut alors appliquer le théoréeme de Stampacchia.

Si u est une solution classique de (3.1.1) on a :

/u’(v—u)’—l—u(v—u):/f(v—u) Yo e K

Donc en particulier on a :

/u'(v—u)'—i—u(v—u) Z/f(v—u) Yo e K (3.2.1)
Q Q
On utilise alors le théoréme de Stampacchia : Ju € H', unique, vérifiant(3.2.1); de plus

s’obtient par

s foom e[ o

la forme faible

a(u,v—u) = /u'(v—u)’—i—uv—u et  Lv—u)= /f(v—u)
Q Q
alors probléme faible sera :

trouver wu € H! telleque

(3.2.2)
a(u,v —u) > L(v—u)
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

3.3 Existence et unicité de solution de la Formulation

variationnelle du probléme

On applique le théoréme de Stampacchia sur le probléme d’abord on va vérifier la condition
du théoréme :

1. a(u,v —u) est bilinéaire, c’est claire.

2. a(u,v —u) continue

Yu,o € H':la(u,v—u)| = /u’(v—u)'—l—u(v—u)
¢

< /|u’(v—u)'+u(U—U )|

- éymv—MW+/mw—uﬂ

Q

IN

ol 10 = Y llog + lullog 1o = wullog

< (Wllog+ lullog) (10 = 0l q + o = wllg)

IN

HUHm v —u 1,0

M =1 alors a(u,v—u) continue.

3. a(u,v) coercive :
a(u,v) = /v + u? —/|v’| +/|u|

2 2 2
= |[u'lloq + llulloq = llullyq
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

4. L(v—wu) bilinéaire c’est claire.

5. L(v —u) continue

2wl = |[to-uw)|< [Ire-u)

IGRE)

Q

-

IN

< ”f”oﬂ v — UHO,Q

< ||f”(m v — UH1Q

donc  L(v—u) continue,

donc u solution unique du probléme .

3.3.1 Exemple

On se place ici en dimension 1 d’espace, d = 1, et on considére le probleme suivant :

—u" = f sur 0, 1]
a
b

ot a et b sont des réels donnés. Ces conditions auz limites sont dites de type Dirich-
let non homogéne; comme a et b ne sont pasforcément nuls, on cherche une solution dans
H'(Q) et non plus dans H} () .Cependant, pour se ramener & l'espace Hj () ,en partic-
ulier pour obtenir que le probléme est bien posé d’aprés le théoréme de Lax-Milgram et a la

coercivité de la forme bilinéaire
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

a(u,v) = / Vu (z) Vo (z) dx
Q
sur Hy (Q), on va utiliser une technique dite de "relévement”. On pose : u = ug 0 ou
ug est définie par: uy(r) =a+ (b—a)zx.
On a en particulier ug(0) = a et ug (1) = b. On a alors @ (0) = 0 et @ (1) = 0. La

fonction @ vérifie donc le systéme :

—i" = f,
@ (0) = 0, (3.3.1)
(1) =0,

dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu’il est bien posé (voir paragraphe
3.1.1). Donc il existe un unique u € H* ()

vérifiant u = ug, U, ou u € H} () est l'unique solution du probléme

1 1
/ @ = / fo Voe HL(0,1])
0 0
De maniére plus générale, soit uy € Hy,(]0,1]) = {ve H;v(0) = aet v (1) =0}, et

soit u € Hy (]0,1[) l'unique solution faible du probléme

—a" = + f,
u(0) =0, (3.3.2)
u(l) =0,

alors 4+ uy est l'unique solution faible de(3.3.1), c’est-a-dire la solution du probléme

u € Holz,b (]07 1[) )
fol o (z)v (z)dx = fol f(z)v(x)dx,Yv € H} (]0,1])
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du probléme

1l est facile de montrer que u ne dépend pas du relévement choisi .
Considérons maintenant le cas de la dimension 2 d’espace : d = 2.

Soit Q un ouvert borné de R?, considére le probléme :

—Au = f dans
(3.3.3)
u=g sur Jf)

Pour se ramener au probléme de Dirichlet homogéne, on veut construire un relévement,
c’est a dire une fonction ug € HY(Q) telle que v(ug) = g ou v est Uapplication trace.
On ne peut plus le faire de maniére explicite comme en dimension 1. En particulier, on
rappelle qu’en dimension 2, l’espace H(2) n'est pas inclus dans l’espace C(§)) des fonctions
continues, contrairement au cas de la dimension 1. Mais si on a g € H %(OQ), on sait qu’il
existe ug € H'(Q)tq.g = v(ug). On cherche donc u sous la forme u = U-+ug avec u € HL(Q)
et ug € H'(Q) telle que v(ug) = g.

Soit v € HY(QY) on multiplie (3.5.3) par v et on intégre sur Q :

/—Au(az)v(m)dx: /f(:z:)v(:c)d:c

c’est—a—dire :

/— Vu(z)Vo(z)dr = /f(:r;)v(x)dx
Comme u = ug+ u , on a donc :

a € HH ()

é — via(x)Vu(z)de = éf(x)v(x)dx — éVUO(m)Vv(m)dm Vv € Hi ()

En dimension 2 , il n’est pas toujours facile de construire le relévement wuqg . Il est donc
usuel, dans la mise en oeuvre des méthodes d’approximation (par exemple par éléments

finis), de servir de la formulation suivante, qui est équivalente & la formulation :

uwef{ve HYy(v) =g sur 9O}
£Vu(x)Vv(x)dx = éf(x)v(x)da: Vv e HY Q)
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Résumé

Le théoreme de Lax-Milgram est utilisé comme un moyen simple et efficace fournissant le cadre adéquat
pour la recherche de solutions aux équations différentielles partielles elliptiques. Dans ce travail nous avons
donné une introduction simple au théoréme de Lax-Milgram. On a commencé par un rappel d'analyse
fonctionnelle qui contient quelques définitions et quelques théorémes principaux, puis nous avons montrer
comment construire des espaces H™ a partir des espaces L°. Ainsi nous avons étudié Le théoréme de Lax-
Milgram qui consiste a résoudre des problémes variationnels, en basant sur I’importance de cette approche qui
nous offre une méthode numérique pour la résolution de problemes variationnels a partir d’approximation

variationnelle.

Finalement, on a étudié I’application sur les équations de Dirichlet aux équations différentielles partielles

elliptiques.
Mots clés: Espace de Sobolev, Espace de Hilbert, Approche variationnelle, Approximation

variationnelle , Forme biliniéaire, Formule de Green, Formulation variationnelle .
Abstract:

the Lax-Milgram theory had been emerged as a simple and effective tool to provide the appropriate
framework for the research’s solutions of partial and elliptic differential equations. In this work we have
given a brief introduction to Lax-Milgram theory, starting with a remindes of functional analysis that
contains some definitions and some theorems, then we introduce the construction of the space H™ from the
LP spaces. After that we studied the theory of Lax-Milgram this theory consists notably the solution of
problem variationnal, with the confirmation to the importance of the approximation variationnal from the
side of number’s analysis througt the variationnal approch. Finally, we presented the application of that

theory on Dirichlet’s application of partiel differential equations elliptiques.

Keywords: Sobolev space, Hilbert space, Approch variationnal, Approximation variationnal, Form bilinear,

Green formul, Weak formulation.



