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Notations générales

@ : La dérivée partielle:

H : Espace de Hilbert .

H 0 : Dual Topologique de H.

D (
) : Espace de fonction C1 à support compact dans 
:

ru :

�
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;
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@x2
; :::::;

@u

@xn

�T
=
��!
gradu:


 : Ouvert borné de Rn.

h; i : Produit scalaire.

p:p : Presque partout.

Cn : Espace des fonctions de classe Cn:

Lp(
) : ff : 
 �! R; f mesurable et
Z



jf jp < +1g:

Wm;p (
) :
�
u 2 Lp (
) ; D�u 2 Lp pour tout NN t.q. j�j � m

	
:

k:k1;
 : Norme de l�espace de Sobolev H1 (
) .

Ck(
) : Fonctions k fois continûment di¤érentiables sur 
 (k entier � 0).
j:j1;
 : Semi-norme de l�espace de Sobolev H1 (
) :

D�u :
@�1+:::+�N

@x�11 :::@x
�N
N

u; j�j =
Pn

i=1 �i:

�u :
Pn

i=1

@2u

@x2i
= Laplacien de u:

L1 (
) : fu mesurable sur 
 et il existe C tel que ju (x)j � C p.p. sur 
g :

 : Fermetire de 
:

u00 : La dérivée seconde de u par rappot à t:

H1 (
) : Espace de Sobolev d�ordre 1 sur 
:

H1
0 (
) : Adhérence de D (
) dans H1 (
) :

� : Frontière de 
.
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Introduction générale

Le calcul explicite de la solution exacte n�est souvent pas atteint, parce que dans la plupart

des problèmes aux limites, il y a impossibilité de trouver une solution analytique.

Comme moyen simple et e¢ cace pour résoudre les équations aux di¤érentielles partielles

linéaires elliptiques, nous avons utilisé le théorème de Lax-Milgram. Nous avons d�abord

transformé les problèmes de formes originales dites classiques aux forme variationnelles.

Un grand accés à des résultats fondamentaux sur le caractère bien posé de l�équation est

o¤ert par l�approche variationnelle. Cela signi�e l�existence et l�unicité de la solution, la

stabilité de cette solution par rapport à des perturbations des données. Le théorème de Lax-

Milgram assure le caractère précédent.

L�approche variationnelle est à la base de méthodes performantes pour l�approximation

variationnelle où on peut utiliser des approximations numériques e¢ caces comme les élé-

ments �nis.

Notre mémoire est composé d�une introduction et de trois chapitres aprés une brève

citation sur la thématique abordée.

Dans le premier chapitre nous sommes intéressés à donner quelques notions prélimi-

naires d�analyse fonctionnelle et quelques dé�nitions des espaces de Hilbert et l�espaces de

Sobolev. Ainsi que le théorème de Lax-Milgram et la démonstration analytique en basant sur

le théorème de point �xe.

Le second chapitre contient l�application pratique du théorème de Lax-Milgram sur le

problème de Dirichlet homogène en basant par la formulation variationnelle pour trouver la

solution unique.

Dans la troisième chapitre nous cherchons la solution du problème de Dirichlet non

homogéne en utilisant le théorème de Stampacchia au en passent par la formulation faible.

La �n du chapitre est consacrée aux exemple .
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement à l�introduction de quelques notions fondamentales

d�analyse et certaines dé�nitions des espaces de Hilbert et du théorème de Lax-Milgram ainsi

que des espaces de Sobolev que nous utiliserons dans le chapitre 2 et 3.
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1.1. Rappel d�analyse fonctionnelle

1.1 Rappel d�analyse fonctionnelle

1.1.1 Produit scalaire dans un espace vectoriel

Dé�nition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel réel, une application h:; :i : E�E � R; (x; y)!
hx; yi, est appellé un produit scalaire. Si elle posséde les propriétes suivantes:

1) Elle est bilinéare .

2) Elle est symétrique.8x; y 2 E; hx; yi = hy; xi:
3) Elle est positive.8x 2 E; hx; xi � 0:
4) Elle est dé�nie.8x 2 E; hx; xi = 0 =) x = 0.

Dé�nition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel complexe, une application h:; :iE � E !
C:(x; y) ! hx; yi; est appelée un produit scalaire (parfois produit scalaire hermitien ). Si
elle posséde les propriétés suivantes:

1. Elle est sesquilinéaire.

2. Elle est hermitienne.8x; y 2 E; hx; yi = hy; xi:

3. Elle est positive.8x 2 E; hx; xi 2 R+:

4. Elle est dé�nie.8x 2 E; hx; xi = 0 =) x = 0[7].

1.1.2 Espace pré-hilbertien

Dé�nition 1.1.3 Un espace vectoriel réel ou complexe H est un espace préhilbertien s�il est

muni d�un produit scalaire h:; :iH .

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Cauchy Schwartz) Dans un espace préhilbertien (H; h:; :iH)

jhx; yiH j � kxkH kykH x; y 2 H

[3]
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1.1. Rappel d�analyse fonctionnelle

1.1.3 Identité du parallélogramme

Théorème 1.1.1 Si (E; h:; :i) un espace préhilbertien, alors (E; h:; :i) est un espace de
Hilbert si et seulement si :

8x; y 2 E :k x+ y k2 + k x� y k2= 2(k x k2 + k y k2)

1.1.4 Espace hilbertien

Dé�nition 1.1.4 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d�un produit scalaire

hu,vi et qui est complet pour la norme hu,ui 12 .

Exemple 1.1.1 L�espace L2(
) des fonctions mesurables de 
 dans R carré intégrable est

un espace vectoriel muni du produit scalaire et la norme associeé, pour tout u; v 2 L2(
) :

hu; viL2(
) =
Z



u(x)v(x)dx

la norme associeé est :

k u kL2(
)=

0@Z j



u(x) j2 dx

1A 1
2

Théorème 1.1.2 [5] (L2(
); k : kL2) est un espace Hilbert et on a les propriétés

suivantes :

1.

j
Z



f j�
Z
j




f j

2.

(f = g p.psur 
) =)
Z



f =

Z



g

3. 0@Z



f = 0

1A =) (f = 0) p.psur 
 (1.1.1)
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1.2. Théorème de Lax-Milgram

1.1.5 Espace de Banach

Dé�nition 1.1.5 Un espace de Banach est un espace normé complet [4].

1.1.6 Théorème de point �xe de Banach

Théorème 1.1.3 Soient X un espace métrique complet et S : X ! X une application telle

que :

d(Sv1; Sv2) � K d(v1; v2) 8v1; v2 2 X avec K < 1:

Alors S admet un point �xe unique, u = Su [5]:

1.1.7 Théoréme de Riez

Théorème 1.1.4 Soient H 0 le dual topologique de H, et a 2 H, on note �a : x 2 H !
ha; xi 2 K; IK = R ou C:

Alors � : a 2 H ! �a 2 H 0 est bien dé�nie, et c�est un isomorphisme de H sur

H 0 [6]:

1.2 Théorème de Lax-Milgram

1.2.1 Théorème de Lax-Milgram

Théorème 1.2.1 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel, � une forme bilinéaire

sur H, L une forme linéaire sur H. On suppose que:

1) � est continue

8u; v 2 H; j�(u; v)j � k�k kukH kvkH : (1.2.1)

2) � est coercive, il existe a > 0 tel que :

8u 2 H; �(u; u) � a kuk2H : (1.2.2)

3) L est continue

8u 2 H; jL(u)j � kLk kukH :

5



1.2. Théorème de Lax-Milgram

Alors, il existe un unique u dans H qui véri�e

8v 2 H;�(u; v) = L(v); (1.2.3)

et celui-ci véri�e

kukH �
kLk
a
:

Si de plus � est symétrique, alors u est aussi l�unique élément de H qui minimise la

fonctionnelle

J(v) =
1

2
�(v; v)� L(v):

Remarque 1.2.1 Il y a deux preuves (Algébrique et Analytique), nous avons choisi la

preuve Analytique.

Preuve. (Approche Analytique )

Par application du théorème de Riez sur la forme linéaire continue, il existe un vecteur

f 2 H tel que :

8v 2 H; L(v) = hf; vi

Par application de ce même théorème aux formes bilinéaire continues, il existe un endo-

morphisme linéaire continue A 2 L(H) tel que :

8u; v 2 H; a(u; v) = hAu; vi

la proposition (1.2.3) se réecrit alors :

9!u 2 H; Au = f (1.2.4)

Soit p > 0: Dé�nissons

T� : H ! H

par

6



1.2. Théorème de Lax-Milgram

T�(u) = u� �(Au� f) (1.2.5)

u est solution de (1.2.4) si et seulement si :

TP (u) = u (1.2.6)

On va appliquer le théorème de point �xe de Banach c-à-d on doit prouver que TP est

une contraction on a :

kT�(u)� T�(v)k2 = ku� vk 2 � 2hu� v; �(Au� Av)i+ �2 kA(u� vk2

= ku� vk 2 � 2�hu� v; A(u� v)i+ �2 kA(u� vk2

comme

hu� v; A(u� v)i = a(a� u; u� v) � a ku� vk2 (coercivité)

et

kA(u� v)k � c ku� vk (continuité de A)

On a donc

kT�(u)� T�(v)k2 � k(u� v)k2 (1� 2�a+ �2c2)

Il su¢ t de montrer qu�il existe � > 0, tel que :

0 < (1� 2�a+ �2c2) < 1

Soit l�inégalité :

1� 2�a+ �2c2 < 1

d�où

7



1.2. Théorème de Lax-Milgram

(�2�a+ �2c2) < 0 =) �(c2�� 2a) < 0

�(c2�� 2a) = 0 =)

8>>><>>>:
� = 0

_
�c2 � 2a = 0

�(c2�� 2a) = 0 =)

8>>><>>>:
� = 0

_
� = 2a

c2

L�inégalité de droite donne � 2
�
0; 2a

c2

�
:

Soit maintenant l�inégalité :

1� 2�a+ �2c2 > 0 (1.2.7)

et soit l�équation

'(�) = 1� 2�a+ �2c2 = 0 (1.2.8)

�0 = b02 � ac

�0 = a2 � c2

Si le discriminant ( �0 = a2 � c2 < 0) alors la relation (1.2.7) est satisfaite quelque-soit

le réel �;d�où l�opérateur S� est une contraction � 2
�
0; 2a

c2

�
:

Si �0 � 0, alors il su¢ t de remarquer que :

'(0) = 1� 2(0)a+ (0)2c2 = 1

'(
2a

c2
) = 1� 2(2a

c2
)a+ (

2a

c2
)2c2

8



1.2. Théorème de Lax-Milgram

= 1� 4a
2

c2
+ (
4a2

c4
)c2 = 1

Donc

'(0) = '

�
2a

c2

�
= 1

d�où l�on a :

0 < �1 � �2 <
2a

c2

où �1 et �2 sont les racines de (1.2.8). Donc (1.2.7) est satisfaite, et l�opérateur S� est

une contraction .

Lorsque � 2 ]0; �1[[]�2; 2ac2 [:
Alors d�aprés le théorème du point �xe, on a l�existance et l�unicité de la solution de

(1.2.6), d�où la solution de (1.2.5).

Soit alors � = a
c2
> 0: On a

1� 2�a+ �2c2 = 1� 2a
2

c2
= 1� a2

c2

comme 0 � 1 � a2

c2
< 1, on obtient que T� est une contraction qui admet un point �xe

unique u 2 H:
Cas symétrique :

La démonstration est simple par rapport au cas général.

1- L�existence:

Si a(v; u) = a(u; v) donc : a(:; :) est un produit scalaire sur H norme : (a; (u; v))
1
2 est

une norme équivalent a k:kH :
D�aprés le théorème de Riez 9!�L 2 H tel que :

a(�L; v) = (�L; v) = L(v)

k�Lk = sup
v2H;v 6=0

a(�L; v)

kvk = sup
v2H;v 6=0

L(v)

kvk = kLkH

2-L�unicité :

9



1.2. Théorème de Lax-Milgram

Soit u1; u2

a(u1; v) = L(v)

a(u2; v) = L(v)

9=; a( u1 � u2; v) = 08v 2 H

Prenons v = u1 � u2; a(:; :) est coercive

donc :

0 = a( u1 � u2; u1 � u2) � a k u1 � u2k2

donc :

( u1 � u2 = 0) =) (u1 = u2)

d�où l�unicité .

Cette partie du théorème de Lax-Milgram suppose de plus que la forme bilinéaire est

symétrique a�n de donner une équivalence entre la formulation variationnelle (1.1.1) et

un problème de minimisation [8].

1.2.2 Approximations variationnelles

Il s�agit de résoudre numériquement un problème sous forme variationnelle : sachant que

la solution cherché n�est pas représentable en général sous une forme fonctionnelle explicite

simple ( comme une fonction polynôme ou exponentielle ou sinusoïdale ou ...) on cherche

une solution approchée par morceaux. C�est-à-dire on va découper le domaine 
 sur lequel

on cherche la solution, et sur chaque morceau on va chercher à approcher la solution par

une fonction simple ( de type polynômiale par exemple ).

Nous limitions notre travail sur le cadre abstraite.

1.2.2.1 Approximations variationnelle abstraite

Le problème variationnelle abstraite [1]. Dans un espace de Hilbert H, il s�agit de

résoudre le problème (1:2:3) :

10



1.2. Théorème de Lax-Milgram

8<: trouver u 2 H tel que :

a(u; v) = L(v); 8v 2 H
(1.2.9)

où L est une forme linèaire donnée, et a(:; :) une forme biliniéaire donnée.

Si on ne connait pas la solution u 2 H explicitement, on essaie de trouver une fonction

approchée uh dans un sous-espace Hh de demension �nie n; solution du problème :8<: trouver uh 2 Hh tel que :

a(uh; vh) = L(vh); 8vh 2 Hh

(1.2.10)

Si on connait une base ('i) i = 1; :::; n de Hh, alors(1:2:10) est équivalent à :8<: trouver uh 2 Hh tel que :

a(uh; 'i) = L('i); 8i = 1; :::; n
(1.2.11)

Et pour connaitre uh sur Hh il su¢ t de connaitre ses composantes u
j
h sur la base, c�est

à dire notant :

uh =
nX
j=1

ujh'j ; ujh 2 R pour j = 1; ::; n (1.2.12)

il su¢ t de connaitre les réels ujh. Le problème s�écrit donc comme le systéme matriciel :8><>:
trouver les ujh 2 R; j = 1; ::; n tels que :
nP
j=1

a('j; 'j) u
j
h = L('j); 8i = 1; :::; n

(1.2.13)

on note alors :

�!u =

0BBBBBBBB@

uh1

:

:

:

uhn

1CCCCCCCCA
; A = [aij] 1 � i; j � n; aij = a('i; 'j);

�!
f =

0BBBBBBBB@

L('1)

:

:

:

L('n)

1CCCCCCCCA
et il s�agit de trouver �!u tel que :

11



1.2. Théorème de Lax-Milgram

A:�!u = �!f (1.2.14)

c�est un systéme matriciel n� n qu�on peut résoudre dés que A est inversible. Une fois
�!u trouvé la fonction solution est donnée par (1:2:12) :

On supposera que a(:; :) est une forme biliniéaire continue et coercive sur v;et que L (:)

est une forme linéaire continue sur v. Dans ces conditions, le problème (1:2:9) est bien posé

( théorème de Lax-Milgram ), et la matrice A sera inversible et bien conditionnée.

1.2.3 conformité

Hypothése de conformité. On suppose que Hh � H avec Hh sous-espace de Hilbert

muni de la norme induite par v, on dit dans ce cas que vh est une approximation conforme

de v:

Dans ces conditions, a(:; :) est également une forme bilinéaire continue et coercive sur

Hh; et L est une forme linéaire continue sur Hh: Et le problème (1:2:10)est bien posé

indépendamment de h:

Remarque 1.2.2 Il n�est pas su¢ sant de véri�er que a(:; :) est coercive sur Hh : on ob-

tiendrait uniquement dans ce cas que a(vh; vh) � ah kvhk pour tout vh 2 Hh: Et-il se pourrait

que ah tend vers 0 avec h: Par contre, véri�er que a(:; :) est coercif sur H implique avec la

conformité que ah � a quel que soit h, et donc ah ne peut pas tendre vers 0, et le problème

est bien posé indépendamment de h :

kuhkH �
1

ah
kLk � 1

a
kLk (1.2.15)

Et kuhkH dépend alors continument de kLk indépendamment de h:

1.2.4 Convergence de uh vers u

On note u la solution du problème continue (1:2:9) et uh la solution du problème discret

(1:2:10) : La question est de savoir si ku� uhk est "petit" et de mesurer ce "petit".
Ici on ne dispose que de la norme k:kH et ce sera donc ku� uhkH qu�on pourra mesurer.

On a le resultat suivant, qui donne l�erreur d�approximation a priori :
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1.2. Théorème de Lax-Milgram

Théorème 1.2.2 Si Hh � H (conformité) ; si kak est a sa constante de coercivité sur H;
alors:

ku� uhkH �
kak
a

inf
vh2Hh

ku� uhkH (1.2.16)

c�est à dire

ku� uhkH �
kak
a
d (u;Hh)

où d (u;Hh) est la distance de u à Hh:

Preuve. Ayant supposé Hh � H (approximation conforme) ; il vient à partir de (1:2:9)

(valable donc pour tout vh 2 H) et de (1:2:10) :

a(u� uh; vh) = 0; 8vh 2 Hh: (1.2.17)

Et donc:

a(u� uh; u� uh) = a(u� uh; u� uh + uh); 8vh 2 Hh:

Et puisque Hh est un espace vectoriel, c�est équivalent à :

a(u� uh; u� uh) = a(u� uh; u� wh); 8wh 2 Hh: (1.2.18)

Puis la coercivité de a(:; :) et sa continuité donnent:

a ku� uhk2H � kak ku� uhkH ku� whkH ; 8wh 2 Hh; (1.2.19)

ce qui est le résultat annoncé.

1.2.5 Théorème de Stampacchia

Dé�nition 1.2.1 On dit qu�une forme bilinéare a(u; v) : H �H ! R est:

13



1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

Continue: S�il existe une constante C telle que

j a(u; v) j� C juj jvj�8u; v 2 H

Coercive: S�il existe une constante M > 0 telle que

j a(v; v) j�M jvj2 ;8v 2 H

Théorème 1.2.3 (De Stampacchia) Soit a(:; :) une forme bilinéaire continue et coercive

sur H.

Soit K un convexe, fermé et non vide de H. Etant donné ' 2 H 0; il existe u 2 K unique

tel que

a(u; v � u) � h'; v � ui�8v 2 K:

De plus, si a est symétrique. Alors u est caratérisé par la propriété

u 2 K; 1
2
a(u; u)� h'; ui = min

v2K

�
1

2
a(v; v)� h'� vi

�
[5]

1.3 Espaces de Sobolev et propriétés

1.3.1 Espace Lp(
) avec 1 � p � 1

Dé�nition 1.3.1 Soit p un réel de [1; +1[.On dé�nit

Lp (
) =
�
f : 
! R ;f mesurable et jf jp 2 L1 (
)

	
On note

kfkLp =
�R


jf (x)jp dx

� 1
p

k:kLp est une norme .

Dé�nition 1.3.2 On pose

L1 (
) = ff : 
! R ;f mesurable et 9 une constante C telle que jf (x)j � C p.p.sur 
g
On note

kfkL1 = inf fC ; jf (x)j � C p:p:sur 
g

k:kL1 est une norme [5].
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1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Hölder) Si f 2 LP (
; �) et g 2 LP 0 (
; �) alors

fg 2 L1 (
; �) et kfgk1 � kfkp kgkp0

Remarque 1.3.1 Si f 2 L1on a : jf (x)j � kfkL1 p.p. sur 
:

En e¤et, il existe une suite Cn telle que Cn ! kfkL1 et pour chaque n, jf (x)j � Cn p.p.

sur 
.

Remarque 1.3.2 Donc jf (x)j � Cn pour tout x 2 
�En avec En négligeable. On pose
E = [En de sorte que E est négligeable et l�on a jf (x)j � Cn pour tout n et pour tout

x 2 
�E. Par conséquent

jf (x)j � kfkL1 pour tout x 2 
�E:

[5]

Propriétés

Théorème 1.3.1 Lp est un espace vectoriel et k:kLp est une norme pour tout 1 � p � 1.

Preuve. Le cas p = 1 et p =1 sont évidents (utiliser la remarque (1:2:1) ) supposons

que 1 < p <1 et f ; g 2 Lp . On a :

jf(x) + g(x)jp � (jf(x)j+ jg(x)j)p � 2p (jf(x)jp + jg(x)jp) :

Par conséquent f + g 2 Lp . D�autre part on a :

kf + gkpLp =
Z
jf + gjp�1 jf + gj �

Z
jf + gjp�1 jf j +

Z
jf + gjp�1 jgj :

Or jf + gjp�1 et grâce à l�inègalitè de Hölder on obtient

kf + gkLp � kfkLp + kgkLp

[5]

Théorème 1.3.2 (Théroème de convergence dominée de Lebesgue).
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1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

Soit (fn) une suite de fonctions de L1. On suppose que:

a) fn(x)! f(x) p:p sur 
:

b)Il existe une fonction g 2 L telle que pour chaque n; jfn(x)j � g(x) p.p.sur 
:

Alors f 2 L1(
) et kfn � fkL1 ! 0 [5]:

1.3.2 Espace D(
)

Dé�nition 1.3.3 [4]On appelle support d�une fonction f , l�ensemble :

suppf = fx 2 
 : f(x) 6= 0g

Exemple 1.3.1 Soit f : R! R =f(x) =

8<: 1 x 2 Q
0 x 2 R�Q

fx 2 R f(x) 6= 0g = Q
alors :

suppf = Q = R (Q est dense dans R)

donc f n�est pas à support compact .

Dé�nition 1.3.4 D(
) = f' 2 C1(
) telle que sup p ' compact de 
g :

1.3.3 Dérivée au sens faible

Dé�nition 1.3.5 Soit f 2 Lp(
)

On dit que f dérivable au sens faible si existe g 2 Lp(
) telle que :R



f�0 = �
R



g� ;8� 2 D(
).

Exemple 1.3.2 Soit f = ]�1; 1[! R telle que f(x) = jxj

On chercher que g 2 Lp(
) telle que :
R



f�0 = �
R



g�R



f�0 =
0R
�1
� x'0+

1R
0

x'0 =

�
[�x']0�1 +

0R
�1
'

�
+

�
[x']10 �

1R
0

'

�
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1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

=
0R
�

�1
'+

1R
0

'

alors la dérivée de f au sens faible est g(x) : g(x) =

8<: �1 ;�1 < x < 0

1 ; 0 < x < 1

1.3.4 Espace de H1(
) et espace de H1
0(
)

Soit v une fonction de L2(
); elle s�identi�e à une distribution sur 
 . Encore notée v,

et on peut donc dé�nir ses dérivées @v
@xi
,1 � i � n, en tant que distribution sur 
, @v

@xi

n�appartient pas au sous-espace L2(
) .

Dé�nition 1.3.6 On appelle espace de Sobolev d�ordre 1 sur 
 l�espace

H1(
) = fv 2 L2(
);
@v

@xi
2 L2(
); 1 � i � ng

On munite H1(
) du produit scalaire

k v k
1;

= (u; v)

1
2
1;


la norme correspondante [7] .

Dé�nition 1.3.7 On désigne par H1
0 (
) l�adhérence de D (
) dans H

1(
):

1.3.5 Espace de Hm(
)

On généralise la dé�nition (1.3.6) de l�espace de Sobolev H1(
) .

Dé�nition 1.3.8 Pour tout entier m � 1, on appelle espace de Sobolev d�order m sur 


l�espace :

Hm(
) = fv 2 L2(
); @�v 2 L2(
); j � j5 mg:

On munite Hm(
) du produit scalaire
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1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

(u; v)m;
 =

Z



f
X
j�j5m

@�u@�vgdx

et on note :

k v k
m;

= (u; v)

1
2
m;


la norme correspondante[7] .

1.3.6 Espace W 1:p

Dé�nition 1.3.9 Soient I = ]a; b[ un intervalle borné ou non et p 2 R avec 1 � p � 1:

L�espace de Sobolev W 1;p (I) est dé�ni par

W 1;p (I) =

�
u 2 Lp (I) ; 9g 2 Lp (I) tel que

Z
I

u'0 = �
Z
I

g' 8' 2 C10 (I)
�

On pose

H1(I) =W 1:2(I)

Pour u 2 W 1;p (I) on note u0 = g:

Exemple 1.3.3 Soit I = ]�1; 1[:
i) La fonction u (x) = 1

2
(jxj+ x) appartient à W 1;p (I) pour tout 1 � p � 1 et que

u0 = H où

H (x) =

8<: +1 si 0 < x < 1

0 si � 1 < x < 0

Plus généralement une fonction continue sur I et continument dérivable par morceaux

sur I appartient à W 1;p (I) pour tout 1 � p � 1 .

ii) La fonction H n�appartient pas à W 1;ppour tout 1 � p � 1.

Dé�nition 1.3.10 (Norme de W 1;p)

L�espace W 1:p est muni de la norme

kukW 1;p = kukLp + ku0kLp�
ou par fois si; 1 � p <1 de la norme équivalente [kukpLp + ku0k

p
Lp ]

1
p

�
. L�espace H1est

muni du produit scalaire

(u; v)H1 = (u; v)L2 + (u0; v0)L2

18



1.3. Espaces de Sobolev et propriétés

La norme associée

kukH1 =
�
kuk2L2 + ku0k

2
L2

� 1
2

Est équivalente à la norme de W 1:2 [5]:

Propriétés

a) L�espace W 1:p est un espace de Banach pour 1 � p � 1.
b) L�espace W 1:p est ré�exif pour 1 < p <1 et séparable pour 1 � p <1.
c) L�espace H1 est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.3.3 Il convient de retenir de la démonstration précédente le fait suivant: Soit

(un) une suite de W 1:p telle que un ! u dans Lp et u0n converge vers une certaine limite

dans Lp, alors u 2 W 1:p et kun � ukW 1:p ! 0. Lorsque 1 < p � 1 (il su¢ t de savoir que

(u0n) reste borné dans L
p pour conclure que u 2 W 1:p).

Les fonctions de W 1:p sont ��en gros �� des primitives des fonctions de Lp. Plus pré-

cisément on a le .

Théorème 1.3.3 Il existe une constante C (dépendant) seulement de jIj � 1 telle que :

kukL1(1) � C kukW 1;p(1) 8u 2 W 1;p (I) ; 81 � p � 1:

Autrement dit W 1;p avec injection continue pour tout 1 � p � 1:

De plus, lorsque I est borné on a :

l�injection W 1;p (I) � C
�
I
�
est compacte pour 1 < p � 1

l�injection W 1;1 (I) � Lq (I) est compacte pour 1 � q <1

[5]

1.3.7 L�espace W 1;p
0 (I)

Dé�nition 1.3.11 Etant donné 1 � p � 1 , on désigne parW 1;p
0 (I) la fermeture de C1c (I)

dans W 1;p(I). On note

H1
0 (I) =W 1;2

0 (I)
�
1
�
:
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1.4. Formule de Green

L�espace W 1;p
0 est muni de la norme induite par W 1;p; l�espace H1

0 est muni du produit

scalaire induit par H1.

L�espace W 1;p
0 est espace de Banach séparable; il est de plus ré�exif pour 1 < p < 1.

L�espace H1
0 est un espace de Hilbert séparable [5]:

1.3.8 Propriété (inégalité de Poincarré)

On suppose que I = [a; b] est borné, alors il existe une constante C (dépendant j I j ) telle
que

k u kw1;p� C k u0 kLP 8u 2 w1;p0 (I)

Autrement dit , sur w1;p0 la quantité k u0 kLP est une norme équivalente à la norme de

w1;p:

Preuve. Pour u 2 w1;p0 (I) on a :

j u(x) j=j u(x)� u(a) j=j
xZ
a

u0(t)dt j� k u0 kL1

donc

k u(x) kL1 � k u0 kL1 ;

on en déduit d�aprés l�inégalité de Hölder [5]:

1.4 Formule de Green

Théorème 1.4.1 ( Formule d�intégration par partie )

Soit 
 un ouvert régulier de classe C1. Soit u et v deux fonction de C1
�


�
à suport

borné dans le fermé 
:

Alors elles véri�ent la formule d�intégration par partieZ



u(x)
@v

@xi
(x)dx = �

Z



v(x)
@u

@xi
(x)dx+

Z
@


u(x)v(x)ni(x)ds

[4]
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1.4. Formule de Green

Corollaire 1.4.1 Soit 
 un ouvert régulier de classe C1. Soit u une fonction de C2
�


�

et v une fonction de C2
�


�
, toutes deux à support borné dans le fermé 
. Alors elles

véri�ent la formule d�intégration par partieZ



4u(x)v(x)dx = �
Z



Ou(x):Ov(x)dx+
Z
@


@u

@n
(x)v(x)ds

ou Ou(x) = ( @u
@xi
)1 � i � N est le vecteur gradient de u, et @u

@n
= Ou:n .

Preuve. Z



Ou:v =
Z



dX
i=1

(
@2u

@x2i
:v) =

dX
i=1

24Z



@

@xi
(
@

@xi
):v

35
=

dX
i=1

24Z
�

v:
@u

@xi
�i �

Z



@u

@xi
:
@v

@xi

35
=

Z
�

dX
i=1

v:
@u

@xi
�i �

Z



dX
i=1

@u

@xi
:
@v

@xi
=

Z
�

@u

@�
:vds�

Z



Ou:Ov

21



Chapitre 2

Application sur le problème de

Dirchlet homogène

On va proposer des applications concernant les équations di¤érentielles partielles où on va

appliquer le théorème de Lax-Milgram sur le problème de Dirchlet homogène,

aprés avoir mis notre problème sous forme variationnelle .
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2.1. Position du problème

2.1 Position du problème

Dé�nition 2.1.1 Soit 
 = ]a; b[ un ouvert borné de R; f 2 L2(
),trouver u 2 H2(
) tel

que :

8<: �u00 + u = f; sur 
 = ]a; b[

u(a) = u(b) = 0
(2.1.1)

Remarque 2.1.1 On dit que le probléme (2.1.1) probléme classique .

2.2 Formulation variationnelle du problème

Lemme 2.2.1 Le problème (2.2.1) equivalente le problème (2.1.1)

8<: trouver u 2 H
a(u; v) = L(v) ;8v 2 H1

0 (
)
(2.2.1)

Preuve. de problème fort à problème faible .

On a

�u00 + u = f

On multiplie les deux membres par v on trouve:

�u00v + uv = fv

puis on intégre les deux membres

Z
� u00v +

Z
uv =

Z
fv

Formule de Green nous donne:

bZ
a

� u00v = [�u0v]ba +
bZ
a

u0v0
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2.2. Formulation variationnelle du problème

alors

bZ
a

u0v0 +

bZ
a

uv =

bZ
a

fv 8v 2 H

on pose

a(u; v) =

bZ
a

(u0v0) dx+

bZ
a

(uv) dx 8v 2 H

L(v) =

bZ
a

(fv) dx 8v 2 H

alors la formulation variationnelle du probléme est :8<: trouver u 2 H
a(u; v) = L(v) 8v 2 H

(2.2.2)

On choisit ici :

H = H1
0 (
) =

�
u 2 L2(
) : u0 2 L2(
); u(a) = u(b) = 0

	
car u; u0 existent dans le probléme et u(a) = u(b) = 0, on sait que H = H1

0 (
) est un

espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

hf; gi1;
 = hf; gi0;
 + hf 0; g0i0;


=

Z



f:g +

Z



f 0:g0

donc le probléme sera : 8<: trouver u 2 H1
0

hu; vi1;
 = L(v) 8v 2 H1
0 (
)

Retour au problème( 2:1:1)

Supposons que le formulation variationnelle du problème elliptique :
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2.2. Formulation variationnelle du problème

8>>><>>>:
trouver u 2 H = H1

0 (
) telle que :

hu; vi1;
 =
bZ
a

(fv) dx ;8v 2 H

admet une solution unique alors :

hu; vi1;
 =
Z



uv +

Z



u0v0 =

bZ
a

(fv) dx ; 8v 2 H

on a :

bZ
a

(u0v0) dx = u0vjba�
bZ
a

(u00v) dx = u0(b):v(b)�u0(a):v(a)�
bZ
a

(u00v) dx = �
bZ
a

(u00v) dx ; (v(a) = v(b) = 0)

d�où

bZ
a

(uv) dx�
bZ
a

(u00v) dx =

bZ
a

(fv) dx ;8v 2 H

alors
bZ
a

(�u00 + u� f)vdx = 0 =) �u00 + u� f = 0 ( presque partout sur 
 )

( on applique la relation (1.1.1))

et u(a) = u(b) = 0, donc u est une solution du problème aux limites :8<: �u00 + u = f dans 


u(a) = u(b) = 0 sur �

H1
0 (
) =

�
u 2 L2(
) : u0 2 L2(
); u(a) = u(b) = 0
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

2.3 Existence et unicité de solution de la Formulation

variationnelle du problème

Théorème 2.3.1 Soit 
 = ]a; b[ un ouvert borné de R ; f 2 L2(
) , trouver u 2 L2(
)

telle que :

8<: �u00 + u = f sur 


u = 0 sur �
(2.3.1)

Formulation variationnelle du probléme (2.3.1)

�u00 + u = f

On multiplie les deux membres par v on trouve:

�u00:v + u:v = f:v

puis on intégre les deux membresZ



��u:v +
Z



u:v =

Z



f:v

Formule de Green nous donne:

bZ
a

(�u00v) dx = [�u0v]ba +
bZ
a

(u0v0) dx

alors

bZ
a

(u0v0) dx+

bZ
a

(uv) dx =

bZ
a

(fv) dx 8v 2 H

on pose

a(u; v) =

bZ
a

(u0v0) dx+

bZ
a

(uv) dx 8v 2 H
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

L(v) =

bZ
a

(fv) dx 8v 2 H

alors la formulation variationnelle du probléme faible est :8<: trouver u 2 H
a(u; v) = L(v)8v 2 H

(2.3.2)

On choisit ici :

H = H1
0 (
) =

�
u 2 L2(
) : u0 2 L2(
); u(a) = u(b) = 0

	
car u; u0 existent dans le probléme et u(a) = u(b) = 0, on sait que H = H1

0 (
) est un

espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

hf; gi1;
 = hf; gi0;
 + hf 0; g0i0;


=

Z



(f:g) dx+

Z



(f 0:g0) dx

donc le probléme sera : 8<: trouver u 2 H1
0 (
)

hu; vi1;
 = L(v) 8v 2 H1
0 (
)

On appliquer le théorème de Lax-Milgram sur le problème (2:3:2) d�abord on va veri�er

la condition du théorème :

� a(u; v) bilinéaire
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

8�; � 2 R;8u1; u2; v 2 H1
0 (
) :

a(�u1 + �u2; v) =

bZ
a

(�u1 + �u2)
0 v0dx+

bZ
a

(�u1 + �u2) v dx

=

bZ
a

(�u1v
0 + �u2v

0) dx+

bZ
a

(�u1v + �u2v) dx

=

bZ
a

(�u1v
0) dx+

bZ
a

(�u1v) dx+

bZ
a

(�u2v
0) dx+

bZ
a

(�u2v) dx

= �

bZ
a

(u1v
0 + u1v) dx+ �

bZ
a

(u2v
0 + u2v) dx

= �a(u1; v) + �a(u2; v)

a(v; �u1 + �u2) =

bZ
a

v0 (�u1 + �u2)
0 dx+

bZ
a

v (�u1 + �u2) dx

=

bZ
a

(v0�u1v
0 + v0�u2) dx+

bZ
a

(v�u1 + v�u2) dx

=

bZ
a

(v0�u1) dx+

bZ
a

(v�u1) dx+

bZ
a

(v0�u2) dx+

bZ
a

(v�u2) dx

= �

bZ
a

(v0u1v
0 + u1) dx+ �

bZ
a

(v0u2 + vu2) dx

= �a(v; u1) + �a(v; u2)

donc a(u; v) bilinéaire.

� a(u; v) continue
8u; v 2 H1

0 (
) :

on a
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

j a(u; v) j= j
bZ
a

(u0v0) dx+

bZ
a

(uv) dx j

�
bZ
a

j u0v0 j dx+
bZ
a

j uv j dx

� ku0k0:
 : kv0k0:
 + kuk0:
 : kvk0:

� (ku0k0:
 + kuk0:
) (kvk0:
 + kv0k0:
)

donc j a(u; v) j�M (kuk1:
 + kvk1:
) telle que M = 1

donc : la forme bilinéaire et continue.

� a(u; v) coercive:

8v 2 H1
0 (
) : a(v; v) =

bZ
a

(v0)
2
dx+

bZ
a

(v)2 dx

= hv; vi1;
 = kvk
2
1;


d�où la coercivité .

� L(v) liniéaire

L(a1v1 + a1v1) =

bZ
a

f(a1v1 + a2v2)

= a1

bZ
a

fv1 + a2

bZ
a

fv2

= a1 L(v1) + a2 L(v2)

donc L(v) est liniéaire.

� L(v) continue
9 M � 0 telle que : j L(v) j�M k v k1;
 8v 2 H1

0 (v)

j L(v) j=

������
Z



f:v

������ �
Z
j




f:v j�

0@Z j



f j2
1A 1

2 :

0@Z j



v j2
1A 1

2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
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2.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

= k f k0;
 : k v k0;


� k f k0;
 : k v k1;


donc L(v) est continue.

Alors : le probléme (2.3.2) admet une solution unique d�apré le théorème de Lax-

Milgram.

retour au problème (2.3.1).

Supposons que le formulation variationnelle du problème faible elliptique :

8>>><>>>:
trouver u 2 H = H1

0 (
) telle que :

hu; vi1;
 =
bZ
a

fv ;8v 2 H

admet une solution unique alors :

hu; vi1;
 =
Z



uv +

Z



u0v0 =

bZ
a

fv ;8v 2 H

on a :

bZ
a

u0v0 = u0vjba�
bZ
a

u00v = u0(b):v(b)�u0(a):v(a)�
bZ
a

u00v = �
bZ
a

u00v (v(a) = v(b) = 0)

d�ou
bZ
a

uv �
bZ
a

u00v =

bZ
a

fv ;8v 2 H

alors
bZ
a

(�u00 + u� f)v = 0 =) �u00 + u� f = 0 ( presque partout
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2.4. Approximation numérique

sur 
 ) ( on applique la relation (1.1.1))

et u(a) = u(b) = 0, donc u est une solution du problème aux limites :8<: �u00 + u = f dans 


u(a) = u(b) = 0 sur �

H1
0 (
) =

�
u 2 L2(
) : u0 2 L2(
); u(a) = u(b) = 0

	

2.3.1 Régulation du problème

Théorème 2.3.2 (Régularité)

Soit 
 un ouvert borné de Rd. On suppose que 
 a une frontière de classe C2, ou que


 est convexe à frontière Lipschitzienne. Si f 2 L2 (
) et si u 2 H1
0 (
) est solution faible

de (2:3:1).Alors u 2 H2 (
) : De plus, si f 2 Hm (
) alors u 2 Hm+2 (
) [9] .

2.4 Approximation numérique

2.4.1 Eléments �nis : exemple en dimension 1

Problème modèle [2]

On considère le problème de Dirichlet sur le domaine 
 =]0; 1[ : Trouver u : 
! R solution

de 8<: �u00 + u = f dans 


u(0) = u(1) = 0

Le domaine 
 est discrétisé grâce à la subdivision (xj)0�j�n+1 avec xj = jh; h = 1
n+1

Eléments �nis P1

On considère comme ensemble Vh
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2.4. Approximation numérique

Vh =
�
u 2 C0 ([0; 1]) ; Vi = 0; :::; n , uj[xi;xi+1] 2 P1

	
où P1 est l�ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à 1 sur R. De même on

pose

V 0
h = f u 2 Vh; u(0) = u(1) = 0 g

D�après la proposition 2, ces deux espaces sont des sous-espaces de H1(0; 1), donc des

Hilbert puisqu�ils sont de dimension �nie. En e¤et en introduisant la fonction � : R ! R

dé�nie par

� (x) = 1�jxj sur [�1; 1] et nulle ailleurs, une base de Vh est formée des fonctions

�j (x) =
�
�
x�xj
h

�
, pour j = 0; :::; n+ 1

On les appelles les fonctions de base éléments �nis P1 De même V 0
h est engendré par

ces mêmes fonctions pour j = 1; :::;n: Les espaces Vh et V 0
h sont donc de dimension n+2

et n respectivement. Un élément uh 2 Vh s�exprime sous la forme alors que uh (x) =
n+1P
j=0

uh (xj)� (xj) alors que u0h 2 V 0
h aura pour expression u0h (x) =

nP
j=0

uh (xj)� (xj) La

formulation variationnelle approchée est écrite pour ce problème de Dirichlet sur V 0
h pour

transcrire les conditions aux limites.

La formulation variationelle étant de la forme a(u; v) = L(v) avec a(u; v) =

1Z
0

(u0v0 +

uv)dx et L(v) =

1Z
0

fvdx on obtient en remplaçant uh par son expression

en fonction de la base � (xj) le problème : trouve (xj)0�j�n+1 2 Rn tels que

nX
j=1

a(�j; �i)uj = L(�i); i = 1; :::; n

ce qui constitue un système de n équations à n inconnues, de matrice de terme général

a(�i; �j) a (est symétrique).Calculons ces coe¢ cients pour les fonctions de base P1 .

Comme le support de �i est [xi�1; xi+1] , le produit �i�j est identiquement nul lorsque

ji� jj > 1. Nous n�avons donc à calculer que a(i; i� 1); a(i; i) et a(i; i+ 1)
sachant que par symétrie on a a(i; i� 1) = a(i; i+ 1) calculons :
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2.4. Approximation numérique

a(�i; �j) =
1

h

xi+1Z
xi�1

�0
�
x� xj
h

�2
dx+2

xi+1Z
xi

�

�
x� xj
h

�2
dx =

2

h

xi+1Z
xi

12dx+2

xi+1Z
xi

�

�
1�

�
x� xj
h

��2
dx

On trouve a(�i; �i) =
2
h
+ 2h

3
. Un calcul analogue donne a(�i; �i+1) = � 1

h
+ h

6
. Le

système à résoudre est donc tridiagonal. Pour poursuivre l�étude de cette méthode, il nous

faut un résultat d�approximation des fonctions de H1(0; 1), par les éléments de Vh:

Théorème 2.4.1 Soit rh l�opérateur d�interpolation de H1(0; 1) dans Vh . Alors pour

tout u 2 H1(0; 1) ; lim
h!0

krhu� ukH1(0;1) = 0 et il existe C > 0 tel que pour tout

u 2 H2(0; 1) krhu� ukH1(0;1) � Ch ku00k
L2(0;1)

:

Corollaire 2.4.1 Soit u 2 H1(
) solution de (FV ) et uh 2 Vh solution de (FVh).

Alors la méthode P1convrge : lim
h!0

kuh � ukH1(0;1) = 0 et il existe C > 0 tel que pour tout

u 2 H2(0; 1) kuh � ukH1(0;1) � Ch ku00k
L2(0;1)

:

Preuve. Sur [xi; xi+1] on a pour v 2 C1 ([0; 1])
rhv(x) = v(xi)+

x�xi
xi+1�xi ((v(xi+1) �v(xi)) 2 P1. Opérons une première estimation. On a

:

rhv(x)� v(x) = v(xi)� v(x) +
x� xi
xi+1 � xi

((v(xi+1) � v(xi))

=

xiZ
x

v0(t)dt+
x� xi
xi+1 � xi

xi+1Z
xi

v0(t)dt

= (x� xi)v
0(�1) + (xi � x)v0(�2) = (x� xi)(v

0(�2)� v0(�1))

= (x� xi)

�2Z
�1

v00(t)dt

Donc

(rhv(x)�v(x))2 � (x�xi)2
0@xi+1Z

xi

jv00(t)j dt

1A2

� h2

0@xi+1Z
xi

12dt

1A2

kv00k2L2(xi�1;xi+1) � h3 kv00k2L2(xi�1;xi+1)
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2.4. Approximation numérique

En intégrant sur [xi; xi+1] on obtient
xi+1R
xi

(rhv(x)�v(x))2dt � h4 kv00k2L2(xi�1;xi+1) et

�nalement

k rhv(x)� v(x)kL2(0;1) � h23 kv00kL2(0;1)

Cette inégalité est valable sur H2 (0; 1) par densité. Faisons maintenant une estimation

sur les dérivées :

rhv(x)
0� v(x)0 = v(xi+1) � v(xi)

xi+1 � xi
� v(x)0 = 1

h

xi+1Z
xi

v0(t)� v(x)0dt = 1

h

xi+1Z
xi

tZ
x

v00(y)dydt

Donc

j rhv(x)0 � v(x)0j2 � 1

h2

0@xi+1Z
xi

tZ
x

v00(y)dydt

1A2

� 1

h2

0@xi+1Z
xi

12dt

1A0@xi+1Z
xi

0@ tZ
x

v00(y)dy

1A2

dt

1A
� 1

h

xi+1Z
xi

tZ
x

12dy

tZ
x

v00(y)dydt � h kv00k2L2(xi�1;xi+1)

En intégrant sur [xi; xi+1] et en sommant sur i on obtient �nalement

et cette inégalité est valable sur H2 (0; 1) par densité. En regroupant ces deux inégalités

on a l�inégalité cherchée :

krhv(x)� v(x)kH1(0;1) � Ch kv00kL2(0;1)

Démontrons maintenant la convergence annoncée. On repart de l�estimation en dérivée

première :

rhv(x)� v(x) =

xiZ
x

v0(t)dt+
x� xi
xi+1 � xi

xi+1Z
xi

v0(t)dt
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2.4. Approximation numérique

qui donne jrhv(x)� v(x)j � 2
xi+1R
xi

jv0(t)j dt donc grâce à l�inégalité de Cauchy-Schwarz,

jrhv(x)� v(x)j2 � 4h kv00k2L2(xi�1;xi+1) d�où en intégrant sur [xi; xi+1];
krhv(x)� v(x)k2L2(xi�1;xi+1) � 4h kv

00k2L2(xi�1;xi+1) et en�n en sommant sur i;

krhv(x)� v(x)kL2(0;1) � 2h kv0kL2(0;1)

Pour conclure il faut montrer que krhv0(x)� v0(x)kL2(0;1) ! 0 Pour cela soit � > 0:

Comme C1 ([0; 1]) est dense dans H1 (0; 1) il existe � 2 C1 ([0; 1]) telle que :

k�� v(x)kH1(0;1) < � , et à fortiori, k�0 � v0(x)kL2(0;1) < �, comme

C1 ([0; 1]) � H2 (0; 1), on a l�inégalité démontrée ci-dessus,


(rh�)0 � �0




L2(0;1)

� h kv00kL2(0;1) :
D�autre part on peut estimer. k(rhv0) (x)� �0kL2(0;1) en écrivant sur [xi; xi+1] :

(rhv
0) (x) =

v(xi+1) � v( xi)

h
=
1

h

xi+1Z
xi

v0(t)dt

donc (rhv0) (x)2 � 1
h
kv0k2L2(xi�1;xi+1) ce qui en intégrant sur [xi; xi+1] donne k(rhv

0)k2L2(xi�1;xi+1)
� kv0k2L2(xi�1;xi+1) et en�n en sommant sur i,

k(rhv0)k2L2(0;1) � kv0k2L2(0;1)

En particulier on a donc



(rhv0)� (rh�)0

2L2(0;1) � kv0 � �0k2L2(0;1) < �

Cette inégalité permet de conclure puisque



(rhv)0 (x)� v0(x)


2
L2(0;1)

�


(rhv)0 (x)� (rh�)0

2L2(0;1) + 

(rh�)0 � �0




L2(0;1)

+ k�0 � v0(x)kL2(0;1)
� 2� h k�00kL2(0;1)

Prenons h0 � �
k�00kL2(0;1)

alors h < h0

donne


(rhv)0 (x)� v0(x)



2
L2(0;1)

� 3�. Ceci prouve l�assertion [2].
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2.4. Approximation numérique

Eléments �nis P2

On considère comme ensemble Vh

Vh =
�
u 2 C0 ([0; 1]) ; Vi = 0; :::; n , uj[xi;xi+1] 2 P2

	
où P2 est l�ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à 2sur R. De même on

pose

V 0
h = f u 2 Vh; u(0) = u(1) = 0 g

Pour constituer une base deVh , on considère comme dans le cas de P1 les polynômes

interpolateurs de Lagrange sur [xi; xi+1]. Ceux-ci s�écrivent

 i(x) =
2

h2

�
x� x

i+1
2

�
(x� xi+1) ;  i+1(x) =

2

h2

�
x� x

i+1
2

�
(x� xi) ;  

i+1
2

(x) = � 4
h2
(x� xi) (x� xi+1)

Le support de  i est [xi�1; xi+1] et celui de  i+ 1
2
l�intervalle [xi; xi+1] Un élément

de Vh s�écrit

v(x) =
n+1X
i=1

v(xi) i(x) +
nX
i=1

v(xi+ 1
2
) 

i+1
2

(x)

ce qui en fait un espace de dimension 2n+ 3. Un élément de V 0
h s�écrit

v(x) =
nX
i=1

v(xi) i(x) +
nX
i=1

v(xi+ 1
2
) 

i+1
2

(x)

ce qui en fait un espace de dimension 2n + 1. Dans le cas du problème de Dirichlet

associé à l�équation di¤érentielle �u00 = f sur [0; 1], on cherche donc une solution sous

la forme

uh =

2n+1X
K=1

uK
2
 K

2
(x)

et le problème revient à résoudre le système KhUh = Fh où KKl
h =

1Z
0

 0K
2
(x) 0l

2
. La

matrice du système s�écrit après calcul :
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2.4. Approximation numérique

Kh =
1

h

0BBBBBBBBB@

16
3

�8
3

0 0 0 � � �

�8
3

14
3

�8
3

1
3

0
...

0 �8
3

16
3

�8
3

0
...

0 1
3

�8
3

16
3

�8
3

1
3

...
. . . . . . . . . . . . . . .

1CCCCCCCCCA
Elle est donc un peu plus pleine que dans le cas de l�approximation P1 , et surtout deux

fois plus grande.

Quel est donc l�intérêt de cette approximation ? Il tient dans le résultat de convergence.

Théorème 2.4.2 Soit u 2 H1
0 (0; 1) et uh 2 V 0

h solution des formulations variation-

nelles exactes et approchées associées au problème ci-dessus. Alors la méthode P2 converge

et

lim
h!0

kuh � ukH1(0;1) = 0 . De plus, si u 2 H3(0; 1), alors il existe C > 0 indépendant de

h tel que :

kuh � ukH1(0;1) � Ch2 ku000k
L2(0;1)

:

Donc la méthode P2 a une convergence quadratique en h pour les solutions régulières.

C�est rentable pour n assez grand. En e¤et si on considère que le coût de résolution d�un

système matriciel de taille n et de largeur de bande b est de l�ordre de b� n , elle sera de

l�ordre de 3n pour la méthode P1 et 5n pour P2 . Mais pour augmenter la précision d�un

facteur 100 pour la première méthode, cela coûtera100 fois plus cher, pour seulement 10 fois

plus cher pour la deuxième [2].
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Chapitre 3

Application sur le problème de

Dirichlet non homogène

On va proposer des applications concernant les équations di¤érentielles partielles où on va

appliquer le théorème de Stampacchia sur le problème de Dirchlet non homogène,

aprés avoir mis notre problème sous forme variationnelle .
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3.1. Position du problème

3.1 Position du problème

Dé�nition 3.1.1 Soit 
 = ]0; 1[ un ouvert borné de R; f 2 L2(
),trouver u 2 H2(
) tel

que :

8<: �u00 + u = f; sur 
 = ]0; 1[

u(0) = �; u(1) = � sur @

(3.1.1)

avec �; � 2 R donnés et f fonction donnée.
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3.2. formulation variationonnellle du problème elliptique

3.2 formulation variationonnellle du problème ellip-

tique

On a :

�u00 + u = f

multiplie les deux membres par v on trouve :

�u00v + uv = fv

puis on intégre les deux membres

Z
�u00v +

Z
uv =

Z
fv

on utiliser formule de Green on trouve :

1Z
0

� u00v =

1Z
0

u0v0 � [u0v]10

alors

1Z
0

u0v � [u0v]10 + uv =

1Z
0

fv

donc on travaille dans l�espace

K =
�
v 2 H1 : v(0) = �; v(1) = �

	
Est-ce que K est un sous-espace ?
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3.2. formulation variationonnellle du problème elliptique

8v1;v2 2 K : v(0) = �; v(1) = �

(v1 + v2)(0) = v1(0) + v2(0) = 2� =2 K

donc v1 + v2 =2 K

alors K n�est pas sous-espace .

Est-ce que K est fermé ?

K =
�
v 2 H1 : v(0) = �; v(1) = �

	
Soit (un) suite de K convergente

lim
n!+1

un = l

l 2 K ?

l 2 H1 =) l(0) = �; l(1) = �

l(0) = lim
n!+1

un(0) = lim
n!+1

� = �

l(1) = lim
n!+1

un(1) = lim
n!+1

� = �

donc l 2 K, alors K fermé.

Est-ce que K convexe ?

Soit v1; v2 2 K; t 2 [0; 1], on montrer que :[tv + (1� t)v] 2 K

v1 2 K =) v1 2 H1 : v1(0) = �; v1(1) = �

v2 2 K =) v2 2 H1 : v2(0) = �; v2(1) = �
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3.2. formulation variationonnellle du problème elliptique

[tv1 + (1� t)v2] (0) = tv1(0) + (1� t)v2(0)

= t�+ (1� t)� = � 2 K

[tv1 + (1� t)v2] (1) = tv1(1) + (1� t)v2(1)

= t� + (1� t)� = � 2 K

donc K convexe.

K convexe et fermé on peut alors appliquer le théorème de Stampacchia.

Si u est une solution classique de (3:1:1) on a :Z



u0(v � u)0 + u(v � u) =

Z



f(v � u) 8v 2 K

Donc en particulier on a :

Z



u0(v � u)0 + u(v � u) �
Z



f(v � u) 8v 2 K (3.2.1)

On utilise alors le théorème de Stampacchia : 9u 2 H1; unique, véri�ant(3:2:1); de plus

s�obtient par

Min
v2K

�
1

2

Z
f(v02 + u2)�

Z
fv

�
la forme faible

a(u; v � u) =

Z



u0(v � u)0 + uv � u et L(v � u) =

Z



f(v � u)

alors problème faible sera :8<: trouver u 2 H1 telleque

a(u; v � u) � L(v � u)
(3.2.2)
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

3.3 Existence et unicité de solution de la Formulation

variationnelle du problème

On applique le théorème de Stampacchia sur le problème d�abord on va véri�er la condition

du théorème :

1. a(u; v � u) est bilinéaire, c�est claire.

2. a(u; v � u) continue

8u; v 2 H1 : ja(u; v � u)j =

������
Z



u0(v � u)0 + u(v � u )

������
�

Z



ju0(v � u)0 + u(v � u )j

�
Z



ju0(v � u)0j+
Z



ju(v � u )j

� ku0k0;
 k(v � u)0k0;
 + kuk0;
 kv � uk0;


�
�
ku0k0;
 + kuk0;


��
k(v � u)0k0;
 + kv � uk0;


�

� kuk1;
 kv � uk1;


M = 1 alors a(u; v � u) continue.

3. a(u; v) coercive :

a(u; v) =

Z



v02 + u2 =

Z



jv0j
2

+

Z



juj
2

= ku0k20;
 + kuk
2
0;
 = kuk

2
1;
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

4. L(v � u) bilinéaire c�est claire.

5. L(v � u) continue

j L(v � u)j =

������
Z



f(v � u)

������ �
Z



jf(v � u)j

�

0BB@
Z



jf j2

1CCA
1
2

:

 R



j(v�u)j2
! 1
2

� kfk0;
 kv � uk0;


� kfk0;
 kv � uk1;


donc L(v � u) continue,

donc u solution unique du problème .

3.3.1 Exemple

On se place ici en dimension 1 d�espace, d = 1, et on considère le problème suivant :

8>>><>>>:
�u00 = f sur ]0; 1[

u (0) = a;

u (1) = b;

où a et b sont des réels donnés. Ces conditions aux limites sont dites de type Dirich-

let non homogène; comme a et b ne sont pasforcément nuls, on cherche une solution dans

H1 (
) et non plus dans H1
0 (
) :Cependant, pour se ramener à l�espace H

1
0 (
) ;en partic-

ulier pour obtenir que le probléme est bien posé d�aprés le théorème de Lax-Milgram et à la

coercivité de la forme bilinéaire
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

� (u; v) =

Z



ru (x)rv (x) dx

sur H1
0 (
), on va utiliser une technique dite de �relévement�. On pose : u = u0+~u où

u0 est dé�nie par: u0 (x) = a+ (b� a)x:

On a en particulier u0 (0) = a et u0 (1) = b: On a alors ~u (0) = 0 et ~u (1) = 0: La

fonction ~u véri�e donc le système : 8>>><>>>:
�~u00 = f;

~u (0) = 0;

~u (1) = 0;

(3.3.1)

dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu�il est bien posé (voir paragraphe

3.1.1). Donc il existe un unique u 2 H1 (
)

véri�ant u = u0+~u; où ~u 2 H1
0 (
) est l�unique solution du problème

Z 1

0

~u0v0 =

Z 1

0

fv 8v 2 H1
0 (]0; 1[)

De manière plus générale, soit u1 2 H1
�;b (]0; 1[) = fv 2 H1; v (0) = � et v (1) = bg ; et

soit �u 2 H1
0 (]0; 1[) l�unique solution faible du problème8>>><>>>:

��u00 = u001 + f;

�u (0) = 0;

�u (1) = 0;

(3.3.2)

alors �u+ u1 est l�unique solution faible de(3:3:1), c�est-à-dire la solution du problème8<: u 2 H1
�;b (]0; 1[) ;R 1

0
u0 (x) v0 (x) dx =

R 1
0
f (x) v (x) dx; 8v 2 H1

0 (]0; 1[)

[9]

:
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3.3. Existence et unicité de solution de la Formulation variationnelle du problème

Il est facile de montrer que u ne dépend pas du relévement choisi .

Considérons maintenant le cas de la dimension 2 d�espace : d = 2.

Soit 
 un ouvert borné de Rd, considère le problème :8<: ��u = f dans 


u = g sur @

(3.3.3)

Pour se ramener au problème de Dirichlet homogène, on veut construire un relèvement,

c�est à dire une fonction u0 2 H1(
) telle que 
(u0) = g où 
 est l�application trace.

On ne peut plus le faire de manière explicite comme en dimension 1: En particulier, on

rappelle qu�en dimension 2, l�espace H1(
) n�est pas inclus dans l�espace C(
) des fonctions

continues, contrairement au cas de la dimension 1. Mais si on a g 2 H 1
2 (@
), on sait qu�il

existe u0 2 H1(
)tq:g = 
(u0). On cherche donc u sous la forme u = eu+u0 avec eu 2 H1
0 (
)

et u0 2 H1(
) telle que 
(u0) = g:

Soit v 2 H1
0 (
) on multiplie (3.3.3) par v et on intégre sur 
 :

Z



��u(x)v(x)dx =
Z



f(x)v(x)dx

c�est�à�dire :

Z



� Ou(x)Ov(x)dx =
Z



f(x)v(x)dx

Comme u = u0 + �u ; on a donc :8><>:
~u 2 H1

0 (
)R



� O~u(x)Ov(x)dx =
R



f(x)v(x)dx�
R



Ou0(x)Ov(x)dx ;8v 2 H1
0 (
)

En dimension 2 , il n�est pas toujours facile de construire le relèvement u0 . Il est donc

usuel, dans la mise en oeuvre des méthodes d�approximation (par exemple par éléments

�nis), de servir de la formulation suivante, qui est équivalente à la formulation :8><>:
u 2 fv 2 H1; 
(v) = g sur @
gR



Ou(x)Ov(x)dx =
R



f(x)v(x)dx ; 8v 2 H1
0 (
)
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 ملخص:

 انجزئٍح انرفاضهٍح ًعادلاخ تسٍطح و فعّانح ذىفز الإطار انًناسة  لإٌجاد حهىل نه ىسٍهح وضعد ك نظزٌح لاكس يٍهغزاو          

  ذحىي  انراتعً  ترذكزج فً انرحهٍم  اترذاءا  ,نظزج لاكس يٍهغزاو  تسٍطح حىل  يقذيح  .  فً هذا انعًم قًنا  تإعطاءانناقصٍح 

H  , ثى قذينا كٍفٍح ذشكٍم انفضاءزٌاخانرعارٌف واننظتعض 
m

L    إنطلاقا ين انفضاء    
p

نظزٌح لاكس يٍهغزاو قًنا تذراسح كًا  

 عهى أهًٍح انًقارتح انرغاٌزاذٍح ين جهح انرحهٍم انعذدي ين خلال انرقارب انرغاٌزنرً انرغاٌزاذٍح يع انرأكٍذ هًسائمنانرً ذىفز حم 

هً انرفاضهٍح  انجزئٍح انناقصٍحيعادلاخ دٌزكعهى .أخٍزا قذينا ذطثٍقاخ نهنظزٌح 
 

, ءاخ سىتىلاف, فضاءاخ هٍهثارخ,انرقزٌة انرغاٌزاذً , انًقارتح انرغاٌزاذٍح , شكم ثنائً انخطٍح , صٍغح غزٌنفضاالكلمات المفتاحية:  

 انصٍغح انضعٍفح .

Résumé  

     Le théorème de Lax-Milgram est utilisé comme un moyen simple et efficace fournissant le cadre adéquat 

pour la recherche de solutions aux équations différentielles partielles elliptiques. Dans ce travail nous avons 

donné une introduction simple au théorème de Lax-Milgram. On a commencé par un rappel d'analyse 

fonctionnelle qui contient quelques définitions et quelques théorèmes principaux, puis nous avons montrer 

comment construire des espaces H
m
 à partir des espaces L

p
. Ainsi nous avons étudié Le théorème de Lax-

Milgram qui consiste à résoudre des problèmes variationnels, en basant sur l’importance de cette approche qui 

nous offre une méthode numérique pour la résolution de problèmes  variationnels a partir d’approximation 

variationnelle. 

Finalement, on a étudié l’application sur les équations de Dirichlet aux équations différentielles partielles 

elliptiques.  

Mots clés: Espace de Sobolev, Espace de Hilbert, Approche  variationnelle, Approximation  

variationnelle , Forme biliniéaire, Formule de Green, Formulation variationnelle .  

Abstract: 

      the Lax-Milgram theory had been emerged as a simple and effective tool to provide the appropriate 

framework for the research’s solutions of partial and elliptic differential equations. In this work we have 

given a brief introduction to Lax-Milgram theory, starting with a remindes of functional analysis that 

contains some definitions and some theorems, then we introduce the construction of the space H
m
 from the 

L
p
 spaces. After that  we studied the theory of Lax-Milgram this theory consists notably the solution of 

problem variationnal, with the confirmation to the importance of the approximation variationnal from the 

side of number’s analysis througt the variationnal approch. Finally, we presented the  application of that 

theory on  Dirichlet’s application of partiel differential equations elliptiques. 

Keywords: Sobolev space, Hilbert space, Approch variationnal, Approximation variationnal, Form bilinear, 

Green formul,  Weak formulation. 


