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Introduction

Notre compréhension des phénomeénes du monde réel et notre technologie sont aujour-
d’hui en grande partie basées sur les équation aux dérivées partielles, qui seront notées en
abrégé E.D.P dans la suite . C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomeénes au
travers d’E.D.P que 'on a pu comprendre le role de tel paramétre, et surtout obtenir des
prévisions parfois extrémement précises.

Quand sont apparues les E.D.P? Elles ont été probablement formulées pour la premiére
fois lors de la naissance de la mécanique rationnelle au cours du 17 éme siécle (Newton,
Leibniz - --). Ensuite le "catalogue" des E.D.P s’est enrichi au fur et a mesure du déve-
loppement des sciences et en particulier de la physique . S’il ne faut retenir que quelque
noms,on se doit de citer celui d’Euler,puis ceux de Navier et Stokes, pour les équation de la
mécanique des fluides,ceux de Fourier pour I'equation de la chaleur, de Maxwell pour celles
de I'électromagnétisme, de Schro dinger et Heisenberg pour les équation de la théorie de la
relativité.

L’une des choses qu’il faut avoir a I'esprit a propos des E.D.P, c¢’est qu’il n’est en général
pas question d’obtenir leurs solutions explicitement ! Ce que les mathématique peuvent faire
par contre, c¢’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois trés précisément
certaines propriétés de ces solutions.

L’apparition d’ordinateurs extréemement puissants permet néanmoins aujourd’hui d’obte-
nir des solutions approchées pour des équations aux dérivées partielles, méme trés compli-
quées.C’est ce qui s’est passé par exemple lorsque vous regardez les prévisions météoroqiques,
ou bien lorsque vous voyez les images animés d’une simulation d’écoulement d’air sur l’aile

d’un avion. Le role des mathématiciens est alors de construire des schémas d’approximation,



et de démontre la pertinence des simulations en établissant des estimations a priori sur les
erreurs commises.

En vue de passage d’un probléme exacte (continu)au probléme approche (discret), on dis-
pose plusieurs techniques : les différences finies, les élément finie et les volumes finie.

Nous nous limiterons ici a I'exposé des technique des différences finies.

La méthode de différences finies consiste a remplacer les dérivées apparaissant dans les pro-
bléme continu par des différences divisées ou un nombre finie de points discrets ou nceuds
du maillage

Avantage : grande simplicité d’écriture et faible cout de calcul.

Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines de calcules(Simple,non complexe),
difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de résultats
de majoration d’erreurs.

Dans de nombreux au domaines de la physique et en particulier dans le cas de la méca-
nique de fluides, on rencontre une équation aux dérivées partielles trés simple modélisant
le déplacement d’une grandeur, déplacement d’une quantité de matiere, d’'une quantité de
mouvement ou d'une onde. Ce qui nous permettra d’en déduire des schémas numériques
adéquats.

C’est 'équation de transport (ou d’advection ).

Le travail présent se décompose en 5 chapitres.

Dans le premier, nous rappelons quelques résultats généraux sur les equation aux dérivées
partielles, et les classification des E.D.P du deuxiémes ordre avec des exemples tires de la
physique.

Quand au deuxiéme chapitre, il est consacré a la méthode différences finies.

Nous exposons le principe de ce méthode, en citons quelque schémas de discrétisation

Dans le troisieme chapitre, nous exposons les différent types d’équation liées a 1’équation du
transport(advection), diffusion, avec des exemples qui modélisent ’équation du transport.

L’objectiton du quatiéme chapitre est 'etude des quelque schemas aux differences finies

pour 'equation du transport lineair au D1 :

ou ou B

E—i—c%—o (¢>0)



ou ¢ est le vitesse du vent.
Le but de notre étude est la comparaison entre ces schémas du point de vue :
Consistance, stabilité, convergence.

Finallement, on va choisir le meilleur schéma selon les critéres citer



Chapitre 1
Préliminaire

Ce chapitre est consacré essentiellement & 'introduction de quelques notions fondamen-

tales d’analyse et un rappel sur les matrices que nous utiliserons pas la suite.

1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1.1. On définie sur un ensemble non vide X deux opérations, l’addition l’in-

térieur (+) et le multiplication Uextérieur (-) et soit les conditions suivante :
1. (X,+) est un groupe abelian
2. V(x,y) e X x X, Vo, €K on a :
x a(z+y)=ar+ay
x (a+ p)r =ar + px
x a(f.x) = (af).x
* lr=x

si les conditions sont vérifier on dit que X est un espace vectoriel sur le corps K,
K= (R ou C) et noté par (X, +,").
1.1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.1.2. Soit V un espace vectoriel. Une norme sur V' est une application de V'

dans Ry habituellement notée ||.|| vérifiant pour tout z,y dans V' et tout a dans K :



1 ||z =0« 2z =0,
2. ||lax|| = |a| ||z]| (homogénéité),
3.l +yll < =l + ||yl (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.3. Un espace vectoriel normé est un couple (V,|.||) ot V est un espace

vectoriel sur K et ||.|| est une norme sur V.

1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Espace C*([a,b])

Définition 1.2.1 (Espace C*[a, b]).

( f € C¥a, b]> & ( f est dérivable jusqu’a l'ordre k et la dérivée d’ordre £ est continue).

1.2.2 Espaces des Lebesgue LP(12)

Définition 1.2.2. Soient Q un ouvert de R™, 1 < p < 400

LP(2) lespace des classes de fonctions mesurables de puissance p-éme intégrable, i.e :

LP(QQ) = {f : Q = R mesurable telque / | f(z) |P dz < —i—oo} :
0

Iflerer = ( | \f(x)\?dx)’l’

munt de la norme :

® pourp =1
L’espace L'(Q) est un espace de toute le fonction intégrable sur

® pour p = +00

L>(Q) = {f : Q — R mesurable telque : 3C >0 |f(z)| < C p.p sur Q} :
muni de la norme :
Il o () = inf {C’, tellque |f(z)| < C p.p sur Q} =sup essf

Remarque 1.2.1.

On dit que [ continue sur X si et seulement si pour toute xo € X, f est continue en x.



1.3 Définition et quelques exemples

Définition 1.3.1.

grad(u) = Vu = | 2u
92/ (i)
1.3.1 Divergence de vecteur V

Soit V' une fonction vectorielle de 3 variables (z,y, z) définie sur un domine 2 de R? et
a valeurs Vi, Vo, V3 dans R. On appelle divergence du vecteur V' et on note div(V') ou V.V,

le scalaire :
ovy,  o0Vy  0Va
+—+

div(V)=V.V = or T oy o

1.3.2 Laplacien

On appelle Laplacien de u, et on note Au ou V2u, le scalaire :

0%u N 0%u N 0%u
ox?  0y*> 022

Au = div(grad u) =V.V(u)

1.3.3 Combinaison convexe

On dit que uy, ug, - - - u, est une combinaison convexe de u, 1 tel que :
Upt1 = QU + QoUg + -+ - + AUy, S1
o +as+---+a,=1
ox; >0 Vi=1--'m

1.4 Formules de Taylor et développements limités

Nous avons vu précédemment que la dérivation est essentielle dans I’étude des fonctions.
On va voir que les développements limités fournissent encore plus de précision dans I’allure
et le comportement d’une fonction au voisinage d’un point donné. Une autre application
importante de cette notion est le calcul approché de la valeur d’une fonction en un point,

en particulier pour celles qui ne sont pas de type polynomial.



1.4.1 Deérivation d’une fonction

Définition 1.4.1. Une fonction f : I — R (I est un intervalle ouvert) est dérivable en

un point xog € I si le tauz

f(@) — (o)

r — X9

défini sur I /xo, admet une limite finie lorsque © — xq. Ainsi, cette limite est dite la dérivée

de f au xo et notée f'(xg) ou %(wo).

De méme ici, on peut définir une dérivée a gauche et une dérivée a droite au point xqo par

exemple la dérivée a gauche est, quand elle existe,

xim:o r — o
et la dérvée a droite est, quand elle existe,
xlmo T — o

St f est dérivable en xqy alors

f(wo) = fy(wo) = fa(wo)

1.4.2 Dérivées successives

Définition 1.4.2. Soit f : I — R dérivable sur 1. Si la fonction f' est dérivable, on dira

que f est deux fois dérivable et on note
f'@) = (f")(2)
En réitérant, on définit de mie la dérivée a lordre n de f notée f™ par
F(x) = (f"7V) ()
On peut montrer par récurrence la formule dite de Leibnitz :

f@) = 3 09) 4 (o - a)ee)



1.4.3 Diverses formules de Taylor
Formule de Mac-Laurin

On se place dans le cas ou l'intervalle [a,b] est de la forme [0, z], x étant une variable
positive réelle quelconque. Alors la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre n devient :
F(@) = F(0) = 2/(0) + $a2F7(0) + -+ -+ £ F(0) + pla™ L o),
ou ¢ €0, z[.

Formule de Taylor-Young

Considérons maintenant le cas ot f est une application d’un intervalle I vers R, et soit a
et x deux points de I. Alors on montre qu’il existe une fonction £ définie au voisinage de a
telle que

(x —a)*

@) + (@ = a)e)

avec

g(r) — 0 pour =z — a.

Le terme (z — a)"e(x) est appelé reste d’ordre n pour x — a.
Noter qu’a 'opposé des autres formules données précédemment, cette derniére précise le
comportement du reste d’ordre n pour x tendant vers a.

Dans le cas particulier ot @ = 0, on obtient

1) = 3 O 100) 1 (2)e(a)

k=0
= f(0)+zf'(0) + %x

On peut noter, en utilisant les notations de Landau

et



On dira que

1 1
+ 5@ f1(0) - —a f(0),

FO)+ 27 (0) + 5

est le développement limité (en abrégé D.L.) d’ordre n de f au voisinage de 0.
Les D.L, sont trés utiles pour 1’étude locale des fonctions puisqu’ils permettent :
e Une expression plus simple de f, (au voisinage du point)
e Une recherche facile de limites

e Un tracé plus précis de la courbe (recherche d’asymptotes, position de la courbe par

rapport a celles-ci,...).

1.4.4 Généralisation

on a la fonction f définie par :

FIQCR" SR feCrQ),

pour p=1:
Df(wo)(h) =Y o (o)
i=1 "
pour p=2:
Z Z 9 f(w0) hiy),
i1=11i9=1 8ZE1185L’12 Zl,
si on pose :

p:n:27 Ty = Xy Tiyg =Y, h:(hluhQ)eRz

D F (0, 0) (s 1) = D21 (o) (02) = 2 (o o) 2 + 22 (s o)+ 224 (o, o)
0, Yo )\, 0 O To, Yo)hy + By 0, Yo 910y 0, Yo)1 N2,

Formule de Taylor

/4

F(a) = fao) + 37 1 DF Flo) + O(IAP) (1.1

k=1



sin=p=2:

f(z,y) = f(20,90) + g_£<$07 Yo)h1 + Z—g(ﬂfo,yo)hz

1.0%f 0% f 0*f
+3 [w(xo, yo)hi + 8_3/2(%’ Yo)hi + 2@(%7 yo)hihs]

sip=1,n=3, h=(hy,hy, h3) € R?

0 0 0
f(x,y,2) = f(x0, Y0, 20) + 8_£(x0’ Yo, z0)h1 + a—g(zo,yo, 20)ha + a—ﬁ(%, Yo, Z0)hs + O(]|h]]),

1.5 Rappel sur les matrices

1.5.1 Norme matricielle

Définition 1.5.1. On appelle norme matricielle || . || sur M,(K) (K =R ou C) vérifiant
de plus propriété suivante :

L]|A|l=0& A=0.

2 ad =l a ||l ALY € My(K)

3. A+BI<L|| Al + || B, V(A, B)Y € M, (K)? (inégalité triangulaire)

4L AB < Al B, V(A, B) € M, (K)?

Par exemple

n
|- [h= max > | a |
j=1-n
i=1
n
|- o= if:fll?j?%z | @i |
j=1

1.5.2 Valeur propre

Définition 1.5.2.

10



e Soit A une matrice carrée d’ordre n. Un vecteur propre de A est un vecteur non nul

X tel que AX = 2X , pour un certain scalaire .

e Un scalaire A est appelé une valeur propre de A si l’équation AX = AX admet une

solution non triviale X ; X est appelé le vecteur propre associé a A.

Remarque 1.5.1.

e )\ est une valeur propre de A si et seulement si [’équation
(A= ADX =0 (%)
o [’espace solution de (x) n’est pas autre que Ker(A—M\I). Cet espace est appelé ’espace

propre de A associé a valeur propre \.

1.5.3 Matrices monotones

Définition 1.5.3. Une matrice A € RN*N est dite monotone si A est inversible et si

A7 >0 i.e. tous les coeficients de A™! sont positifs ou nuls.

1.5.4 Rayon spectrale

Spectre :
Le spectre A € M, (K), n > 1, est ’ensemble des valeurs propres de A :

o(A)={ e K,A—- Xl  singuliére }.
Le rayon spectral de A est le plus grand des modules des valeurs propres de A :

p(A) = max{|A|, A € o(A)}

1.5.5 Matrices particuliers

e Transposée d’une matrice
On appelle transposée d’'une matrice A = (a;;) de type p X ¢. La matrice B = (b;;) de

type ¢ x p. Obtenue en échangeant lignes et colonnes de A : b;; = a;;.

11



e Matrice symétrique

C’est une matrice A carrée telle que : A = A?

e Matrice définie positive (forme quadratique )

On appelle forme quadratique associée & la matrice A la forme :
Q(z) = X'AX
Une forme quadratique est dite définie positive si :

X'AX >0 VX #0

La matrice unité d’ordre n est une matrice carrée d’ordre n dont les termes de la

diagonale principale sont a;; = 1,1 <¢<mn

Remarque 1.5.2. Si X'AX >0 VX #£0
matrice est positive mais non définie
Une matrice carrée est définie positive si la forme quadratique qui lui est associée est
définie positive.
e La matrice unité
La matrice unité noté I est définie par :
lsit=7
Osii#j

e Matrice diagonale

aij =

C’est une matrice carrée telle que :
=0sii#y

£0sii=j

aij =

e Matrice par blocs
Une matrice par blocs A = (4;;), 1 <i < m, 1 < j < n est une matrice dont les
entrées (a;;) sont des mtrices au lieu d’étre des scalaire.
On doit toutefois respecter les deux régles suivants :
1. Toutes les matrices d’'un méme ligne (A;; avec 1 < j < n) ont méme nombre de

ligne.
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2. Toutes les matrices d’'un méme colonne (A;; avec 1 < i < n) ont méme nombre

de colonnes. Ainsi, il existe des nombre entiers m; et n; tel que A;; € C™>*™i,

e Matrice tridiagonale
On dit qu’une matrice A € R™*™ ( ou C™*™ ) est une matrice tridiagonale si elle
n’admet des éléments non nuls que sur un "certain nombre" de diagonales autour de
la diagonale principale.
Plus précisément, on dit que A est une matrice bande-p inférieure si a;; = 0 quand
© < j + p et bande-q supérieure si a;; = 0 quand j > 1 +g.
On appelle simplement matrice bande-p une matrice qu’est bande-p inférieure et su-

périeure.
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Chapitre 2

(Généralité Sur les équation aux dérivées

partielles

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions qui concerne les équations aux dérivées
partielles, ainsi des phénomeénes physiques modéliser par des equation aux dérivée partielle

(en abrégé E.D.P ) .

2.1 Généralités

une équation aux dérivées partielles est une relation entre une fonction de plusieurs

variables u et ses dérivées partielles et une fonction f donnée :

ou Ou ou 0%*u o™y

u— [ PEEEEY [ [ P —_—
"Oxy’ Oxy’ 7 Ox,, 013 ’axﬁ)

F( =f (2.1)

) est une ouvert de R”, I est une fonction de plusieurs variable réelles . L’ordre de dérivation

le plus éléve est appelé 'ordre de E.D.P .

Remarque 2.1.1. Notons que st n = 1, alors I’E.D.P est une équation différentielle ordi-
naire (E.D.O) . Si dans (1.1) f est nulle, on dit que l’équation est homogéne, c’est a dire :

Flu,2%)=0

) Oxq

Définition 2.1.1. Si u est ses dérivées apparaissent séparément dans I’E.D.P, celle ci est

dit linéaire .
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Exemple 2.1.1.
ou  Ou

oz "oy

1" ordre linéaire et homogeéne

Définition 2.1.2. Si u n’est pas linéaire en au moins une dérivée dans U'E.D.P, alors

I’E.D.P est non lineaire.

Exemple 2.1.2.
2¢me ordre non linéaire, alors ’'E.D.P est non lineaire.

Exemple 2.1.3.
Pu  Pu

022 + Oxdy? =/

3™ ordre linéaire

La forme la plus générale pour une E.D.P linéaire du 1° ordre est :

ou ou

2.1.1 E.D.P linéaire d’ordre deux a coeflicients constants en dimen-
sion 2

Elles sont de la forme :

0%u 0%u J*u ou ou
a2t gt Lol pt g% _
5t T Bayas + Oy T Dy, By, T Fut G =0

les trois premier temes A, B, C' sont des Constantes
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2.1.2 Classification

Le type de I'E.D.P (1.2) dépend de signe de B? — 4AC
e Si B2 —4AC > 0, alors 'E.D.P est dit hyperbolique .
e Si B2 —4AC =0, alors 'E.D.P est dit parabolique.

e Si B2 —4AC <0, alors 'E.D.P est dit elliptique.

Exemple 2.1.4.

1) L’équation des ondes hyperbolique est :

B? —4AC = 4C”?
2) L’équation de la diffusion parabolique :

ou 0?u
5 5 =0.d > 0B + 4AC =0

B*—4AC =0
3) L’équation de Laplace elliptique :

0*u  0%u

o2 T Y

2.1.3 Les problémes aux limites

Soient u et une E.D.P valide sur un ouvert €, les trois principaux types de conditions

aux frontiéres sont :

1. On impose la valeur de u sur 0f2, c¢’est la condition de Dirichlet .

2. On impose la valeur de %; g—z:(gmdu).ﬁ c’est la condition de Neumann.

3. On impose ces deux condition sur df2 c’est la condition de Mixte.

Remarque 2.1.2. Si I'E.D.P est valide dans tout l’espace, il n’y a pas de frontiere, on

impose souvent des conditions a l’infini .
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2.1.4 Condition initiale

Si I’E.D.P modélise un probléme d’évolution on ajoute la condition initiale qui dépende

du temps .

Remarque 2.1.3. (E.D.P+condition aux limite)= Probléme aux limite

2.1.5 Probléme bien posé
Soit (P) un probléme aux limite.
Proposition 2.1.1. [8] on dit que (P) bien posé si :

1. 11 existe une solution de (P) satisfaisant les conditions aux frontiéres .
2. la solution doit-étre unique.

3. la solution doit-étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres imposées

2.1.6 Probléme mal posé

Un probléme qui n’est pas bien posé est dit mal posé .

Exemple 2.1.5.

u'(z) =0
(P) u'(a) = ug
u' (b) = vy
W =0=u=c U =c1=u=cx+co u/(a):uo,u'(b):vo

cas 1 :

st ug # vg le probleme (P) n’admet aucune solution.

cas 2 :

St Ug = Vg

le probléme (P) admet une infini de solution : u(x) = upx + ¢

donc le probleme (P) est mal posé.
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2.2  Quelques modéles tirés de la physique

probléme elliptique

I’équation de poisson

On considéré une membrane élastique plane 2 fixée sur son pourtour I'.

t(x,y)

FIGURE 2.1 — Membrane élastique

On suppose la membrane soumise en tout point (z.y) @ une densité de forces f s’exercant
perpendiculairement au plan de la membrane.

Sous l'action de f chaque point de la membrane subit un petit déplacement le déplace-
ment transversal, perpendiculaire au plan de w est 'inconnue u de ce probléme et vérifie
d’équation :

—Au(m,y):f(x,y) Va:,yEQ

u(z,y) =0 sur I
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2.3 probléme parabolique

2.3.1 L’équation de la chaleur

On considére une barre de longueur L dont la température est fixée @ zéro aux extrémités.

L’équation de la température au cours du temps s’écrit :

%u(x,t) = aa—;u(x,t) + f(x,1) Vo € [0,L] et € [0,T]

u(z,0) = ug(x) CI

u(0,t) =u(L,t) =0 CL
2.4 probléme hyperbolique

2.4.1 L’équation des ondes
Position du probléme

Considérons une membrane élastique de surface {2, plan au repos et fixée sur son bord

I'. Lors de petites vibration transversales, le déplacement normal au plan d’équilibre en
tout point z,y de Q et a chaque instant ¢ est une fonction u : z,y,t — u(x,y,t) qui vérifie
I’équation :

Pu

w:cAu%—f V(z,y) € Q et Vte[0,T]
ou ¢ désigne la vitesse des ondes.
Ce probléme du second ordre en temps est un modelé de probléme hyperbolique. La déter-
mination de la solution nécessite de fixer deux conditions initiales en temps.
En fixant les valeurs du déplacement transversal u et de sa dérivée partielle en temps, au

temps

u(z,y,z) = u(z,y)

QU(:U, y,0) =%(z,y)

ot
on obtient un probléme a valeur initiale ou probléme de Cauchy.
Les conditions aux limites choisies, pour la membrane fixée sur son bord I', sont des condi-
tions de Dirichlet homogénes mais on pourrait choisir d’autres types de conditions aux

limites comme dans les cas stationnaires ou paraboliques.
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Remarque 2.4.1. (solution stationnaire)
Lorsque la solution ne dépend plus du temps (régime permanent ou stationnaire) on retrouve

une équation déja étudiée de forme :
—Au=f V(z,y) € Q
+ Conditions aux limites sur I’

L’équation des ondes et ’équation de la chaleur ont les mémes expression dans le cas
stationnaire. C’est pourquoi les solutions du probléme de Poisson ci-dessus peuvent s’inter-
préter physiquement, @ la fois comme des déplacements d’une membrane élastique ou des

températures.(Voir|[5])
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Chapitre 3

Principe de la méthode des différence

finie

En vue de passage d'un probléme exacte (continu)au probléme approchée (discret)on
dispose plusieurs techniques : les différences finies, les élément finie et les volumes finie.
Nous nous limiterons ici a I'exposé des technique des différences finies.

La méthode de différences finies consiste a remplacer les dérivées apparaissant dans les
probléme continu par des différences divisées ou un nombre finie de points discrets ou noeuds
du maillage

Avantage : grande simplicité d’écriture et faible cout de calcul.

Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines de calcules(simple, non complexe),
difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de résultats

de majoration d’erreurs.

3.1 Quelques définition et propriété

Définition 3.1.1. Un schéma aux différences finies est dit schéma a p pas en temps si

les valeurs u?“ des solutions approchées au temps t"1 sont fonctions des valeurs auz p
instants précédents, soit aux temps t™, t"1, .. PP
+1 n

En particulier, un schéma est dit & un pas si les u; " ne dépendent que des u

i

les deux principales propriétés d’'un schéma numérique sont :
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3.1.1 Dordre

Définition 3.1.2. L’ordre du schéma qui mesure la précision ou erreur de troncature ma-
thématique commise en remplacant les dérivées partielles exactes par leurs approrimations
sous formes de différences divisées.

L’ordre est déterminé par des développements de Taylor obtenus en injectant dans [’écriture

du schéma numérique la fonction solution continue exacte du probléme différentiel.

3.1.2 Consistance

Définition 3.1.3. par l'opérateur au différences posons :

17
L:u— —v

Ly :u— Dh(th)

L’erreur de consistance de (Py,) par rapport a (P) est définie par :

Rpu(x) = Lu(z) — Lyu(x)

Le probleme (Py,) est dite consistant par rapport a (P) si :

Ryu— 0 ¢“h —0

Cette convergence a la norme discréte du maximum, définie par :

Julle = s u(a)
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3.1.3 La stabilité

Définition 3.1.4. du schéma concerne [’évolution de vecteur des valeurs approchées de la
solution auz points x; au cours des temps t" (et non plus | solution exacte continue) dans
le cas concret ou At et Ax ne tendent pas vers zéro, mais ont des valeurs fizées.
Numériquement, ce critére est relatif a la propagation et 'amplification des erreurs d’arron-
dis, la condition minimale de stabilité impose que le vecteurs de composantes U] reste borné
pour tout n € [0,T].

Sinon il n’est méme pas calculable, Si l’on désire de plus que la solution approchée reproduise
le comportement de la solution exacte au cours du temps, on devra imposer des conditions
de stabilité plus séveres.

Par example, dans le cas de l’équation la chaleur, on cherche a reproduire sur la solution
numérique le comportement dissipatif du probléme continu.On choisira donc des schémas

tels que la solution approchée soit décroissante au cours du temps.

3.1.4 Interprétation de la condition de Courant-Friedrichs-Lewy

(CFL)
La condition de Courant Friedrichs Lewy souvent mentionnée exprime la compatibilité
nécessaire entre domaine de dépendance théorique et domaine de dépendance numérique.Le
pas de temps At doit rester inférieur a la valeur limite au dela de laquelle des parties

du domaine de dépendance théorique ne seraient pas prises en compte dans le schéma

numérique.

3.1.5 Convergence

Théoréme 3.1.1. [8] (De Lax) Dans un probléme bien posé, et avec un schéma numérique

consistant la stabilité est une conditions nécessaire et suffisante pour la convergence.
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3.2 Différences finies en dimension 1

Tout les méthodes numériques présupposent les discrétisation du domaine géométrique
afin de passer d’un probléme continues a une infinité d’inconnues a un probléme discret ne
comptant d’un nombre fini d’inconnues .

Dans les cas des différences finies en dimension un, on discrétise 'intervalle continues [a, 0]
en un nombre fini de points x; d’'une maniére un informe (pas réguliére de longueur h )

constant tel que : x; —x; 1 = x;11 —x; = h On remplace ainsi le probléme continue par celui

o @ T Ti

1 T Ti+1 N Ir."-.'+1
I | '

'—f1||||fcl-

FIGURE 3.1 — Discrétisation uniforme

de la recherche de valeurs, approchées wu; des solutions u(z;) au points z; de la discrétisation
on remplace les opérateurs de dérivation qui s’appliquent a des fonctions continues pas des

analogues discrets

3.2.1 Quelques formules d’approximation des dérivées
Pour la dérivée premiére

En utilisant le développement limité de Taylor de la fonction u jusqu’a 'ordre 2 au point

(x; + h) on obtient :
2

w(x; + h) = u(z;) + hu' (z;) + %u

1"

(i)

d’ou :

on obtient alors I’approximation suivante :
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u\r;) =
(2) )
Notation indicielle :
différence progressive d’ordre 1 (en avant).
’ i+1 1 U
u; ~ % + O(h)

De la méme maniére on obtient la différence régressive d’ordre 1 (en arriére) :

/ U; — Uj—1
o~ L o
U, h ()

3.2.2 Différence finie Centrée

A partir du développements de Taylor aux point (z; + h) et (z; — h) on obtient :

o uw(@i+h) —uri—h) By

Notation indicielle :

Différence contrée d’ordre 2
/ Ujp1 — Uy

-1 2
e h

Définition 3.2.1. La puissance de h (ou Ax) avec le quelle l’erreur de troncature tend
vers 0 est appelée ['ordre de la méthode .

Remarque 3.2.1.

1. On peut déduise des différence finies progressive ou régressive d’ordre 2.

2. On peut utiliser la formule suivante pour la dérivée Centrée
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3.2.3 Pour la dérivée seconde
Différence finie Centrée

de la méme maniére on obtient :

2 3 4
w(x; + h) = u(z;) + hu'(x;) + =" (x;) + —=u" (23) + —u® (2:)(O1) ,O1 €]z, x; + h|

h? h3 h*
u(w; — h) = u(w;) — hu'(2;) + gu”(%) - yum(%) + Eu(‘*) (2i)(O2) 02 €lw; — b,z
h4
u(z; + h) +u(z; — h) = 2u(x;) + h2u”(x;) + E(U(4)(Ol) +uW(0,))

oo u(wi+h) = 2u(m) +u(r; —h) B2

u (r;) = % 1 (u™(01) +uM(0y))

Notation indicielle.

différence centrée d’ordre 2 est :

1 - Ui+l — QUZ + Ui

+ O(h?)

pour la dérivée troisiéme :

Uy — 2Uz + 2Ui, — Uj—
u(3) (377,) ~ +1 +1 h3 1 2

. . - e o . ., "
Remarque 3.2.2. On peut déduise des différences finies (en avant, en arriéré) pour u .

3.2.4 Différences finies en dimension 2

Comme en dimension 1, le premiére étape consiste a discrétiser le domaine . La méthode

de différence finie n’est bien adaptée qu’a discrétisation de domaine rectangulaire
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Dans le cas de D2 u(x,t) est décomposé en N x P nceuds (z;,t") répartis réguliérement
avec un pas d’espace Az dans la direction x et Dy dans la direction, on notera u} la valeur

discréte de la grandeur u(z,t)au noeud (z;, t")
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3.3 Pour la dérivée premiére en D2

De la méme maniére on obtient :

Différentielle progressive(avant) d’ordre 1

(59), = 2 oo

Différentielle régressive (arriére) d’ordre 1

(Z—Z)i _ MU oA

(28) = Uy oy

Cas 1D (instationnaire) :

u(z,t) = N noeuds z;
pas d’espace =Ax

pas de temps =At

On notera u}" valeur discute de la grandeur u(x,t) au nceud z; au temps nAt

n<—temps
14—espace

On discrétise de fagon uniforme les intervalles d’espace et du temps :

28



On cherche alors une approximation u}" ~ u(z;,t") de la solution exacte avec noeuds P

3.3.1 Semi-discrétisation en temps

Pour la discrétisation du probléme (P) on a trois possibilités pour (a) :

n+l _ n—1

' ur
a) schéma centrée le plus naturel — :

28t
ntl
b) schéma décentrée (en avant) ————— on obtient le schéma d’Euler explicite calcule

At

directe de u™t! en fonction de u".

-1
c) schéma décentrée (en arriéré) ———— on obtient le schéma d’Euler implicite.

At
On doit passer par un systéme linéaire pour trouver u"*! en fonction de u".
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Chapitre 4

L’équation de transport

Dans de nombreux au domaines de la physique et en particulier dans le cas de la mé-
canique de fluides, on rencontre une équation aux dérivées partielles trés simple modélisant
le déplacement d’une grandeur, déplacement d’une quantité de matiére, d’'une quantité de
mouvement ou d’une onde.Ce qui nous permettra d’en déduire des schémas numériques
adéquats. C’est 1’équation de transport (ou d’advection ) qui s’écrit dans le cas mondimen-

sionnel

ou ou

e + o 0
Cette équation représente le transport de u avec la vitesse ¢, c’est encore un modélise de
probléme hyperbolique, la quantité transportée étant conservée.
On relévera la similitude de ce probléme avec le systéme du premier ordre équivalent a

I’équation des ondes.

4.1 Systéme du premier ordre équivalent

L’équation du second ordre

se ramené en posant
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au systéme de deux équation du premier ordre :

dv _ dw
ot~ Cox
dw _ v
at_cax

Le lien avec I’équation de transport est évident.

4.2 Quelques phénoménes modélisent I’équation du trans-

port (advection)

L’exemple type d’équation hyperbolique est I’équation de transport.
Supposons par exemple, qu’on connaisse l’emplacement d’une nappe de pétrole due au
dégazonnement intempestif d’un supertanker au large des cotes, et qu’on cherche a prévoir
son déplacement dans les heures a venir, par exemple pour la mise en ceuvre efficace de
barrages.
On suppose connu v : R? x RT — R?, le champ des vecteurs vitesse des courants marins,
qui dépend de la variable d’espace x et du temps ¢, ce champ de vecteurs est donne par

exemple par la table des marées.

4.2.1 Deéplacement d’une nappe de pétrole

At = 0, on connait py(x) : la densité d’hydrocarbure initiale, et on cherche a calculer
p(x,t) = densité de d’hydrocarbure au point = et au temps ¢.

On écrit alors I’équation de conservation de la masse :

pr + div(pv) =0 (4.1)
1 reA

po(z) = (4.2)
0 x € A°

Ou A représente le lieu initial de la nappe de pétrole.

Dans le cas d'un déplacement maritime, le vecteur v : R? x RT — R?, n’est évidemment pas
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FIGURE 4.1 — Exemples de cartes de courants marins au large de cotes de Bretagne

constant. De plus le déplacement de la nappe dépend également du vent, qui affecte donc le
vecteur v. On supposera pourtant ici, pour simplifier ’exposé, que v soit constant en espace

et en temps. Alors le probléme (3.1)-(3.2) admet comme solution :
p(x,t) = po(z — vt). (4.3)

qui exprime le transport de la nappe a la distance vt du point de départ dans la direction
de V, au temps t. Notons que les systémes d’équations hyperboliques sont trés importants
en mécanique des fluides; les équations d’Euler, par exemple sont utilisées pour modéliser
I’écoulement de 'air autour d'une aile d’avion.

Dans le cadre de ce mémoire, nous n’étudierons que le cas des équations scalaires. Par souci
de simplicité, nous n’aborderons dans le cadre de ce mémoire que les problémes poses en une

dimension d’espace, dans le cas relativement simple d’une équation linéaire .(d’aprés|11])

4.2.2 Le transport diffusion d’une gaz fumées dégage d’une usine

Advection : L’advection correspond au transport d’une propriété telle que I’humidité,
la température, la pollution, par un fluide, tel que I'air ou I’eau, en générale selon un mouve-
ment & dominante horizontal. Un exemple est le transport des fumées dégagées d’une usine
a l'aide de lair (vent). L’advection est due au mouvement de l'air, qui disperse le polluant.

Ce phénomeéne est un phénomeéne macroscopique (mélange de masses d’air).
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Vent

Usine Maison

FIGURE 4.2 — Advection des fumées par le vent.

Diffusion :Un processus de transport fondamental dans la mécanique des fluides environne-
mentale est la diffusion. La diffusion est un phénoméne microscopique qui désigne la tendance
naturelle d'un systéme a rendre homogénes les concentrations des espéces chimiques en son
sein, elle se différe de 'advection parce qu’elle est un processus aléatoire dans la nature
(ne suit pas nécessairement une particule fluide). Un exemple connu est la diffusion d'un
parfum dans une chambre vide, Si une bouteille de parfum est ouverte et laissée évaporer

dans ’air, rapidement on va sentir ce parfum dans la chambre entiére . Ainsi, la diffusion a

FIGURE 4.3 — Diffusion moléculaire

e e
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diffusion distnbution égale

des molecules

deux principales propriétés : elle est aléatoire dans la nature, et le transport est des régions
de fortes concentrations vers les faibles concentrations. On sait aussi par expérience que

I'odeur sera plus forte prés de la source et de moins en moins forte en éloignant.
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4.3 Différence entre ’advection et la diffusion

Les deux processus advection et diffusion déplacent le polluant d’un endroit & un autre,
mais chacun accomplit les choses différemment, la différence essentielle est la suivante :
e L’advection va dans un sens (en aval).
e La diffusion va dans les deux sens (indépendamment du sens du courant).
Cela se voit dans les expressions mathématiques respectives.
e [’advection c% est une dérivée du premier ordre, ce qui signifie que si (z) est remplacé
par (—x) le terme2 change de signe (antisymétrique).
e La diffusion D—u est une dérivée de deuxiéme ordre, ce qui signifie que si () est remplacé

ox?

par (—x), le terme ne change pas de signes (symétrie).(Voir[14])

4.4 Applications des problémes d’advection-diffusion

On considére la situation suivante, une usine rejette a 'instant initial une fumée toxique
qui, sous l'effet du vent, va se propager aux habitations voisines. On souhaite connaitre la

densité de la fumée et le temps lorsque celle-ci atteint une maison.

4.4.1 Equation d’advection - diffusion

L’équation d’advection - diffusion est une combinaison de 1’équation d’advection et de
diffusion, elle décrit des phénoménes physiques, ot les particules, I’énergie, ou d’autres gran-
deurs physiques sont transférés dans un systéme physique en raison de deux processus :
advection et diffusion. De la définition ci-dessus, il s’ensuit que 1’équation d’advection, dif-
fusion combine & la fois des équations paraboliques (diffusion) et hyperboliques (advection)
aux dérivées partielles.

En cas de : coefficient de diffusion constant, la vitesse d’écoulement constante, I’équation en
2D peut étre écrite sous la forme suivante :

ou ou  Ou Pu *u

a—l— <c%—|—va—y> _D<@+0_y2) =7
Les deux termes sur le coté gauche représentent les différents processus physiques :

le premier correspond a I’advection tandis que le second décrit la diffusion normale.
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FIGURE 4.4 — Transport diffusif des polluants dégagés d’une usine
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e v : c’est la variable d’intérét (concentration de 'espéce de transfert de masse).
e La constante D est la diffusion pour la masse.
e ¢; v : les composantes de la vitesse du fluide porteur selon les axe (x,y) respectivement.

e 1 : La source.

4.4.2 Advection pure

La notion d’advection pure, signifie le transport d’une propriété par un seul processus
qui est I'advection et sans 'intervention d’aucun autre processus comme la diffusion.

L’équation de ’advection pure s’écrit comme suit :

4.4.3 Diffusion pure

La notion de diffusion pure, signifie le transport d’une propriété par un seul processus
. P ,e . , , .
qui est la diffusion et sans l'intervention d’aucun autre processus comme ’advection.
L’équation de la diffusion pure s’écrit comme suit :

ou 0*u  0%*u
E‘D<@+a_y2) =

4.4.4 Equation linéaire, cas 1D

Commencons par étudier le cas d'une équation hyperbolique linéaire :

U +cuy =0 reR,t>0
(4.4)

u(z,t) = up(x), zeR
ou la vitesse de transport ¢ € R et la condition initiale uy : R — R sont données. Le
probléme (3.4) s’appelle “ probléme de Cauchy ”. On cherche u : R x R™ — R |, solution de
ce probléme.
Nous commencons par une étude succincte du probléme continu, pour lequel on peut trouver

une solution exacte explicite.
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Définition 4.4.1. (Solution classique)

On dit qu’une fonction u : R x RT — R est solution classique du (3.4) si u € C*(R x
RT,R), et u vérifie (3.4)

Une condition nécessaire pour avoir une solution classique est que ug € C'(R)

Théoréme 4.4.1. [11] si u € CY(R). Alors il existe une unique solution classique du pro-

bleme (3.4), qui s’écrit u(z, t)uo(z — ct) .
Remarque 4.4.1. (Terme source)

Le modele physique peut amener a une équation avec terme source au second membre
feCRxR"R):
u + cu, = f(x,t), (45)
u(z,0) = ug(x),
et ug € C(R) .Ceci peut modéliser un dégazage sur un temps plus long, comme dans le
cas du Prestige sur les cotes de Galicie en 2003 par exemple. Pour montrer 'unicité de la

solution de (3.5), on suppose que u est solution classique et on pose : ., (t) = u(xo + ct, t).

Par un calcul identique au précédente, on a

2o (t) = Flo + ct, ). (4.6)

Donc :
t
Pao(t) = 0(0) + [ T+ c5,9)ds,
0
On en déduit que :

t
u(zo + ct, t) = g, (0) + / f(zo + cs, s)ds,
0

on pose alors : x = xg + ct, et on obtient :

u(x,t):uo(:c—ct)—l—/o flx —c(t—s),s)ds

Ce qui prouve l'unicité On obtient alors l'existence en remarquant que la fonction u(z, 1)
ainsi définie est effectivement solution de (3.5), car elle est de classe C' et elle vérifier

Uy + cu, = f.
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Proposition 4.4.1. [12](Sur les propriétés de la solution) Remarquons que la solution de

(3.4) possede les propriétés suivantes :

1) Si ug >0 p.p alors u>0 p.p.
2) Al Ollee) = lluo(@) @ Vp € [1,+o0].

Lors de [’élaboration de schémas numériques pour la recherche d’une approximation, on

s’attachera a vérifier que ces propriétés sont encore satisfaites par la solution approchée.
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Chapitre 5

Schémas aux D.F pour 'équation du

transport

Dans ce chapitre, on va étudier quelques schémas aux différences finies, pour notre pro-
bléme du transport en dimension 1. Dans le but de faire une comparaison entre ces schémas,

du point de vue :consistences, stabilité, et convergence.

5.1 Probléme continue :

Ce probléme consiste a chercher :

u:R x Rt — R, vérifie

ou ou

—(z,t —(z,t) = R,
(P) at(a:,)—l—cax(x,) 0 zeRt>0

u(z,0) = ug(x) conditions initiales

on suppose que le parameétre ¢ (vitesse du vent ) est positive .

Remarque 5.1.1. Si le domaine est borné, en temps et espace, notre probléme devient :

ou ou
E(az,t)—{—c%(m,t)—O z €[0,L],t €[0,T]

(P1) § u(z,0) = up(x) C.1
u(0,t) =u(L,t) =0 C.L
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5.2 Les shémas aux D.F

On va étudier les schémas suivant :
e Schéma centré
e Schéma de Lax-Friederichs
e Schéma explicite décentré

e Schéma implicite centré

5.3 Discrétisation

Une premiére méthode pour résoudre numériquement les problémes d’évolution consiste
a discrétiser le probléme continu par différences finies.
Plagons nous dans le cas mono-dimensionnel d’'une barre de longueur L pour simplifier.
On choisit une discrétisation réguliére de [0, L] € R en intervalles Ax et une discrétisation
de l'intervalle de temps [0,7] € R en pas de temps de longueur At.
Notons z; le point iAx et t, le temps nAt .
Notons u] la valeur de la solution approchée au point z; et au temps t,, .
En vue de passage d'un probléme exacte (continue) au probléme approché (discret) on

dispose plusieurs technique les différences les éléments finie et les volumes finie .

5.4 Schéma centré

On discrétise R x RT en introduisant les points z; = iAx
pour i € Z et les instants t" = nAt pour n € N.
On cherche alors une approximation u}" ~ u(x;,t").
Le probléme continue (P) s’écrit en utilisant le schéma centré sous la forme suivante :

7.“L+1 _ un

uz 7 u?—‘rl - u?—l
(Pp) At e 2Ax

ud = ug(z;) ClI

=0 pouri€Z et n=N

(’est un schéma explicite qui calcule la valeur inconnue u*a 1’étape "1 en fonction des

valeurs connue {u, u?, ,,ul" ,} a l'étape ¢"
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FIGURE 5.1 — Schéma explicite centré pour I’équation de transport

5.4.1 L’ordre du schéma :

Tt —u O
Y T YW At
Af gt OB
uiy —ui .y Ou 2
Jikl T %1 O A
2Ax oz +O(AT7)

Ce schéma est d’ordre 1 en temps et deux en espace

5.4.2 Stabilité

Ce schéma est toujours instable, et inutilisable malgré que ce schéma est le plus naturel.

Contre exemple

On pose :

0 sit <0

Lo

a>0 sit>0
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Notre schéma est :

" . CAt,
“z'H: i E(uiﬂ—m—l)
pour n =0,72 =0
on a :
At
At
1
=0-—<0
0 2Ax

la positivité n’est pas garder, alors le principe du maximum n’est pas respecter, donc le

schéma centré est instable

5.5 Schéma de Lax-Friederichs

Le schéma de Lax-Friederichs est obtenue a partir d'un développement de Taylor au

deuxiéme ordre :

ou At? 0%u
u(i; tnyr) = u(w, ty) + Ata(%, tn) + TW(I“ tn)
on a :
ou__ou
ot Ox
donc :
T
o2 otz Ox?
alors :
P _ o
o2 Ox2
devient :
ou At? 0%u
u(i, tnyr) = u(@, ty) + Ata(%, tn) + T@(l’z; tn)
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En utilisant les discrétisation usuelles (centrée) :

ou ul , — ul

et ) tn — 1+1 1—1

ax(x“ ) 2Azx
@(1} tn) _ u?Jrl - 2“? + u;'ll
Ox2 " (Az)?

Le schéma (P) s’écrit sous la forme :

n+1 n n n n n n

uZ l:

(Py) At 2Ax 2 (Ax)?

ud = ug(x;) ClI

n+1

C’est un schéma explicite qui calcule la valeur inconnue u}*'a I'étape t"*! en fonction des

u? W T
]

FIGURE 5.2 — Schéma de Lax-Friederichs pour I’équation de transport

valeurs connue {u, u?,, uf 1, u*'} a Pétape ¢"

5.5.1 Consistance

La solution étant réguliére, on a :

utt —ur  Ou
NI + O(At)
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Uiy — Uiy @ 2
2Ar  Ow +O(AT)

et :
ui = 2up 5, 0%u A
= = Az 922 + O(Ax™)

n n n . 2

L’erreur de consistance du schéma est donc :

Az? Azt
2 — —
O(At + Az?) + sn; T Oy

La condition nécessaire et suffisante de consistance est que At soit choisi de telle sorte que :

Az? N
Ai«rgo At

5.5.2 Stabilité

Le schéma de Lax-Friederichs est stable (donc convergent ) sous la condition de C.F.L :

At
<

~ <1
Ax

Le schéma de Lax-Friederichs est en fait est une amélioration du schéma centré instable,

. . Axr
mais sa condition de convergence repose sur le rapport — c’est a dire :

At

il faut le farder fixe .
C’est I'inconvénient de cet schéma car si At tend vers 0 plus cite que (Az)? alors le schéma

n’est pas consistant, et par la suite n’est pas convergent.

5.6 Schéma explicite décentre

Le probléme continue (P) s’écrit en utilisant le schéma décentre sous la forme suivante :

Ly u— gy

u
: ‘ =0 >0
(P,) At e Az ’ ¢

ud = ug(z;) ClI

n+1

C’est un schéma explicite qui donne la valeur inconnue u}*" & I'étape t"*! en fonction des

valeurs connues {u?,u}" ;} al’étape t", on note que la valeur avale u, ; n'intervient pas dans

n+1
i .

ce cas pour le calcul de u
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FIGURE 5.3 — Schéma décentré pour ’équation de transport
Remarque 5.6.1. Pour le cas otu(c < 0) , on prend :

O O Vi A 71
i i +c i+
At Ax

u

5.6.1 consistance

utt —ur  OQu
NI + O(At)

u —uly  Ou

7 _ A
Az ox +O(Az)
Donc :
IR (h)| = ut — L T < O(AE + A)
: Al ““TAr |

I'erreur du consistance est d’ordre 1 en temps et en espace : O(At + Ax) .
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5.6.2 Stabilité

cAt cAt

n n

= a vt ()

pour que u}"" soit une combinaison convexe de u?, |, u?, il faut que :

cAt cAt
) S
) Ax + Az

(1) est vérifies

alors :
cAt
<1

Ar
cAt < Az (C.F.L)

le schéma est stable en norme L sous la condition C.F.L. cAt < Ax

5.6.3 Convergence

Proposition 5.6.1. [2]
On suppose que uy € C%(R,R) et que ug, uy, u, sont bornées.
Soit
A= inf ug(x) et B =supug(x)

x€R z€R
alors :

LA<u' < B, Yi€Z, VneN.

2. Soit @' = u(w;, t,), au est la solution exacte de (P), alors:

sup  |ul — | < nAtC,, (At + Az),
i€EZ,nAt<nAt

ot nAtC,, = 0 ne dépend que de uy.
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5.6.4 démonstration :

le point 1 se démontre par récurrence sur n a partir de la propriété précédente. Le point

2 (estimation d’erreur) se démontre en remarquant dabord que l'erreur de consistance

~n+1 ~n ~n ~n
urt —al ar —ar
i i — R"
A T As i
vérifie :
IR < O (Az 4 At)
o Ar=maxr i€Z Az
On a donc :

~n ~n cAt cAt ~n n
U, = U, (1 - E) + A_mui—l + AtRY,

or le schéma numérique s’écrit :

At cAt
= (1_0_)_|_ n
1 (2 AI

Par différence, on obtient :
N (T (1 - ﬂ) (e, — ) AL Aty
et donc :
up ™ — A < Jup - A (1 - %) + |uiy — azl'% — AtCy, (A~:c + At)
On effectue alors ’hypothése de récurrence :
sup [ul — @| < (n — 1)AtC,, (At + Az)
grace a (4.2) et (4.3), on obtient :
jul ™ — @ < (= 1)ALC,, (At + Az) + At(Cyy (AL + Ax)).
Donc finalement :

ultt — @ < nAtC,, (At 4 Ax)
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Remarque 4.2.2.(Décentrement) Pour une équation de transport telle que (P), le choix
U; — Uj—1
Ax

Dans le cas ot on étudie une équation de transport de type, u; + cu, = 0, avec ¢ € R, le

du décéntrement est crucial. Ici, on a approché u,(z;) par ¢

choix décentré amont sera toujours

U; — Ui—1 .
c——— St c>0,
Az

par contre, si ¢ < 0 le choix amont donnera

Ui — Ui
Ax

Regardons ce qui se passe si ’'on effectue un "mauvais" décentrement. Considérons toujours

C

I’équation u; + cu, = 0.

Effectuer le "mauvais décentrement" améne au schéma :

n+1 n n n
U — Y Unp1 — U

At Azx

=0,
c’est a dire :
uftt = u?(l + A_x> - A_xu?H'
Examinons le comportement de la solution approchée donnée par le schéma si on prend une

condition initiale ug telle que ug(z) = 0, Yz > 0. Dans ce cas, on sait que u(z,t) # 0 pour t

assez grand, or apres calculs on obtient

n n cAt cAt AVANL
U_—il_l :u_1<1+A_:L'> +0:U[11<1+A—$> —f—O:u(il(l—f—A—x) ,

alors que !t =0 Vi>0.

On en déduit que la solution approchée est trés mauvaise.

5.7 Schéma implicite centré

Le probléme continue (P) s’écrit en utilisant le schéma implicite contre sous la forme

suivante :

nEL g gl gt
! L+ c— “—— =0pouri=1[0,1] et n=1[0,¢t
(Pn) At 20z 0.1 0.1 (5.4)

ud = ug(x;) C.I

u

s L . .. . . n+1 n+1 n+1 N 104 n+1
C’est un schéma implicite qui couple les valeurs inconnues {u;", u" ui; } & 'étape ¢

a la valeur connue u a 'étape t" .
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FIGURE 5.4 — Schéma implicite centre pour 1’équation de transport

5.7.1 L’erreur de consistance

WMt — O
S 2T L O(AL
At gt OB
n+1 n+1
Uipr — Uiy du 2
Zitl - -1l Y A
2Ax ox +O(AT7)

Ce schéma est d’ordre 1 en temps et deux en espace .

5.7.2 Stabilité :

On a:
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1 —Cc— 0
2A
N
CQA:I: '
A=
At
—Cc——
2A
0 At 1 '
_C_
2Ax
o A matrice tridiagonale .
Ax
A(—-1,—,—1
(=1, cAt’ )
les valeur propres de A sont :
Ax k
M= —d——sin’ — K=1 M —1
S N Y Vi U
Notre matrice d’itération est :
cAt
C=(1-—A)"
( 2Ax )
ses valeur propres sont égales a :
cAt km
=1— —— X\, =1+2sin* —
Hi N Sy

Revénons a (4.5), en majorant la norme eucludien on obtient :

At
n+1 < |IT — c n
1™ o < M= 5 Hlallu”]l2
comme A est une matrice symétrique,
[All2 = p(A)
donc :
cAt cAt
I——A||l=p(I——A
km
= 1+ 2sin® —| > 1
max |1 + 2sin 2M| ,
donc :

1

O)=— <1,
) = e I

cette condition est toujours vérifié donc, le schéma est inconditionnellement instable.
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5.8 Etude comparative

Schéma

Erreur de consistance

Stabilité

Schéma centré

O(At + (Ax)?)

instable L

uptt =y — ;ﬁi (uiyy — i y)
Schéma de Lax-Friederichs O((At)? + (Az)?) | stable L™ si condition C.F.L.
uptt =l — R (ul — ) 6 constant cAt < Az
2

*%X_Axt (U?H —2ui +u )
Schéma explicite décentré amont ¢ > 0 O(At + Azx) | stable L™ si condition C.F.L.
u?“ =l — %Awt(u? —u ) cAt < Azx
Schéma implicite centré
uptth = — R - u O(At + (Ax)?) stable L>

5.8.1 Comparaison

En premier lieu, on va écarter le schéma centré car il toujours instable,donc inutilisable.

Pour le schéma de Lax-Frederich, malgré sa stabilité (condition C.F.L) et l'ordre de consis-

At
tance élevé mais son in convenant majeur est le terme — qui doit-étre égal a une constante

pour avoir la convergence.

Il nous reste les deux schémas classiques :

e explicite

e implicite

Az

Le schéma explicite est stable sous la condition de (C.F.L), mais le schéma implicite est

toujours stable, pour 'erreur de consistance ont le méme ordre, mais au point de vue cal-

cule le schéma explicite est beaucoup mieux car on trouve u?“ directement, tant que pour

le schéma implicite, il faut a chaque fais résoudre une systéme d’équation linéaire .

Finalement on peut conclure que le schéma explicite est le meilleur schéma parmi les quatres

schémas étudiées du point vue :

ol




consistance, stabilité, convergence et simplicité du calcul.
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Résumé
Dans cette these, on va exposer I’équations du transport, avec la procédure
de discrétisation par la méthode des différences finie, dans le but de
sélectionner le meilleur schéma selon : la consistance, la stabilité et la
convergence du schéma
mots clées: Advection, Differences finies,la consistance, la stabilité, la

convergence

Abstract
In this thesis, we study a class of advection equation, applying finite
différence méthode . In the goal to choose the best schema via: the
consistance,the stability , the convergence.
keys words: Advection, Finite differences, the consistance, stability,

convergence
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