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RESUME

Soit {Ly (2)},-01.23.. le systéme de polynomes orthogonaux sur le cercle unité i.e. L, (z)

vérifie les relations d’orthogonalité suivantes

Lo(z)=2"4 ... ,/ Ln({:)gpduzo ; p=0,1,2,....n — 1.
E

On prend dans ce cas = ;  est une mesure positive absolument continue sur F, (contour
de ordan rectifiable), telle que : du = p(&)|d¢|
VB € B(C), on ait
5(8) = [ ote) el
BNE

Soit o € C fixé, que nous appelerons pole, définissons la suite des polynémes polaires notés
P, o(z) associés aux polynomes orthogonaux L, (2), comme suit. P, o(2) = 2"+ ..., (P, (%) est

un polynome unitaire (monique)) est solution de ’équation différentielle suivante

(n+1)L,(2) =((2— Q) Puu(2) = Poa(2) + (2 —a) me (2).

)

On étudie dans ce mémoire les propriétés asymptotique des polynoémes polaires P, , (2) .

Mots cles : Polynémes orthogonaux, Contour de jordan, Compertement asymptotique,

Polynémes polaires, Fonction de szego, Transformation de conforme.



ABSTRACT

Let 1 be a finite positive measure defined on the Borelian o— algebra of C, i is absolutely

continuous with respect to the Lebesgue measure |d¢| on contour E. i.e : du = p(&)|dE|,

v 5 e B(C): A(B) = / p(€))de]

BNE

Let us consider {L,(2)} the system of monic orthogonal polynomial with respect to .

neN»
L,(2)=2"4..... ,/ L,(&)&du=0 ; p=0,1,2,....n— 1.
E

We introduce a new class of polynomials {P, ,}, that we call polar polynomials associated
to {L,(2)},cy - For a fixed complex number a, P, , (2) is solution of the following differential
equation

(n+1) Ln (2) = Paa (2) + (2 =) P, (2) -

We study algebraic and asymptotic properties of the polar polynomials.

Key words : Orthobonal polynomials, Curve of jordan, Asymptotic behaviour, Polair

polynomals, Szego function, Conformal mapping.
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Introduction générale

Soit a une mesure positve, finie, définie sur la tribu borelienne de C. Si F' = support « (fini
ou infini) et si tous les moments de « existent, alors les polynomes orthogonaux assiciés a la

mesure « sont définie par les relations
Lo(z)=2"4 ... ,/Ln(z)zpda:(); p=0,1,2,....,n— 1. (1)
F

Si la mesure «a n’est pas discrete, alors pour tout n, le polynéme L,, vérifiant (1) existe et il
est unique. Un des problémes fondamentaux de la théorie des polynémes orthogonaux est celui
de leur comportement asymptotique lorsque n — oo. La formule asymptotique de L,, dépend
en général du support F.

Le probléme du comportement asymptotique des polynémes orthogonaux a été étudié par

beaucoup de mathematiciens. On peut citer

a) Szego : (1928; [21], [22], [23])
F = cercle ou segment ; o absolument continue. Szego a appliqué ses resultats au deve-
loppement de fonctions en série de polynémes orthogonaux.

b) Smirnov : (1928, 1932 [63])
Korovkine (1941 ; [38]) ; Guerounimus (1952 ; [25]) ; dans le cas o F'=contour ; a absolu-
ment continue par rapport a la mesure longueur d’arc. Ce probléme a été appliqué dans
I'étude de la fermétude du systeme {L,,} dans des espaces fonctionnels. Ce probleme a
ete applique aussi dans I’étude du developpement de fonctions en série de polynomes

orthogonaux.

c) Krein et Kolmogoroff : (1941 [39])
Dans le cas ot F'=cercle et o non absolument continue. On a utilisé des outils de proba-

bilités pour résoudre ce probléme.
d) Gontchar : (1975; [36])
Dans le cas ou F' = [—-1,1]U{z}; k= 1,2,...,r; r fini. Ce probléme a été appliqué de la

convergence d’approximants de padé.
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e) Nikichine : (1983; [44])
Ce probléeme a été appliqué dans I’étude de 'opérateur discret de Sturm Liouville.

f) Kaliaguine et Benzine : (1989; [54])
Dans le cas ou F' = FU{z};k = 1,2,...,r; r fini; E contour de Jordan rectifiable. La
mesure « concentrée sur F' est absolument continue par rapport a la mesure longueur
d’arc. Ce probléme a été appliqué dans 1’étude de la fermétude du systéme {L,,} dans des
espaces fonctionnels. Ce probléme a été appliqué aussi dans I’étude du developpement de

fonctions en série de polynémes orthogonaux.

L’étude du comportement asymptotique des polyndémes orthogonaux et le comportement
asymptotique des polynémes polaires des polynomes orthogonaux intervient de fagon significa-

tive dans la résolution de quelques problémes mathématiques suivants :
1. Analyse de la distribution des zéros des polyndmes polaires et leur resultats, ([7], [8]).
2. Etude de la convergence des approximants de Padé, et son acc élération, ([33], [55]).
3. Théorie de la représentation des fractions partielles. ( Partial Fraction Representation).
4. Théorie spectrale, et les spectres orthogonaux, ([58]).
5. Algorithme paralléle.

Le chapitre 1 est divisé en deux parties. On donne dans la premiére partie de ce chapitre
la definition d’éspace euclidien et d’espace prehilertien ; le systéme orthogonal et des théorémes
de Reisz Ficher, I'inégalité de Bessel de 1'égalité de Parseval, dans la deuxiéme partie, on
explique comment peut on construire un systéme des polynoémes orthogonaux relativement a
une mesure «, concentrée sur un support F' de C, on donne aussi les propriétés fondamentales
de ces polynémes orthogonaux surtout la propriété dite extrémale qui nous sera trés utile par la
suite, puis on expose un résumé des principaux cas traités de comportement asymptotique des
polynémes orthogonaux de plusieurs cas selon le support de la mesure v (ensemble enumérable,
segment, cercle unité, contour, contour plus une partie discréte finie ...).

Le chapitre 2 est divisé en 3 parties. La premiére partie met en lumiére les outils fonction-
nels nécessaires pour 1’étude du comportement asymptotique des polynémes orthogonaux sur
le contour. Les deux outils fonctionnels fondamentaux sont les deux espaces de Hardy H?(2),
H?(£2, p). On met 'accent sur Pexistence d’une limite non radiale pour toute f € H*({2). Enfin
on construit une fonction dite de Szego dans le paragraphe 2.2. Les notions de fonctions limites
tangentes, et la fonction de Szego sont des outils intermédiaires pour définir I’ espace H*(2, p).

On donne quelques théorémes les caractérisations et les propriétés fondamentales de H?((Q, p).
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La partie 2 de ce chapitre s’intéresse a I’étude du comportement asymptotique des poly-
nomes orthogonaux sur le contour avec la présence d’une fonction poids.
Bien stir ce chapitre 3 utilise les résultats de la partie 2 pour aboutir & une telle formule asymp-
totique.

On se base essentiellement sur 'article de Szego et Gueronimus, [22] [25], pour démontrer la
formule asymptotique.

Le chapitre 3 est divisé en 2 parties. On donne dans la premiére partie de ce chapitre la defi-
nition des polynomes polaires primitives des polynémes orthogonaux sur le contour ,on donne
les propriétés structurelles de ces polyndémes polaires qui permettront nous aider a résoudre le
probléme de comportement asymptotique de ces polynomes polaires.On se base essentiellement
sur larticle de Pijeira et Fandora, [8] [9]. La deuxiéme partie du chapitre 3 est consacrée
est élaborer les formules asymptotiques des polyndémes polaires associés aux polynémes ortho-
gonaux sur le contour. On se base essentiellement sur Iarticle de Rehouma [15] qui traite
la formule asymptotique des polynémes polaires primitives des polynémes orthogonaux sur le

cercle unité.




Chapitre 1

Construction d’un systéme de polynémes

orthogonaux relativement a une mesure «

Le chapitre 1 est divisé en deux parties. On donne dans la premiére partie de ce chapitre la
definition d’espace euclidien et d’espace prehilertien ; le systéme orthogonal et des théorémes
de Reisz Ficher, I'inégalité de Bessel de 1'égalité de Parseval, dans la deuxiéme partie, on
explique comment peut on construire un systéme des polynoémes orthogonaux relativement a
une mesure «, concentrée sur un support F de C, on donne aussi les propriétés fondamentales
de ces polynomes orthogonaux surtout la propriété dite extrémale qui nous sera trés utile par la
suite, puis on expose un résumé des principaux cas traités de comportement asymptotique des
polynémes orthogonaux de plusieurs cas selon le support de la mesure « (ensemble enumérable,

segment, cercle unité, contour, contour plus une partie discréte finie ...).

1.1 Espaces euclidiens et espaces préhilbertiens et ortho-

gonalité hermitienne

1.1.1 Espace euclidien

Définition 1.1 Soit X un espace vectoriel réel. On dit que X est euclidien si X est muni d’un
produit scalaire c.a.d une application de X x X — R notée < .,. > et satisfaisant aux conditions

sutvantes :
1. <z,y >=<y,r >.
2. < a1+ X9,y >=< 21,y >+ < T, Y >.

3. < Ar,y>=A<uxz,y>.
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4. <z,w>>0; <z,w>=0 a lieu seulement pour x = 0.

On pose

||x||2 =<ux,x>,

(X, |||l) devient un espace vectoriel normé.
Définition 1.2 x, de X non nuls est dit orthogonal si
< To, 15 >= 0 pour a # B.(a, B) € N2,
Si de plus < xo,x0 >=1, x4 est dit orthonormal.
Remarque 1.1 Tout systéme x, orthogonal est libre.

Définition 1.3 Le systeme {x;} est dit complet si le plus petit sous espace fermé qui le contient

coincide avec X c-a-d explicitement.
Ve e X; Ve>0, Jy=coxog+crz1+ -+, tq ||lz—y| <e.

Si le systeme {x;} est orthogonal et est complet, on dit que {x;} est une base orthogonale.

1.1.2 Espace préhilbertien

Définition 1.4 Un espace vectoriel H sur le corps complexe est appellé espace préhilbertien si
a tout couple (x,y) € H? on associe un nombre compleze notée (x,vy), appellé produit scalaire

de x et y, et vérifiant les axiomes

Remarque 1.2 La notion de systéme orthogonal, de base orthogonale sont les mémes que celles

pour un espace euclidien.

Définition 1.5 Soit H un espace préhilbertien et {@a} un systéme orthogonal et f € H.
Les nombres complexes C,, = (f, pa) s’appellent les coefficients de Fourier de f relativement a

{wa}. La série Y- (f, 0a)pa s’appelle série de Fourier de f relativement au systéeme {@q}.

7
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1.1.3 Inégalité de Bessel

Soit {¢k tren un systéme orthonormal de 'espace euclidien X et f € X quelconque, et

j{:ck¢k,

la série de Fourier associée a f et a {¢r}; cx = (f, vr)-

La série ) ¢y, converge-t-elle (c-a-d. la suite { S, } définie par : S, = >")'_, cxpy converge-t-elle
vers une limite au sens de la métrique de X)) 7.

Si la série de Fourier est convergente, sa somme coincide-t-elle avec f 7.

Pour répondre a cette question, on doit résoudre le probléme suivant :

A Dinstant donné n, comment choisir ag, k = 1,2,3,...,n pour que la distance entre f et

n
S, = E Q@ soit minimale.

w= . . (1.1)
1f = Sull* = 717 =23 enlfiom) + 3o
k=1 k=1
Donc, ||f — S,||? est minimale si et seulement si a = cx, k= 1,2,...,n. Dans ce cas
1f = Sall® = 1I£I1* = leal?, (1.2)
k=1
If = Sull =0, (1.3)

donc
n
> < IfIP
k=1

On obtient alors :

Théoréme 1.1 (Smirnov, [63]). Soit {pg}ren un systéme orthonormé de l’espace euclidien X
et f € X quelconque et ¢y = (f, vr) le coefficient de Fourier de f relativement a {k}r=1.. -

Alors la série

Z i est convergente et de plus Z c < | fII”.
k=1 k=1

Définition 1.6 Le systéeme orthonormé {py}ren est dit fermé si pour tout f € X (X est

euclidien), on a [’égalité suivante
> a=IfP (1.5)
k=1

appelée formule de Parseval.

Remarque 1.3 Dans un espace euclidien séparable X, tout systéme orthonormé complet est

fermé et réciproquement.
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1.1.4 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 1.2 Soient {f1, f2, f3,-- -, [n, ...} un systéme linéairement indépendant d’un espace
euclidien X . Alors il existe dans X un systéme d’éléments {1, P2, P3, .-+, Pn, - - .} Satisfaisant

aux conditions suivantes :
1. {@n}n est orthonormé.

2. Chaque élément o, est une combinaison linéaire des éléments f1, fo, ..., fu :
Spn:anlf1+an2f2+"'+annfn ; a'rm#O
3. Chaque élément f, peut étre mis sous la forme :

fn = bnl(;pl + anSDQ + - bnngpn ; bnn 7£ 0.

1.1.5 Espaces euclidiens complets

Si encore 'espace euclidien est complet on obtient le théoréme trés utile pour la suite dit

théoréme de Riesz-Fischer.

Théoréme 1.3 (Riesz-Fischer) [65]. Soit {¢,} un systéme orthonormé quelconque dans un
espace euclidien complet X et soient {c1,c2,¢3,...,Cn,...} t.q. la série Y. |cxl?, soit conver-

gente. Alors il existe f € X unique, tel que

[e.o]

cn = (f,n) et Z lenl2 = |fII?  (formule de Parseval).

n

1.1.6 Construction d’un systéme de polyndmes orthogonaux relative-

ment a la mesure «

Définition 1.7 (Notations) [29)].
On note par B(C) la tribu borélienne de C, c’est-a-dire la plus petite o-algébre engendrée par
la topologie de C (la topologie de C étant prise au sens usuel).

Soit o une mesure positive finie sur B(C) non discréte, on note par L*(C, «) I’espace vectoriel

sutvant

L*(C,a) = { f mesurables t.q. /|f(z)|2 do(2) < 400 (1.4)
C

telque [ |f(2)]* da(z) est bien sir Uintégrale de Lebesque relativement a la mesure « et espace

mesurable (C,B(C)). Soient f € L*(C,«a) et g € L*(C, ). Notons par

(f. 9o = / £(2) 9(2) dal2).
9
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Alors {-,-)o est un produit scalaire compleze et (L*(C, ), (-,-)s) est un espace de Hilbert com-

pleze [18, chapitre 1V section 4.1 page 53].

Définition 1.8 Soit (X, W, «a) un espace mesuré (W a— algébre ; p mesure positive) et Ay €

W (ensemble mesurable). On dit que p est concentrée sur Ay si et seulement si
w(E) =0 pour tout E C X \ Ayp.

Ag s’appelle le support de pu.

Si F' est le support de o et si f est une fonction mesurable, alors

/C f(2)dalz) = / £(2) da) (1.5)

Appliquons le procédé d’orthogonalisation (décrit au théoréme 1.2) au systéme linéairement

indépendant {1, z,2% ...,2", ...}, on obtient le :

Théoréme 1.4 Soit o une mesure positive, finie et non discréte définie sur B(C). Supposons en
outre que pourn = 0,1,2,... on ait 2" € L*(C,a), si on applique le procédé d’orthogonalisation
au systeme linéairement indépendant {1,z,2%,--+ 2" ---}, on obtient le systéme de polynomes

L,(z) vérifiant les conditions suivantes :
1. L,(z) est un polynéme de degré n, normalisé (i.e. le coefficient de 2™ est égal a 1).

2. Le systéme { Ly }nen est orthogonal dans L*(C,a), c’est-a-dire
/ Lo(2)Tm(2) da(z) =0 sin £ m. (1.6)
C

Définition 1.9 Le systéme de polynomes { L, } vérifiant les conditions 1 et 2, s’appelle systéme

de polynomes orthogonaux relativement a la mesure «.

1.2 Propriétés fondamentales

Théoréme 1.5 (Propriété extrémale). Soit { Ly, }n—012... le systéme de polynémes orthogonauz
relativement a la mesure oe. Notons par P, 1 'ensemble des polynomes de degré n dont le coef-
ficient de z"™ est égal a +1.

Alors Ly (z) est la solution du probléeme extrémal suivant

/C|Ln(z)|2 do(2) = min {/C 0(2)2da(z) : Q € Pn,l} |

10
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Démonstration. Soit Q(Z) = ag+ a1 Z + --- + Z". Alors

Q(z) =Y axLi(z) = an = 1,
k=0

parsuite,
n—1
/(C\Q(Z)!2 do(2) = (Q, Q)a = Y _ |2l Lell* + || Lall2- (1.7)
k=0
Cette expression est minimale si et seulement si : ag = a; = --- = «a,,_1 = 0. Dans ce cas :

Q(z) = Ly(2), et le minimum est

L2 = / L () da(2).

1.2.1 Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux

Définition 1.10 /3], [/]. On appelle probléme du comportement asymptotique des polyndomes

orthogonauz relativement a la mesure o ['un des trois problémes suivants : déterminer

lim L,(z),z €K,

n—s00
ot
nli_r)noo LZ:Z?E;), zeK (Ratio asymptotic behaviour),
oubien
nli_r)noo Y]La(2)], z € K (n-th roots asymptotic behaviour),

telle que z € F; F =supp(«); K € C\F. La solution de ce probléeme dépend en général de o et de
F.

Définition 1.11 Soient « et u deuz mesures positives définies sur B(C). On dit que o est

absolument continue par rapport a p et on note o << pu st et seulement si
a(E) =0 pour tout E € B(C) tel que u(E) = 0. (1.8)

Théoréme 1.6 (Radon-Nycodim). Soient o une mesure définie sur B(C) et p une mesure
positive finie (définie sur B(C)), tel que : o est absolument continue par rapport a . Alors, il

existe une fonction et une seule f € L*(p), tel que

VAe B(C): «(A) = /fd,u. (1.9)

A

11
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Définition 1.12 La fonction f associée a o absolument continue par rapport a p est dite la

d
dérivée de Radon-Nycodim par rapport a . On la note d_a ou encore do = f - dpu.
1L

Théoréme 1.7 [21]. Soient o une mesure positive définie sur B(C) et p une mesure positive

finie (infinie). De plus on suppose que « est absolument continue par rapport & p (do = fdpu).

/gda:/fgd,u. (1.10)

E

Pour toute fonction g € L'(a), on a

Remarque 1.4 Certains auteurs utilisent comme définition de l’absolue continuité ’assertion
suivante : o est dite absolument continue par rapport a p si et seulement s’il existe f € L' ()

tel que
VA€ B(C) a(A)= / Fdu: fel'(): AcBC), da—=fdu  (L11)
A

1.3 Reésumé des principaux cas traités

Formule asymptotique de Szego pour les polynémes orthogonaux sur le cercle
unité :

F = [—7, 7], a est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, c.a.d
[, 7] , da = p(0)dO; p € L' ([—=,7],db); p > 0. (1.12)

L’étude du comportement asymptotique de L, (z) orthogonaux sur le cercle avec la fonction
poids p, c-a-d vérifiant

o [ L@ T O = b1, (=), (1.13)

F

dnm désigne le symbole Kronecker a été étudié profondément par Szego en 1920 21, chapitre
IV section 4.1 page 53|. Sa méthode a été reprise et utilisée pour I’étude de comportement
asymptotique d’autres types de polynémes orthogonaux. La forme générale de cette formule
est

ZTL

lim L,(z) 8 ———;
M=y

ot D,(-) est une fonction holomorphe dans le disque ouvert et construite par Szego et porte

o> 1, (1.14)

son nom. Kolmogorov, Krein et Geronimus ont généralisé cette formule dans le cas ou «
n’est pas absolument continue. Pour plus de détails, [22, chapitre IV section 4.1 page 53], [25,
chapitre IV section 4.1 page 53|, [39, chapitre IV section 4.1 page 53|.
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Construction d’un systéme de polynomes orthogonaux

Formule asymptotique des polynémes orthogonaux sur le segment (cas général) :
Le cas général d’'une fonction poids p vérifiant certaines conditions assez générales a été

étudié dans |22, chapitre IV section 4.1 page 53|, dans ce cas
F=[-1,1, da=px)dr; p>0 et,pec L'([-1,1],dx).

Szego a établi une relation entre les polyndémes orthogonaux sur le cercle décrits dans |21,
chapitre IV section 4.1 page 53| et ceux du segment [—1,1].

Utilisant cette relation il a déduit la formule asymptotique des polynémes orthogonaux sur
le segment de celle du cercle. D’ailleurs cette formule a la méme forme que celle de |21, chapitre
IV section 4.1 page 53].

Formule asymptotique des polyndmes orthogonaux sur le segment (cas classique) :

Ces polynomes et leur comportement asymptotique ont été étudiés avant Szego par Le-
gendre, Tchebychev, Jacobi, Hermite, Laguerre.

Ces polyndmes constituent des cas particuliers de notre définition en considérant :

1. F=[-1,1]; p(x) = 1; les polynomes orthogonaux L, (z) sont les polynomes de Legendre.

2. F =[-1,1], p(x) = (1 —22)""/2 les polynémes orthogonaux L, (z) sont les polynémes de
Tchebitchef de premiére espéce.

3. F=[-1,1], p(x) = (1 — 2%)'/2, les polynémes orthogonaux L, (x) sont de la forme

sin((n + 1)6)
sin 0

,  (z=cos?).
4. F=1[-1,1], p(z) = (1 —2)*(1+2)?, a > —1, B > —1, les polynémes orthogonaux L, ()
sont les polynémes de Jacobi. Pour plus de détails voir [11, chapitre IV section 4.1 page
53].
5. F =10,+00[; p(x) = e 2% a > —1; dans ce cas L,(z) sont les polynoémes de Laguerre.
6. F =] — 0o, +0o[; p(x) = e~ ; dans ce cas Ly(x) sont les polynomes d’Hermite.
Pour plus de détails voir [11, chapitre V section 5.1 et 5.5], |21, chapitre V section 5.1 et
5.5].
Formule asymptotique des polyndémes orthogonaux sur le contour avec fonction
poids :
F = FE; E est un contour de Jordan rectifiable ; a est absolument continue par rapport a la
mesure longueur d’arc sur F; da = p(§) |d¢|, £ € E.

La formule asymptotique a toujours la forme suivante

Ln(z) = [C(E)2(2)]"¢" (2)[1 + €n(2)] (1.15)

13



Construction d’un systéme de polynémes orthogonaux

ot C(FE) est la capacité de E, C'(F) = constante, ®(z) est I'application conforme du domaine
Q0 = ext(E) sur l'exté rieur du cercle unitaire. ¢*(-) est une fonction holomorphe dans (2,
solution d’un probléme extremal qu’on dé finira plus tard. €,(-) — 0 uniformément sur les
compacts de 2. Ces formules ont été démontrées dans les travaux de Szego, en 1920 ou p =1,
[21, chapitre V section 5.1 et 5.5] et Gueronimus; E est un contour analytique. |25, chapitre
V section 5.1 et 5.5], ont étudié le méme probléme en considérant n assez générale et £ un

contour de Jordan rectifiable présentant quelques spécificités (lisses, analytiques...).
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Chapitre 2

Comportement asymptotique des
polynomes orthogonaux sur le contour

avec une fonction poids

Le but de ce chapitre est d’établir la formule asymptotique des polynomes orthogonaux
dans la cas d’'une mesure concentrée sur un contour de jordan rectifiable, c’est a dire dans les
conditions suivantes

F = FE ou E est un contour de jordan recifiable; &« = 8 ou 3 est une mesure concentrée sur
E, absolument continue par rapport a la mesure de la longeur d’arc, c’est a dire df = p(§)|d¢| ;
le resultat obtenu est présenté dans le théoréme 2.17.

La formule asymptotique a la forme 2.33, la méthode de la démonstration du théoréme 2.17
sa base sur la propriété extrémale des polynémes L,(x,) et les propriétés fonctionnelles de
I'espace H?(2, p). Le résultat présenté dans la théoréme 2.17 est plus général possible connu. I
généralise les résultats de Szego et Korovkine, [21, chapitre V section 5.1 et 5.5, [38, chapitre
V section 5.1 et 5.5].

2.1 Propriétés fondamentales

Définition 2.1 (Contour de Jordan) C’est limage d’un chemin |a,b] — C;t —— Z(t) de

Uintervalle [a,b] dans C, tel que
z(a) = z(b); 2(t1) # 2(ta) sia <ty #ta <D.

Définition 2.2 (Contour de Jordan rectifiable). Un contour de Jordan est rectifiable s’il pos-
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Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux

sede encore la propriété : 2'(t) existe partout et

/|z’(t)\dt < 400, 2.1)

Soit E donc un contour de Jordan rectifiable et la mesure définie sur B(C) dont le support
est E, est absolument continue par rapport a la mesure image d’une d§, c-a-d : V3 € B(C)

Bordien

a(B) = / p(©)\de].

BNE

Théoréme 2.1 Soit p une fonction définie sur E tq p(§) > 0 et [ p(§)|dE] < +oo. Alors il
g
existe un systéme unique de polynomes { Ly, (2) }nen vérifiant les conditions suivantes :

1) L, est polynéme de degré n exactement dont le coefficient de 2" est égal a 1.

2)

/ L@ plE)|de| =0, n#m. (22)

Le systéeme de polynomes {L,(.)} vérifiant les conditions 1) et 2) s’appelle systéme de poly-

nomes orthogonauz associés au contour E et a la fonction poids p.

Démonstration. C’est le cas particulier des polynémes orthogonaux associés & une mesure «

(comme au Chapitre I) en remarquant que
e L*(C,a) n=0,1,2,---.
|
Théoréme 2.2 (Propriétés extrémales). Soit L, € {L,}nen. Alors L, est la solution du

probléme extrémal suivant

Q(z):z”—i—alz"*l-‘r"

Min | [1Q@FAOIE = Lol . 2.3
E

Démonstration. C’est aussi le cas particulier de a est absolument continu par rapport a la

mesure longueur d’arc. c-a-d da = p(§) |d€|, (voir chapitre 1). m

2.2 L’espace H(C)

2.2.1 Transformations conformes

Définition 2.3 Soient G1, Gy deux régions de C, on dit que Gy est conformement équivalent

a Go, s’il existe f: Gi — Go qui vérifie :
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Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux

1. f e H(G).

2. f est bijective.
Remarque 2.1 Cette relation est une relation d’équivalence sur la famille des domaines de C.
Remarque 2.2 C n’est pas équivalent a aucun domaine borné de C.

Remarque 2.3 Si Gy est simplement connexe et si Gi est conformement équivalent a Gs.

Alors G est nécessairement simplement connezxe.

Théoréme 2.3 (Théoreme de Riemann). Soit G un domaine simplement connexe; G # C

et a € Gy. Alors il existe f: G — C unique, tel que
a) f e H(G).
b) f est bijective.
c) [(G) ={z |2 <1}.
d) f(a)=0; f'(a) > 0.

Remarque 2.4 Dans la famille des simplement connexes, il existe seulement deux classes

d’équivalence. La classe contenant les simplement connexes autres que C.

Cas important dans la suite :
Soit E' un contour de Jordan. Alors E partage C en deux parties 2; et {25 possédant les

propriétés suivantes :
— (25 est simplement connexe, borné.
— ()4 est connexe non borné.
— F est la frontiére commune de €2; et €)5.

Notons par G; = {z | |z| > 1}, Go ={z | |2] < 1}.

L’application directe du théoréme de ’application conforme de Riemann donne :

Théoréme 2.4 [63]. Soit E un contour de Jordan. Alors il existe ¢ unique Qg — Gy possé-

dant les propriétés suivantes :
a) ¢ € H().
b) ¢ est bijective.

c) pla) =0, ¢(a) =0, a € Q.
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Si on effectue le changement de variable & = 1/z, on obtient en prenant :

Q=0 U{oo} et G =Gy U{oo}

Théoréme 2.5 [63]. Soit E un contour de Jordan. Alors il existe ® : Q — G unique possédant

les propriétés suivantes :
a) @ est bijective.
b) ®q, (o0}, est holomorphe.

c) lim,_,, ®(z) = oc.
d(2)

c) lim,_,, >0, etegal P'(0).

Définition 2.4 On pose
lim = — (2.4)

C(E) s’appelle capacité de E.

Théoréme 2.6 (Carathéodory), [29]. Soit E un contour de Jordan rectifiable et ®, l'application
conforme ® : Q0 — G définie dans le théoreme 2.5.

Alors, il existe un prolongement ® sur E tel que ® est une bijection de E sur {z ] |z] = 1},
c-a-d.

()| =1; E€E. (2.5)

2.2.2 Prolongement a la frontiére (Th. de Carathéodory)
Si encore F est rectifiable, on obtient :

Théoréme 2.7 (Carathéodory), [29]. Soit E un contour de Jordan rectifiable et @ 'application
conforme o : Q0 — G, dans le théoréeme 2.5. Alors il existe un prolongement ¢ unique continu

sur Q) tel que o est une bijection de E sur {z | |z| = 1}, c-a-d

(=1 € E. (2.6)

2.2.3 Espace de Hardy a l'intérieur et & ’extérieur d’un contour de

Jordan rectifiable

Définition 2.5 Soit f € H(y) et f(z) = >, a,Z™ son développement de Laurent au voi-

n=—oo

sinage de linfini. On dit que f est holomorphe a linfini si on a a, = 0 pour tout n < 0,
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c-a-d

a a
f2) =ao+ =+ 5+ (2.7)

On note par H(QY) la classe des fonctions holomorphes dans §2, 1 0o y compris.

Notation : Onnotepar: E, = {{ € E, |®(&)|=r}r>1et B ={{, € B, |P(¢)|=rkr<1
etpar : U =&t U =01

Définition 2.6 (Espace H($2y)), [63], [38]. Soit f € H(Y), on dit que f € H* () si et

seulement si : AC' > 0, C" indépendantde r tel que

/|f(z)|2|dZ| <C' pour0<r<l. (2.5)

E

L’ensemble de ces fonctions s’appelle espace de Hardy a ['intérieur.
Proposition 2.1 [63]. f € H?(Qy) si et seulement si

FI¥(W)]VV (w) € HY(G). (2.6)
Démonstration. En effet

/E F()Pldz] = /C @) ¥ ()] ]

avec U =p ! et C.=pE)={w|lw=rr<l} =

2.3 Propriétés fondamentales de H?(())

On donnera quelques propriétés de H?(2) sans démonstration qui nous seront utiles pour

la suite.

Théoréme 2.8 [63]. Soit E contour de Jordan rectifiable et f € H?*(Y). Alors il existe presque

partout sur E une limite non tangente de f notée f* et définie par

F(€) = lim £ (2) (2.7

f* vérifie :

Théoréme 2.9 f* € L*(E,|d¢]) et

[ 1Pl = tim [ 171
E,
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1. 5% on pose
| fllz2) = 11| 2, ae)) (2.8)

ol
1/2

1 e = / ()Pl de]

Alors : (H*(Q), || - [|2(e)) est complet. C’est aussi un espace de Hilbert en posant

(F. ) et / 1(€)g (©)\de]. (2.9)

/
E

Démonstration. Voir les deux livres de Smirnov, Szego et Korovkine, [63], [12, chapitre

2. Vz € Q— {0}

(g

"(€) d§

(2.10)

m

IV section 4.1 page 53|, [13, chapitre IV section 4.1 page 53|, [14, chapitre IV section 4.1 page
53]. m

2.3.1 Fonction de Szego a l'intérieur et a ’extérieur d’un contour de

Jordan rectifiable

Théoréme 2.10 [63], [21], [38]. Soit p une fonction définie sur E tq :
1) p(€) >0 et p e L'(E,|de]).
2) |®(&)|log p(€) € LY(E, |d€|), (Condition de Szego).

Alors il existe une fonction notée Df,”t et appelée fonction de Szego a lintérieur du contour

vérifiant les conditions suivantes :
1) Df)”t Q0 —C, Dzm € H?(S).
2) Df)”t(Z) # 0;VZ € .
3) Df)”t(a) > 0.

4) |DJH O = p(§), ot D(z) = lim DI (z).

z—¢ P
Théoréme 2.11 [63], [21], [38]. Soit p une fonction poids définie sur E telle que :
1) p(§) = 0:(§ € E); p(-) € LN(E, |d¢]).
2) 12(&)[log p(¢) € L (E, |de]).

Alors. Il existe une fonction notée D, et appelée fonction de Szego a lextérieur du contour

vérifiant les conditions suivantes :
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1) D,:Q—C, D,eH¥Q).
2) D,(z) #0,Vz € Q.
3) D,(c0) > 0.

4) |Do(§)1* = p(8).

2.4 L’espace H*(Q,p)

2.4.1 Deéfinitions et propriétés fondamentales

Définition 2.7 [63], [38]. Soit E un contour de Jordan rectifiable et p une fonction définie sur
E et vérifiant :

1) p() >0, et p(-) € L'(E, |dg]).
2) |2(&)llog p(§) € LI(E, |dE]).

D,(-) la fonction de Szego associée a la fonction de poids p(-) et au contour E.

Soit f € H(Q). On dit que f € H*(Q, p) si et seulement si
f(z)D,(2) € H*(Q). (2.11)

Théoréme 2.12 [63], [38]. Soit f € H?(S2, p). Alors f admet les propriétés :

1) f admet un prolongement non tangent sur E noté f et défini par f(£) = lirré f(2). De plus fe
z—
L*(E, p|dE]).

2) Si on pose
< Lo >mian= | HOTEAEE| (212)

alors Uespace H?*(S2, p) est un espace de Hilbert.

Démonstration. La preuve de la propriété (1) vient immédiatement des propriétés de I’espace

H2(Q).
F -
Eneffet F(.)=f()D,()= f = o et F € H*(Q) = F admet un prolongement F non
P
tangent vérifiant la propriété
1Ellgsae) = lim [ PP (213)
o

D’autre part D,(-) admet un prolongement sommable D,(-) qui ne s’annule jamais sur E car

1Dy(&)1* = p(&) et p(-) > 0 p.p.,  (|2(&)]log p(§) € L'(E, |d¢])),
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F(z)
D, (2)

et finalement f (2) = admet un prolongement non tangent presque partout sur £ qu’on

note f
f e L2(E, p(¢)|de|). En effet
P
/ FORo(e))de| = / @’ p(6))de] = / F(©)1de] < +oo, (2.14)

car F € H*(Q). =

Un lemme important
On va maintenant annoncer un lemme important dont la démonstration n’est pas difficile,
mais son application est la base du passage de la formule asymptotique faible & la formule

asymptotique forte.

Lemme 2.1 [65]. Vf € H*(,p); V20 € Q, 29 # 00, on a

Vi
’f(ZO)‘ < (27Td(ZO,E) ’ZO| |Dp(20>|> ’ HfHHQ(QvP)’ (215)
ol
£l = 1 lz2(.0)5 (2.16)
d(zo, F) = Tgne@yzo — ¢, (2.17)
_/]d§|. (2.18)
E

Démonstration. On a pour tout f € H*(Q, p)

f6Ds) = 5 | %d&i—f,

E

d’ou

On obtient (2.15) en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation : V¢ € E :
1D,(E)1? = p(&). m

Corollaire 2.1 Pour tout compact K de § il existe une constante dépendant seulement de K

tel que :Vf € H*(Q,p); V2 € K

maz|f(z)| < C(K) - || fll,, (2.19)

zeK

ol
1/2

19, = 3 [ 5@ Pa©)lae
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Démonstration. Posons

d(K,E)= Min |z— K], et d(k,0) = Min|z|,

zeKkeK

en plus on a

Vze Q. Dy(z)#0.

ZGK

Posons

Vi 1

) = S (K By - d(h.0) MipID, (=)

(2.20)

et appliquons le lemme 2.1, on obtient le résultat voulu. m

Corollaire 2.2 Soit zg € Q, Uapplication : F(zq) : H*(Q,p) — C, f+—— F(z0)(f) = f(z0)

est une fonctionnelle continue sur H*(S, p).

Démonstration. Si zy # 0o, le corollaire est une conséquence immeédiate du formule (2.19).
Si zp = 00, on établit pour ce point une formule de Cauchy semblable & la formule avec la

modification convenable suivante

o) = gt [ T2 (221)

ensuite on applique le méme type de raisonnement que pour le cas zg # co. ®

Définition 2.8 (Convergence uniforme sur les compacts). On dit qu’une suite de fonctions
{fn} de HY) converge vers f dans le sens de H(Y) si pour tout compact K C Q ona : f, = f

uniformément dans K, c’est-a-dire

Mazx|f.(z) — f(z)] — 0, VK CQ. (2.22)

zeK n—+4o00

Si fr, — f dans le sens de H(QY) alors f € H(S). Pour plus de détails. Voyons maintenant une

condition nécessaire pour que f, — f dans le sens de H(Q)). Appelons E,, = E ;

Brop={€€ 2 0@ =1+ 1} (223
41k désigne Uextérieur de Eyy )y et
ﬁ1+1/1c = Q1 U Eig g
Avec ces notations on a la proposition suivante :

Proposition 2.2 Pour qu’une suite de fonctions f, € H()) converge vers f dans le sens de

H(Q) il faut et il suffit que pour tout k naturel on ait

max [fn(z) = f(z)] — 0 (2.24)

2€E 11/k n——+o00

23



Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux

2.4.2 Lien entre la convergence dans H?*((, p) et H(Q)

On arrive finalement au but de cette partie. C’est le :
Théoréme 2.13 [63], [38]. Soit { fn}nen une suite de fonctions de H?(S2, p) vérifiant
| fullz2,p < C, V¥n;  (C = constante). (2.25)

Si fn, — f dans le sens de H(SY), alors :
a) f € HQ,p).
b) [l f 2.0 < C.

¢) | fllmzp < I [[fallm2(,p)-

2.5 Formule asymptotique des polynémes orthogonaux dans
le cas d’une mesure concentrée sur un contour de Jor-

dan rectifiable

2.5.1 Position du probléme

Soit E un contour de Jordan rectifiable et p : £ — R vérifiant les conditions suivantes

[E p(€) |d€] < +oo, (2.26)

et
/E 1B(E) log(p(6)) |dé] < +oo. (2.27)

Equation (2.27) est la condition de Szego.
On désigne par {L,(z)} le systéme des polynomes orthogonaux associés a p(¢).

On prend dans ce cas a = (3, [ est une mesure absolument continue sur F, positive telle

que : V3 € B(C), on ait : B(B) = [ f(£)|d¢].
BNE
On a vu que dans ce cas, I'orthogonalité était définie comme suit

(Ls L) = /E L) T @) p(€) 1dE] = 0 si n £ m, (2.28)

et || Ly||2 = (Ln, Lyn), on pose comme condition de normalisation
Lo(2) =2"+a2" "+ ap, (2.29)

ce qui nous assure 1'unicité des polynomes orthogonaux {L,(z)}.
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2.5.1.1 Probléme de comportement asymptotique

Etudier le comportement asymptotique de L, (z) pour
n — 00, z € extérieur de FE.

Aussi on appelle probléme du comportement asymptotique des polynémes orthogonaux relati-

vement a la mesure o I'un des trois problémes suivants :

déterminer
lim L,(z),z € z € extérieur de £ (2.30)
n—m=o0
ou
. Ln—i—l(z) L . . . .
lim ———%, z € extérieur de £,  ( Ratio asymptotic behaviour), (2.31)
n—oo L,(z)
oubien
lim {/|L.(z)],z € z € extérieur de E, ( n-th roots asymptotic behaviour). (2.32)
n——aoo

L’étude du comportement asymptotique des polynémes orthogonaux et le comportement
asymptotique des polynémes polaires des polynomes orthogonaux intervient de fagon significa-
tive dans la résolution de quelques problémes mathématiques suivants :

1. Analyse de la distribution des zéros des polynomes polaires et leur résultats, ([7], [8]).

2. Etude de la convergence des approximants de Padé, et son accélération, ([33], [55]).

3. Théorie de la représentation des fractions partielles, (Partial Fraction Representation).

=

4. Théorie spectrale, et les spectres orthogonaux, ([58]).

5. Algorithme paralléle.

2.5.2 Quelques problémes extrémaux dans H?((Q, p)

On prend dans ce cas a = (3, [ est une mesure absolument continue sur F, positive telle

que : V 3 € B(C)onait : S(B) = [ f(£)|d§] . On a vu (2.3) que L,(.) est la solution du
BNE
probléme extrémal suivant

. 2 2
L Min QU2 = ma(p) = Ll (2:33)

Théoréme 2.14 [63], [38]. Posons

on(z) = CEQ"—(Z) (2.34)
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avec

Qun(z) =2"+a12" ' +... +ap.
Alors :
1. ¢, € H*(Q,p),

2. op(00) = 1.

Démonstration. Posons

O = Qn (2)
T(C(E)(2)"
On a alors
Dypn € H(Q); on € HA(Q,p),
car :

a) ¢, est prolongeable de facon continue sur Q.
b) 3 B (boule fermée) tq E, C B(1 <r < 2).

Considérons maintenant K = BN ﬁ; K est un compact et

| Do)l < Maslon() - [ D21
E, zeK E,
< Mclz{:zjkpn(,zﬂ2 -C, (C indépendant de r,
z€

car D,(.) € H*(R2). Donc D,(.)¢n (.) € H*(R2) ou encore ¢,(.) € H*(Q, p). Ce qui acheéve la
démonstration. m On peut passer du probléme extrémal, dans le théoréme 2.2 au probléme
extrémal suivant

Notons par P, l’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n. On considére le
probléme extrémal suivant :

Trouver le minimum u,(p) d’infini par
o 2 @a() ~1 P, 2.35
Proposition 2.3 Le probleme extrémal (2.35) admet une solution unique ¢}, c-a-d

l@nlls = wn(p)- (2.36)

D’autre part u,(p) et mp(p) ; ©% et L, sont respectivement reliées par les relations

. mn(p)
un(p) = CEPE (2.37)
Ln(z) (2.38)

) = EmeE
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Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux

Démonstration. Posons

_J, __ @n o
a {9"" S eme T }
I1 est facile de voir que
L, (2)
cEeEr

D’autre part

[ oL ep(ela] = g [ Qu It

(E)5(6)]
1 2
> i ORI

Puisque
L
" T,
[C(E)®]
alors
on €T
et

: o [ (O] _ma(p)
Mm||90n|]p—/[ CE) ()" p(&)|dE| = /|L )2p(€)1dE] = [C(B)

Ce qui nous donne (2.37). Si ¢ est la solution du probleme extrémal (2.35), alors

* o Ly(2)
7 = T

Le comportement asymptotique de L,, est donc lié a celui de ¢* par la relation (2.38). m
On passe du probléme fini dimensionnel (2.35) au probléme extrémal de dimension infinie
suivant :

Trouver I'infimum u(p) défini par
u(p) = inf {[loll}, o € H*(Qp), p(00) = 1}. (2.39)
Rappelons le théoréme de la meilleure approximation :

Théoréme 2.15 Soit H un Espace de Hilbert et X C H tel que X est convexe et fermé. Alors

il existe un élément et un seul x* tel que
|x*||g = min{||z|| g : x € X}, (2.40)
x* s’appelle la meilleure approximation de 0.

Proposition 2.4 Le probleme extrémal (2.39) admet une solution et une seule p*.
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Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux

Démonstration. Appliquons le théoréme 2.16 en prenant
H=H*(Q,p), X ={peH(Qp), p(cc)=1}. (2.41)
L’ensemble X est convexe. En effet, si @1, ps € X, alors
tor + (1 —t)ps € H*(Q,p), Vte0,1].

On a aussi

(to1 + (1 =t)pa)(c0) =t+1—t=1=tp;+ (1 —t)ps € X (2.42)

D’autre part X est fermé dans H?(Q, p). En effet : Soit {f,,} une suite dans X tq. f, — f dans
le sens de H%(€),p). On sait que F : H?(Q,p) — C f + f(0o) est une fonctionnelle continue
dans H?($2,p). Alors : Foo(fn) — Faolf) dans C. Mais : Fo(f,) = fu(oc) = 1. Ceci implique
que f(oo) =1 et puisque f € H?(Q,p), alors f € X. m

Proposition 2.5 Si
lim wu,(p) = u(p), (2.43)

n—oo

alors : p, — p* dans le sens de H*(, p), c’est a dire

: *[12
Tim [lon — ™[, = 0. (2.44)
Démonstration. Posons
P (2.45)
2
Ona:V,(co)=1et V¥, € H*(Q,p)
19,2 > u(p). (2.46)

D’ou en utilisant 1’égalité du parallélogramme dans H?(€2, p), on obtient

2

% + " o — ¢ ||” o5 1”1 %n||!
H”T +H”T —9 Hf +H7” . (2.47)
P P P P
Ou encore
o+ o |
s, =7l = 2 (NeRlly + ™) =4 { | =5 |-
o
Ce qui nous donne
. * * (12 TN * * (12 —
0 < Tim [y, = "l < Tim [y, — %5 < 4u(p) + 4u(p) =0 (2.48)

C.QFD. m
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Comportement asymptotique des polynémes orthogonaux

Corollaire 2.3 Si : u,(p) — u(p), alors

Ln(z) = (C(E)®(2)"¢" (2))({1 + en (2)}) (2.49)
ou
en(z) =0 (2.50)
uniformément sur les compacts de Q et ©* est la solution du probléeme extremal (2.39).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition (2.46) et du corollaire (2.37)

et (2.38). m

2.6 Conclusion

Le probléme du comportement asymptotique (2.43) admet la solution (2.49), si on arrive a

établir la formule

lim u,(p) = u(p).

n—oo

On a toujours
u(p) < un(p) < [l@nllp, (2.51)

pour toute fonction

Q)
o = e

Pour établir (2.43), il suffit d’exhiber une suite particuliére de fonctions ¢, du type (2.52),

ou: pp(c0) =1, Q, € P,. (2.52)

telle que
Jim (g2 = u(p). (2.53)

Dans ce cas (d’existence d'une telle suite) on a d’aprés (2.51)

u(p) < lim supu,(p) < lim supl|n; = u(p).

n—oo
Ce qui implique (2.43).
Construction de @, :

On peut choisir
B
o) e

ou F,(z) sont les polynomes de Faber généralisés associés a ¢*.

(2.54)

Plus précisément, on définit F,, comme partie polynomiale du développement en série de

Laurent & U'infini du produit ¢"(2)®(2)", ¢* vérifiant

lel3= it llel (255)
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On considére dans ce mémoire la construction faite par Ya. L. Geronimus |12, chapitre
IV section 4.1 page 53|, [13, chapitre IV section 4.1 page 53|, [14, chapitre IV section 4.1 page
53].

Plus précisément, si on note par ®(z) la partie polynomiale du développement en série de
Laurent de ®"(z) au voisinage de Uinfini et \,(z) = ®"(z) — ®,(2), Ya. L. Geronimus a

démontré le théoréme suivant :

Théoréme 2.16 (Ya. L. Geronimus) (1956). Soit E un contour de Jordan rectifiable et une

fonction poids p(z) définie sur E telle que
p(§) = 0; E€E, (2.56)
p€ L'E,|d|) et pe L'(E,|d€]), (condition de Szego), (2.57)
et u,(p) et u(p) définis respectivement par (2.35) et (2.39). Considérons aussi
An(2) = @"(2) — P,(2). (2.58)
Si A (E) — 0 uniformément sur E, alors

lim u,(p) = u(p). (2.59)

n—oo

Ce réultat de Guérounimus nous permet d’énoncer le résultat principal de ce chapitre 02.
Théoréme 2.17 Soit E un contour de Jordan rectifiable vérifiant la condition

An(€) - 0 uniformément sur E, (A, = ®" —®,), n — oc.
n—-+0oo

Soit p fonction poids définie sur E tq p(§) >0 et p € LY(E, |d€|) (condition de Szego). Alors

Ln(p) = (C(E) 2(2)[" ¢"(2) {1 + &n (2)}), (2.60)

ou £, (2) — 0 uniformément sur les compacts de ).
n—+o00

Démonstration. C’est une conséquence directe de (2.52) et (du corollaire 2.58). m
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des
polyndmes polaires associés aux

polyndémes orthogonaux sur le contour

Le chapitre 3 est divisé en 2 parties. On donne dans la premiére partie ce chapitre la defi-
nition des polynomes polaires primitives des polyndémes orthogonaux sur le contour, on donne
les propriétés structurelles de ces polynomes polaires qui permettront nous aider a résoudre le
probléme de comportement asymptoique de ces polyndémes polaires.La deuxiéme partie de ce
chapitre 3 est consacrée est élaborer les formules asymptotiques des polynémes polaires associés
aux polynomes orthogonaux sur le contour. On se base essentiellement sur 'article de Szego

[9], et de Smirnov [63], la formule asymptotique.

3.1 Polyndémes polaires associés aux polyndémes orthogo-
naux sur le contour

Notons par {P, . (2)} la suite des polynomes polaires moniques associés a la suite

n=0,1,2....

des polynomes orthogonaux moniques { L, (z)} sur le contour. P, , () est par définition solution

de I'équation différentielle
(n+1)L,(2) =Poo(2)+ (2 —a) Pﬁ,a (2) (3.1)
et vérifie les relations suivantes

(n+1)/an (t)dt =(z—a)Pro(2), n=,12., (2#aacC) (3.2)
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Comportement asymptotique des polyndémes polaires

et
(z=a)Pua(2),_,=0, n=1,2.. (3.3)

Les propriétés précedentes impliquent

[ [Pac©)+ (6 = ) Pra (] € ) d€l = 0.0 = 0.1, cm -1 (3.4)

ou encore

/E [Poa (6) 4 (6~ ) P (O] T @p () [dE| =0, m#n. (3.5)

Avec ces notations on obtient aussi

[E [Pon (6) 4 (6~ ) PLo (O] T @p (€) [d€] = (0 + 1) L2, n=0,1.2...  (3.6)

Définition 3.1 [8/,[9]. Soit Q, polynome de degré n. Notons par zni,zn2,....2nn les z€ros

simples de Q,, et par v, (Qn) la mesure suivante dite mesure de masse supportée par les zéros

de ),

n

(@)= 36 (3.7)

k=1

J,,, est la mesure de Dirac concentrée sur le point z, .

Définition 3.2 Soit {p,},-, une suite de mesures a support compact. On dit que {p,},~,

convege faiblement vers la mesure p quand n — oo si

tin [ fdp, = [ fan. (3.8)

pour toute fonction f continue sur C a support compact. Dans ce cas on écrit ji, =5 woou

Aty = dp ou dpy(z) = p/(x)dx si p est absolument continue.

Notons par ||.||, la norm sup sur I'ensemble A et Cap(A) la capacité logarithmique de A

([8], [3], [9] sur la notion de capacité logarithmique). Ceci étant on a le résultat suivant :
Lemme 3.1 /8], [9]. Soit A C C un ensemble compact tel que
int(A) =@, C\(A) est connexe et Cap(A) > 0.
Soit {Qy, (2)},—, une suite de polynomes moniques (i.e. Qy, (z) = 2"+ ...,) tels que
limsup [ Qu3 < Cap ().

n—o0

Alors
Vp (Qn) é WA,

wa est la mesure équilibrée de A ([8], [9], pour plus de détails sur la mesure équilibrée).
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Théoréme 3.1 [8/, [9].

Qe /dun (x) _ / i dva (x) /m (x) 3.9

n—oon@y, (2) nooo ) z—=x z—x z—

ot lim v, (x) = w au sens de la convergence faible, v, est la mesure de masse supportée par les
n—o0

zéros de Q.

Lemme 3.2 Soit {Q, (2)},, une suite de polynomes. Alors pour j € N, on a

Jo
limsup | ~——2 | <1 (3.10)
nooo \ ||@nlla

Les lemmes suivants nous seront utiles pour la suite :

Lemme 3.3 [0/, (théoréeme de Lucas, [65]), (théoréme de Badkov, [51]). Soit P, un polyéme
de degré n. On suppose que tous les zéros de P, sont situés dans le disque unité. Alors tous les
zéros des polyndémes dérivés qum), m = 0,1,2,...,k, sont situés dans le disque unité. D’autre
part Si |z| =1, alors

ACTEEYTACTE (3.11)

Lemme 3.4 [/3], (théoréme de Abdul Aziz). Soit P, = 2" +Z?:—01 a;jz! un polynome de degré

n. Posons M = O%am X la;|. Alors tous les zéros de P, sont contenus dans le cercle |z| < 14 M.
<jsn—

Lemme 3.5 [/3], (théoréme de Abdul Aziz). Soit P, = 2" —1—2?;& a;z? un polynéme de degré

n. Posons M = Max |a;|, alors tous les zéros de P, sont contenus dans la région
1

0<j<n—
|Cﬂ°1| < |2l <1+ oM, (3.12)
2(14+ M) (1 +nM)
ol Ay est la solution unique de l’équation
] 1
r=1-——
(1+ Mz)"™’

dans l'intervalle [0,1].

Lemme 3.6 [3//, ( théoréeme de Q.I.Rahman). Soit P, (z) un polynéme de degré n tel que

tous les zéros de P, (z) sont contenus dans le disque unité |z| < 1. Si|a| > ™2, alors

((z —a) P, (2)) posséde une seule racine dans le disque |z — a| < l;’;'%ll

Toutes les autre n — 1 racines sont contenues dans le disque unité |z| < 1.

33



Comportement asymptotique des polyndémes polaires

Remarque 3.1 On va maintenant énoncer un lemme dont la démonstration est un peu com-
pliqguée mais son application est la base de la formule asymptotique a [’extérieur d’un contour.

Ce résultat a été obtenu par G.Szegd en 1921.

Lemme 3.7 [20/, [22], [21]. Soit Q un domaine simplement conneze, I' = 0Q est un contour
de Jordan rectifiable. Soit o la transformation conforme de ) vers extérieur du cercle unité,
vérifiant les conditions suivantes

¢ (00) =00 et ¢ (00) =T.

Soient z,(gn) € ext(l'), k=1,2..n et P, (2) le polynome d’interpolation vérifiant

P, (Z](cn)> =f (z,gn)> , k=1,2.n. (2€9Q). (3.13)
St
ﬁ (z - z,(gn)>

. k=1 _
R P S (3:14)

Uniformément sur les compacts de 2. Alors

lim P, (z) = f(2). (3.14)

n—oo

Uniformément sur les compacts de ).

3.2 Comportement asymptotique des polyndémes polaires
associés aux polyndmes orthogonaux sur le contour

Ce paragraphe contient la deuxiéme partie des résultats originaux de cette thése. (En repm-
lagant la transformation conforme ® par ¢). Il s’agit des formules asymptotiques des polynomes

polaires associés aux polynoémes orthogonaux sur le contour

Théoréme 3.2 (1952, [25]) Soit E un contour de Jordan rectifiable et p une fonction poids

définie sur le contour E tel que

p>0 et [Ewp(g) dé| < 400, n=0,1,... (3.15)

et la condition dite de Szego suivante

[E (log p(6)) | (€)] |dé] > —oo. (3.16)
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Notons
ma(p) = Min {|Qu (oo On = 2" + s Qu (00) = 1} (3.17)
Alors on a
Tim 3” g)}i = (p)r. (3.18)
et
3$Haé¢2u>‘ﬁ“>mmm:°’ (319
et
La(2) = C(E)"¢"(2)¢" (2) [1 +eal2)] (3.20)

uniformément sur es compacts de . Dans ce cas, ¢*, la solution optimae est donnée par la
relation suivante

e

p

= 16" oy = 0 {11570y 2 (50) = 1} = 1(p)
HP(,p)

Théoréme 3.3 Avec les mémes notationset les mémes hypothéses que celles du théoréeme 3.2

de Ya. L. Geronimus, on a

. Ln+1 (Z) _
im =2 ey, (3.21)
et
L Le) 26 e
ST E e e ) (3.22)
et

NACRNID
L) T e (o) (328)

uniformément sur les compacts de ).
Démonstration. C’est une conséquence directe de (3.20). m

Théoréme 3.4 Soit E un contour de Jordan rectifiable et p une fonction de poids définie

sur le contour E telle que

p=0, /E!§|"p(§) |de| < 400 et /E(logp(ﬁ)) " () ]dE] > —oo. (3.24)

Alors on a
. Ln(2) . P, (2)
| =(z — lim ———~— 2
n500 Py o (2) (z—a) nSoen P (2)] (3.25)
et
. Pn—i—l,oa (Z) o
nhﬁ\lgo Pn,a (Z) - C(E)(,O (Z) ) (326)

uniformément sur les compacts de §Q2.
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Démonstration. Divisons les deux membres de I'égalité (3.1) par nP, , (2) on a

n+1L,(2) 1 o P (2)
n  P,a(2) _n+( )nPn,a (2)

D’ou le point (3.25). Ainsi le point (3.26) provient du point (3.25) et du fait que

. Piiia(2) . Lnyi(2)
lim —rtbe A gy e
oo Poo(z)  noeo Ly (2)

Ce qui termine la démonstration. m

Corollaire 3.1
L;Q (Z) T PT,L,OC (Z)

li =1
nsoo nLy, (2) n300 NP (2)

(3.27)

uniformément sur les compacts de ).

lim Lnna (2) _ C(E)¢ (2). (3.28)

n—oo N, (z)
Démonstration. L’égalité (3.1) donne

Ly () _ (5= 0) Pla(2) +2P1a (2)
L) =) P () + Paa ()

Alors
Plla(?)

() Pi.(z) (2=q) nP4a<z>+‘
nly, (z) B nP,.q(2) (2 - a) P o (2) _|__

nPn a(2)

D’ou le point (3.27). D’une autre fagon et en utilisant la décomposition

L;L—Fl (2) . L;L—i-l( 2) Ly (2)

nLy (2)  nlpp1(2) Ly (2) (3.29)

on obtient Iassertion (3.28) en appliquant (3.27) et (3.21). m

Remarque 3.2 Remarquons que
L.\ L, (L, P,
Pio)  Pra\Ln Pua)’

L
= lim = , (3.30)

on obtient donc

uniformément sur les compacts de 2.

Corollaire 3.2
!
=(z—a)” (Z), (3.31)

uniformément sur les compacts de ().
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Démonstration. Effectuons la décomposition suivante
Ly(z) _ L, (2) Ln(2) nbua(2)
B o(2)  nln(2) Poa(2) Pla(2)
Appliquons (3.23) et (3.25) on obtient (3.31). m

Théoréme 3.5
P, /
fi e 2 #(2) (3.32)
n—oon Py o (Z) 4 (z)

et
lim P;H—l,oc (Z)

n—00 ang o
b

=C(E)¢ (2) (3.33)
uniformément sur les compacts de ().

Démonstration. Pour tout nombre complexe fixé «, les polynomes polaires P, , (z) véri-

fient

Poo(z)=(n+1) lim Jo L (t)dt

z—>a, o est un pole de Py o z—raaclk Z—

=(n+1)L,(a).

On sait que

(log (Z - a) P (Z))/ =

Avec 'aide de (3.1). On obtient
L, (2)
(z—a)Pa(2)
Intégration de a vers z, les deux membres de cette égalité, on obtient
(z— ) Poa(2) /Z L, (t)
) — 1
=) Pa(@) P | o0 P ®

(log (z — @) Pug (2)) = (n+1)

dt. (3.34)

Ceci montre que

a—«o

Ln (1)

P,.(2)= P, 1 dt
(0= P @ e+ [
Avec (3.34), on obtient
P, P, - 2 Ly(t
lim —rtbe (2) ni1a (@) = exp lim n (?) dt.
n—oo P o (2) Ppo(a) n—00 Jo (t =) Pya ()
Ce qui revient & montrer que
PG g
im =

n—oon Py o (2) o (2)
La preuve du point (3.32) est achevée. Le point (3.33) s’obtient en tenant en compte (3.32) et

(3.26) et en remarquant que

P7/L+1,Oz (2) _ PT/L+1,a (2) Priia (2)
nPn,oz nPn+1,a (Z) Pn,a .

Ce qui revient & montrer que

hHl P’r/H—l,oz (Z)

n—oo NP, ,

=C(E) ¢ (2)

Ce qui achéve la preuve de théoréme. m
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Conclusion générale

Dans ce travail nous avons apporté une contribution a un probléme n’est facile dans le
domaine de la théorie constructive des polynémes polaires associés aux polynoémes orthogonaux
et leur comportement asymptotique.Le résultat principal porte sur I’étude du comportement
asymptotique des polynomes polaires des polyndémes orthogonaux sur un contour.Il est tres
possible que les formules asymptotiques obtenues trouveront leurs applications dans plusieurs
domaines des physiques- mathématiques.Il est utile de dire que le projet des polynémes polaires
avec tous les autres polynémes orthogonaux ou non orthgonaux associés aux polyndémes ortho-
gonaux relativement & n’importe qu’elle mesure,auront leur lieu privilége et joueront leur role
dévolu dans le probléme de comportement asymptotique des polynémes orthogonaux et autre
problémes d’approximation polynémiales en norme ( les problémes de la convergence uniforme

par une meilleure approximation polyndmiale).

ALHAMDOU LILLAH OUA ASSALATOU OUA ASSALAMOU ALA SIDNA
RASSOULI ALLAH
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