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RÉSUMÉ

Soit {Ln (z)}n=0,1,2,3.... le système de polynômes orthogonaux sur le cercle unité i.e. Ln (z)

vérifie les relations d’orthogonalité suivantes

Ln(z) = zn + .......,

∫
E

Ln(ξ)ξ
p
dµ = 0 ; p = 0, 1, 2, ...., n− 1.

On prend dans ce cas µ = β ; β est une mesure positive absolument continue sur E, (contour

de ordan rectifiable), telle que : dµ = ρ(ξ)|dξ|

∀β ∈ B(C), on ait

β(B) =

∫
B∩E

ρ(ξ) |dξ| .

Soit α ∈ C fixé, que nous appelerons pôle, définissons la suite des polynômes polaires notés

Pn,α(z) associés aux polynômes orthogonaux Ln (z), comme suit. Pn,α(z) = zn+ ..., (Pn,α(z) est

un polynôme unitaire (monique)) est solution de l’équation différentielle suivante

(n+ 1)Ln (z) = ((z − α)Pn,α (z))′ = Pn,α (z) + (z − α)P ′n,α (z) .

On étudie dans ce mémoire les propriétés asymptotique des polynômes polaires Pn,α (z) .

Mots cles : Polynômes orthogonaux, Contour de jordan, Compertement asymptotique,

Polynômes polaires, Fonction de szego, Transformation de conforme.



ABSTRACT

Let µ be a finite positive measure defined on the Borelian σ− algebra of C, µ is absolutely

continuous with respect to the Lebesgue measure |dξ| on contour E. i.e : dµ = ρ(ξ)|dξ|,

∀ β ∈ B(C) : β(B) =

∫
B∩E

ρ(ξ)|dξ|

Let us consider {Ln(z)}n∈N , the system of monic orthogonal polynomial with respect to µ.

Ln(z) = zn + .......,

∫
E

Ln(ξ)ξ
p
dµ = 0 ; p = 0, 1, 2, ...., n− 1.

We introduce a new class of polynomials {Pn,α} , that we call polar polynomials associated

to {Ln(z)}n∈N . For a fixed complex number α, Pn,α (z) is solution of the following differential

equation

(n+ 1)Ln (z) = Pn,α (z) + (z − α)P ′n,α (z) .

We study algebraic and asymptotic properties of the polar polynomials.

Key words : Orthobonal polynomials, Curve of jordan, Asymptotic behaviour, Polair

polynomals, Szego function, Conformal mapping.
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Introduction générale

Soit a une mesure positve, finie, définie sur la tribu borelienne de C. Si F = support α (fini

ou infini) et si tous les moments de α existent, alors les polynomes orthogonaux assiciés à la

mesure α sont définie par les relations

Ln(z) = zn + .......,

∫
F

Ln(z)zpdα = 0; p = 0, 1, 2, ...., n− 1. (1)

Si la mesure α n’est pas discrete, alors pour tout n, le polynôme Ln vérifiant (1) existe et il

est unique. Un des problèmes fondamentaux de la théorie des polynômes orthôgonaux est celui

de leur comportement asymptotique lorsque n → ∞. La formule asymptotique de Ln dépend

en général du support F .

Le problème du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux a été étudié par

beaucoup de mathematiciens. On peut citer

a) Szego : (1928 ; [21], [22], [23])

F = cercle ou segment ; α absolument continue. Szego a appliqué ses resultats au deve-

loppement de fonctions en série de polynômes orthogonaux.

b) Smirnov : (1928, 1932 [63])

Korovkine (1941 ; [38]) ; Guerounimus (1952 ; [25]) ; dans le cas où F=contour ; α absolu-

ment continue par rapport a la mesure longueur d’arc. Ce problème a été appliqué dans

l’étude de la fermétude du systeme {Ln} dans des espaces fonctionnels. Ce probleme a

ete applique aussi dans l’étude du developpement de fonctions en série de polynômes

orthogonaux.

c) Krein et Kolmogoroff : (1941 ; [39])

Dans le cas où F=cercle et α non absolument continue. On a utilisé des outils de proba-

bilités pour résoudre ce problème.

d) Gontchar : (1975 ; [36])

Dans le cas ou F = [−1, 1] ∪ {zk}; k = 1, 2, ..., r ; r fini. Ce problème a été appliqué de la

convergence d’approximants de padé.
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Introduction générale

e) Nikichine : (1983 ; [44])

Ce problème a été appliqué dans l’étude de l’opérateur discret de Sturm Liouville.

f) Kaliaguine et Benzine : (1989 ; [54])

Dans le cas où F = E ∪ {zk}; k = 1, 2, ..., r ; r fini ; E contour de Jordan rectifiable. La

mesure α concentrée sur F est absolument continue par rapport a la mesure longueur

d’arc. Ce problème a été appliqué dans l’étude de la fermétude du système {Ln} dans des

espaces fonctionnels. Ce problème a été appliqué aussi dans l’étude du developpement de

fonctions en série de polynômes orthogonaux.

L’étude du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux et le comportement

asymptotique des polynômes polaires des polynômes orthogonaux intervient de façon significa-

tive dans la résolution de quelques problèmes mathématiques suivants :

1. Analyse de la distribution des zéros des polynômes polaires et leur resultats, ([7], [8]).

2. Etude de la convergence des approximants de Padé, et son acc élération, ([33], [55]).

3. Théorie de la représentation des fractions partielles. ( Partial Fraction Representation).

4. Théorie spectrale, et les spectres orthogonaux, ([58]).

5. Algorithme parallèle.

Le chapitre 1 est divisé en deux parties. On donne dans la première partie de ce chapitre

la definition d’éspace euclidien et d’espace prehilertien ; le système orthogonal et des théorèmes

de Reisz Ficher, l’inégalité de Bessel de l’égalité de Parseval, dans la deuxième partie, on

explique comment peut on construire un système des polynômes orthogonaux relativement à

une mesure α, concentrée sur un support F de C, on donne aussi les propriétés fondamentales

de ces polynômes orthogonaux surtout la propriété dite extrémale qui nous sera très utile par la

suite, puis on expose un résumé des principaux cas traités de comportement asymptotique des

polynômes orthogonaux de plusieurs cas selon le support de la mesure α (ensemble enumérable,

segment, cercle unité, contour, contour plus une partie discrète finie ...).

Le chapitre 2 est divisé en 3 parties. La première partie met en lumière les outils fonction-

nels nécessaires pour l’étude du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur

le contour. Les deux outils fonctionnels fondamentaux sont les deux espaces de Hardy H2(Ω),

H2(Ω, ρ). On met l’accent sur l’existence d’une limite non radiale pour toute f ∈ H2(Ω). Enfin

on construit une fonction dite de Szego dans le paragraphe 2.2. Les notions de fonctions limites

tangentes, et la fonction de Szego sont des outils intermédiaires pour définir l’ espace H2(Ω, ρ).

On donne quelques théorèmes les caractérisations et les propriétés fondamentales de H2(Ω, ρ).

4



Introduction générale

La partie 2 de ce chapitre s’intéresse à l’étude du comportement asymptotique des poly-

nomes orthogonaux sur le contour avec la présence d’une fonction poids.

Bien sûr ce chapitre 3 utilise les résultats de la partie 2 pour aboutir à une telle formule asymp-

totique.

On se base essentiellement sur l’article de Szego et Gueronimus, [22] [25], pour démontrer la

formule asymptotique.

Le chapitre 3 est divisé en 2 parties. On donne dans la première partie de ce chapitre la defi-

nition des polynômes polaires primitives des polynômes orthogonaux sur le contour ,on donne

les propriétés structurelles de ces polynômes polaires qui permettront nous aider à résoudre le

problème de comportement asymptotique de ces polynômes polaires.On se base essentiellement

sur l’article de Pijeira et Fandora, [8] [9]. La deuxième partie du chapitre 3 est consacrée

est élaborer les formules asymptotiques des polynômes polaires associés aux polynômes ortho-

gonaux sur le contour. On se base essentiellement sur l’article de Rehouma [15] qui traite

la formule asymptotique des polynômes polaires primitives des polynômes orthogonaux sur le

cercle unité.
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Chapitre 1

Construction d’un système de polynômes

orthogonaux relativement à une mesure α

Le chapitre 1 est divisé en deux parties. On donne dans la première partie de ce chapitre la

definition d’espace euclidien et d’espace prehilertien ; le système orthogonal et des théorèmes

de Reisz Ficher, l’inégalité de Bessel de l’égalité de Parseval, dans la deuxième partie, on

explique comment peut on construire un système des polynômes orthogonaux relativement à

une mesure α, concentrée sur un support F de C, on donne aussi les propriétés fondamentales

de ces polynômes orthogonaux surtout la propriété dite extrémale qui nous sera très utile par la

suite, puis on expose un résumé des principaux cas traités de comportement asymptotique des

polynômes orthogonaux de plusieurs cas selon le support de la mesure α (ensemble enumérable,

segment, cercle unité, contour, contour plus une partie discrète finie ...).

1.1 Espaces euclidiens et espaces préhilbertiens et ortho-

gonalité hermitienne

1.1.1 Espace euclidien

Définition 1.1 Soit X un espace vectoriel réel. On dit que X est euclidien si X est muni d’un

produit scalaire c.à.d une application de X×X → R notée < ., . > et satisfaisant aux conditions

suivantes :

1. < x, y >=< y, x >.

2. < x1 + x2, y >=< x1, y > + < x2, y >.

3. < λx, y >= λ < x, y >.

6



Construction d’un système de polynômes orthogonaux

4. < x,w >≥ 0; < x,w >= 0 a lieu seulement pour x = 0.

On pose

‖x‖2 =< x, x >,

(X, ‖‖) devient un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 xα de X non nuls est dit orthogonal si

< xα, xβ >= 0 pour α 6= β.(α, β) ∈ N2.

Si de plus < xα, xα >= 1, xα est dit orthonormal.

Remarque 1.1 Tout système xα orthogonal est libre.

Définition 1.3 Le système {xi} est dit complet si le plus petit sous espace fermé qui le contient

coincide avec X c-à-d explicitement.

∀x ∈ X; ∀ε > 0, ∃y = c0x0 + c1x1 + · · ·+ cnxn t.q. ‖x− y‖ < ε.

Si le système {xi} est orthogonal et est complet, on dit que {xi} est une base orthogonale.

1.1.2 Espace préhilbertien

Définition 1.4 Un espace vectoriel H sur le corps complexe est appellé espace préhilbertien si

à tout couple (x, y) ∈ H2 on associe un nombre complexe notée 〈x, y〉, appellé produit scalaire

de x et y, et vérifiant les axiomes

a) 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

b) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉.

c) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉.

d) 〈x, x〉 ≥ 0.

e) 〈x, x〉 = 0 seulement pour x = 0.

Remarque 1.2 La notion de système orthogonal, de base orthogonale sont les mêmes que celles

pour un espace euclidien.

Définition 1.5 Soit H un espace préhilbertien et {ϕα} un système orthogonal et f ∈ H.

Les nombres complexes Cα = 〈f, ϕα〉 s’appellent les coefficients de Fourier de f relativement à

{ϕα}. La série
∑

α∈I〈f, ϕα〉ϕα s’appelle série de Fourier de f relativement au système {ϕα}.

7



Construction d’un système de polynômes orthogonaux

1.1.3 Inégalité de Bessel

Soit {ϕk}k∈N un système orthonormal de l’espace euclidien X et f ∈ X quelconque, et∑
ckϕk,

la série de Fourier associée à f et à {ϕk} ; ck = 〈f, ϕk〉.

La série
∑
ckϕk converge-t-elle (c-à-d. la suite {Sn} définie par : Sn =

∑n
k=0 ckϕk converge-t-elle

vers une limite au sens de la métrique de X) ?.

Si la série de Fourier est convergente, sa somme coincide-t-elle avec f ?.

Pour répondre à cette question, on doit résoudre le problème suivant :

À l’instant donné n, comment choisir αk, k = 1, 2, 3, . . . , n pour que la distance entre f et

Sn =
n∑
k=1

αkϕk soit minimale.

‖f − Sn‖2 = ‖f‖2 − 2
n∑
k=1

αk〈f, ϕk〉+
n∑
k=1

α2
k.

(1.1)

Donc, ‖f − Sn‖2 est minimale si et seulement si αk = ck, k = 1, 2, . . . , n. Dans ce cas

‖f − Sn‖2 = ‖f‖2 −
n∑
k=1

|ck|2, (1.2)

‖f − Sn‖ ≥ 0, (1.3)

donc
n∑
k=1

c2
k ≤ ‖f‖2.

On obtient alors :

Théorème 1.1 (Smirnov, [63]). Soit {ϕk}k∈N un systéme orthonormé de l’espace euclidien X

et f ∈ X quelconque et ck = 〈f, ϕk〉 le coefficient de Fourier de f relativement à {ϕk}k=1,....

Alors la série
∞∑
k=1

c2
k est convergente et de plus

∞∑
k=1

c2
k ≤ ‖f‖2.

Définition 1.6 Le système orthonormé {ϕk}k∈N est dit fermé si pour tout f ∈ X (X est

euclidien), on a l’égalité suivante
∞∑
k=1

c2
k = ‖f‖2 (1.5)

appelée formule de Parseval.

Remarque 1.3 Dans un espace euclidien séparable X, tout système orthonormé complet est

fermé et réciproquement.
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Construction d’un système de polynômes orthogonaux

1.1.4 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théorème 1.2 Soient {f1, f2, f3, . . . , fn, . . .} un système linéairement indépendant d’un espace

euclidien X. Alors il existe dans X un système d’éléments {ϕ1, ϕ2, ϕ3, . . . , ϕn, . . .} satisfaisant

aux conditions suivantes :

1. {ϕn}n est orthonormé.

2. Chaque élément ϕn est une combinaison linéaire des éléments f1, f2, . . . , fn :

ϕn = an1f1 + an2f2 + · · ·+ annfn ; ann 6= 0.

3. Chaque élément fn peut être mis sous la forme :

fn = bn1ϕ1 + bn2ϕ2 + · · ·+ bnnϕn ; bnn 6= 0.

1.1.5 Espaces euclidiens complets

Si encore l’espace euclidien est complet on obtient le théorème trés utile pour la suite dit

théorème de Riesz-Fischer.

Théorème 1.3 (Riesz-Fischer) [63]. Soit {ϕn} un système orthonormé quelconque dans un

espace euclidien complet X et soient {c1, c2, c3, . . . , cn, . . .} t.q. la série
∑

n |ck|2, soit conver-

gente. Alors il existe f ∈ X unique, tel que

cn = 〈f, ϕn〉 et
∞∑
n

|ck|2 = ‖f‖2 (formule de Parseval).

1.1.6 Construction d’un système de polynômes orthogonaux relative-

ment à la mesure α

Définition 1.7 (Notations) [29].

On note par B(C) la tribu borélienne de C, c’est-à-dire la plus petite σ-algèbre engendrée par

la topologie de C (la topologie de C étant prise au sens usuel).

Soit α une mesure positive finie sur B(C) non discrète, on note par L2(C, α) l’espace vectoriel

suivant

L2(C, α) =

f mesurables t.q.
∫
C

|f(z)|2 dα (z) < +∞

 (1.4)

telque
∫
C |f(z)|2 dα(z) est bien sûr l’intégrale de Lebesgue relativement à la mesure α et l’espace

mesurable (C,B(C)). Soient f ∈ L2(C, α) et g ∈ L2(C, α). Notons par

〈f, g〉α =

∫
C
f(z) g(z) dα(z).

9



Construction d’un système de polynômes orthogonaux

Alors 〈·, ·〉α est un produit scalaire complexe et (L2(C, α), 〈·, ·〉α) est un espace de Hilbert com-

plexe [18, chapitre IV section 4.1 page 53].

Définition 1.8 Soit (X,W , α) un espace mesuré (W α− algèbre ; µ mesure positive) et A0 ∈

W (ensemble mesurable). On dit que µ est concentrée sur A0 si et seulement si

µ(E) = 0 pour tout E ⊂ X \ A0.

A0 s’appelle le support de µ.

Si F est le support de α et si f est une fonction mesurable, alors∫
C
f(z) dα(z) =

∫
F

f(z) dα(z) (1.5)

Appliquons le procédé d’orthogonalisation (décrit au théorème 1.2) au système linéairement

indépendant {1, z, z2, . . . , zn, . . .}, on obtient le :

Théorème 1.4 Soit α une mesure positive, finie et non discrète définie sur B(C). Supposons en

outre que pour n = 0, 1, 2, . . . on ait zn ∈ L2(C, α), si on applique le procédé d’orthogonalisation

au système linéairement indépendant {1, z, z2, · · · , zn, · · · }, on obtient le système de polynômes

Ln(z) vérifiant les conditions suivantes :

1. Ln(z) est un polynôme de degré n, normalisé (i.e. le coefficient de zn est égal à 1).

2. Le systéme {Ln}n∈N est orthogonal dans L2(C, α), c’est-à-dire∫
C
Ln(z)Lm(z) dα(z) = 0 si n 6= m. (1.6)

Définition 1.9 Le système de polynômes {Ln} vérifiant les conditions 1 et 2, s’appelle système

de polynômes orthogonaux relativement à la mesure α.

1.2 Propriétés fondamentales

Théorème 1.5 (Propriété extrémale). Soit {Ln}n=0,1,2,... le système de polynômes orthogonaux

relativement à la mesure α. Notons par Pn,1 l’ensemble des polynômes de degré n dont le coef-

ficient de zn est égal à +1.

Alors Ln(z) est la solution du problème extrémal suivant∫
C
|Ln(z)|2 dα(z) = min

{∫
C
|Q(z)|2 dα(z) : Q ∈ Pn,1

}
.
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Construction d’un système de polynômes orthogonaux

Démonstration. Soit Q(Z) = a0 + a1Z + · · ·+ Zn. Alors

Q(z) =
n∑
k=0

αkLk(z)⇒ αn = 1,

parsuite, ∫
C
|Q(z)|2 dα(z) = 〈Q,Q〉α =

n−1∑
k=0

|αk|2α‖Lk‖2 + ‖Lα‖2
α. (1.7)

Cette expression est minimale si et seulement si : α0 = α1 = · · · = αn−1 = 0. Dans ce cas :

Q(z) = Ln(z), et le minimum est

|Lα|2α =

∫
C
|Ln(z)|2 dα(z).

1.2.1 Comportement asymptotique des polynômes orthogonaux

Définition 1.10 [3], [4]. On appelle problème du comportement asymptotique des polynômes

orthogonaux relativement à la mesure α l’un des trois problèmes suivants : déterminer

lim
n−→∞

Ln(z), z ∈ K,

où

lim
n−→∞

Ln+1(z)

Ln(z)
, z ∈ K (Ratio asymptotic behaviour),

oubien

lim
n−→∞

n
√
|Ln(z)|, z ∈ K (n-th roots asymptotic behaviour),

telle que z ∈ F;F =supp(α);K ⊂ C\F. La solution de ce problème dépend en général de α et de

F.

Définition 1.11 Soient α et µ deux mesures positives définies sur B(C). On dit que α est

absolument continue par rapport à µ et on note α << µ si et seulement si

α(E) = 0 pour tout E ∈ B(C) tel que µ(E) = 0. (1.8)

Théorème 1.6 (Radon-Nycodim). Soient α une mesure définie sur B(C) et µ une mesure

positive finie (définie sur B(C)), tel que : α est absolument continue par rapport à µ. Alors, il

existe une fonction et une seule f ∈ L1(µ), tel que

∀A ∈ B(C) : α(A) =

∫
A

fdµ. (1.9)
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Définition 1.12 La fonction f associée à α absolument continue par rapport à µ est dite la

dérivée de Radon-Nycodim par rapport à µ. On la note
dα

dµ
ou encore dα = f · dµ.

Théorème 1.7 [21]. Soient α une mesure positive définie sur B(C) et µ une mesure positive

finie (infinie). De plus on suppose que α est absolument continue par rapport à µ (dα = fdµ).

Pour toute fonction g ∈ L1(α), on a ∫
E

g dα =

∫
E

fg dµ. (1.10)

Remarque 1.4 Certains auteurs utilisent comme définition de l’absolue continuité l’assertion

suivante : α est dite absolument continue par rapport à µ si et seulement s’il existe f ∈ L1(µ)

tel que

∀A ∈ B(C) α(A) =

∫
A

f dµ; f ∈ L1(µ); A ∈ B(C), dα = fdµ. (1.11)

1.3 Résumé des principaux cas traités

Formule asymptotique de Szego pour les polynômes orthogonaux sur le cercle

unité :

F = [−π, π], α est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, c.à.d

[−π, π] , dα = p(θ)dθ; p ∈ L1([−π, π], dθ); p ≥ 0. (1.12)

L’étude du comportement asymptotique de Ln(z) orthogonaux sur le cercle avec la fonction

poids p, c-à-d vérifiant

1

2π

∫
F

Ln (z)Lm (z)p(θ)dθ = δnm, (z = eiθ), (1.13)

δnm désigne le symbole Kronecker a été étudié profondément par Szego en 1920 [21, chapitre

IV section 4.1 page 53]. Sa méthode a été reprise et utilisée pour l’étude de comportement

asymptotique d’autres types de polynômes orthogonaux. La forme générale de cette formule

est

lim
n→∞

Ln(z) ≈ zn

Dρ(1/z)
; |z| > 1, (1.14)

où Dρ(·) est une fonction holomorphe dans le disque ouvert et construite par Szego et porte

son nom. Kolmogorov, Krein et Geronimus ont généralisé cette formule dans le cas où α

n’est pas absolument continue. Pour plus de détails, [22, chapitre IV section 4.1 page 53], [25,

chapitre IV section 4.1 page 53], [39, chapitre IV section 4.1 page 53].
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Formule asymptotique des polynômes orthogonaux sur le segment (cas général) :

Le cas général d’une fonction poids ρ vérifiant certaines conditions assez générales a été

étudié dans [22, chapitre IV section 4.1 page 53], dans ce cas

F = [−1, 1], dα = ρ(x)dx; ρ > 0 et , ρ ∈ L1([−1, 1], dx).

Szego a établi une relation entre les polynômes orthogonaux sur le cercle décrits dans [21,

chapitre IV section 4.1 page 53] et ceux du segment [−1, 1].

Utilisant cette relation il a déduit la formule asymptotique des polynômes orthogonaux sur

le segment de celle du cercle. D’ailleurs cette formule a la même forme que celle de [21, chapitre

IV section 4.1 page 53].

Formule asymptotique des polynômes orthogonaux sur le segment (cas classique) :

Ces polynômes et leur comportement asymptotique ont été étudiés avant Szego par Le-

gendre, Tchebychev, Jacobi, Hermite, Laguerre.

Ces polynômes constituent des cas particuliers de notre définition en considérant :

1. F = [−1, 1] ; ρ(x) = 1 ; les polynômes orthogonaux Ln(x) sont les polynômes de Legendre.

2. F = [−1, 1], ρ(x) = (1−x2)−1/2, les polynômes orthogonaux Ln(x) sont les polynômes de

Tchebitchef de première espèce.

3. F = [−1, 1], ρ(x) = (1− x2)1/2, les polynômes orthogonaux Ln(x) sont de la forme

sin((n+ 1)θ)

sin θ
, (x = cos θ).

4. F = [−1, 1], ρ(x) = (1− x)α(1 + x)β, α > −1, β > −1, les polynômes orthogonaux Ln(x)

sont les polynômes de Jacobi. Pour plus de détails voir [11, chapitre IV section 4.1 page

53].

5. F = [0,+∞[ ; ρ(x) = e−xxα, α > −1 ; dans ce cas Ln(x) sont les polynômes de Laguerre.

6. F =]−∞,+∞[ ; ρ(x) = e−x
2 ; dans ce cas Ln(x) sont les polynômes d’Hermite.

Pour plus de détails voir [11, chapitre V section 5.1 et 5.5], [21, chapitre V section 5.1 et

5.5].

Formule asymptotique des polynômes orthogonaux sur le contour avec fonction

poids :

F = E; E est un contour de Jordan rectifiable ; α est absolument continue par rapport à la

mesure longueur d’arc sur E; dα = ρ(ξ) |dξ|, ξ ∈ E.

La formule asymptotique a toujours la forme suivante

Ln(z) = [C(E)Φ(z)]nϕ∗(z)[1 + εn(z)] (1.15)

13



Construction d’un système de polynômes orthogonaux

où C(E) est la capacité de E, C(E) = constante, Φ(z) est l’application conforme du domaine

Ω = ext(E) sur l’exté rieur du cercle unitaire. ϕ∗(·) est une fonction holomorphe dans Ω,

solution d’un probléme extremal qu’on dé finira plus tard. εn(·) → 0 uniformément sur les

compacts de Ω. Ces formules ont été démontrées dans les travaux de Szego, en 1920 ou ρ = 1,

[21, chapitre V section 5.1 et 5.5] et Gueronimus ; E est un contour analytique. [25, chapitre

V section 5.1 et 5.5], ont étudié le même probléme en considérant n assez générale et E un

contour de Jordan rectifiable présentant quelques spécificités (lisses, analytiques...).
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Chapitre 2

Comportement asymptotique des

polynômes orthogonaux sur le contour

avec une fonction poids

Le but de ce chapitre est d’établir la formule asymptotique des polynomes orthogonaux

dans la cas d’une mesure concentrée sur un contour de jordan rectifiable, c’est à dire dans les

conditions suivantes

F = E ou E est un contour de jordan recifiable ; α = β ou β est une mesure concentrée sur

E, absolument continue par rapport à la mesure de la longeur d’arc, c’est à dire dβ = ρ(ξ)|dξ| ;

le resultat obtenu est présenté dans le théorème 2.17.

La formule asymptotique a la forme 2.33, la méthode de la démonstration du théorème 2.17

sa base sur la propriété extrémale des polynômes Ln(xn) et les propriétés fonctionnelles de

l’espace H2(Ω, ρ). Le résultat présenté dans la théorème 2.17 est plus général possible connu. Il

généralise les résultats de Szego et Korovkine, [21, chapitre V section 5.1 et 5.5], [38, chapitre

V section 5.1 et 5.5].

2.1 Propriétés fondamentales

Définition 2.1 (Contour de Jordan) C’est l’image d’un chemin [a, b] → C; t 7−→ Z(t) de

l’intervalle [a, b] dans C, tel que

z(a) = z(b); z(t1) 6= z(t2) si a < t1 6= t2 < b.

Définition 2.2 (Contour de Jordan rectifiable). Un contour de Jordan est rectifiable s’il pos-
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sède encore la propriété : z′(t) existe partout et
b∫

a

|z′(t)|dt < +∞. (2.1)

Soit E donc un contour de Jordan rectifiable et la mesure définie sur B(C) dont le support

est E, est absolument continue par rapport à la mesure image d’une dξ, c-à-d : ∀β ∈ B(C)

Bordien

α(B) =

∫
B∩E

ρ(ξ)|dξ|.

Théorème 2.1 Soit ρ une fonction définie sur E tq ρ(ξ) ≥ 0 et
∫
g

ρ(ξ)|dξ| < +∞. Alors il

existe un système unique de polynômes {Ln(z)}n∈N vérifiant les conditions suivantes :

1) Ln est polynôme de degré n exactement dont le coefficient de zn est égal à 1.

2) ∫
E

Ln(ξ)Lm(ξ)ρ(ξ)|dξ| = 0, n 6= m. (2.2)

Le système de polynômes {Ln(.)} vérifiant les conditions 1) et 2) s’appelle systéme de poly-

nômes orthogonaux associés au contour E et à la fonction poids ρ.

Démonstration. C’est le cas particulier des polynômes orthogonaux associés à une mesure α

(comme au Chapitre I) en remarquant que

zn ∈ L2(C, α) n = 0, 1, 2, · · · .

Théorème 2.2 (Propriétés extrémales). Soit Ln ∈ {Ln}n∈N. Alors Ln est la solution du

problème extrémal suivant

Min
Q(z)=zn+a1zn−1+···

∫
E

|Q(ξ)|2ρ(ξ)|dξ| = ‖Ln‖2
L(C,α) . (2.3)

Démonstration. C’est aussi le cas particulier de α est absolument continu par rapport à la

mesure longueur d’arc. c-à-d dα = ρ(ξ) |dξ|, (voir chapitre 1).

2.2 L’espace H(C)

2.2.1 Transformations conformes

Définition 2.3 Soient G1, G2 deux régions de C, on dit que G1 est conformement équivalent

à G2, s’il existe f : G1 −→ G2 qui vérifie :
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1. f ∈ H(G1).

2. f est bijective.

Remarque 2.1 Cette relation est une relation d’équivalence sur la famille des domaines de C.

Remarque 2.2 C n’est pas équivalent à aucun domaine borné de C.

Remarque 2.3 Si G1 est simplement connexe et si G1 est conformement équivalent à G2.

Alors G2 est nécessairement simplement connexe.

Théorème 2.3 (Théorème de Riemann). Soit G un domaine simplement connexe ; G 6= C

et a ∈ G1. Alors il existe f : G −→ C unique, tel que

a) f ∈ H(G).

b) f est bijective.

c) f(G) = {z, |z| < 1}.

d) f(a) = 0 ; f ′(a) > 0.

Remarque 2.4 Dans la famille des simplement connexes, il existe seulement deux classes

d’équivalence. La classe contenant les simplement connexes autres que C.

Cas important dans la suite :

Soit E un contour de Jordan. Alors E partage C en deux parties Ω1 et Ω2 possédant les

propriétés suivantes :

— Ω2 est simplement connexe, borné.

— Ω1 est connexe non borné.

— E est la frontière commune de Ω1 et Ω2.

Notons par G1 = {z | |z| > 1}, G2 = {z | |z| < 1}.

L’application directe du théorème de l’application conforme de Riemann donne :

Théorème 2.4 [63]. Soit E un contour de Jordan. Alors il existe ϕ unique Ω2 −→ G2 possé-

dant les propriétés suivantes :

a) ϕ ∈ H(Ω2).

b) ϕ est bijective.

c) ϕ(a) = 0, ϕ′(a)⇒ 0, a ∈ Ω2.
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Si on effectue le changement de variable ξ = 1/z, on obtient en prenant :

Ω = Ω1 ∪ {∞} et G = G1 ∪ {∞}

.

Théorème 2.5 [63]. Soit E un contour de Jordan. Alors il existe Φ : Ω −→ G unique possédant

les propriétés suivantes :

a) Φ est bijective.

b) ΦΩ1−{∞}, est holomorphe.

c) limz→a Φ(z) =∞.

c) limz→a
Φ(z)

z
> 0, et egal Φ′(∞).

Définition 2.4 On pose

lim
z→∞

Φ(z)

z
=

1

C(E)
(2.4)

C(E) s’appelle capacité de E.

Théorème 2.6 (Carathéodory), [29]. Soit E un contour de Jordan rectifiable et Φ, l’application

conforme Φ : Ω −→ G définie dans le théorème 2.5.

Alors, il existe un prolongement Φ̃ sur E tel que Φ est une bijection de E sur {z | |z| = 1},

c-à-d.

|Φ̃(ξ)| = 1; ξ ∈ E. (2.5)

2.2.2 Prolongement à la frontière (Th. de Carathéodory)

Si encore E est rectifiable, on obtient :

Théorème 2.7 (Carathéodory), [29]. Soit E un contour de Jordan rectifiable et ϕ l’application

conforme ϕ : Ω −→ G, dans le théorème 2.5. Alors il existe un prolongement ϕ unique continu

sur Ω̄ tel que ϕ est une bijection de E sur {z | |z| = 1}, c-à-d

|ϕ(ξ)| = 1; ξ ∈ E. (2.6)

2.2.3 Espace de Hardy à l’intérieur et à l’extérieur d’un contour de

Jordan rectifiable

Définition 2.5 Soit f ∈ H(Ω1) et f(z) =
∞∑

n=−∞
anZ

n son développement de Laurent au voi-

sinage de l’infini. On dit que f est holomorphe à l’infini si on a an = 0 pour tout n < 0,
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c-à-d

f(z) = a0 +
a1

z
+
a2

z2
+ · · · (2.7)

On note par H(Ω) la classe des fonctions holomorphes dans Ω, l ∞ y compris.

Notation : On note par : Er = {ξ ∈ E, |Φ(ξ)| = r}; r > 1 et E ′r = {ξ, ξ ∈ E, |Φ(ξ)| = r}; r < 1

et par : Ψ = Φ−1, Ψ = Ψ−1.

Définition 2.6 (Espace H2(Ω1)), [63], [38]. Soit f ∈ H(Ω1), on dit que f ∈ H2(Ω1) si et

seulement si : ∃C > 0, C ′ indépendantde r tel que∫
Er

|f(z)|2|dZ| ≤ C ′, pour 0 < r < 1. (2.5)

L’ensemble de ces fonctions s’appelle espace de Hardy à l’intérieur.

Proposition 2.1 [63]. f ∈ H2(Ω2) si et seulement si

f [Ψ′(ω)]
√

Ψ′ (ω) ∈ H2(G). (2.6)

Démonstration. En effet∫
Er

|f(z)|2|dz| =
∫
Cr

|f [Ψ(ω)]|2 |Ψ′(ω)| |dω| ,

avec Ψ = ϕ−1, et Cr = ϕ(Er) = {ω, |ω| = r; r < 1}

2.3 Propriétés fondamentales de H2(Ω)

On donnera quelques propriétés de H2(Ω) sans démonstration qui nous seront utiles pour

la suite.

Théorème 2.8 [63]. Soit E contour de Jordan rectifiable et f ∈ H2(Ω). Alors il existe presque

partout sur E une limite non tangente de f notée f ∗ et définie par

f ∗(ξ) = lim
z→ξ

f(z), (2.7)

f ∗ vérifie :

Théorème 2.9 f ∗ ∈ L2(E, |dξ|) et∫
E

|f ∗(ξ)|2|dξ| = lim
r→1+

∫
Er

|f(z)|2|dz|.
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1. Si on pose

‖f‖H2(Ω) = ‖f ∗‖L2(E,|dξ|), (2.8)

où

‖f ∗‖L2(E,|dξ|) =


∫
E

|f ∗(ξ)|2|dξ|


1/2

.

Alors : (H2(Ω), ‖ · ‖H2(Ω)) est complet. C’est aussi un espace de Hilbert en posant

〈f, g〉H2(Ω) =

∫
E

f ∗(ξ)g∗(ξ)|dξ|. (2.9)

2. ∀z ∈ Ω− {∞}

f(ξ) =
1

2iπ

∫
E

f ∗(ξ)

ξ − z
dξ

z
. (2.10)

Démonstration. Voir les deux livres de Smirnov, Szego et Korovkine, [63], [12, chapitre

IV section 4.1 page 53], [13, chapitre IV section 4.1 page 53], [14, chapitre IV section 4.1 page

53].

2.3.1 Fonction de Szego à l’intérieur et à l’extérieur d’un contour de

Jordan rectifiable

Théorème 2.10 [63], [21], [38]. Soit ρ une fonction définie sur E tq :

1) ρ(ξ) ≥ 0 et ρ ∈ L1(E, |dξ|).

2) |Φ(ξ)| log ρ(ξ) ∈ L1(E, |dξ|), (Condition de Szego).

Alors il existe une fonction notée Dint
ρ et appelée fonction de Szego à l’intérieur du contour

vérifiant les conditions suivantes :

1) Dint
ρ : Ω −→ C, Dint

ρ ∈ H2(Ω1).

2) Dint
ρ (Z) 6= 0;∀Z ∈ Ω1.

3) Dint
ρ (a) > 0.

4) |Dint
ρ (ξ)|2 = ρ(ξ), où D̄int

ρ (z) = lim
x→ξ

Dint
ρ (z).

Théorème 2.11 [63], [21], [38]. Soit ρ une fonction poids définie sur E telle que :

1) ρ(ξ) ≥ 0; (ξ ∈ E); ρ(·) ∈ L1(E, |dξ|).

2) |Φ(ξ)| log ρ(ξ) ∈ L1(E, |dξ|).

Alors. Il existe une fonction notée Dρ et appelée fonction de Szego à l’extérieur du contour

vérifiant les conditions suivantes :
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1) Dρ : Ω −→ C, Dρ ∈ H2(Ω).

2) Dρ(z) 6= 0, ∀z ∈ Ω.

3) Dρ(∞) > 0.

4) |Dρ(ξ)|2 = ρ(ξ).

2.4 L’espace H2(Ω, ρ)

2.4.1 Définitions et propriétés fondamentales

Définition 2.7 [63], [38]. Soit E un contour de Jordan rectifiable et ρ une fonction définie sur

E et vérifiant :

1) ρ(·) > 0, et ρ(·) ∈ L1(E, |dξ|).

2) |Φ(ξ)| log ρ(ξ) ∈ L1(E, |dξ|).

Dρ(·) la fonction de Szego associée à la fonction de poids ρ(·) et au contour E.

Soit f ∈ H(Ω). On dit que f ∈ H2(Ω, ρ) si et seulement si

f (z)Dρ (z) ∈ H2(Ω). (2.11)

Théorème 2.12 [63], [38]. Soit f ∈ H2(Ω, ρ). Alors f admet les propriétés :

1) f admet un prolongement non tangent sur E noté f et défini par f(ξ) = lim
z→ξ

f(z). De plus f̂ ∈

L2(E, ρ|dξ|).

2) Si on pose

< f, g >H2(Ω,ρ)=

∫
E

f(ξ)g(ξ)ρ(ξ)|dξ|, (2.12)

alors l’espace H2(Ω, ρ) est un espace de Hilbert.

Démonstration. La preuve de la propriété (1) vient immédiatement des propriétés de l’espace

H2(Ω).

En effet F (.) = f (.)Dρ (.) ⇒ f =
F

Dρ

et F ∈ H2(Ω) ⇒ F admet un prolongement F̃ non

tangent vérifiant la propriété

‖F̃‖L2(E,|dξ|) = lim
r→1

∫
E

|F (z)|2|dz. (2.13)

D’autre part Dρ(·) admet un prolongement sommable D̃ρ(·) qui ne s’annule jamais sur E car

|D̃ρ(ξ)|2 = ρ(ξ) et ρ(·) > 0 p.p., (|Φ(ξ)| log ρ(ξ) ∈ L1(E, |dξ|)),
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et finalement f (z) =
F (z)

Dρ (z)
admet un prolongement non tangent presque partout sur E qu’on

note f̃ .

f̃ ∈ L2(E, ρ(ξ)|dξ|). En effet

∫
E

|f̃(ξ)|2ρ(ξ)|dξ| =
∫
E

∣∣∣F̃ (ξ)
∣∣∣2

ρ(ξ)
ρ(ξ)|dξ| =

∫
E

|F (ξ)|2|dξ| < +∞, (2.14)

car F ∈ H2(Ω).

Un lemme important

On va maintenant annoncer un lemme important dont la démonstration n’est pas difficile,

mais son application est la base du passage de la formule asymptotique faible à la formule

asymptotique forte.

Lemme 2.1 [63]. ∀f ∈ H2(Ω, ρ) ; ∀z0 ∈ Ω, z0 6=∞, on a

|f(z0)| ≤

( √
l

2π d(z0, E) |z0| |Dρ(z0)|

)
· ‖f‖H2(Ω,ρ), (2.15)

où

‖f‖ρ = ‖f‖H2(Ω,ρ), (2.16)

d(z0, E) = min
ξ∈E
|z0 − ξ|, (2.17)

l =

∫
E

|dξ|. (2.18)

Démonstration. On a pour tout f ∈ H2(Ω, ρ)

f(z)Dρ(z) =
1

2πi

∫
E

f̃(ξ)D̃ρ(ξ)

ξ − z
dξ
dξ

z
,

d’où

f(z)Dρ(z) =
1

2πi

1

Dρ(z)

∫
E

f̃(ξ)D̃ρ(ξ)

ξ − z
dξ
dξ

z
.

On obtient (2.15) en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation : ∀ξ ∈ E :

|Dρ(ξ)|2 = ρ(ξ).

Corollaire 2.1 Pour tout compact K de Ω il existe une constante dépendant seulement de K

tel que : ∀f ∈ H2(Ω, ρ) ; ∀z ∈ K

max
z∈K
|f(z)| ≤ C(K) · ‖f‖ρ, (2.19)

où

‖f‖ρ =


∫
E

|f(ξ)|2ρ(ξ)|dξ|


1/2

.
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Démonstration. Posons

d(K,E) = Min
z∈Kk∈K

|z −K|, et d(k, 0) = Min|z|,

en plus on a

∀z ∈ Ω
z∈K

, Dρ(z) 6= 0.

Posons

C(K) =

√
l

2πd(K,E) · d(k, 0)

1

Min
z∈K
|Dρ(z)

, (2.20)

et appliquons le lemme 2.1, on obtient le résultat voulu.

Corollaire 2.2 Soit z0 ∈ Ω, l’application : F (z0) : H2(Ω, ρ) −→ C, f 7−→ F (z0)(f) = f(z0)

est une fonctionnelle continue sur H2(Ω, ρ).

Démonstration. Si z0 6=∞, le corollaire est une conséquence immèdiate du formule (2.19).

Si z0 = ∞, on établit pour ce point une formule de Cauchy semblable à la formule avec la

modification convenable suivante

f(∞) =
1

2πi

1

Dρ(∞)

∫
E

f̃(ξ)D̃ρ(ξ)

ξ
dξ, (2.21)

ensuite on applique le même type de raisonnement que pour le cas z0 6=∞.

Définition 2.8 (Convergence uniforme sur les compacts). On dit qu’une suite de fonctions

{fn} de H(Ω) converge vers f dans le sens de H(Ω) si pour tout compact K ⊂ Ω on a : fn → f

uniformément dans K, c’est-à-dire

Max
z∈K
|fn(z)− f(z)| →

n→+∞
0, ∀K ⊂ Ω. (2.22)

Si fn → f dans le sens de H(Ω) alors f ∈ H(Ω). Pour plus de détails. Voyons maintenant une

condition nécessaire pour que fn → f dans le sens de H(Ω). Appelons En = E ;

E1+1/k =

{
ξ ∈ Ω : |Φ(ξ)| = 1 +

1

k

}
(2.23)

Ω1+1/k désigne l’extérieur de E1+1/k et

Ω1+1/k = Ω1+1/k ∪ E1+1/k.

Avec ces notations on a la proposition suivante :

Proposition 2.2 Pour qu’une suite de fonctions fn ∈ H(Ω) converge vers f dans le sens de

H(Ω) il faut et il suffit que pour tout k naturel on ait

max
z∈E1+1/k

|fn(z)− f(z)| →
n→+∞

0 (2.24)
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2.4.2 Lien entre la convergence dans H2(Ω, ρ) et H(Ω)

On arrive finalement au but de cette partie. C’est le :

Théorème 2.13 [63], [38]. Soit {fn}n∈N une suite de fonctions de H2(Ω, ρ) vérifiant

‖fn‖H2(Ω,ρ) ≤ C, ∀n; (C = constante). (2.25)

Si fn → f dans le sens de H(Ω), alors :

a) f ∈ H2(Ω, ρ).

b) ‖f‖H2(Ω,ρ) ≤ C.

c) ‖f‖H2(Ω,ρ) ≤ lim
n→∞

‖fn‖H2(Ω,ρ).

2.5 Formule asymptotique des polynômes orthogonaux dans

le cas d’une mesure concentrée sur un contour de Jor-

dan rectifiable

2.5.1 Position du problème

Soit E un contour de Jordan rectifiable et ρ : E → R+ vérifiant les conditions suivantes∫
E

ρ(ξ) |dξ| < +∞, (2.26)

et ∫
E

|Φ(ξ)| log(ρ(ξ)) |dξ| < +∞. (2.27)

Equation (2.27) est la condition de Szego.

On désigne par {Ln(z)} le système des polynômes orthogonaux associés à ρ(ξ).

On prend dans ce cas α = β, β est une mesure absolument continue sur E, positive telle

que : ∀β ∈ B(C), on ait : β(B) =
∫

B∩E
f(ξ) |dξ| .

On a vu que dans ce cas, l’orthogonalité était définie comme suit

〈Ln, Lm〉 =

∫
E

Ln(ξ)Lm(ξ) ρ(ξ) |dξ| = 0 si n 6= m, (2.28)

et ‖Ln‖2
ρ = 〈Ln, Ln〉, on pose comme condition de normalisation

Ln(z) = zn + a1z
n−1 . . .+ an, (2.29)

ce qui nous assure l’unicité des polynômes orthogonaux {Ln(z)}.
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2.5.1.1 Problème de comportement asymptotique

Etudier le comportement asymptotique de Ln(z) pour

n→∞, z ∈ extérieur de E.

Aussi on appelle problème du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux relati-

vement à la mesure α l’un des trois problèmes suivants :

déterminer

lim
n−→∞

Ln(z), z ∈ z ∈ extérieur de E (2.30)

où

lim
n−→∞

Ln+1(z)

Ln(z)
, z ∈ extérieur de E, ( Ratio asymptotic behaviour), (2.31)

oubien

lim
n−→∞

n
√
|Ln(z)|, z ∈ z ∈ extérieur de E, ( n-th roots asymptotic behaviour). (2.32)

L’étude du comportement asymptotique des polynômes orthogonaux et le comportement

asymptotique des polynômes polaires des polynômes orthogonaux intervient de façon significa-

tive dans la résolution de quelques problèmes mathématiques suivants :

1. Analyse de la distribution des zéros des polynômes polaires et leur résultats, ([7], [8]).

2. Etude de la convergence des approximants de Padé, et son accélération, ([33], [55]).

3. Théorie de la représentation des fractions partielles, (Partial Fraction Representation).

4. Théorie spectrale, et les spectres orthogonaux, ([58]).

5. Algorithme parallèle.

2.5.2 Quelques problèmes extrémaux dans H2(Ω, ρ)

On prend dans ce cas α = β, β est une mesure absolument continue sur E, positive telle

que : ∀ β ∈ B(C) on ait : β(B) =
∫

B∩E
f(ξ)|dξ| . On a vu (2.3) que Ln(.) est la solution du

problème extrémal suivant

Min
Q=zn+...+an

‖Q‖2
p = mn(ρ) = ‖Ln‖2

ρ. (2.33)

Théorème 2.14 [63], [38]. Posons

ϕn(z) =
Qn (z)

(C(E)Φ (z))n
, (2.34)
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avec

Qn(z) = zn + a1z
n−1 + . . .+ an.

Alors :

1. ϕn ∈ H2(Ω, p),

2. ϕn(∞) = 1.

Démonstration. Posons

ϕn =
Qn (z)

(C(E)Φ (z))n
.

On a alors

Dρϕn ∈ H(Q);ϕn ∈ H2(Ω, p),

car :

a) ϕn est prolongeable de façon continue sur Ω.

b) ∃ B (boule fermée) tq Er ⊂ B(1 < r ≤ 2).

Considérons maintenant K = B ∩ Ω ; K est un compact et∫
Er

|Dρ(z)ϕn(z)|2|dz| ≤Max
z∈K
|ϕn(z)|2 ·

∫
Er

|Dz(z)|2|dz|

≤Max
z∈K
|ϕn(z)|2 · C, C indépendant de r,

car Dρ(.) ∈ H2(Ω). Donc Dρ(.)ϕn (.) ∈ H2(Ω) ou encore ϕn(.) ∈ H2(Ω, ρ). Ce qui achève la

démonstration. On peut passer du problème extrémal, dans le théorème 2.2 au problème

extrémal suivant

Notons par Pn l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n. On considère le

problème extrémal suivant :

Trouver le minimum un(p) d’infini par

µn(ρ) = min

{
‖ϕn (.) ‖2

p : ϕn =
Qn (.)

[C(E)Φ (.)]n
, ϕn(∞) = 1, Qn ∈ Pn

}
. (2.35)

Proposition 2.3 Le problème extrémal (2.35) admet une solution unique ϕ∗n c-à-d

‖ϕ∗n‖2
p = un(p). (2.36)

D’autre part un(p) et mn(p) ; ϕ∗n et Ln sont respectivement reliées par les relations

un(p) =
mn(p)

[C(E)]2n
, (2.37)

ϕ∗n(z) =
Ln(z)

[C(E)Φ(z)]n
. (2.38)
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Démonstration. Posons

T =

{
ϕn =

Qn

[C(E)Φ(z)]n
, Qn = zn + · · ·+ an

}
Il est facile de voir que

Ln (z)

[C(E)Φ(z)]n
∈ T.

D’autre part ∫
E

|Qn(ξ)|2

[C(E)Φ(ξ)]2n
ρ(ξ)|dξ| = 1

C(E))2n

∫
E

|Qn(ξ)|2ρ(ξ)|dξ|

≥ 1

[C(E)]2n

∫
E

|Ln(ξ)|2ρ(ξ)|dz|.

Puisque
Ln

[C(E)Φ]n
∈ T,

alors

ϕn ∈ T

et

Min‖ϕn‖2
p =

∫
E

|Ln(ξ)|
[C(E)Φ(z)]n

ρ(ξ)|dξ| = 1

[C(E)]2n

∫
E

|Ln(z)|2ρ(ξ)|dξ| = mn(p)

[C(E)]2n
.

Ce qui nous donne (2.37). Si ϕ∗n est la solution du problème extrémal (2.35), alors

ϕ∗n(z) =
Ln(z)

[C(E)Φ(z)]n
.

Le comportement asymptotique de Ln est donc lié à celui de ϕ∗n par la relation (2.38).

On passe du problème fini dimensionnel (2.35) au problème extrémal de dimension infinie

suivant :

Trouver l’infimum u(p) défini par

u(p) = inf
{
‖ϕ‖2

p, ϕ ∈ H2(Ω, p), ϕ(∞) = 1
}
. (2.39)

Rappelons le théorème de la meilleure approximation :

Théorème 2.15 Soit H un Espace de Hilbert et X ⊂ H tel que X est convexe et fermé. Alors

il existe un élément et un seul x∗ tel que

‖x∗‖H = min{‖x‖H : x ∈ X}, (2.40)

x∗ s’appelle la meilleure approximation de 0.

Proposition 2.4 Le problème extrémal (2.39) admet une solution et une seule ϕ∗.
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Démonstration. Appliquons le théorème 2.16 en prenant

H = H2(Ω, p), X =
{
ϕ ∈ H2(Ω, p), ϕ(∞) = 1

}
. (2.41)

L’ensemble X est convexe. En effet, si ϕ1, ϕ2 ∈ X, alors

tϕ1 + (1− t)ϕ2 ∈ H2(Ω, p), ∀t ∈ [0, 1].

On a aussi

(tϕ1 + (1− t)ϕ2)(∞) = t+ 1− t = 1⇒ tϕ1 + (1− t)ϕ2 ∈ X (2.42)

D’autre part X est fermé dans H2(Ω, p). En effet : Soit {fn} une suite dans X tq. fn → f dans

le sens de H2(Ω, p). On sait que F : H2(Ω, p) → C f 7→ f(∞) est une fonctionnelle continue

dans H2(Ω, p). Alors : F∞(fn) → F∞(f) dans C. Mais : F∞(fn) = fn(∞) = 1. Ceci implique

que f(∞) = 1 et puisque f ∈ H2(Ω, p), alors f ∈ X.

Proposition 2.5 Si

lim
n→∞

un(ρ) = u(ρ), (2.43)

alors : ϕn −→ ϕ∗ dans le sens de H2(Ω, ρ), c’est à dire

lim
n→∞

‖ϕn − ϕ∗‖2
ρ = 0. (2.44)

Démonstration. Posons

Ψn =
ϕ∗n + ϕ∗

2
. (2.45)

On a : Ψn(∞) = 1 et Ψn ∈ H2(Ω, ρ)

‖Ψn‖2
p ≥ u(ρ). (2.46)

D’où en utilisant l’égalité du parallélogramme dans H2(Ω, ρ), on obtient∥∥∥∥ϕ∗n + ϕ∗

2

∥∥∥∥2

ρ

+

∥∥∥∥ϕ∗n − ϕ∗2

∥∥∥∥2

ρ

= 2

(∥∥∥∥ϕ∗n2
∥∥∥∥2

ρ

+
∥∥∥ϕn

2

∥∥∥1

ρ

)
. (2.47)

Ou encore

‖ϕ∗n − ϕ∗‖2
ρ = 2

(
‖ϕ∗n‖2

ρ + ‖ϕn‖2
ρ

)
− 4

(∥∥∥∥ϕ∗n + ϕ∗

2

∥∥∥∥2

ρ

)
.

Ce qui nous donne

0 ≤ lim
n→∞

‖ϕ∗n − ϕ∗‖2
ρ ≤ lim

n→∞
‖ϕ∗n − ϕ∗‖2

ρ ≤ 4u(ρ) + 4u(ρ) = 0 (2.48)

C.Q.F.D.
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Corollaire 2.3 Si : un(p) −→ u(p), alors

Ln(z) = (C(E)Φ(z)nϕ∗ (z))({1 + εn (z)}) (2.49)

où

εn (z)→ 0 (2.50)

uniformément sur les compacts de Q et ϕ∗ est la solution du problème extremal (2.39).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition (2.46) et du corollaire (2.37)

et (2.38).

2.6 Conclusion

Le problème du comportement asymptotique (2.43) admet la solution (2.49), si on arrive à

établir la formule

lim
n→∞

un(ρ) = u(ρ).

On a toujours

u(ρ) ≤ un(ρ) ≤ ‖ϕn‖ρ, (2.51)

pour toute fonction

ϕn (z) =
Qn (z)

[C(E)Φ(z)]n
où : ϕn(∞) = 1, Qn ∈ Pn. (2.52)

Pour établir (2.43), il suffit d’exhiber une suite particulière de fonctions ϕ̂n du type (2.52),

telle que

lim
n→∞

‖ϕ̂n‖2
ρ = u(p). (2.53)

Dans ce cas (d’existence d’une telle suite) on a d’après (2.51)

u(ρ) ≤ lim
n→∞

supun(ρ) ≤ lim
n→∞

sup‖ϕ̂n‖2
ρ = u(ρ).

Ce qui implique (2.43).

Construction de ϕ̂n :

On peut choisir

ϕ̂n(z) =
Fn(z)

[Φ(z)Φ(z)]n
, (2.54)

où Fn(z) sont les polynômes de Faber généralisés associés à ϕ∗.

Plus précisément, on définit Fn comme partie polynomiale du développement en série de

Laurent à l’infini du produit ϕn(z)Φ(z)n, ϕ∗ vérifiant

‖ϕ∗‖2
ρ = inf

ϕ∈Pn, ϕ(∞)=1
‖ϕ‖2

ρ (2.55)
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On considère dans ce mémoire la construction faite par Ya. L. Geronimus [12, chapitre

IV section 4.1 page 53], [13, chapitre IV section 4.1 page 53], [14, chapitre IV section 4.1 page

53].

Plus précisément, si on note par Φ(z) la partie polynomiale du développement en série de

Laurent de Φn(z) au voisinage de l’infini et λn(z) = Φn(z) − Φn(z), Ya. L. Geronimus a

démontré le théorème suivant :

Théorème 2.16 (Ya. L. Geronimus) (1956). Soit E un contour de Jordan rectifiable et une

fonction poids ρ(z) définie sur E telle que

ρ(ξ) ≥ 0; ξ ∈ E, (2.56)

ρ ∈ L1(E, |dξ|) et ρ ∈ L1(E, |dξ|), (condition de Szego), (2.57)

et un(ρ) et u(ρ) définis respectivement par (2.35) et (2.39). Considérons aussi

λn(z) = Φn(z)− Φn(z). (2.58)

Si λn(E) −→ 0 uniformément sur E, alors

lim
n→∞

un(ρ) = u(ρ). (2.59)

Ce réultat de Guérounimus nous permet d’énoncer le résultat principal de ce chapitre 02.

Théorème 2.17 Soit E un contour de Jordan rectifiable vérifiant la condition

λn(ξ) −→
n→+∞

0 uniformément sur E, (λn = Φn − Φn), n→∞.

Soit ρ fonction poids définie sur E tq ρ(ξ) ≥ 0 et ρ ∈ L1(E, |dξ|) (condition de Szego). Alors

Ln(ϕ) = |(C(E) Φ(z)|n ϕ∗(z)({1 + εn (z)}), (2.60)

où εn (z) −→
n→+∞

0 uniformément sur les compacts de Ω.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (2.52) et (du corollaire 2.58).
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Chapitre 3

Comportement asymptotique des

polynômes polaires associés aux

polynômes orthogonaux sur le contour

Le chapitre 3 est divisé en 2 parties. On donne dans la première partie ce chapitre la defi-

nition des polynômes polaires primitives des polynômes orthogonaux sur le contour, on donne

les propriétés structurelles de ces polynômes polaires qui permettront nous aider à résoudre le

problème de comportement asymptoique de ces polynômes polaires.La deuxième partie de ce

chapitre 3 est consacrée est élaborer les formules asymptotiques des polynômes polaires associés

aux polynômes orthogonaux sur le contour. On se base essentiellement sur l’article de Szego

[9], et de Smirnov [63], la formule asymptotique.

3.1 Polynômes polaires associés aux polynômes orthogo-

naux sur le contour

Notons par {Pn,α (z)}n=0,1,2.... la suite des polynômes polaires moniques associés à la suite

des polynômes orthogonaux moniques {Ln(z)} sur le contour. Pn,α (z) est par définition solution

de l’équation différentielle

(n+ 1)Ln (z) = Pn,α (z) + (z − α)P ′n,α (z) (3.1)

et vérifie les relations suivantes

(n+ 1)

∫ z

α

Ln (t) dt = (z − α)Pn,α (z) , n =, 1, 2..., (z 6= α, α ∈ C) (3.2)
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et

((z − α)Pn,α (z))z=α = 0, n = 1, 2... (3.3)

Les propriétés précedentes impliquent∫
E

[
Pn,α (ξ) + (ξ − α)P ′n,α (ξ)

]
ξνρ (ξ) |dξ| = 0, ν = 0, 1, ..., n− 1 (3.4)

ou encore ∫
E

[
Pn,α (ξ) + (ξ − α)P ′n,α (ξ)

]
Lm (ξ)ρ (ξ) |dξ| = 0, m 6= n. (3.5)

Avec ces notations on obtient aussi∫
E

[
Pn,α (ξ) + (ξ − α)P ′n,α (ξ)

]
Lm (ξ)ρ (ξ) |dξ| = (n+ 1) ‖Ln‖2 , n = 0, 1, 2.... (3.6)

Définition 3.1 [8],[9]. Soit Qn polynôme de degré n. Notons par zn,1, zn,2, ....zn,n les zéros

simples de Qn et par νn (Qn) la mesure suivante dite mesure de masse supportée par les zéros

de Qn

νn (Qn) =
1

n

n∑
k=1

δzn,k , (3.7)

δzn,k est la mesure de Dirac concentrée sur le point zn,k.

Définition 3.2 Soit {µn}∞n=1 une suite de mesures à support compact. On dit que {µn}∞n=1

convege faiblement vers la mesure µ quand n→∞ si

lim
n→∞

∫
fdµn =

∫
fdµ, (3.8)

pour toute fonction f continue sur C à support compact. Dans ce cas on écrit µn
∗→ µ ou

dµn
∗→ dµ ou dµn(x)

∗→ µ′(x)dx si µ est absolument continue.

Notons par ‖.‖4 la norm sup sur l’ensemble 4 et Cap(4) la capacité logarithmique de 4

([8], [3], [9] sur la notion de capacité logarithmique). Ceci étant on a le résultat suivant :

Lemme 3.1 [8], [9]. Soit ∆ ⊂ C un ensemble compact tel que

int(4) = ∅, C\(4) est connexe et Cap(4) > 0.

Soit {Qn (z)}∞n=0 une suite de polynômes moniques (i.e. Qn (z) = zn + ..., ) tels que

lim sup
n→∞

‖Qn‖
1
n
∆ ≤ Cap (∆) .

Alors

νn (Qn)
∗−→ ω∆,

ω∆ est la mesure équilibrée de ∆ ([8], [9], pour plus de détails sur la mesure équilibrée).
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Théorème 3.1 [8], [9].

lim
n→∞

Q′n (z)

nQn (z)
= lim

n→∞

∫
dνn (x)

z − x
=

∫ lim
n→∞

dνn (x)

z − x
=

∫
dω∆ (x)

z − x
, (3.9)

où lim
n→∞

νn (x) = ω au sens de la convergence faible, νn est la mesure de masse supportée par les

zéros de Qn.

Lemme 3.2 Soit {Qn (z)}∞n=0 une suite de polynômes. Alors pour j ∈ N, on a

lim sup
n→∞


∥∥∥Q(j)

n

∥∥∥
∆

‖Qn‖∆


1
n

≤ 1. (3.10)

Les lemmes suivants nous seront utiles pour la suite :

Lemme 3.3 [6], (théorème de Lucas, [65]), (théorème de Badkov, [51]). Soit Pn un polyôme

de degré n. On suppose que tous les zéros de Pn sont situés dans le disque unité. Alors tous les

zéros des polynômes dérivés P (m)
n , m = 0, 1, 2, ..., k, sont situés dans le disque unité. D’autre

part Si |z| = 1, alors

|P ′n (z)| ≥ n

2
|Pn (z)| . (3.11)

Lemme 3.4 [43], (théorème de Abdul Aziz). Soit Pn = zn+
∑n−1

j=0 ajz
j un polynôme de degré

n. Posons M = Max
0≤j≤n−1

|aj|. Alors tous les zéros de Pn sont contenus dans le cercle |z| ≤ 1+M.

Lemme 3.5 [43], (théorème de Abdul Aziz). Soit Pn = zn+
∑n−1

j=0 ajz
j un polynôme de degré

n. Posons M = Max
0≤j≤n−1

|aj|, alors tous les zéros de Pn sont contenus dans la région

|a0|
2 (1 +M)n−1 (1 + nM)

≤ |z| ≤ 1 + λ0M, (3.12)

où λ0 est la solution unique de l’équation

x = 1− 1

(1 +Mx)n
,

dans l’intervalle [0, 1] .

Lemme 3.6 [34], ( théorème de Q.I.Rahman). Soit Pn (z) un polynôme de degré n tel que

tous les zéros de Pn (z) sont contenus dans le disque unité |z| ≤ 1. Si |a| > n+2
n
, alors

((z − a)Pn (z))′ possède une seule racine dans le disque |z − a| ≤ |a|+1
n+1

.

Toutes les autre n− 1 racines sont contenues dans le disque unité |z| ≤ 1.
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Remarque 3.1 On va maintenant énoncer un lemme dont la démonstration est un peu com-

pliquée mais son application est la base de la formule asymptotique à l’extérieur d’un contour.

Ce résultat a été obtenu par G.Szegô en 1921.

Lemme 3.7 [20], [22], [21]. Soit Ω un domaine simplement connexe, Γ = ∂Ω est un contour

de Jordan rectifiable. Soit ϕ la transformation conforme de Ω vers l’extérieur du cercle unité,

vérifiant les conditions suivantes

ϕ (∞) =∞ et ϕ′ (∞) = τ.

Soient z(n)
k ∈ ext(Γ), k = 1, 2...n et Pn (z) le polynôme d’interpolation vérifiant

Pn

(
z

(n)
k

)
= f

(
z

(n)
k

)
, k = 1, 2...n. (z ∈ Ω) . (3.13)

Si

lim
n→∞

n∏
k=1

(
z − z(n)

k

)
(τ.ϕ (z))n

= 1. (3.14)

Uniformément sur les compacts de Ω. Alors

lim
n→∞

Pn (z) = f (z) . (3.14)

Uniformément sur les compacts de Ω.

3.2 Comportement asymptotique des polynômes polaires

associés aux polynômes orthogonaux sur le contour

Ce paragraphe contient la deuxième partie des résultats originaux de cette thèse. (En repm-

laçant la transformation conforme Φ par ϕ). Il s’agit des formules asymptotiques des polynômes

polaires associés aux polynômes orthogonaux sur le contour

Théorème 3.2 (1952, [25]) Soit E un contour de Jordan rectifiable et ρ une fonction poids

définie sur le contour E tel que

ρ ≥ 0 et
∫
E

|ξ|n ρ (ξ) |dξ| < +∞, n = 0, 1, ... (3.15)

et la condition dite de Szego suivante∫
E

(log ρ(ξ)) |ϕ′(ξ)| |dξ| > −∞. (3.16)
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Notons

mn(ρ) = Min
{
‖Qn (z)‖Lp(E,ρ) , Qn = zn + ..., Qn (∞) = 1

}
. (3.17)

Alors on a

lim
n→∞

mn(ρ)

C(E)n
= µ (ρ)

1
p , (3.18)

et

lim
n→∞

∥∥∥∥ Ln(z)

C(E)nϕn(z)
− ϕ∗ (z)

∥∥∥∥
Hp(Ω,ρ)

= 0, (3.19)

et

Ln(z) = C(E)nϕn(z)ϕ∗ (z) [1 + εn(z)] , (3.20)

uniformément sur es compacts de Ω. Dans ce cas, ϕ∗, la solution optimae est donnée par la

relation suivante∥∥∥∥ DE,ρ(z)

DE,ρ(∞)

∥∥∥∥p
Hp(Ω,ρ)

= ‖ϕ∗‖pHp(Ω,ρ) = inf
{
‖ϕ‖pHp(Ω,ρ) , ϕ (∞) = 1

}
= µ (ρ)

Théorème 3.3 Avec les mêmes notationset les mêmes hypothèses que celles du théorème 3.2

de Ya. L. Geronimus, on a

lim
n→∞

Ln+1 (z)

Ln (z)
= C(E)ϕ (z) , (3.21)

et

lim
n→∞

L′n (z)

Ln (z)
− nϕ

′ (z)

ϕ (z)
=
ϕ∗′ (z)

ϕ∗ (z)
, (3.22)

et

lim
n→∞

L′n (z)

nLn (z)
=
ϕ′ (z)

ϕ (z)
(3.23)

uniformément sur les compacts de Ω.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (3.20).

Théorème 3.4 Soit E un contour de Jordan rectifiable et ρ une fonction de poids définie

sur le contour E telle que

ρ ≥ 0,
∫
E

|ξ|n ρ (ξ) |dξ| < +∞ et
∫
E

(log ρ(ξ)) |ϕ′(ξ)| |dξ| > −∞. (3.24)

Alors on a

lim
n→∞

Ln (z)

Pn,α (z)
= (z − α) lim

n→∞

P ′n,α (z)

nPn,α (z)
, (3.25)

et

lim
n→∞

Pn+1,α (z)

Pn,α (z)
= C(E)ϕ (z) , (3.26)

uniformément sur les compacts de Ω.
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Démonstration. Divisons les deux membres de l’égalité (3.1) par nPn,α (z) on a

n+ 1

n

Ln (z)

Pn,α (z)
=

1

n
+ (z − α)

P ′n,α (z)

nPn,α (z)
.

D’où le point (3.25). Ainsi le point (3.26) provient du point (3.25) et du fait que

lim
n→∞

Pn+1,α (z)

Pn,α (z)
= lim

n→∞

Ln+1 (z)

Ln (z)
.

Ce qui termine la démonstration.

Corollaire 3.1

lim
n→∞

L′n (z)

nLn (z)
= lim

n→∞

P ′n,α (z)

nPn,α (z)
, (3.27)

uniformément sur les compacts de Ω.

lim
n→∞

L′n+1 (z)

nLn (z)
= C(E)ϕ′ (z) . (3.28)

Démonstration. L’égalité (3.1) donne

L′n (z)

Ln (z)
=

(z − α)P ′′n,α (z) + 2P ′n,α (z)

(z − α)P ′n,α (z) + Pn,α (z)
.

Alors
L′n (z)

nLn (z)
=

P ′n,α (z)

nPn,α (z)

(z − α)
P ′′n,α(z)

nP ′n,α(z)
+ 2

n

(z − α)
P ′n,α(z)

nPn,α(z)
+ 1

n

.

D’où le point (3.27). D’une autre façon et en utilisant la décomposition

L′n+1 (z)

nLn (z)
=

L′n+1 (z)

nLn+1 (z)

Ln+1 (z)

Ln (z)
(3.29)

on obtient l’assertion (3.28) en appliquant (3.27) et (3.21).

Remarque 3.2 Remarquons que(
Ln
Pn,α

)′
=

Ln
Pn,α

(
L′n
Ln
−
P ′n,α
Pn,α

)
,

on obtient donc

lim
n→∞

P ′n,α (z)

nPn,α (z)
= lim

n→∞

L′n (z)

nLn (z)
=
ϕ′ (z)

ϕ (z)
, (3.30)

uniformément sur les compacts de Ω.

Corollaire 3.2

lim
n→∞

L′n (z)

P ′n,α (z)
= (z − α)

ϕ′ (z)

ϕ (z)
, (3.31)

uniformément sur les compacts de Ω.
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Démonstration. Effectuons la décomposition suivante
L′n (z)

P ′n,α (z)
=

L′n (z)

nLn (z)

Ln (z)

Pn,α (z)

nPn,α (z)

P ′n,α (z)
.

Appliquons (3.23) et (3.25) on obtient (3.31).

Théorème 3.5

lim
n→∞

P ′n,α (z)

nPn,α (z)
=
ϕ′ (z)

ϕ (z)
(3.32)

et

lim
n→∞

P ′n+1,α (z)

nP ′n,α
= C (E)ϕ′ (z) (3.33)

uniformément sur les compacts de Ω.

Démonstration. Pour tout nombre complexe fixé α, les polynômes polaires Pn,,α (z) véri-

fient

lim
z−→α, α est un pôle de Pn,α

Pn,α (z) = (n+ 1) lim
z−→αα∈E

∫ z
α
Ln (t) dt

z − α
= (n+ 1)Ln (α) .

On sait que

(log (z − α)Pn,α (z))′ =
((z − α)Pn,α (z))′

(z − α)Pn,α (z)

Avec l’aide de (3.1). On obtient

(log (z − α)Pn,α (z))′ = (n+ 1)
Ln (z)

(z − α)Pn,α (z)

Intégration de a vers z, les deux membres de cette égalité, on obtient
(z − α)Pn,α (z)

(a− α)Pn,α (a)
= exp (n+ 1)

∫ z

a

Ln (t)

(t− α)Pn,α (t)
dt. (3.34)

Ceci montre que

Pn,α (z) =
a− α
z − α

Pn,α (a) exp (n+ 1)

∫ z

a

Ln (t)

(t− α)Pn,α (t)
dt

Avec (3.34), on obtient

lim
n→∞

Pn+1,α (z)

Pn,α (z)

(
Pn+1,α (a)

Pn,α (a)

)−1

= exp lim
n→∞

∫ z

α

Ln (t)

(t− α)Pn,α (t)
dt.

Ce qui revient à montrer que

lim
n→∞

P ′n,α (z)

nPn,α (z)
=
ϕ′ (z)

ϕ (z)
.

La preuve du point (3.32) est achevée. Le point (3.33) s’obtient en tenant en compte (3.32) et

(3.26) et en remarquant que
P ′n+1,α (z)

nPn,α
=

P ′n+1,α (z)

nPn+1,α (z)

Pn+1,α (z)

Pn,α
.

Ce qui revient à montrer que

lim
n→∞

P ′n+1,α (z)

nPn,α
= C (E)ϕ′ (z)

Ce qui achève la preuve de théorème.
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Conclusion générale

Dans ce travail nous avons apporté une contribution à un problème n’est facile dans le

domaine de la théorie constructive des polynômes polaires associés aux polynômes orthogonaux

et leur comportement asymptotique.Le résultat principal porte sur l’étude du comportement

asymptotique des polynômes polaires des polynômes orthogonaux sur un contour.Il est très

possible que les formules asymptotiques obtenues trouveront leurs applications dans plusieurs

domaines des physiques- mathématiques.Il est utile de dire que le projet des polynômes polaires

avec tous les autres polynômes orthogonaux ou non orthgonaux associés aux polynômes ortho-

gonaux relativement à n’importe qu’elle mesure,auront leur lieu privilège et joueront leur rôle

dévolu dans le problème de comportement asymptotique des polynômes orthogonaux et autre

problèmes d’approximation polynômiales en norme ( les problèmes de la convergence uniforme

par une meilleure approximation polynômiale).

ALHAMDOU LILLAH OUA ASSALATOU OUA ASSALAMOU ALA SIDNA

RASSOULI ALLAH
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