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Notations Principales

Si Q est un domaine de R¥(d = 1,2, 3), on note par.

I’adhérence de 2

la frontiere de €2, supposée souvent réguliére.

une partie de la frontiére I' .

la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de I'y.

la normale unitaire sortante a I'.

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies sur Q.
les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o définies sur €.
I'espace des fonctions réelles continfiment différentiables sur €.

Iespace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a

support compact contenu dans ).

I’espace des distributions sur €2.

l'espace L2(Q)%.

'espace L2(€Q)%*4,

l'espace H'(Q).

I'espace {0 € Q tel que dive = (04;;) € H}.

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I'.

Pespace Hz ().

Pespace dual de Hz (T).

Pespace dual de Hp = H~2 (D)%

I’application trace pour les fonctions vectorielles.
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Notations Principales

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

Hd

ded

(., )m

<'7 ‘>H’><H

I
Hl

I'espace {x = z;/z; € H}.

V'espace {x = x;;/x;; = x5 € H}.

le produit scalaire de H.

le produit de dualité entre H' et H.
La norme de H.

I’espace dual de H.

Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps, k € N et 1 < p < 400, on note par :

C(0,T;H)
CH(0,T; H)
17(0,T; H)

Nl zeo,7; 1)
Wk(0,T; H)

- lwoe 0,758

I'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H.

I'espace des fonctions continiiment dérivables sur [0, 7] dans H.
I'espace des fonctions mesurables sur [0,7"] dans H.

telles que fOT lu(t)|5dt < 400 avec les modifications usuelles

si p = +o00.

la norme de LP(0,T; H).

I’espace de Sobolev de paramétres k et p.

la norme de W*?(0,T; H).

Pour une fonction u ; on note par

Vu

w, U
6Z'U, U;
Divu
e(u)

Sd

AP

b.p.

le gradient de u.

les dérivées premiére et seconde de u par rapport au temps.
la dérivées partielle de u fonction .

la divergence de wu.

la partie symétrique du gradient de u = 2(Vu + V7).
I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R%.
le tenseur identité du second ordre sur R

puissance p de I'opérateur A.

des constantes génériques strictement positives.

presque partout.
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Notations Principales

dp(xo) le souc différentiel de ¢ au pois g
D(A) domaine de A
P(H) l'ensemble des parties de H



Introduction générale

Le contact des corps élastiques déformables,avec ou sans frottement,est la relation entre
les forces normales (pression de contact) et le mouvement relatif entre le corps et la fonda-
tion. Les problémes de contact sont présents dans de nombreux processus industriels et dans
la vie quotidienne. Des problémes dynamiques de contact avec frottement entre un corps
viscoélastique et un obstacle a effet thermique ont été réalisés dans [6, 3, 7] et plus récem-
ment dans [1| [21]. Le résultat dans [14, 15, 16], [17],on peut trouver plusieurs classes de
problémes dynamiques de contact par frottement par inégalités hémivariationnelles avec ou
sans effets thermiques.Pour plus d’informations sur le probléme quasistatique et dynamique
sans effets thermiques, reportez-vous a[18, 9] [10].Un certain nombre d’articles étudiants
les problémes thermo-viscoélastiques de contact quasistatique avec frottement peuvent étre
trouvés dans [2, 13, 19]. Essoufi et.al [12, 11] étudier deux modéles dynamiques de contact
avec frottement entre un corps électro-viscoélastique et une base rigide non conductrice,
utilisant le modeéle de Tresca et Coulomb pour le contact. Les auteurs dans [4] ont introduit
un probléme de contact quasistatique d’évolution d’'un corps viscoélastique avec une fon-
dation, ils ont modélisé le contact avec compliance normale et une loi de frottement local.
Ils ont établi 'existence d’une solution unique et la dépendance continue de la solution aux
conditions aux limites de contact.

Cette mémoire se compose de quatre chapitres : Dans le premier chapitre, on commence par
définir le cadre physique, les lois de comportement des matériaux thermo-viscoélastiques,
les lois de contact avec ou sans frottement, les conditions aux limites et nous présentons
le probléme de contact avec adhésion en termo-viscoélasticité . Dans le deuxiéme chapitre,

nous passons en revue quelques résultats concernants les espaces fonctionnels, les espaces



Introduction générale

liés aux opérateurs de déformation et de divergence, les espaces des fonctions a valeurs, vec-
torielles les équations, les éléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert. Nous
rappelons sur quelques théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations et
le Lemme de Gronwall. Quant au troisiéme chapitre, nous avons abordé a la formulation du
probléme de contact avec frottement et adhésion entre un corps thermo-viscoélasticite et un
fondation, Nous avons également présenté les hypothéses fondamentales pour le probléme
a étudier.Enfin, nous conclusion le chapitre a I’étude de la formulation variationnelle. Le
dernier chapitre est consacré de démontrons 'existence et d’unicité d'une solution faible
en utilisant des techniques des inéquations variationnelles paraboliques et hyperboliques et

arguments du point fixe.



Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ou nous allons
introduire le cadre physique utilisé dans cette mémoire, il est déstiné a rappeler ’équation
de mouvement de Cauchy, a décrire les lois de comportement thermo-viscoélastique. Par
ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de contact avec frottement

et adhésion.

1.1 Cadre physique

Dons cette section, nous allons introduire le carde physique dans ce mémoire et la for-
mulation mathématique appropriée a ’étude de probléme de contact avec frottement entre
un corps thermo-viscoélastique et une fondation.

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné 2 C R?(d = 2,3) avec une surface
frontiére réguliere 02 = I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, 'y et I's, telles que
mes(I'y) > 0. Nous notons par v la normale unitaire sortante & I'. Le corps est encastré
sur 'y dans une structure fixe.sur I's agissent des tractions surfaciques de densité f5 et
dans € agissent des forces volumiques de densité fy et d’une source de chaleur donnée par
la fonction ¢. Soit T" > 0 et soit [0,7] 'intervalle de temps en question. Le corps est en
contact avec frottement avec un obstacle sur la partie I's. Nous prenons en considération les
propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera d’étudier 1’évolution de ces propriétés

dans le temps, sous '’hypothése des petites transformations.
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Nous notons par S¢(d = 2,3) l'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R?
(d =2,3),”."et ||.|| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur R? et S? tels que :
wv =uv;, vl = (wo)Y? Yu,v eRY, 1<i,j <d,

o1 =01 7]l = (7'-7')1/2 Vo,7 €8 1<i,j<d.

Nous désignons par u,, u, les composantes normale et tangentielle d'un vecteur u a la
frontiére tels que

U, = u.v, Uy = U — Uy (1.1)

Nous notons par o = o(x,t) le champ des contraintes, par v = u(x,t) le champ des
déplacements et par £(u) le champ des déformations infinitésimales tels que z € Q et 3 =
B(z,t) le champ d’adhésion telle que x € I's, pour tous ¢ € [0, 7.

Pour le champ des contraintes ¢ nous notons par o, et o, les composantes normale et

tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov
o, = (ov).v, o, =0V — 0o, (1.2)
Les relations (1.1) et (1.2) nous permettent d’écrire la relation suivante :
(ov).v = 0,0, + 0,.0;. (1.3)

qu’on va l'utiliser pour la démostration de formulation variationnelle de probléme mécanique
de contact. Les points au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rapport au

temps et la virgule représente la dérivée par rapport a la variale spatiale, c’est a dire

dt’ dt?’ 7 Omy

ou @ désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations.Pour le champ

de vitesses wu les notations 1w, et 1w, représentent respectivement les vitesses normale et

tangentille a la frontiére, c¢’est-a-dire

U, = U.V, Uy = U — Uy V.
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La relation entre le champ des déplacements u et le champ des déformations € dans I’hypo-

thése des petites transformations est donnée par
1 . o
e(u) = (ey(w),  eylu) = Sluig +wje),  Divo=(oyy), 1<ij=<d  (14)

Notons qu’ici et tout au long de la mémoire, un indice qui suit une virgule indique une
dérivation partielle par rapport a la composante correspondante a la variable spatiale.
Passons maintenant a la description un modéle mathématique associée cadres physique ci-

dessus.

1.2 Modéle mathématique

Nous commencgons avec le modéle mathématique qui décrit 1’évolution du corps dans
le cadre physique. Les fonctions inconnues du probléme sont le champ des déplacements
u:Qx[0,T] = R? le champ des contraintes o :  x [0, T] — S% le champ de températeure
0:Qx[0,T] = R.

On sait qu’en général, ’évolution d’un corps matériel est décrite par 1’équation de mouve-
ment de Cauchy
Divo + fo = pii dans € x [0, 7. (1.5)

ou p : 2 — R, désigne la densité de masse. Le processus d’évolution défini par (1.5)
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se
simplifier. ot le champ des vitesses @ varie trés lentement par rapport au temps, le terme

pii peut étre négligé et I’équation (1.5) devient
Dive + fo =0 dans Q x [0,T]. (1.6)

L’équation (1.6) s’appelle I’équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par (1.5)
s’appelle processus quasistatique. Nous rappelons que dans le cadre physique f; et fy varient
trés lentement par rapport au temps. Par conséquent, nous supposons que les accélérations
dans le systéeme sont négligeables. Nous nous plagons donc dans le cas quasistatique et nous

utilisons 'équation (1.6).
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Puisque le corps est encastré sur 'y, le champ des déplacements s’annule
u=0 sur I'y x [0, 7. (1.7)
La condition aux limites en tractions est
ov = fy sur [y x [0,T7. (1.8)

Nous allons compléter ultérieurement le modéle mathématique (1.5)—(1.8) par les conditions
de contact sur la partie I's de la frontiére.

Du point de vue mathématique 1’équation (1.5) ne suffit pas & modéliser le probléme d’équi-
libre précédent car, par exemple, les d’'ui du champ des déplacement ne figurent pas dans
cette équation. Par remarquons que 1’équation (1.5) exprime une loi univeselle valable pour
tout les solides. Donc, soumis a des conditions identique les divers milieux continus auraient
des comportements indentique. Ceci est naturallement absurde. Par conséquent, il faut lui
ajouter d’autre relations qui caractérise le comportement de chaque type de solide. C’est

I'objet des lois de compertement que nous décrirons dans la section suivante.

1.3 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur
des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser
pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidi-
mensionnels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de comportement.
Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone,
essais de charged écharge, essais de fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénoménes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi
constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o,

le tenseur des déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles & et €.
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Loi de comportement viscoélastique

le corps suit une loi de compotement de Kelvin-Voigt de la forme
o(t) = As(u(t)) + Be(u(t)) te[0,T]. (1.9)

ou A et B sont des fonction constitutives non linéaire, tel que A représente 'opérateur de
viscosité et B est 'opérateur d’élasticité.

Pour un corps élastique, la loi se réduit a
o= A(e(u) (1.10)

Dans le cas viscoélastique avec mémore long ,le corps suit une loi de comportement de

Kelvin-Voigt de la forme
t
o= Ae(u) + Be(u) + / G(t — s)e(u(s))ds, (1.11)
0

Ici G est le tenseur de relaxation d’ordre quatre qui définit le comportement du matérieau
avec mémore long

lorsque G =2 0 on retrouve la visoélasticité de la mémoire courte

o= Ae(u) + Be(u) (1.12)

Loi de comportement thermo-viscoélastique

Nous citons également parmi les lois thermo-viscoélastiques, une autre loi de comporte-

ment qui est méme une généralisation de la loi (1.9), et écrit sous la forme
o(t) = As(u(t)) + Be(u(t)) — M(6(t)) te[0,T]. (1.13)

ol M est un opérateur de dilatation thermique.

On reppelle qu’en visoélasticite linéaire, le tonseur de contrainte o = o;; est donne par
045 = aijklskl(U) + bijklskl(u) + mw(e(t)) (114)

Ot 045, @;jk1, bijri, mij représentent respectivement les composantes du tenseur des contraintes

o , du tenseur de viscosité A et du tenseur d’ elasticite B
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L’évolution de champ de températeur 6 est régie par ’équation de la chaleur, obtenue a

partir de la conservation de I’énergie, et définie par I’équation différentielle suivante :
0 — div(KV6) = —Re(u(t)) + q. (1.15)

ou ¢(z,t) est la quantité de chaleur dans la volume € durant U'intervalle de temps ot K =
(kij) représente le tenseur de conductivité thermique avec div(KVO) = (k;;0,), et ¢ est
une fonction constitutive non linéaire qui représente la densité du volume de la source

températeure.

1.4 Conditions aux limites

Nous nous plagons dans le cadre physique et nous présentons en détails les conditions
aux limites sur chacune des trois parties I'y,I'5, et I's, avec une discription de l’aspect

mathématique et micanique de ces conditions .

1.4.1 La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'1, le champ des déplacements
u est par conséquent nul

u=0 sur Iy x][0,T]. (1.16)

1.4.2 La condition aux limites de traction.

Une traction surfacique de densité f, agit sur ['y et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy ov satisfait a :

ov = fy sur Ty x [0,T]. (1.17)

1.4.3 La condition aux limites de contact bilatérale

Quand le contact entre le corps et la base est maintenue en tout temps on dit que c’est

un contact bilatéral. C’est généralement le cas dans de nombreuses machines et entre les
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piéces et composants d’équipement ou de machines mobiles. Comme il n’y a pas d’écart

entre le corps et la base nous avons
u, =0, sur  I'3 x [0,7]. (1.18)

La condition de contact bilatéral (1.18) a été utilisé dans un certain nombre de document,
pour plus de détails voir par exemple [30, 32]. On note ici que dans le le troisiéme chapitre

de cette mémoire nous placons dans ce type de contact.

1.4.4 La condition de contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

a priori. La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance normale

— 0y = pulu, — g). (1.19)

ol u, est le déplacement normal, g représente 'interstice entre le corps et la fondation et
p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale.

La relation (1.19) est dite condition de compliance normale et singifie que la fondation
exerce une pression suivant la normale sur le corps en fonction de sa pénétration u, — g. Des

conditions de contact avec compliance normale ont été utilisées par exemple dans [29, 28, 31].

Remarque 1.4.1. Dans le cas ou l'interstice entre le corps et la fondation est nul on prend
g=20.

Pour la fonction de contrainte normale p, on prend comme exemple la fonction suivante

pu(r) = cry (1.20)
ol ¢, est une constante positive et ry = max{0,r}. Un deuzieme exemple est donné par

cyTr4 8L r < a,
pu(s) = . (1.21)
c,o Stor >,

ol a est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de
contact (1.19) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle dépasse

a, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.
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1.5 Contact avec ou sans frottement

1.5.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait, ot sans frottement, I’action mécanique transmissible par obs-
tacle entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpendiculaire

au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation
or =0.

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que le
mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige a introduire une loi
de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les autres variables

du systéme.

1.5.2 Contact avec frottement

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes nor-
males du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par loi de frottement nous
comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o, et le déplacement tangentiel u.,

ou la vitesse tangentielle ..

Contact bilatéral avec frottement de Tresca

La loi de Tresca présente un seuil de frottement fixe g lorsque le solide et la base rigide
sont en contact, la base rigide exerce sur le solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un
certain seuil g :

lo-|| < g sur T's x [0,T].

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil g, le milieu continu ne peut pas

se déplacer par rapport a l'obstacle et il y’a blocage, ce qui traduit par :

ol <g= 1, =0 sur I's x[0,7].

10
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Lorsque ce seuil est atteint le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport a la
base rigide et il y’a alors un glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse. Par

conséquent, on a :
lo-|| =g = ilexiste A >0 tel que o, =—\i, sur I's x[0,T].

En conclusion, les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’écrivent alors comme

suit :
(

u, =0

orl| <9
-1 sur I's x [0,7].

ol <g= 1, =0

\ ol =9g= ilexiste A >0 tel que o, ==\,

ou g > 0 est le seuil de frottement.

Loi de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues et elle est plus réaliste. Elle se
caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et elle

peut s’énoncer sous la forme :

o] < plowl,
oo || < plo,| = i, =0, (1.22)
oo || = plo,| = 3IX = 0 tel que o, = — ..

ol o, est la contrainte tangentielle, i > 0 est le coefficient de frottement, ., représente le

déplacement normale et tangentielle.

ozl < pr (uw — g)
_(77':p7'(uv_g)L si iLT#O,

(L

sur '3 x (0,7)

ou p, sont des fontions données et g représente | interstice initiale.

11



Chapitre 2

Outils mathématiques

Ce chapitre est consacré a la description des espaces fonctionnels utilisés dans ce mé-
moire et nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations
et inéquations variationnelles, des théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démons-
trations et quelques hypotheéses qui facilite notre probléme.

Nous supposons dans ce chapitre que Q C R%(d = 2,3) le domaine initialement occupé
par un corps thermo-viscoélastique. €2 est censé étre ouvert et délimité par une frontiére
suffisamment réguliere I'. I" est partitionné en trois parties mesurables, I' = 1"y UT', UT'3, ol

I'1, Iy et I's sont des ensembles ouverts disjoints et mes(I'y) > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions & valeurs
réelles qui nous aident a comprendre les propriétés des espaces appropriés a la mécanique.
Nous allons définir les espaces de fonctions continues, contintiment différentiables, les fonc-

tions intégrables et les espaces de Sobolev.

Pour tout multi-indice o = (av, ..., ay) d’entiers positifs ou nuls on désigne par
olely,
Dau = o naz | Ao - (21)
1 o - - . T4

ou |a| = a3 + as + -+ - + ay est la longueur de a.

12
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2.1.1 Fonctions continues et continiiment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur {2 est noté par C(f2) et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par

Wle@ = supflllv@)], = € Q}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et posséde une unique extension continue

sur . Pour tout entier m, 'espace C™ () donné par
C™(Q) ={v e C(Q)/D* € C(Q) pour |a| < m}.

est ’espace des fonctions continues sur €2 dont les dérivées d’ordre au plus m sont également

continues sur €. Il est aussi un espace de Banach s’il est muni de la norme

’U|Cm(ﬁ) = Z |DQU‘C(§)'

laf<m

L’espace C°(€2) désigne I'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
Cx(@Q) = () Cc™ ().
m=0

Nous pouvons maintenant parler de ’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur

I’ensemble €2 & support compact inclus dans €2, défini par

Co° () = {v € C*(Q)/supp v C O},

ou supp v = {v € C®(Q)/v(x) # 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un sous

ensemble propre de €2, on dit que v est une fonction a support compact dans 2.

2.1.2 Espaces L'(1)

Définition 2.1.1. (Espace de Lebesgue). Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle ’espace
de Lebesgque LP(Q) l’ensemble

LP(Q) ={v:Q — R/v Lebesgue mesurable sur Q et |v|P Lebesgue integrable sur §}.

C’est un espace de Banach s’il est muni de la norme
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[ollzrey = (g o) ).
sip=o00 et v:§ — R mesurable, alors on définit ||.|| L) par
|0]| Lo () = supess (v) =inf{c: |v(x)| < c}.
L’espace L>*(Q)) est aussi un espace de Banach.
Définition 2.1.2. Soit p € R, 1 < p < 00, on dit qu’une fonction u : 0 — R appartient a

LP

loc

de K.

(Q) si uolg € LP(Q) pour tout compact K C ), ou I représente Uapplication identité

Remarque 2.1.1. Soit u € LY (), si on a

/Q w(@)p(@)de =0 Yy € CR(9),

alorsu =0 p.p. dans ).

2.1.3 Espace de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur espace de Sobolev H'()
défeni par

HY(Q) ={uec L*Q) OueLl*N),i=1,..d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L?(Q)? pour tout
ue HY(Q).

On sait que H'(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u, V) () = (u,v)20) + (i, Oiv) £2(q).-
et la norme associée
[l 1110y = (u,v)ép(m et on écrit [Jullq) = lulliai) + 1 Vulliz(q)- (2.2)
On a les résultats suivants :
C'(Q) est dence dans H'(€2).

Théoréme 2.1.1. (" Rellich )

14
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H'(Q2) C L*(2) avec injection compacte.

Théoréme 2.1.2. (trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue y :

HY(Q) — L*(T) telle que yu = u |p pour tout u € C*(£2).

Remarque 2.1.2. ['espace L*(T') ci-dessus represénte ’espace des fonctions réelles sur T'
qui sont L? pour la mesure superficielle dU'. L’application s’appelle application de trace ;
elle est définie comme le pronlongement par densité de 'application w — u | définie pour
u € CHQ).

On note que Uapplication de trace v : H () — L*(T') est un opérateur compact.

Définition 2.1.3. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00], nous définissons l’espace de
Sobolev WEP(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) Va, |a| < k;Tv, € LP(Q); tel que v, = Du}.

Remarque 2.1.3. Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier D“u
et v,. La norme sur lespace W*P(Q) est donnée par

1 .
(2 ID%ullo))r  si 1<p<oo

jal<k

[l e
Da oo ) - .
max [| D% o) st p =00
Pour p = 2, on note par H*(Q) Uespace W*2(Q) et la norme précédente provient d’un

produit scalaire.

2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et de di-
vergence

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et
associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés,
notamment les théoréemes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions définies
sur un intervalle réel et a valeurs dans ’espace de Hilbert. Toutes les notations ainsi que les
espaces fonctionnels utilisés dans cette mémoire sont introduits dans cette section. Pour sa

rédaction nous nous sommes inspiré de [22, 23, 24, 25, 27|
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Ici et partout dans ce manuscrit nous utilisons la convention de I'indice muet. Par ailleurs,
I'indice aprés une virgule dénote la dérivée par rapport a la composante correspondante de la
variable spatiale x. Dans toute la suite, 2 C R? est un domaine borné avec une frontiére de
Lipschitz notée I'. Pour le champ de déplacements et le champ des contraintes nous utilisons

les espaces suivants
.

H = (L*(Q)%,

i, = (H'(Q)%,

Q ={r=(n): 75 =1 L*(V},
Q1 ={oce€e@Q:Dive € H}.

(
Les espaces H, Hy,(Q) et ()1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

donnés par

4
<U, U>H = fQ uivid'x7
o,T) = [, 04Tidz,
( Q fQ g'ig (2.4)
<’LL, U>H1 = <U, U>H + <€(u)’ 5<U)>Q7
(0,7)g, = (o,7)g+ (Dive,Divr)y.
\
ol ¢ et Div sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis par
1 :
e(u) = (ei5(w)),  ey(u) = 5(uig +uz), Dive = (0y).
Les normes sur les espaces H, Hy,Q,Q; sont notées par || - ||a || - a1l - llo et || - oy,

respectivement. Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a
la frontiére est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation v
pour désigner la trace de yv sur I', Rappelons que ’application de trace

v Hy — L?(I')? est linéaire et continue, mais n’est pas surjective. et nous notons par v, et

v, les composantes normales et tangentielles de v sur la frontiére données par
U, =0-U, Up =V — U

Nous définissons de fagon analogue les composantes normale et tangentielle d’'un champ

régulier o € Q1 par les formules

o, =(ov) v, o,=o0v—0,.
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Rappelons aussi la formule de Green ci-dessous :

(0,e(v))g + (Dive,v)g = /ol/.vda, Vv € Hj. (2.5)

r

Soit V' le sous-espace fermé de H; défini par :
V={veH :v=0sur I} (2.6)
Ensuite, nous considérons le sous-espace convexe fermé U de V donné par
U={veV:u, <gsur s} (2.7)
Pour le champ de températeure, nous définissons l'ensemble F de H'(Q) par
E={we H'(Q) w=0 sur I UTy}, (2.8)
et on considére le produit scalaire et la norme correspondante donnés par :

@.me=(V0,.Vn)u, |nlle=mngV0nek (2.9)

D’aprés le théoréme de la trace de Sobolev, il existe une constante C1 > 0 qui ne dépend
que d’Qet de T telle que
17llz2y) < Chllnlle Ve E (2.10)

Puisque mes(I'y) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,

| V1 2> Cr |Inlle VneE (2.11)

Rappelons que lorsque ¢ € L?(2)¢ est une fonction réguliére, la formule de Green est
satisfaite

(@, Vw) 120y + (Div q,w) r2(0) = / qu.wda, Yw € Hy. (2.12)
r

Théoréme 2.2.1. (Inégalité de Korn)

Si mes(I';) > 0, alors il existe une constante cq > 0 dépendant uniquement de Q et I’y
telle que
le@)lle = callvlln, VveV. (2.13)
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Sur V' nous considérons le produit scalaire donné par

(u,v)y = (e(u),e(v))g, Vu,veV, (2.14)
et soit || - ||y la norme associée, i.e.
[ollv = lle()lle Vo eV (2.15)
Par l'inégalité de Korn, il vient que || - ||g, et || - ||y sont des normes équivalentes sur V' et
ainsi (V]| - ||) est un espace de Hilbert réel.

Preuve. On a d’apreés (77?)

(U,U)H1 = <uaU>H + (5(u),5(v))Q.
Alors
ol = (ol + lle@)l3)?,

[Wllz, = lloll + lle@)lle

le(@)llg < lle@)lig + vl (2.16)
d’apres (2.13) et (??) on obtient
Allollz, < eIy < lle@)Ig + llvliz,
collvllm < lle(@)lle < [lvllm- (2.17)

Alors ||.|| g, équivalent ||.||q-

]

En outre, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante dg, > 0 dépendant

uniquement de €2, I'; et I's telle que
[oll(z2raye < dallvllv Yo e V. (2.18)

Pour p € [1, 00|, nous utilisons la norme standard de L?([0, 7], V). Nous utilisons également

I'espace de Sobolev W1>([0,T]; V) équipé de la norme

lvllwroeo,1vy = 0]l zoe om0y + 1101l Lo (0,77, (2.19)
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2.3 Compléments divers

Opérateurs linéaires bornés

Définition 2.3.1. Soit H un espace de Hilbert et un corps K, qui sera (K =R ou C). Une

application T : H — H est dite opérateur linéaire si
T(ax+ py) =aTx+ Ty, Vr,ye H o,fekK

Définition 2.3.2. On dit qu’un opérateur T défini sur H est borné s’il existe une constante
C telle que
[Tz) < Cllf|-

Théoréme 2.3.1. Pour tout opérateur T € L (H) la norme de T est donné par
1T = sup{||T||,z € H, ||=[| = 1}.

Définition 2.3.3. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une
constante m, > 0 telle que

a(v,v) > mq|[v]fy.

Définition 2.3.4. Une forme bilinéaire m : X x X — R ; est continue sl existe un réel
M, > 0, tel que

|a(u, )| < M|[ullv[ullv,

Théoréme 2.3.2. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) Etant donné n €

X', il existe f € X unique telle que

(mv)xxx = (f,v)x YveX,

on a de plus

Inllx = 1[fllx-

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur X peut se représenter de

maniére unique a ’aide du produit scalaire.
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2.4 Fonctions convexes et semi-continuité inférieure

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeur dans
| = 00, +00]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale & +oo,

c’est a dire sl existe up € X tel que p(ug) < +00. La fonction ¢ est dite convexe si
o(tu+ (1 —t)v) <tp(u) + (1 —t)p(v) Yu, ve X,tel0,1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout
u, v € X tel que u # v. Pour toute fonction ¢ : X —] — 0o, +00], on définit le domaine et

I’épigraphe de ¢ respectivement par :
dom ¢ ={u € X p(u) < +oo}, epi p ={(u,a) € X p(u) < a}.
Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants :
1. ¢ est propre si et seulement si dom ¢ # ¢.
2. Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.

3.  est convexe si et seulement si epip est un ensemble convexe de X x R.

La fonction ¢ : X —] — 00, +00] est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) si
liminf p(u,) > ¢(u),

pour tout u € Xet u,, — u dans X. La propriété de semi-continuité inférieurement peut

étre caractérisée par :

Lemme 2.4.1. Soit ¢ : X —] — 00, +00], alors Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est semi-continue inférieurement.

2. L’épigraphe de ¢ est fermée dans X x R.

2.5 Equations différentielles non linéaires

On considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (.,.)x et de la norme

associée ||.||x-
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2.5.1 Equation différentielle parabolique non linéaire

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones et de

Lipschitz. Pour cela, Soit A : X — X un opérateur non linéaire.

Définition 2.5.1. L opérateur A : X — X est dit :

1. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u —v)x > mllu—v|%, Yu,v€ X,
2. de Lipschitz sl existe M > 0 tel que
|Au — Av||x < M|ju—v|x, Vu,veX.

3. hémicontinu si pour tous u,v € X L’application t — (A(u + tv),v)x est continu de

R dans R
Proposition 2.5.1. Tout opérateur de Lipshitz est hemcontinu.

Théoréme 2.5.1. Soit V. C H CV un triplet de Gelfand et soit A:V — V un opérateur

hemicontinue et monotone satisfaisant.
(Av,v)y > w|vlp + A Yo e V. (2.20)

|Avly < C(jvly +1) YveV. (2.21)

Pour des constantes w > 0,C' > 0 et A\ € R Etant donnée ug € H et f € L*([0,T];V), il

existe une fonction unique u satisfait
we L([0,T); V)N C([0, T} V), ae L*([0,T];V).

U+ Au(t) = f(t) p.p t€][0,T].

u(0) = ug, v(0) = vy
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2.5.2 Equation différentielle hyperbolique non linéaire

La théorie des équations d’évolution non linéaires nous améne a étendre la notion d’opé-
rateur. Un opérateur (multivoque) sera une application de X dans P(X) ensemble de partie
de X. Le domaine de A est 'ensemble D(A) = {x € X Ax € X # 0} et I'image de A est

I'ensemble R(A) = |J Ax. Si pour tout x € X, 'ensemble Az contient au plus un élément
zeX
on dira que A est univoque. Nous justifierons ultérleurement I'intérét des opérateurs multl-

voques.

Notion d’un operateur multivoque maximal monotone
Définition 2.5.2. Un opérateur multivoque A de X est monotone si
Va,y € D(A); (Av — Ay,z —y) > 0.

Ou plus precisément

VX e AzY € Ay; (X =Y,z —5y) >0

Définition 2.5.3. Un opérateur A de X est dit maximale monotone s’il est mazimal dans

I’ensemble des opérateurs monotones.

Proposition 2.5.2. A est un opérateur maximal monotone si et seulement si A est mono-
tone et pour tout (x,y) € H X H tel que (y — Az, x — x9) > 0, Vayg € D(A), alorsy € Ax.

Ou plus précisément

(y — Yo, x — x9) >0, Yyo € Axg alorsy € Ax

Proposition 2.5.3. Si A un opérateur monotone et continue alors A est maximal monotone.

Définition 2.5.4. Soit p : X — (—o0,+00| et soit u € X. Le sous-différentiel de ¢ en u

est ’ensemble

Op(u) ={f € X : p(v) = p(u) = (fiv—u)x Yve X}

On note

DOp)={ue X : 0p(u)#0}.
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La Fonction ¢ est dite sous-différentiable en u € X si u € D(0y), et chaque élément
f € Op(u) s’appelle sous-gradient de ¢ en w. La fonction ¢ est dite sous-différentiable si
elle est sous-différentiable en tout point de X, est-a-dire si D(0p) = X.

Proposition 2.5.4. Soit ¢ : H —|—00, +00| une fonction propre sur H, le sous différentiel

Oy est monotone.

Démonstration.

Soient x1, x5 € H, soient y; € d¢ (x1) ,y2 € dp (22), on a par définition,
y1 € 0p (x1) == Op (x2) > 0 (1) + (T2 — 71, Y1)
Y2 € O (12) <= 0 (11) = O (v2) + (v1 — T2, Y2)

par addition,

@ (r1) + ¢ (72) > 0 (21) + @ (T2) + (22 — 21, 91) + (¥1 — T2, 92) -

Alors,
(v2 — @1, 1) + (21 — @2, 2) <0
donc,
(21 — 2, y1) + (@1 — T2, —y2) =0
et par suit,

<$1 —Z2,Y1 — ?J2> Z O,V.Z'l,.flfg € H.

D’ou, dp est monotone.

Proposition 2.5.5. Soit H un espace de Hilber et f : H — H une fonction convexe et s.c.i

alors Of et un opérateur mazimal monotone sur H

Proposition 2.5.6. Soit A un opérateur maximal monotone et B monotone lipschitzien

deH dans H alors A + B est mazimal monotone

Théoréme 2.5.2. SoitV C H C V' un triplet de gelfanld :
Soit A -V — V' un opérateur linaire hemicontinue et monotone satisfaisant le coercivité
sutvante :

(Av, vy + alv* > wlvl} Yo e V
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otae€R etw>0
étant donné f € WH(0.T.H) et ug, vy ot :

u €V , vy € D(M), {Aug+ Muvo} N H # 0.

Alor il exist une que selution u satisfait

u € Wh(0.T.V)NW*>*(0.T.H)

d?u du
du
U(O) = Uy, aa)) = 9.

2.6 Enoncés de certains théorémes

(Théoréme de point fixe de Banach)

Théoréme 2.6.1. Soit K un sous ensemble fermé et non-vide de [’espace de Banach
(X, ||.|x)- Supposons que :

A K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ € [0, 1] telle que :
|Au — Av||x < c|lu—v|x, VYu,ve K.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que Au = u. Pour lopérateur A™ : K — K

défini par la relation :
A™ = AA™Y), m > 2.

Théoréme 2.6.2. Soit K un sous-ensemble fermé et non-vide de ’espace de Banach (X, ||.||x)
et soit A : K — K. Supposons que A : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors, A a un point fixe unique dans K.

2.6.1 Lemmes de Gronwall

Lemme 2.6.1. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t €
[0,7], a > 0 une constante, et p € C([0,T];R).
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.S

alors :

St

alors :

o(t) ga—l—/otm(s)ds—i—/otn(s)w(s)ds vt € [0,7],

W(t) < (a+ /0 tm(s)ds) exp ( /0 tn(s)ds) vt € [0,7).

P(t) <m(t) + a/otw(s)ds vt € [0, T,

/Otw(s)ds < oot /Otm(s)ds

Dans le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 2.6.1. Soit n € C([0,T];R) tel que n(t) > 0 pour tout t € [0,T], a > 0. Si
¥ € C([0, T];R) est une fonction telle que

alors

() < a+/0 n(s)y(s)ds Vt e [0,T],

W(t) < aexp (/Otn(s)ds> vt e [0,7).

Lemme 2.6.2. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0, n(t) > 0Vt € [0,T], a > 0.

Soit également 1 : [0, T] — R une fonction telle que

Alors

—w ) < a +/ m(t dt—i—/ n(t)y(t)dt Vs e [0,T].

[(s)| < (a+/osm(t)dt) eo i w5 e [0, 7).

Dans le cas particulier n = 0, le Lemme précédent devient :

Corollaire 2.6.2. Soit m € C([0,T|;R) tel que m(t) > 0 ¥Vt € [0,T] et soit a > 0.

Soit également 1 : [0, T] — R une fonction telle que

Alors,

% <a+/m (t)dt Vs e [0,T].
()| < a+/sm(t)dt Vs € [0, 7).
0
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Chapitre 3

Probléme thermo-mécanique et

formulation variationelle

Probléme P

Trouver un champ de déplacements u :  x [0,7] — R% un champ de contraintes,

o :Qx[0,T] — S¢, un champ de température 0 : Q x [0,T] — R tels que
o = Ae(i) + Be(u) — M(6) dans Q2 x [0,T],

Dive + fo = pi(t) dans Q x [0,77,
0 — div(KV0) = Re(u(t)) + ¢ dans Q x [0, 7],
u=0 sur 'y x[0,7],

ov = fy sur 'y x[0,T],

6 =0 swl,UT, x [0,7],
—oy(u(t) = g) = pu (w(t) — g), sur I's x (0,7),
{w(t) < pr (w(t) — 9),
i (t) 7 0 = a,(8) = pr (1w (8) — g) 72

dq(t)
ov

sur 'y x (0,7)

= ke (wn(t) — g) b1, (0() — ) sur Ty x (0,T)

u(0) =uy 60(0) =6y u(0) =1 sur.
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Probléme thermo-mécanique et formulation variationelle

ot (3.1) sont la loi de comportement thermo-viscoélastique du matériau, o = (0;;) @ Q x
(0, T) — S le tenseur de stress, . L’équation (3.2) est 'équation du mouvement. L’équation
(3.3) est la loi de Fourier de conduction de la chaleur ot une fonctionR = (R;;)décrire
I'influence de ladéplacement champ. Ici et ci-dessous Div o = 0;; ; désignent 'opérateur de
divergence pour les fonctions tensorielles et vectorielles. Les conditions (3.4) - (3.5) sont
le déplacement et la condition aux limites thermiques. Les conditions initiales sont repré-
sentées dans ’équation (3.10). Relation (3.7) représente la condition normale de contact de
conformité, Lorsqu’il est positif, u, — greprésente la pénétration de la surface en parités dans
celles de la fondation. La loi de frottement de Coulomb est considérée en relation (3.8) ou
p- est une fonction prescrite non négative, appelée borne de friction. Enfin, la relation (3.9)
représente une condition de contact thermique régularisée ot % est la dérivée normale de ¢
telle que :

La fonction constitutive linéaire ¢ : Q x R? x R — R satisfait les propriétés suivantes :

—L if s<-—L,
ke(r)=0 if r <0,
or(s)=q s if —-L<s<IL, (3.11)
ko(r) >0 if r>0,
L if s>1,

ol L est une grande constante positive, Par la suite, nous supposons aussi que les forces
volumiques fy, les tractions surfaciques, fo et la densité de la source de chaleur externe

satisfont les régularités
fo € C([0,T); H), f2 € C((0,T]; L*(T)"), ¢ € W"([0,T]; L*(2)). (3.12)

Les données initiales satisfont les conditions suivantes :

uy € U, (3.13)

b € £, (3.14)

0r € L*([0,T); L*(T3)), (3.15)

ke € L®°(Q,R,). (3.16)

Aijii = Ajirg = Auij € L=(Q), (3.17)
Bijki = Bjiri = Bigij € L=(Q), (3.18)
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ICij == ’C]’i € LOO(Q), (319)
Mij = ./\/lji S LOO(Q), (320)
Rz‘j = Rji € LOO(Q) (321)

Nous considérons les fonctionnelles 7 : V xV - R x : V x Q X Q — R comme suit :

j(u(t)’ U) = /1" bv (Uu(t) - g) Uuda + /1" Pbr (U'T(t) - g)(H,UT”V) (322)
x(u(t), 0(t),m) :/p ke (uy(t) — g) o (0(t) — 0p(t)) nda, (3.23)

Le théoréme de représentation de Riesz, nous permet de définir les fonctions f : [0,T] —

Vet g : [0,T] — @ respectivement

(f(t),v)y = / fo(®)vdz + [ fo(t).vda Yv eVt €[0,T]. (3.24)
Q Iy
t , = dx, ¥ . 3.2
(@n(01)g = [ wlOmiz¥n e Q (3.25)
Les conditions (3.27) impliquent
fec(o,T]V). (3.26)
les opérateurs suivants
a:VxV =R, a(u,v) = (Az(u),e(v))n, (3.27)
b:VxV =R, buv) =(Be(u),e(v))y, (3.28)
d:0xQ =R, do,n) =KV, V), (3.29)
m:QxV =R, m0,v) = (Mbew))xy, (3.30)
e:VxQ—=R, e(un =(Re),n)rn- (3.31)

Il existe des constantes positives m,, m; et my telles que
a(v,v) = malloly,  b(v,v) = mllvllir,  d(n,n) = mallnl, (3.32)
Les opérateurs a, b, d, m et e vérifient la propriété suivante

|a(u, v)| < Mal[ullv[ullv, [b(u,v)] < M|lullv||v]lv,

|d(@,m)] < Mall@llellnllq, [m (8, v)] < Mull0llqllvllv, e(u, n)] < Mc[lullv[nlle,

(3.33)
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Probléme thermo-mécanique et formulation variationelle

La fonction de compliance normale p, et fonction de contact tangential p, satisfont I’hypo-

theses suivantes pour r = v, 7 :

(

i) pr: Ty xR > Ry,
i1) * — pr(x,u) est mesurable surl's, pour toutu € R,

iii) © — py(x,u) = 0 foru < 0, p.px € I's,

iv) Il existe L, > 0 tel que|p,(.,u) — p.(.,v)| < L.|u — v|, par tous wu,v € Ry.
\

(3.34)
(i) Les forces, la traction et le flux thermique satisfont
fo €WHL(0,T; L2(Q)Y),  f € W <O,T; L2 (FQ)d) Lgo € L2 (0, T; L2(Q)) .
i1) La fonction d’écart et le potentiel thermique satisfont,
g>0,g€ L>(Ts),sur Op, € L?(0,T; L* (T3)), (3.35)

i71) La masse volumique rhosatisfait

p € L>(Q), etilexiste p* >0 tel que p(x) > p* pp z€R.

\iv)La fonctionnelle j est propre , convexe et semi-continue inférieure surV

Le coefficiont d’échange thermique k. : I'3 x R — RTsatisfaire :

i)1l existe My, >0 tel que |k.(z,u)] < My, pourtous u€ R =€ sz — k.(x,u)
est mesurable sur I's pour tous = € R, k.(z,u) =0 pour tous z € '3 et u <0

ii)ll existe Li, >0 tel que |k (z,u1) — ke (2, u2)| < L, |ug — ug|, pour tous up,us € R.

(3.36)

i)Tles données initiales ug et 1wy du probléme(P)satisfont wy € U, 1 € D(07),
i)l existe h € L*(Q)? tel que

b(uo,v—uo) +CL<U0,U—1.J/0) —|—j(u0,v) —j(UQ,uo) Z (h,U—’[J,O),\V/U < V.
(3.37)
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Probléme thermo-mécanique et formulation variationelle

3.1 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green (2.5), on obtient

(oi(t),e(v—=u(t)))o+(Dive(t),v—u(t)y = /Fa(t)u.(v—U(t)) da, Vv € Hy,t € [0,T].
on trouve
(oii(t), e(v — u(t)))o + (Div o (t), v — a(t)) s = /

I

—i—/ ov.(v—u(t)) da, YoeV.
I's

ov.(v—1u(t)) da + / ov.(v —1u(t)) da

I'>

En utilisant la définition (2.7) de 'espace U combinée avec les condition (3.2), (3.5) et (3.2),

on obtient

{oi(t), e(v —u(t)))q + (a(t), e(v —(t)))q — /Q Jo-(v —a(t))dx

(3.38)
= / fa-(v —a(t))da +/ ov.(v —u(t))da, YveV.
T2 I's
En utilisant (1.3) la décomposition du tenseur de Cauchy :
ov(v—1u) =0o,(v, — u,) + o (v — Ur).
D’apres (3.8) on obtient
(v = i) = —pr 1ty — ) o (07 — o)
Or \Ur =Ur) = —Pr (Uy — G - Vr —Ur
|- |
> pr (o = 9) | itr || =5y (wo— g) | 0 || pip. sur T,
Car u, - u, =|| 4, ||? et @, - v, <|| @, ||| v- ||; sur les points de I'3 oul 44, = 0 nous avons

o7 (U —Ur) = 0r v > — | o7 ||| v ||
> —pr (uy — 9) | v7 [|= pr (uo — 9) || @r || —p7 (w0 — g) || v+ |

car || o, ||< pr (u, — g) et || @, ||= 0. sur ' on obtient

/F o (= i) da > / (= 9) (e | = | 0 1) do. (3.39)

Gardant a 'esprit (3.24), on remplace (3.39) dans (3.38), on peut écrire I'inégalité (3.38)

comme suit :
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(a(t), e(v —u(t))q + ( Ae(u) + Be(u) = M(0) ,e(v - W)))Q—/ pr (s = g) (I 67 [| = [ v- [) da

> : fo.(v —a(t))da + /Qfo.(v —u(t))dx
Combinant maintenant (3.27),(3.28),(3.30) et (3.22) on trouve
(i(t),v —u(t)) + alu(t),v —u(t)) + b(u(t),v —u(t)) — m(0(t), v — u(t))
+j(u(t), v) = g(u(t),u(t)) = (f({t),v = a(t))v,

On multipie scalairement I’équation (3.3) par w € F (w = 0 sur I'; UT3), en appliquant la
formule de Green(2.12) on obtient

(3.40)

/Qé(t)wd:l?—l—(/CVH(t),Vw)Lz(Q)d—/FICVH(t).uwda—(Rs(v),w)LQ(Q) :/Qq(t)wd:v. (3.41)

(0(t), w)r2) + (KVO(t), Vw) 2y + /F ke (uy(t) — g) o1 (0(t) — Op) vwda — (Re(v),w) 2
= / q(t)wdzx.
Q

Nous utilisons les définitions (3.23), (3.25) et (3.31), (3.31) de R, et x(t) respectivement,

(3.42)

avec (3.42) on écrit

(é(t)7 w) + d(e(t)7 w) - €(U(t), w) + X(U(t), Q(t)a w) = (ch(t)7 w)E ) (343)

Probléme Py

Trouver un champ des déplacements w : [0,7] — V, un champ de contraintes

0 :10,T] = Q1, et la champ de températeure 6 : [0,7] — R tels que

o(t) = Ae(i(t)) + Be(u(t)) — M(6(t)) (3.44)

(ii(t), v — a(t)) + a(u(t), v — u(t)) + bla(t), v — a(t)) — m(O(t), v — 1(t)) )
+j(u(t),v) = j(u(t),w(t)) = (f(t),v—ult))v,

(0(t),w) + d(6(t),w) — e(u(t), w) + x(ult), 0(t),w) = (gm(t),w) (3.46)

u(0) = g, 0(0) = Oy, 1(0) = 1o (3.47)
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Chapitre 4

Existence et unicité de la solution

Le résultat principal de cette section est le suivant

Théoréme 4.0.1. Supposons que les hypothéses (3.27)(3.28)(5.30)-(3.37) soient vérifiées.
Alors, il existe une unique solution (u,0) du probléme (3.47) -(3.45) qui vérifie

w e Whee(0,T; V) N W2=(0,T; H), (4.1)

0 € L2(0,T; E) N C ([0, T]; L*(Q)). (4.2)

La démonstration de ce théoréme se fait en plusieurs étapes et s’appuie sur I’argument
de l'inégalité variationnelle d’évolution non linéaire du second ordre et sur le théoréme du

point fixe de Banach. Soit o € L*(0,T;V) et 8 € L?(0,T; L*(Q2)) donné par
((t), v — 1o (t)) = m (0s(1),v — a(t)) (4.3)

(B(1),n) = —e (ualt), n) + x (ua(t), O5(t),n) . (4.4)

Un Trois de fonctions (u, o, 0) qui vérifie (3.44)-(3.47) est appelée solution faible du probléme
mécanique P. Nous concluons par le Théoréme 4.0.1 que, pour tout ¢ € [0,7]. Il s’ensuit

maintenant de (3.35) que Dive € C([0,T]; Q1) ce qui montre que
o C(0,T); Q). (45)

Démonstration du Théoréme 4.0.1

La démonstration du Théoréme 4.0.1 sera effectuée en plusieurs étapes et elle est basée sur
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Existence et unicité de la solution

les résultas abstraits donnés par le Théoréme 2.6.1 A cet effet nous supposons dans la suite

que définition 2.5.1 -(3.21) sont satisfaites; ci aprés, ¢ est une constante générique positive

qui peut dépendre de €2, 11,13, L et R, dont la valeur peut changer d’un endroit a ’autre.

Pour raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des

diverses fonctions sur x € QUT.

Soit n € C([0,T]; V) et a € C([0,T]; Q1) des fonctions données et soit

Tna(t) = Ae(lna(t)) + £(n(1)).

Dans la premiére étape, nous considérons le probléme intermédiaire suivant :

Probléem P,,

(o (t),v — Ua(t)) + a (ua(t),v — Un(t)) + b (Ua(t),v — Ua(t)),
- (Oé(t), U= ua(t» +j (ua(t)7 U) - ] (ua(t)v uo&(t)) Z (f(t)vv - ua(t»\/ ,VU € ‘/7
ua(0) = ug, 1, (0) = .
Nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant.
Una(0) = u(0).

Dans I'étude du probléme variationnel P,, nous avons le résultat suivant :

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Lemme 4.0.1. Pour toutv € U et pour p.p t €]0,T|, le probléme (4.7)-(4.8) admet une

unique solution u, satisfait la régularité (4.1).
Preuve. Par le théoréme de représentation de Riesz, on définit I'opérateur
(fa(t), v)y = (f(1),v)v — (a(t), v)v.
Alors (4.7)-(4.8) peut s’écrire

(tig(t), v — e (t)) + b (e (t),v — U (t)) + a (ua(t), v — ta(t))

(4.10)

(4.11)



Existence et unicité de la solution

P,o admet une solution unique, de plus la solution satisfait

Par les hypothéses (3.17), et (3.32) I'opérateur a est continu symétrique bilinéaire et coercif.
Ensuite, nous définissons I'opérateur multivoque B : V +— V par B = b+ 07.

D’apres (3.32), (3.33) et Proposition 2.5.3, b est maximal monotone, et par Proposition
2.5.5 on peut démontrer que dj est maximal monotone et en utilisant Proposition 2.5.6 on
déduire que B maximal monotone.

Par (3.37) les conditions initiales ug et 1y satisfont la condition {aug + big} N L2(2)¢ # 0.
Finallenet en tilisant Théoréme 2.5.5 nous obtenons la régularité (4.1).

Dans la deuxiéme étape, nous considérons le probléme variationnel suivant de la tempéra-
ture.

Problem(PVy,)

‘Trouver une température 65 : Q2x]0,7[— R p.p ¢t €]0,T] et n € Etel que

(95(6),m) + A (B5(8), m) + (B(2). m) = (aunlt). M) (412)
05(0) = 6. (4.13)
Le résultat de ce probléeme est présenté dans le lemme suivant.
Lemme 4.0.2.

Il existe une solution unique pour le probléme (4.12)-(4.13) qui satisfait (4.1).
Preuve. En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, il existe un opérateur gg

défini par
(qﬂ(t)v 77)15 - (ch<t>7 n)E - (6@)7 n)E (414)

Alors, le probléme (4.12),(4.13) peut s’écrire comme suit

(65(0).m) + A 5(2).m) = (as(0).m).

05(0) = 6.

(4.15)

D’aprés les hypothes (3.32) et (3.33) l'opérateur est lineaire et coercive est un hémicontinu
et monotone. Par (4.14) et la régularité de g, on obtient que g5 € L*(0,T; F).
I1 découle maintenant du théoréme 2.3.2 qu’il existe une unique fonction s qui vérifie

(4.1).
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Existence et unicité de la solution

Dans la derniére étape, pour tout ¢ € [0, 7] nous définissons 'opérateur

Ala, B)(t) == (As(ev, B)(t), Ao(, B)(t)) € V X E, (4.16)

donné par
(Ai(a, B)(t),v) :=m (05, v) (4.17)
(Az(a, B)(t),n) = —e (ua(t),n) + X (ua(t), 05(t),n) (4.18)

et on a le résultat suivant

Lemme 4.0.3.

For (o, ) € L*(0,T;V) x L*(0,T; E) V'opérateur A is continu. De plus, il existe un
unique tel (a*, %) € L*(0,T;V x E)that A (a*, 8*) = (a*, 3*).Preuve.
Laisser(a, 3) € L*(0,T;V x E) et laissez ty,ty € [0,T]. De (4.17) et (3.33), il s’ensuit que

[A1(a, B) (t1) — M, B) (t2)llyw g < M 105 (1) — 05 (2) |5 - (4.19)

En tenant compte de la régularité de g, nous avons trouvé que A;(a, 8) € C([0,T]; V).
La relation (4.18) combinée avec (3.33) (3.36), et (2.10), il existe une constante positive ¢

dépendant de M., M,,, L, My.,Cs, et Cs, tels que

[A2(a, B) (t1) — Aa(e, B) (t2) Iy 2

(4.20)
< ¢ (llua (t1) = ua (t2) Iy + 105 (t1) — 05 (t2) ]| )
Puis, Ay(a, 8) € C([0,T1], E). Par conséquent, on en déduit que A est continue.
Aussi de u,,(t) = f(f g, ($)ds 4+ ug pour i = 1,2, on trouve
2 ' 2
[ty (1) = way (D) < C/ [ty (5) = tas (s) ]y ds. (4.21)
0

En utilisant I'inégalité (4.7), on trouve

(ﬂal (t) - IdOtQ (t>7 ual (t) - ibag (t)) +b (ual (t) - uo@ (t)v ual (t) - uoéz (t))
@ (tay (1) = oy (1), Tty (1) = tay (1)) + (e (t) = aa(t), dha, (1) — 1, (1)) (4:22)

j (ucu (t)a ual (t)) - ] (ual (t>’ uaz (t)) - ] (ua2 (t)v uoq (t>> + ] (ua2 (t>7 Ua2 (t)) < 0.
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Existence et unicité de la solution

De plus, d’apreés (2.10) ,(3.13) , (3.22) et (3.36),(3.35) on a

|] (ual (t)v ual (t)) - j (ual (t)7 ua2 (t)) - .7 (ua2 (t>’ uoq (t)) +j (uaz (t)v uO@ (t))| (4 23)
< Cgﬁ (LV + LT) ||ua1 <t> - uaz(t)HV Hual (t> - 7.j’az(t)“V

On intégre la relation (4.22) 4 0 en ¢ et on utilise (4.23),et (3.32) et la condition initiale

Ua, (0) = U0, (0) = 1y pour obtenir
o [ i (5) = a5 s+ 5 i () = )1
< _/0 (041<S) - 0{2(8), qu <t> - uaz(t)) ds (424)

+ (Mo + G5, (Ly + L)) /0 [0, (5) = Uy (8) ||y - [[thay (5) = oy (8)]ly ds

Ensuite, en utilisant l'inégalité zy < ka? + ﬁgﬁ, (k > 0)et Gornw toute inégalité, nous

obtenons que
t
1y (8) = was (D7, < 0/ laua(s) = aa(s)]ly, ds (4.25)
0

Dans l'ordre des mots de (4.7), il s’ensuit que

(052(8) = 02u(8), 05, (1) = 05,(6)) + d (03, (8) — 05, (£), 05 (1) — 025 1))

(4.26)
+ (Bu(t) = Ba(t), 0, (1) = 05,(t)) = 0.
Similaire & (4.25), nous avons
18:4(8) = 85,013 < [ 1) = Balo) s (420

Maintenant, en combinant (4.20), (4.25) et (4.27), on obtient

1A (@, B1) (1) = Az, B) (D)l < C/O (a1, B1) () = (a2, B2) (5)IIywpds  (4.28)

Répéter cette inégalité n fois donne

|A™ (a1, B1) — A" (g, Bz)HZLQ(O,T;VxE)
o (4.29)

2
< [[(c1, B1) = (a2, Bo)ll 7207 v <)

n!
Ce qui implique que pour n suffisamment grand, A™ est un opérateur de contraction dans

'espace de Banach L*(0,T;V x Q).
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Existence et unicité de la solution

Par conséquent, A a un point fixe unique. Nous avons maintenant tout ce qui est néces-
saire pour prouver le théoréeme 4.0.1 Preuve du théoréme 4.0.1.

soit le point fixe de I'opérateur I' et soit u.,¢5. soit la solution de (4.7)-(4.8) et (4.12)-

(4.13) respectivement, pour (o, ) = (a*, %), la définition de A on trouve que la paire
(u(’;*, 62) est une solution de Probléme (PV')Unicité : L'unicité de la solution est une consé-

quence du point fixe de 'opérateur A donné par (4.16).

37



Conclusion générale

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a 1’étude un probléme de contact entre
un corps déformable et une fondation. Le contact est modélisé avec une une condition de
compliance normale avec frottement. Le comportement des matériaux est modélisé avec une
loi de comportement thermo-viscoélastique linéaire. Une formulation variationnelle du pro-
bleme thermo-mécanique est dérivée, et I'existence et I'unicité de la solution faible peuvent
étre prouvées si le coefficient de frottement est suffisamment petit.

La preuve est basée sur les arguments des inégalités variationnelles dépendantes du temps,
des équations différentielles et du théoréme de Banach & point fixe.
Enfin, ce probléme peut étre approche numériquement en utilisant les méthodes itératives

des éléments finis et des différences finies.
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-Résume:

Dans mon mémoire, j'ai étudié la question des solutions de
I'équation mathématique pour le frottement des corps
élastiques collants avec des corps solides et la possibilité
d'avoir une solution unigue pour ce probléme.
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solution, viscoélasticité , contact dynamique.
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