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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude d’'un modéle impliquant un contact sans frottement entre un
corps électro-élastique a mémoire longue et une base adhésive conductrice. Le processus est mécani-
quement quasi-statique et électriquement quasi-statique. Nous modélisons le matériau a I’aide d’une
loi de comportement électro-élastique non linéaire générale a variable d’état interne et le contact a
compliance normale et contrainte unilatérale, ot I’adhésion est prise en compte, ainsi qu’une condi-
tion de conductivité électrique régularisée.

Dans notre travail, nous avons présenté une formulation variationnelle du probleme, puis établi
I'existence et 'unicité de la solution sous certaines hypothéses sur les données.

La preuve repose sur des équations d’évolution non linéaires avec des opérateurs monotones, des
équations différentielles et des arguments de point fixe de Banach.

Mots clés :

Processus quasi-statique, sans frottement, variable d’état interne, adhésion, compliance normale, so-
lution faible, point fixe.

Abstract

This memoire is devoted to the study of the model involving a frictionless contact between
an electro-elastic body characterized by long memory and a conductive adhesive foundation. The
process is mechanically quasistatic and electrically static. We model the material with a general
nonlinear electro-elastic constitutive law with internal state variable and the contact with normal
compliance and unilateral constraint, where the adhesion is taken into account and a regularized
electrical conductivity condition.

In our work we in present a variational formulation of the problem then we established the existence
and uniqueness of the solution under assumptions on the data.

The proof is based on nonlinear evolution equations with monotone operators, differential equations
and Banach fixed point arguments.

Keywords:

Quasistatic process, frictionless, variable state internal, adhesion, normal compliance, weak solution,
fixed point.
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INTRODUCTION GENERALE

)

L effet piézoélectrique est caractérisé par le couplage entre les propriétés mécaniques et
électriques des matériaux. Un matériau déformable présentant un tel comportement est appelé
matériau piézoélectrique. Ces matériaux sont largement utilisés comme interrupteurs et action-
neurs dans de nombreux systémes d’ingénierie, en radioélectronique, en électroacoustique et
dans les équipements de mesure. Des modéles généraux pour les matériaux élastiques a effet
piézoélectrique, appelés matériaux électro-élastiques, sont présentés dans [5]. Les problémes de
contact, avec ou sans frottement, entre deux corps déformables ou entre un corps rigide et un
corps déformable sont trés courants dans I'industrie et la vie quotidienne [9]. Récemment, ces
problémes impliquant des matériaux élasto-piézoélectriques [3], viscoélastiques [24] ou élasto-
viscoplastiques [15] ont été étudiés. Les processus d’adhésion sont importants dans de nombreux
environnements industriels ot des piéces, généralement non métalliques, sont collées ensemble.
C’est pourquoi le contact adhésif entre deux corps, lorsqu’une colle est ajoutée pour empécher
les surfaces de bouger 'une par rapport a 'autre, a récemment fait 'objet d’une attention
accrue dans la littérature. La modélisation de base est présentée dans [13, 21]. L’analyse des
modeles de contact adhésif est présentée dans |7, 8, [10] et dans les monographies [26]. Une
application de la théorie du contact adhésif au domaine médical des prothéses a été étudiée
dans [22].

Dans ce mémoire, nous étudions un probléme de contact quasi-statique sans frottement pour
des matériaux électro-élastiques avec adhésion, mémoire longue et une variable d’état interne
dans le cadre de la théorie mathématique de la mécanique du contact. Notre objectif est de
décrire des processus physiques impliquant & la fois le contact, ’adhésion et 'effet piézoélec-
trique, afin de montrer que les modéles obtenus conduisent & des problémes mathématiques

bien posés. La prise en compte de l'effet piézoélectrique dans I’étude des problémes de contact
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adhésif quasi-statique constitue la principale nouveauté de ce mémoire. Comme dans |8, 9] 19],
nous utilisons un champ d’adhésion représenté par une variable g définie sur la zone de contact
qui satisfait les restrictions 0 < § < 1, si § =1 en tout point de la zone de contact, I’adhésion
est compléte et toute I'adhésion est active, si f = 0 'adhésion est incompléte et donc inactive,
et par conséquent il n’y a pas d’adhésion, lorsque 0 < 8 < 1, 'adhésion est partielle et seule

une fraction [ d’adhésion est active.

vec ce mémoire constitue une contribution a I’étude des problémes de contac
A 18] 23], tit tribut I’étude d bl d tact
pour les matériaux piézoélectriques. Nous étudions ici un modéle mathématique décrivant le
contact unilatéral sans frottement entre un corps déformable & mémoire longue supposé électro-

élastique et une fondation conductrice & variable d’état interne.

L’objectif principal de ce travail est d’étudier un nouveau modéle mathématique de contact
sans frottement entre un corps électroélastique a mémoire longue et une variable d’état interne
avec une base adhésive conductrice. Ce mémoire est organisée comme suit : Dans Le premier
chapitre nous introduisons des notations générales de la mécanique nécessaire pour une bonne
compréhension de la suite du probléme traité. Nous commencons par le cadre physique, loi
de comportement piézoélectrique et condition aux limites. Dans Le deuxiéme chapitre nous
donnons quelques rappels sur les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées.
Nous abordons ensuite les résultats fondamentaux de I’analyse non linéaire, les inégalités quasi-
variationnelles elliptiques, le lemme de Gronwall et quelques théorémes trés utiles pour les
démonstrations. Dans le troisiéme chapitre nous présentons 1’énoncé du probléme, puis nous
listons les hypothéses sur les données et donnons la formulation variationnelle du probléme et
enfin, nous énoncons notre résultat principal d’existence et d’unicité basé sur des équations

d’évolution non linéaires avec des opérateurs monotones et des arguments a point fixe.



NOTATIONS PRINCIPALES

si Q est un domaine de R%(d = 2,3), on note par

a2 B Z

Fl(l = 1,_3, a, b)

mesl;i(i = 1,a)

UV7 UT

")/IHl—)HF

I’ensemble des entiers naturels,

I’ensemble des nombres réels,

I’adhérence de (2,

la frontiére de 2 supposée réguliére,

une partie mesurable de la frontiére I,

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T,

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,
les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o,
I'espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €2,
'espace L%(Q)%,

I'espace H(Q)?,

'espace L2(Q)%4,

I'espace {0 € Q/Divo = (0y5,) € H},

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I

Pespace Hz(T'),

Pespace dual de Hz (),

I’espace dual de Hr,

lespace {¢ € H'()/¢ = 0surT,},

Vespace {D = (D;) /D; € L*(Q), D;,; € L*(Q)},

I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :



Notations

(g le produit scalaire de H,
(., ) gy le produit de dualité entre H' et H,

IRV la norme de H.
Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < oo, on note par

C(0,T;H) I'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H,
CY0,T; H) I'espace des fonctions continument dérivables sur [0, 7] dans H,

LP(0,T; H) I'espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,
T
telles que / |u(t)||%,dt < +oo avec les modifications usuelles si p = +o0.
0

[ 2 0,7 m) la norme de LP(0,7T; H),
WHkP(0,T; H) Tespace de Sobolev de paramétres k et p,
||‘||Wk’P(O,T;H) la norme de V[/’wo(()7 T; H).

Autre notations :

u, %  les dérivées premiére et deuxiéme de u par rapport au temps,
Vo le gradient de ¢,

Diveo divergence de o,

div D divergence du vecteur D,

g(u)  le tenseur de déformation,

S 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R,
A" puissance n de 'opérateur A,
c une constante générique strictement positive,

P-pP- presque partout.

i.e. c’est-a-dire.



CHAPITRE 1

MODELISATION DU CONTACT PIEZOELECTRIQUE

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique de contact ou nous allons introduire le
cadre physique utilisé dans ce mémoire, nous commencons de rappeler I’équation de mouvement
de Cauchy et décrire les lois de comportement élasto-piézoélectrique et élasto-piézoélectrique
a longue mémoire et & variable d’état interne. Par ailleurs nous précisons les conditions aux

limites de contact concernant les problémes étudiés dans ce mémoire.

1.1 Cadre physique

Soit © C R?; d = 2,3, un domaine occupé par un corps électro-élastique a frontiére
lipschitzienne I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, I'; et I'3, correspondant aux condi-
tions aux limites mécaniques telles que mes I'y > 0. D’autre part, I'y U Ty est divisée en deux
parties disjointes et mesurables I', et I', correspondant aux conditions aux limites électriques
telle que mes I', > 0. Le corps est encastré sur I'y dans une structure fixe. Sur I'; agissent des
tractions surfaciques de densité f, et dans €2 agissent des forces volumiques de densité f; et des
charges électriques de densité volumiques ¢y. On suppose que fs et fy varient trés lentement par
rapport au temps. Le corps est soumis a l'action de potentiel nul sur la partie I', de la frontiére,
ainsi qu’a l'action des charges électriques de densité surfacique ¢o agissent sur la partie I'y. Soit
[0,7], T > 0 l'intervalle de temps d’intérét.

7

Nous désignons par S¢ I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R?; ” -7 représente
le produit scalaire sur R?, S? et ||.|| représentent respectivement la norme sur R? et S9.
Dans ce qui suit les indices 7, j et [ sont compris entre 1 et d, la convention de sommation sur

des indices répétés est adoptée et 'indice qui suit une virgule indique une dérivée partielle par
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rapport a la composante correspondante de la variable indépendante. Nous avons

w-v=u; -, v :(U~U)% Yu,v € RY,

o-T=04"Tij 7| = (T - T)% Vo, € S

Pour un vecteur v, nous notons par v, et v, les composantes normale et tangentielle a la fron-

tiére définies par

v, =0V,
(1.1)

Vp =0V — U, - V.

Nous désignons par ¢ = o(z,t) le champ des contraintes, par v = u(x,t) le champ des déplace-
ments et par £(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les notations, nous
n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport a z € Q et ¢t € [0, 7).

Nous avons aussi pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par o, et o, les traces normale

et tangentielle d'une fonction o € Hy, on rappelle que lorsque o est une fonction réguliére alors :

o, = (ov) - v,

(1.2)
0, =0V — 0y, -
En utilisant (1.1)) et ([1.2)), nous obtenons la relation
(ov)v = 0,0, + 0.0, (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire dans I’établissement de formulation variationnelle
de probléme mécanique de contact.

En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au temps,
par exemple

du . d*u

i=— i=—,
d?

Tt

ou u désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. Pour le champ des

vitesses u les notations u, et 1, représentent respectivement les vitesses normale et tangentielle
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a la frontiére, c’est-a-dire

Uy, =1U- U,
(1.4)

Ur = U — Uy - V.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans '’hypothése des petites trans-
formations
1

e(u) = (e45(u)), ey(u) = 5(%',3' +uy), 1<4,5<4d,

en outre, le champ électrique est défini par la relation suivante

E(p) = =V = —(v.)- (1.5)

rémarque : la dérivé partielle de ¢ est noté par ¢ ;.

1.2 Modéle mathématique

Le modeéle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit I’évolution du corps occupant 2.
Les fonctions inconnues de notre probléme sont le champ des déplacements v : Qx[0, 7] — R%, le
champ des contraintes o : 2x[0, 7] — S?, le champ de potentiel électrique ¢ : 2x[0,7] — R, le
champ de déplacements électriques D : x [0, T] — R<, le champ d’adhésion 8 : T3 x [0, T] — R,
et le champ de variable d’état interne & : 2 x [0,7] — R™ .
On sait qu’en général, I’évolution d’un corps matériel est décrite par I’équation de mouvement

de Cauchy

Divo + fo=pi dans Qx (0,7), (1.6)

ou p: ) — R, désigne la densité de masse, et "Div" représente 'opérateur divergence pour
les tenseurs, Divo = (0y;;). Le processus d’évolution défini par s’appelle processus dyna-
mique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier, par exemple, dans le
cas ol le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport au temps, le terme pii peut étre

négligé, dans ce cas 1’équation (1.6 devient

Divo+ fo =0 dans Qx (0,7). (1.7)
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L’équation (1.7 s’appelle ’équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par ([1.7]) s’ap-
pelle processus quasi-statique. Nous rappelons que dans le cadre physique, fy et fo varient trés
lentement par rapport au temps, par conséquent, nous supposons que les accélérations dans le

systéme sont négligeables, nous placons donc le cas quasi-statique et nous utilisons ’équation

D).

L’évolution du corps élasto-piézoélectrique est décrite par I’équation d’équilibre pour le champ

de déplacements électriques

divD — gy =0 dans Q x (0,7T),

ou "div" est I'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD = D; ;.

1.3 Lois de comportement piézoélectriques

Dans cette section, nous considérons la loi de comportement des matériaux électro-
élastiques. Cette loi est utilisée dans de nombreux ouvrages portant notamment sur ’étude

mathématique des problémes de contact.

1.3.1 Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.

Nous considérons ici une catégorie de matériaux ou le tenseur des contraintes o = (o)

et le vecteur des déplacements électriques D = (D;) sont reliés par la loi de comportement

o= Fe(u) — E*E(y), (1.8)
D = Ec(u) + BE(yp),

ou F est 'opérateur d’élasticité pas forcément linéaire, E(¢) = (E;(p)) représente le champ élec-
trique défini par E(p) = =V, B = (b;;) est le tenseur de permittivité électriqu et £* = (ej;;)

désigne la transposée du tenseur piézoélectrique du troisiéme ordre £ = (e;5;) telle que

Eo-v=0-E% VoS veR. (1.9)

Pour plus de détails sur la loi de comportement ([1.8) , nous renvoyons le lecteur a voir par

exemple [2].
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1.3.2 Loi de comportement élasto-piézoélectrique a longue mémoire

et & variable d’état interne.

La loi de comportement d’'un matériau élasto-piézoélectrique a longue mémoire et a variable

d’état interne est donnée par

;

o = Fe(u) + jMa — s,e(uls)). k(S))ds — EE(),

D = Ee(u) + BE(yp), (1.10)

k= O (e(u), k),

\

ou M est le tenseur de relaxation qui dépend de u et de la variable d’état interne k, ® est
une fonction constitutive non linéaire qui dépend de k. Il existe une variété de choix pour les

variables d’état internes, nous renvoyons le lecteur a [7].

Nous utilisons la loi ((1.10)) dans le probléme P qu’on va étudier dans le troisiéme chapitre

de ce mémoire.

1.4 Conditions aux limites

Dans cette section, nous présentons les conditions de contact utilisées dans le probleme
aux limites que nous examinerons dans le mémoire. Nous définissons maintenant les conditions

aux limites mécaniques et électriques sur chaque partie de T'.

Condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'; x [0; T, le champ des déplace-

ments u est par conséquent nul

u=0 sur I'yx(0,7). (1.11)

Condition aux limites de traction

Une traction surfacique de densité fo agit sur I'y x [0; T] et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy ov satisfait

ov=fy sur I'yx(0,7). (1.12)
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Conditions aux limites électriques

Le potentiel électrique s’annule sur I', et les charges électriques volumiques ¢y sont prescrites

sur I'y, ce qui se traduit par

=0 sur I',x(0,7), (1.13)

D-v=g sur T, x(0,7). (1.14)

Contact sans frottement

Le contact a la limite I'3 est sans frottement, ce qui se traduit par

o,=0 sur T'3x(0,7). (1.15)

Contact unilatéral avec adhésion

Le contact sur la frontiére I's est unilatéral avec adhésion est exprimé par

u, < g, 0, +p,(u,) —c, 8% R(u,) <0,

(00 +pu(w) — ¢, B2 R(u,))(uy — g) = 0.

(1.16)

Les conditions (1.16]) représentent les conditions de Signorini avec adhésion, ou u, est le dé-
) . L. : s
placement normal, o, représente la contrainte normale, ¢, désigne un coefficient d’adhérence
donné, g est une constante strictement positive représentant 1’écart dans la configuration de
référence entre I's et la fondation, mesurée selon la direction de v, p, est la fonction de com-

pliance normale et R est I'opérateur de troncature défini par

L st s<L,
R(S) = —s s1 — L S s S O’ (117)
0 st s>0.

Ici L > 0 est la longueur caractéristique de I'adhésion, au-dela de laquelle elle n’offre plus de
traction supplémentaire. L’introduction de l'opérateur R est motivée par des arguments ma-
thématiques mais elle n’est pas restrictive du point de vue physique, puisqu’aucune restriction

sur la taille du parameétre L n’est faite dans ce qui suit.

10
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FIGURE 1.1 — Illustration de 'opérateur R

Conditions électriques a la surface de contact

Dans ce paragraphe, nous allons énoncer les conditions de contact électrique, associées
aux problémes électro-mécaniques, sur la partie I's de la surface. Nous supposons que la fon-
dation est conductrice et son potentiel est maintenu a . La condition électrique sur I's est

donnée par :

D-v=1uy(u,—g)pr(¢ —po) sur I'sx(0,7), (1.18)

ou ¥ et ¢ sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition re-
présente une condition régularisée qui peut étre obtenue a partir des considérations suivantes :
Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point de la surface (i.e. u, < g), il n’y a pas de charges
électriques sur la surface de contact et le champ de la composante normale du déplacement
électrique disparait i.e.

u, <g=D-v=0. (1.19)

Durant le processus de contact, (i.e. u, > ¢ ) la composante normale du champ de déplacement
électrique est liée de facon linéaire et supérieure proportionnelle & la différence de potentiel
entre la surface du corps et la fondation, avec une constante positive A\ comme facteur de

proportionnalité. Ainsi,

u, >g=D -v= Ay — o). (1.20)

Combinons (|1.19) et (1.20) pour obtenir
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D-v= )‘X[O,oo[(ul/ - g)((lp - ()00)7 (121)

ol X[o,00[ st la fonction caractéristique de I'intervalle [0, 4-00[, qui est donnée par :

0 si r<Q0,
X[O,OO[(T) =
1 si r>0.

La condition décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte semblable &
la condition bien connue de contact de Signorini. Les deux conditions peuvent étre considérées
comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications. Pour la rendre plus réaliste, nous ré-
gularisons la condition ([1.21]) par la condition dans laquelle ¥ est une fonction réguliére

qui va étre décrite ci-dessous et ¢ est une fonction de troncation,

—L si s<-—L,
¢p(s)=qs si —L<s<IL, (1.22)
L si s> L,

ou L est une constante positive treés grande. De cette facon, la différence ¢ — ¢y est rem-
placée par ¢(¢ — o). Notons que cette troncation ne pose aucune limitation pratique sur
I’application du modéle puisque L peut étre arbitrairement grand et donc dans les applications
¢(p — o) = ¥ — o

Les raisons de la régularisation et sont mathématiques. Premiérement, nous avons
besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques lorsque le contact est établi et
donc nous régularisons la fonction x| dans par une fonction lipschitzienne. Un choix

possible est ’exemple suivant :

0 si r>0,
1
Y(r) = qdor si 0<r<s, (1.23)
1
1 > =
\ S1 T 6,

ot 9 > 0 est un paramétre assez grand. Ce choix veut dire que durant le processus du contact,

la conductivité électrique augmente avec le contact a travers les aspérités de la surface, et se
- ) . 1 ) .

stabilise quand la pénétration u, — g atteint la valeur 5 Deuxiémement, nous avons besoin du

terme ¢(¢ — o) pour rendre le terme ¢(p — o) borné.
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Evolutions du champ d’adhésion

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme :

B =—(c,BR(uy)? = 24)+,

p (0) = Do
Ici ¢, et g, sont des coefficients d’adhésion positifs et 7. = maz{r,0} et R est un opérateur de
troncation qui est défini par , Bo représente la condition initiale d’adhésion. Rappelons g,
qu’'un représente ce que l'on appelle I’énergie de surface de Dupré et qu’elle mesure la quantité
d’énergie nécessaire pour décoller une unité de surface, voir [12] pour plus de détails

Nous utiliserons ces conditions dans le chapitre 3 de ce mémoire.

13



CHAPITRE 2

OUTILS MATHEMATIQUES

D ans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire, et
donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Ensuite nous passons aux résultats fonda-
mentaux d’analyse non linéaire, les lemmes de Gronwall et de certains théoremes tres utiles dans

notre travail. Partout dans ce chapitre Q est un domaine borné et lipschitzien de R(d = 2, 3).

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions & valeurs
réelles qui nous aident & comprendre les propriétés des espaces appropriés a la mécanique. Nous
allons définir les espaces de fonctions continues, contintiment différentiables, les fonctions p

intégrables et les espaces de Sobolev.

2.1.1 Fonctions continues et continiiment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur €2 est noté par C'(Q) et il est un espace

de Banach pour la norme donnée par :
[vll @) = sup{|v(2)], = € Q}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et posseéde une unique extension continue sur

Q. Pour tout entier k, 'espace C*(€2) donné par
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C*Q) ={veC(Q)| D e C1Q) pour |a| <k},

est 'espace des fonctions k fois contintiment différentiable sur Q. Il est aussi un espace de Ba-

nach s’il est muni de la norme

||U||ck Q) = Z ||D%||C

la|<k

L’espace C*°(2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
Q=@
k=0

Nous pouvons maintenant parler de I'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur 1’en-

semble & support compact inclus dans €2, défini par

Co () = {v € C=(Q)/supp v C O},

ou supp v = {v € Q/v(x) # 0} est le support de la fonction v. Si suppv est un sous ensemble

propre de €2, on dit que v est une fonction a support compact dans 2.

2.1.2 Espaces LP(12)

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de Lebesgue

et la définition de L'(Q) : espace des fonctions intégrables sur 2, muni de la norme définie par

nmmf/wmm
Q

Définition 2.1.1. On appelle l’espace de Lebesgue LP(Q)(1 < p < o0) ensemble :

LP(Q) = {v:Q — R | v Lebesgue mesurable sur Q et [v|P € L'(Q)}.

Grace a linégalité de Minkowski, LP(S2) c’est un espace normé, dont la norme notée ||v||r(q)

est définie par :

Jollzogey (/wvm>
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On appelle lespace de Lebesgue L™ ()) ’ensemble

L>(Q) = {v: Q = R mesurable; 3¢ > 0,|v(z)| < ¢ p.p. sur Q},

muni de la norme définie par

]| Lo (@) = inf{c; [v(x)] < ¢ p.p. sur Q}.

L’espace L>®(Q)) est aussi un espace de Banach.

2.1.3 Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (-, )y un produit scalaire sur H i.e. (,- )y : H x H - R
est une application bilinéaire symétrique et définie positive. On note par || - ||z 'application

de : H — R, définie par :

1
lull g = (u, w)f, (2.1)
et on rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
|, )| < lullalollm,  Yu,ve H. (2:2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par (2.1). Soit
H' Vespace dual de H c’est-a-dire I'espace des fonctionnelles linéaires et continues sur A muni

de la norme :

Il = sup 0]
veri—foy vl

ou (-, )y« g représente le produit de dualité entre H' et H.

2.1.4 Espace de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur 'espace de Sobolev H'(2) défini

par :
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HYQ) = {u € LXQ)/u; € LX(Q), i=1,....d}.

rémarque : la dérivé partielle de u est noté par u; . On note par Vu = u; = —E(u) le vecteur
de composante u ;. On a Vu € L*(Q)? pour tout v € H* (). On sait que H'(2) est un espaces

de Hilbert pour le produit scalaire

(u, V) 1) = (W, v) r200) + (U3, V) 120,

et la norme associée

1
[ull @) = (u, w) f )

alors on a

||U||§{1(Q) = ||U||%2(Q) + ||Vu||%2(9)d-

On a les résultats suivants :

Théoréme 2.1.1. (de densité).
CH(Q) est dense dans H ().
Théoréme 2.1.2. (Rellich).
H*(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 2.1.3. (trace de Sobolev). Il existe une application linéaire et continue § : H*(Q) —

LA(T) telle que du = ulr pour tout u € C*(Q).

Remarque 2.1.1. L’espace L*(T') représente [’espace des fonctions réelles sur T qui sont L?
pour la mesure superficielle dI'. L’application & s’appelle application de trace, elle est définie

comme le prolongement par densité de lapplication u v+ u|p définie pour u € C*(Q).

Remarque 2.1.2. On note que lapplication de trace § : H'(Q) — L*(T') est un opérateur

compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k € N et pour tout p € [1,400], nous définissons l’espace de
Sobolev W*P(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) | Vo, |a] < k; v, € LP(Q) tel que vy = D*u}.
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Remarque 2.1.3. Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier D%u et v,

La norme sur lespace WHP(Q) est donnée par :

1/p
ol (z ||Dau||fzpm)> sil1<p<oo,
Ullwkr(Q) =

jal<k

max || Du/| oo () i p = oo.
lof <k

Pour p = 2, on note par H*(Q) 'espace W 2(Q) et la norme précédente provient d’un pro-
duit scalaire.

Pour plus des détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur, par exemple, a

I 6.

2.2 Espaces liés au probléme a étudier

Dans cette section nous introduisons les espaces de Hilbert suivants :

(11 = LX) = {v = (vi)1<i<a | vi € LX(Q)},
Hy = HY(Q) = {v = (vi)i<i<a | vi € H'(Q)},
Q ={r = (Tj)r<ijza | Ty = 750 € L*(Q)}, (2:3)
Qr = {7 = (Ty)1<ij<a | T € Q, 755 € L*(Q)},

Y = LHQ)™ = {\ = (N)i<izm | N € L2 ()}

Les espaces H, H1,(Q), ()1 et Y sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

suivants :

(
(u,v)g = [u-v dz,
Q

(u,v) zg{u-v cl:zc+h[5(u)-€(v) dz,

(0,7)g = [o-T dx, (2.4)
Q

(0,7)g, = [0 -7 dz + [Divo - Divr dz,
0 )

\(u,v)y:fgu-v dz,
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oue: H — @ et Div: @y — H sont respectivement les opérateurs de déformation et de

divergence, définis par

1 . ..
e(u) = (e45(u)), ei(u) = §(Um +uj;), Dive = (0i;), 1<14,j<d.

Les normes sur les espaces H, Hy, ), Q1 et Y sont notées par || - |m, || - lmy, || - llo, || - |loy et
| - |ly respectivement.

Puisque la frontiére I est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére est défini
p.p- Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour désigner la trace

yv de v sur I'. Rappelons que lapplication de trace : H; — L?(I')¢ est linéaire et continue,

mais n’est pas surjective. L'image de H; par cette application est notée par Hp = H%(F)d ce

sous-espace s'injecte continiment dans L?(T')¢. Désignons par Hy le dual de Hp, et (-,-) Hx Hy

le produit de dualité entre HlF et Hp. Pour tout o € ()1, il existe un élément ov € Hlﬁ tel que :

(ov, 7”>H;xHr = (0,e(v))g + (Divo,v)yg Vv e H;. (2.5)

En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule
(ov, 7U>H’FxHF = /F(TV v da Vv e H. (2.6)

Donc, pour ¢ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(0,e(v))g + (Divo,v)g = /Fau -vda Vv € Hj. (2.7)

Considérons maintenant le sous-espace fermé de H; défini par

V={veH |v=0surl}. (2.8)

Etant donné que mesI'; > 0 , I'inégalité de Korn suivante est vraie :

le()lle = exllvllm, Vv eV, (2.9)

ou cx > 0 est une constante qui dépend uniquement de §2 et I' . Une preuve de cette inégalité

peut étre trouver dans ([20] p. 79)
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Sur 'espace V', nous considérons le produit scalaire donné par

(u,v)y = (e(u),e(v))g Vu,v eV, (2.10)

et soit || - ||y la norme associée, i.e.

lollv = lle(v)lle Vo eV (2.11)

I résulte de I'inégalité de Korn (2.9) que || - [z, et || - [[y sont des normes équivalentes sur V
et, par conséquent, || - ||y est un espace de Hilbert réel. De plus, d’aprés le théoréme de trace
de Sobolev, (2.9)) et (2.10]), il existe une constante ¢q dépendant uniquement des domaines €2,
I'; et I's telle que

0] L2rgye < collvlv Yo eV (2.12)

Nous présentons également les espaces suivants

W={peH Q) |v=0 sur T,}, W={D=(D;)|D; € L*(Q), D;; € L*(Q)}.

Puisque mes I', > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré suivante est vraie :

IVl = crlldllme), Yo eW, (2.13)

ou c¢p > 0 est une constante qui ne dépend que de 2 et I',. Une démonstration de I'inégalité
de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé, par exemple dans [6].

Sur l'espace W, on considére le produit scalaire donné par
(w0l = [ Vo Vo d, (214)
Q
et soit W la norme associée;;

[¥llw = [V la (2.15)

20



Outils mathématiques

Il résulte de (2.13))et (2.15) que |||z, et ||-|lw sont des normes équivalentes sur W et donc
(., )w est un espace de Hilbert réel. De plus, d’aprés le théoréme de trace de Sobolev, il existe

une constante ¢y, dépendant uniquement de €2, I'; et I's, telle que

[¥llz2rs) < oll@llw Vo € W (2.16)

L’espace W est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire

(D,E)W:/D~de+/divD~divde, (2.17)
Q Q

et la norme associée

IDIy = D117 + [l div DI[Zzq). (2.18)

De plus, lorsque D € W est une fonction réguliére, la formule de Green suivante est vérifiée

(D,VQ)u + (divD,()r2a) = /D.y ¢ da V¢ € H'(Q). (2.19)
r

Pour une fonction scalaire @, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I's du contact,

nous définissons ’ensemble

Z =10:10,T] — L*(I's)/0 < 0 < 1,¥t € [0,T), p.p. sur T's}.

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions définies sur
un intervalle de temps et & valeurs dans un espace de Banach réel. Soit 0 < T < oo et soit

(X, ]| - |lx) un espace de Banach réel.

2.3.1 Espaces C(0,T;X) et C*(0,T; X)

Notons par C(0,7; X) et C'(0,T; X) les espaces des fonctions continues et contintiment

différentiables sur [0, 7] & valeurs dans X, respectivement, avec les normes
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X)) = t
et = mas 2(0)]x

||1’||Cl(o,T;X) = mma

t C(t)||x-
mas lo(8)|x + mas [i()]1x

telo,

Nous notons par C.(0,T; X) I'ensemble des fonctions continues a support compact dans (0, 7)

a valeurs dans X.

Définition 2.3.1. Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble
E C [0,T] de mesure nulle et une suit (u,), € N de fonctions appartenant o C.(0,T; X) telle
que ||u,(t) —u(t)]|x = 0 quand n — 400 , pour tout t € [0,T]/E .

Définition 2.3.2. Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable en ty € (0,T) s’il

du
existe un élément — (to) € X appelé la dérivée forte de u en ty, tel que

dt

’ 1 du
lim HE (u(to +h) — u(to)) — E(tO)HX = 0.

Définition 2.3.3. Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite (U )nen
de fonctions appartenant a C.(0,T; X) telle que
T

lim [ [Jun(t) — u(t)|x dt = 0.

n—-+0o00 0

Théoréme 2.3.1. (Bochner). Une fonction u : [0,T] — X mesurable et intégrable si et seule-

ment sit — ||u(t)||x : [0,T] — R4 est intégrable. Dans ce cas

T

H/WUWRSAHMWXﬁ

0
2.3.2 Espace de Lebesgue LP(0,T; X)

Soit 1 < p < oo. L’espace de Lebesgue LP(0,7; X) est I'ensemble des classes de fonctions
u : [0,T] — X mesurables, telles que I'application ¢t — ||u(t)||x appartient & LP(0,7). On sait

que LP(0,7T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

T D
WhmmmZ(ﬂW®%dQ7 1< p<oo
0

[ul| L o,r,x) = inf {¢ > 0] u(®)|[x <c pp. t€(0,T)}, sip=oo.
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Proposition 2.3.1.
1. LP(0,T; X)(1 < p < 00) est un espace de Banach.

2. 81 X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u,v) 20,1:x) = /(u(t),v(t))X dt.

3. L"(0,T;X) C LY0,T; X), avec injection continue, 1 < ¢ <r < 0.
4. 81 X est un espace de Hilbert, alors

1 1
LP(0,T;X) = LU0, 75 X), sil<pqg<oo, —+-=1,
p q
LY0,T; X) = L™(0,T; X),
ot, LP(0,T; X)" représente le dual de Uespace LP(0,T;X),1 < p < oo.

Définition 2.3.4. Soient u,w € L'(0,T;X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée

d’ordre n de u sur (0,T) si

/go(")(t)u(t) dt = (—1)”/@(25)11}(75) dt, Yo eC=0,T).

C>(0,T) étant l'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables & support compact dans

(0,T). Nous écrivons w = @ pour n = 1 et w = u™ pourn > 2.

2.3.3 Espace de Sobolev W*?(0,T; X)

Définition 2.3.5. Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev W#(0,T; X) est l’espace des fonction
w:[0,T] = X telles que u € LP(0,T;X) et uw € LP(0,T; X). W'P(0,T; X) est un espace de

Banach muni de la norme
[wllweorx) = llullLeorx) + 1l 2o o,7x)-

En particulier, W12(0,T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.
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Définition 2.3.6. Une fonction u : [0,T] — X est dite absolument continue si quelque soit

e > 0, il existe 6 = () tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints, inclus dans

[0,T7], tels que Z(bz —a;)<dona Z ||u(b;) — ula;)||x <e.

Théoréme 2.3.2. Soient 1 < p < 00,X un espace de Banach réflexif et soit uw € LP(0,T; X).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ueWhr(0,T; X).

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la dérivée

forte dans LP(0,T; X).

3. 1l existe ug € X et g € LP(0,T; X), telles que

t

u(t) = ug + /g(s) ds Vte|0,T].

Théoréme 2.3.3. Si la fonction u appartient a 'espace W'P(0,T; X), p € [1,00]. Nous avons
alors :
t
L) —u(s)lx < [ la@)|x dr 0<s<t<T,

2. st de plus p < 00, on a

lu(t) —uls)x < (£ - S)”/ la(r)lxdr 0<s<t<T.

3. 8 p=00, 0N Q

lu(t) = u(s)llx < llillz=orx(t—5) 0<s<t<T

Théoréme 2.3.4. Dans le cas ou Uespace (H,(.,.)g) est un espace de Hilbert et si u €

Wh2(0,T; H), alors

1. la fonction t — $||lu(t)||} est une fonction absolument continue sur Uintervalle |0, 7.
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2 Sl = Gile)ul)s po. ¢ €0.T]
5. SIuOlf = SIuOl + [0, ds v eloT]

2.4 Equations d’évolution non linéaires avec opérateurs mo-

notones

Opérateur fortement monotone

Nous commoncons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (.,.)x

et la norme associée ||.||x

Définition 2.4.1. Soit A: X — X un opérateur non linéaire, l'opérateur A est dite :
1. monotone st

(Au — Av,u —v)x >0, Yu,v € X,
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u —v)x > mlu—o|%, VYu,v€ X,
3. de Lipschitz sl existe M > 0 tel que
|Au — Av|| < Mju —v||x, VYu,ve X,

4. hemicontinu si pour toute suite numérique (\,) C R telle que A, — X lorsque n — 400

on a

(A(u 4+ \v),w)x = (A(u+ M), w)x, quand n — +oo.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :
Proposition 2.4.1. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Théoréme 2.4.1. Soit X un espace de Hilbert. Soit A : X — X un opérateur lipschitzien et
fortement monotone. Alors, pour chaque f € X, il existe un élément unique u € X tel que
Au=f.

Le théoréme montre que si A : X — X un opérateur lipschitzien et fortement
monotone défini sur un espace X de Hilbert, alors A est inversible. Les propriétés de son

inverse, noté A~!, sont données par le résultat suivant.
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Proposition 2.4.2. Soit X un espace de Hilbert. Soit A : X — X un opérateur lipschitzien et
fortement monotone. Alors, A=t : X — X est un opérateur lipschitzien et fortement monotone.

Les démonstration du théoréme et de la proposition ([2.4.2) peuvent étre trouver
dans ( [26] p 23, 24 ).

Définition 2.4.2. Soit une fonction j : X — R.

1. La fonction j est dite propre si elle n’est pas identiquement a +oo, c’est-a-dire s’il existe
u € X tel que j(u) < 400, et si elle ne prend jamais la valeur —oo.

2. La fonction j est dite convexe st
Jtu+ (1 —t)) <tjlu)+ (1 —t)j(v), Vu,ve X,Vte|0,1].

3. La fonction j est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en u de l’espace X, si pour

toute suite (up), d’éléments de X convergeant vers u dans X, elle vérifie

lim inf j(u,) > j(u). (2.20)

n—-+00
4. La fonction j est dite s.c.i. sur X si elle est s.c.i. pour tout point de X .
Remarque 2.4.1. Il convient de remarquer que dans la définition précédente, la suite d’élé-
ments (u,), converge fortement vers un l’élément u. Si celte suite (u,), converge faiblement

vers un élément u et que l'inégalité (2.20) est vérifiée, alors la fonction j est dite fonction

faiblement semi-continue inférieurement en point u.

Inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution

La modélisation de plusieurs classes de problémes physiques conduit aux inégalités variation-
nelles elliptiques ou d’évolution, dans la fonctionnelles non différentiable dépend de la solution
elles sont appelées "inégalités quasi-variationnelles". Pour cela, nous considérons un espaces de
Hilbert X muni du produit scalaire (.,.)x et de la norme associée ||.||x, soit A : X — X un
opérateur non linéaire et la fonctionnelle j : X x X — R. Compte tenu de ces données, nous

considérons l'inégalité quasi-variationnnelle suivante
ve K, (Au,v—u)x +j(u,v) —jlu,u) > (f,v—u)x YveK. (2.21)
Pour résoudre cette inéquation, nous considérons les hypothéses suivantes :

K est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de X. (2.22)
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(
A est un opérateur lipschitzien fortement monotone,

c’est-a-dire qu’il existe m > 0 et M > 0 tels que

(2.23)
(a) (Au— Av,u —v)x > mlu —v||%, Vu,ve X,
(b) |Au — Av||x < M|jlu—v|lx, Yu,ve X.
\
(
(a) j(u,-) est conveze et s.c.i. sur X pour tous u € X
(b) il existe o > 0 tel que
(2.24)
J(ur,v2) — jur, v1) + 5 (uz, v1) — j(uz, v2)
= allur — ugl[x[jvr — vallx,  Vur,ug,vi,v9 € X.
a < m. (2.25)

L’existence et 'unicité d’une solution du probléme ([2.21]) est donnée par le résultat suivant.

Théoréme 2.4.2. Supposons que les hypotheses (2.22)-(2.25) sont satisfaites. Alors, pour tout
f € X, l'inégalité quasi-variationnelle (2.21)) a une solution unique.
Une preuve du théoréme (2.4.2)) est présentée dans ([26] p 49). Nous utiliserons ce théoréme

dans le troisiéme chapitre de ce mémoire.

2.5 Equation différentielle ordinaire

Théoréme 2.5.1. (Cauchy-Lipshitz) Soit (X, ||.||x) un espace de Banach réel et soit
F(t,.) : X — X un opérateur défini p.p. sur [0,T], qui satisfait les propriétés suivantes

(

(a) il existe Ly > Otel que
[F(tx) = Ft,y)llx < Lrllz —yllx Vo,ye X, pp. t€[0,T],

(b) il existe 1 < p < ootel que

F(,z)e LP(0,T;X), VrelX.

\

Alors, pour tout xy € X, il existe une fonction unique v € WHP(0,T; X) tel que

t(t) = F(t,z(t)), p.p. t €10,7T],
z(0) = .

On peut trouver les détails de ce théoréme, par exemple, dans [2].
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2.6 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans ce mémoire pour démon-
trer I'existence et 'unicité. Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.|x, K C X une
partie de X et soit A : K — K un opérateur défini sur K. On s’intéresse a l'existence d’une
solution de I’équation

Au=u, wueK. (2.26)
Une telle solution de ([2.26)) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 2.6.1. (Théoréme du point fixre de Banach). Soit K une partie non vide et

fermé de l’espace de Banach X et soit A : K — K une contractante, i.e, 3¢ €]0; 1] tel que
|Au—Av||x <cllu—v|x, uveK.

Alors il exists un unique élément u € K tel que Au = u, i.e, A posséde un point fize unique
dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théoréme de point fize de Banach que nous présentons
ci-dessus. Pour cela, nous rappelons que les puissances de l'opérateur A sont définies récursi-
vement par

A™ = A(A™Y) pour m > 2.

Théoréme 2.6.2. Sous les mémes conditions du Théoreme (2.6.1)), on suppose que A™ est une
contractante pour un certain entier m > 2. Alors A admet un point fixe unique dans K.

Les démonstrations des théorémes (2.6.1)), (2.6.2) peuvent étre trouver dans [14].

2.7 Lemme de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution. Pour avoir plus

de détails sur le rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter par exemple [16].

Lemme 2.7.1. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0, T
soit a > 0 une constante, et ¢ € C([0,T];R) est une fonction telle que
1. Si

t

P(t) <a+ /m(s)ds+ /n(s)w(s)ds, vt € [0,T],

alors
t

() < a—l—/m(s)ds exp /n(s)ds , Vtelo,T],

0
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2. S

t

W) <m(t)+a- /w(s)ds, Vit € [0, 7],

alors

t t
/¢(3)d$ < eaT/m(s)ds, vt € (0,77,
0 0
pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 2.7.1. Soient n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit a > 0.
Si € C([0,T];R) est une fonction telle que

t

P(t) < a+ /n(s)@/)(s)ds, vt € 0,77,

0

alors
t

P(t) < a-exp /n(s)ds , Vtel0,T].
0
Le corollaire (2.7.1) est souvent utilisé pour montrer 1'unicité de la solution, de la fagon

suivante. On suppose deux solutions, en notant par i la norme de la différence entre ces
solutions, on essaie ensuite de majorer 1 sous la forme

t

() < / n(s)yi(s)ds, vt € [0,T],

0

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire (2.7.1)) donne immédiatement la
nullité de .
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CHAPITRE 3

PROBLEME ELECTRO-ELASTIQUE AVEC UNE VARIABLE
D'ETAT INTERNE

Dans ce chapitre nous étudions un probléme de contact quasi-statique avec adhésion sans
frottement pour un matériau électro-élastique avec mémoire longue et une variable d’état in-
terne. Ce chapitre comporte trois sections, dans la premiére nous écrivons le probléme mé-
canique, ensuite dans la deuxiéme nous présentons la formulation variationnelle du probléme,

enfin, dans la troisiéme section, nous prouvons ’existence et I'unicité de la solution du probléme.

3.1 Formulation mécanique du probléme

Le probléme mécanique du contact quasi-statique d’un corps électro-élastiques avec un obs-

tacle déformable s’écrit alors comme suit.

Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,7] — RY un champs des
contraintes o : Q x [0,7] — S? un potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R, un champ des
déplacements électriques D : © x [0,7] — R? un champ d’adhésion 8 : I's x [0,T] — R, et

qu'un champ de variable d’état interne k :  x [0, 7] — R™, tel que
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Formulation mécanique du probléme

t

o = Fe(u) + /M(t — s,e(u(s)), k(s))ds — E*E(y) dans €, (3.1)
D = E<(u) + BE(yp) 0 dans Q x (0,T), (3.2)
k= ®(e(u), k) dans Q x (0,T), (3.3)
Divo + fo =0 dans Q x (0,T), (3.4)
divD — gy =0 dans Q x (0,T), (3.5)
uw=0 sur Ty x (0,T), (3.6)
ov = f sur Ty x (0,T), (3.7)
0. =0 sur T's x (0,T), (3.8)
u, < 9,0, +pu(u,) — ¢ 82 R(u,) <0, sur Ts x (0.7), (39)
(00 + po(w) — e B2 R(w,))(uy — g) =0,
B=—(c,BR(u,)?* — u)+ sur Ty x (0,7),  (3.10)
0=0 sur Ty x (0,T), (3.11)
Dv=q sur Ty, x (0,7T), (3.12)
D.v = ¢(u, — g)p(p — o) sur I's x (0,7),  (3.13)
B(0) = By sur Ty x (0,7, (3.14)
w(0) = ug, k(0) = ko dans Q x (0,T).  (3.15)

Nous décrivons maintenant — et fournissons une explication des équations et
des conditions aux limites. Premiérement, les équations — représentent la loi de com-
portement électro-élastique a mémoire longue et a variable d’état interne introduite dans le
premier chapiter. Les équations et sont les équations d’équilibre pour les champs de
contraintes et de déplacements électriques, respectivement, dans lesquelles ” Div” et ”"div” dé-
signent les opérateurs de divergence pour les fonctions & valeurs tensorielles et vectorielles,
Div o = (045;),div D = D;; , et fy , qo désignent les densités des forces du corps et des charges
électriques volumiques. Nous utilisons ces équations car le processus est supposé mécaniquement
quasi-statique et électriquement quasi-statique. Tandis que les équations (3.6]) et ( repré-
sentent les conditions aux limites de déplacement et de traction, le contact sans frottement est
décrit sur I's, par la relation . L’équation (3.9) représente les conditions de Signorini avec
adhésion auxquelles est soumise la partie I's de la frontiére I', qu’on détaille dans le chapitre
1. De plus, I'évolution du champ d’adhésion est régie par 1’'équation différentielle avec

des paramétres positifs donnés ¢, et ¢, , dans lesquels r; = max {r,0} et pour la simplicité,
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nous utilisons la notation R(u,)? = (R(u,))?. Les équations (3.11)) et (3.12)) représentent des

conditions aux limites électriques, 1’équation (3.13) est la condition de contact électrique sur
['s. Enfin, dans (3.14)) et (3.15) 5o, uo et ko représentent respectivement les conditions initiales

des champs d’adhésion, de déplacements et de variable d’état interne.

3.2 Formulation variationnelle du probléme

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme P, nous avons besoin d’introduire
quelques hypothéses sur les données. Nous listons les hypotheéses sur le probleme P.

L’opérateur d’élasticité F' et 'opérateur de relaxation M sont supposés satisfaire les conditions :

(a) F: Qx84 — 54,
(b) 1l existe Mp > 0 tel que
|F(x,e1) — F(x,e)| < Lrl|ley — &2 Ver, &2 € S¢, p.p. 2z €9,
(c) Il existe mp > 0 tel que
(F(x,e1) — F(x,82)).(e1 — &2) > mpller — &a]|? Ver,62 € S p,p. z € Q,
(d) L’application x + F(x,€) est mesurable sur €2, pour tout ¢ € S¢,
\ (e) L’application x — F(x,0) appartient a Q.

(3.16)

(

(@) M :Qx[0,T] x S x R™ — S,
(b) 1l existe Lyr > 0 telle que, Vey,e9 € S% ki, ky € R™,
| M (z,t,e1, k1) — M(x,t,e9, k)| < Las (||ler — e2|| + ||k1 — k2||)  VE € (0,T) p.p. z € Q.
(¢) L’application x — M (x,t, e, k) est Lebesque mesurable dans )
pour tout t € (0,T),e € S% k € R™.
(d) L’application t — M (x,t,e, k) est continue dans (0,T)

pour tout e € S4L, k € R™, p.p. x € Q.

\(e) L’application x — M(z,t,0,0) € Q, Vte (0,T).
(3.17)

Le tenseur piézoélectrique &, le tenseur de permittivité électrique B et la fonction ® satisfont
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(CL) &= (eiﬂ) : QX Sd — ]Rd,
(b) € = (eiju), e = eu; € L2(Q), 1<4,5,1 <d, (3.18)

(c) E(x)o-T=0-ET, Vo€ SV € RY, p.p. v €.

\

(@) B= (b)) : Q@ x RY - R,

(b) B(z, E) = (bj(x)E;) VE = (E;) € RY, p.p. x € Q,

(¢) by = by € L=(Q), 1<, j < d, (3.19)
(d) Il existe my > 0 tel que

BE - E > mg||E|? VE = (E;) € RY, p.p. x € Q.

(

(a) @:Qx S4xR™ — R™,
(b) Il existeLg > 0 tel que

[®(z,e1, k1) — P(z, €2, k2)[| < La(ller — 2 + [|k1 — k2l])

Ver, 2 € S Vki ko € R™, pp. z € Q, (3.20)
(¢) L’application x — ®(z,e,k) est Lebesque mesurable sur €2 |

pour tout € € S et k € R™,

| (d) Lapplication x — ®(x,0,0) appartient a L3(9).

La fonction de compliance normale p, et la fonction de conductivité électrique de surface 1

satisfont :

4

(@) p, : T3 xR — Ry,
(b) Il existe L, > 0 tel que
’pl/(xagl) _pu<x7£2)’ < LV’£1 - §2‘7 vflaf? € Rapp S F37 (321)

(¢) pu(x,&) =0VE<O0,p.p. zeTs,

\ (d) L’application x — p,(x,&) est mesurable sur Q, pour tout & € R.
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p

(a) ¥:Ts xR =Ry,

(b) Il existe Ly > 0 tel que
(&) —v(2, &) < L& — &l V&,& R, pp. z ey,

(¢) Il existe M, > 0 tel que (3:22)
(2, ) < My VE € R, p.p. x €T,

(d) Y(z,§) =0VE <0,p.p. v €T,

e) L’application x — (x,€) est mesurable sur 2, pour tout & € R.
\ pp p

Nous supposons également que les densités de force volumique et surfacique ont la régularité

fo € C0,T; H), fy € C(0,T;L*(I)%), (3.23)

et les densités de charges électriques satisfont

G0 € C(0,T; L*(Q)), g2 € C(0,T; L*(T)). (3.24)

Les coefficients d’adhérence ¢, et e, satisfont les conditions

c, € L™(T3), e, € L*(T'3), cyyeq >0 p.p. sur Ts. (3.25)

Nous supposons que la fonction d’écart et le potentiel de la fondation satisfont

g€ L*T3), g >0 p.p. sur Iy, g€ L*(T3). (3.26)

On note U,y le sous ensemble convexe des champs de déplacements admissibles donnés par

U ={v € V/ v, <g surl's}, (3.27)

et, enfin, les données initiales satisfont

Uy € Ugq, Po € L*(T3), 0< By <1 p.p. sur I's, ky €Y. (3.28)

Nous définissons la fonction f:[0,7] =V, q:[0,T] > W et h:V xW — W par
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(f(t),v)vz/fo(t).v da:+/f2(t).v da, (3.29)

(a(t), Ow = / 20(t)¢ da— / (1) da, (3.30)

(h(u(t). ©), C)w = / W — 9)dle — wo)C da, (3.31)

pour tout u,v € V, ( € W, t € [0,7] . On remarque que les conditions (3.22)) et (3.23]) im-
pliquent

feco,rT;v), qeC(0,T;W). (3.32)

Nous définissons la fonctionnelle d’adhésion j,q : L®(I'3) x V x V — R par

Jaa(B,u,v) = / —c, % R(u,) v, da, (3.33)
I's

ainsi que la fonctionnelle de compliance normale j,.:V x V — R donnée par

Jne(u,v) = /py(uy) v, da. (3.34)

On va donner la formulation variationnelle du probléme P pour ceci En utilisant la formule

de Green (2.7) on trouve

(0,e(v —u))g + (Divo,v —u)y = /m/.(v —u) da Vv € H;.

T
D’aprés (3.4]) on a
/a-e(’u—u)dm—/fo-(v—u)dx—/au-(v—u) da Yv € H;. (3.35)

Q Q r

Mais on a

/au-(v—u) daz/au-(v—u) da—l—/ay-(v—u) da+/01/-(v—u) da,

T I' s I's
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si v € V défini par ([2.8]), il résulte selon (3.6) et (3.7))

/UV—(v—u) da:/fg-(v—u) da—l—/ay-(v—u) da.

r I's

D’apreés la formule (1.3)) et la condition (3.8]) on a

/UV-(v—u) da:/a,,-(v,,—ul,) da.

Is I3
Si v € Uy, alors selon (3.9) nous trouvons, pour v € Uy

(00 +pu(uy) = B2 R(w,))(vy = w) = (00 +pu(uy) — ¢, B2 R(w,)) (v, = g)
+ (v +pu(un) = ¢ B2 R(w))(g — uy)
= (UV +pu<uz/) —Cy 62 R(U,,))(Uy - g) > 0.

Alors
[ov =) daz [a 5 R -w) - [pw)w, - w) da

I's I's I's
Donc
/Jl/-(v—u) da > /fg'(U—U) da—l—/cy 32 R(uy)-(v,,—uy)—/py(u,,)-(vy—uy) da.
r T2 I's I3
En revenant a I’équation (3.35)) , nous trouvons

[octo—uyde+ [ ) =) do+ [ =, 5 Rtw) - (0= w)

Q I's I's

> [ fo-(v—u)drv+ | for(v—u)da Vv€& Uy,
[

on a d’aprés les définitions (3.29)),(3.33) et (3.34)

(0(t), e(v = u(t))q + Jaa(B(t), u(t), v — ult)) + Jne(u(t), v —u(t)) = (f(t), v —u(t))y Vv € U,

enfin, il résulte d’apres (3.1) et (1.5]), pour ¢ € [0, T

(Fe(u(t)),e(v —u(t))q + (/0 M(t = s,e(u(s)), k(5))ds, e(v — u(t)))q
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HEVp(t), e(v = ut))q + Jaa(B(1), u(t), v = u(t)) + Jne(ult), v = u(t))

> (ft),v—u®)y  YveE Uu

D’autre part, la formule de Green(2.19) permet de donner, pour D € W

(D, V) u + (divD, ) 120y = /D.u ¢ da V¢ e HY(Q),
r

or pour le dire

/D~VCdSE+/dz’vD-Cda:/D.V(da V¢ € HY(Q).
%) Q T

Ou

/D.VCda:/D.I/Cda—i—/D.VCda—l—/D.qua.
I Fa Fb FB

Si ¢ € W, alors
(=0 surly.

Donc, selon (3.5)) ,(3.12)) et (3.13]) on a

D-V¢dr+ [ g Cda= [ g ¢dat+ [ ¢(u, —g)p(e — o) ¢ da V¢ €W,
[prvcars fmensucu]

Iy

il résulte d’apres I’équation (3.2)) et les définitions (3.30)),(3.31]) et , pour ¢ € [0, T]

(BVe(t), VO u — (Ee(u(t), VO + (h(u(t), ¢), Ow = (4(t), Ow V¢ € W.

Enfin, on obtient la formulation variationnelle du probléme P.

Probléme PV. Trouver un champ des déplacements u : [0,7] — V, un potentiel électrique
¢ :[0,T] — W, un champ d’adhésion 3 : [0,T] — L*('3) et quun champ de variable d’état
interne £ : [0,7] — Y tel que

t

u(t) € Uaa, (Fe(u(t)),e(v — u(t)))q + (/ M(t = s,e(u(s)), k(s))ds, e(v — u)) o+
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(EVp(t),e(v —ult)g + Jaa(B(E), ult),v — w(t)) + jnec(u(t), v — u(t)) (3.36)

> (f(t), v — u(t))v Yv e Uadat € [OaT]a

l(t) = D(e(ut)), k(1)) p.p. t € (0,T), (3.37)

(BVe(t), VO — (Ee(u(t)), VQ)u + (h(u(t), ), Ow = (q¢(t), Ow VCe Wt €[0,T], (3.38)

B(t) = _(Cuﬁ(t)R(uu(t))2 - 5a)+ p.p. te (Oa T)a (339)

B(0) = Po, u(0) = uo, k(0) = ko. (3.40)

3.3 Existence et unicité de la solution

Notre principal résultat, qui énonce la solvabilité unique du probléme PV, est le suivant.

3.3.1 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 3.3.1. Supposons que (3.16) - (3.28) sont vrais. Alors, il existe a > 0 tel que

a < min(mp,mg) , le probléme PV a une solution unique (u,p, K, ). De plus, la solution

satisfait
ueC0,T;V), (3.41)
e e C0, T, W), (3.42)
ke Cl0,T;Y), (3.43)
B eWh(0,T; L*(T'3)) N Z. (3.44)

Un " quintuple " de fonctions (u,o,p, D, 3) qui satisfont (3.1]), (3.2)), (3.36) - (3.40) est

appelé une solution faible du probléme de contact P)V. Nous concluons par le théoréme 3.3.1
que, sous les hypothéses énoncées, le probléme PV a une solution faible unique.

Pour préciser la régularité de la solution faible on note que les relations constitutives (3.1
et , les hypothéses - et les régularités - montrent que o €
C(0,T;Q) et D € C(0,T;H) . 1l résulte de , et des régularités , que
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Existence et unicité de la solution

Divo € C(0,T; H) et divD € C(0,T; L*(f)), et donc

o€ C0,T;Qy), (3.45)
D € C(0,T;W). (3.46)

Nous concluons que la solution faible (u,o,p, D, ) du probléme de contact piézoélectrique
PV a la régularité - (3.46).

Nous passons maintenant a la preuve du théoréme (3.3.1)), qui repose sur des équations non
linéaires classiques avec des opérateurs monotones et des équations différentielles ordinaires,
combinées a des arguments a point fixe. Cela se fait en plusieurs étapes. Nous supposons dans
ce qui suit que les hypotheéses - sont satisfaites. De plus, tout au long de cette
section, ¢ représentera une constante strictement positive qui peut dépendre des données du
probléme mais elle est indépendante du temps, et sa valeur peut changer d’un endroit & un
autre.

Soit © un sous-ensemble fermé de I'espace C(0,7T; L?(T'3)) défini par

© = {8 € W"(0,T; L*(T3)) N Z/B(0) = Bo}.

Premiére étape

Dans la premiére étape, nous considérons le probléme auxiliaire pour le champ de déplace-
ments et de potentiel électrique dans lequel § € ©.
Probléme Pﬁl. Trouver un champ de déplacements ug : [0,7] — V, et un potentiel électrique

s [0,T] — W tels que :

t

ug(t) € Uaa, (Fe(ug(t), e(v —ug(t))q + (/ M(t = s,e(up(s)), k(s)) ds,e(v — up(t)))q

+H(EVps(t), e(v —up(t))q + Jaa(B(E), us(t),v — us(t)) + Jnc(us(t), v — us(t)) (3.47)
> (f(t),v—ug(t)y Yve Uu,tel0,T],

(BVps(t), VO u — (Ee(v —ug(t)), VO u + (h(us(t), vs), Ow

= (q(t),Ow V¢ e W.tel0,T]. (3.48)

Dans I’étude du probléeme Pﬁl nous avons le lemme suivant.
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Lemme 3.3.1. Il existe a > 0 qui dépend de Q,1'1,I's, F, B et P, tel que le probleme Pg a une

unique solution (ug, pz) € C(0,T;V x W), si a < min(mp, mp).

Preuve. La preuve comporte plusieurs étapes, que nous décrivons ci-dessous.
i) Dans la premiére étape, nous posons 7 = (n1,72) € C(0,7;Q xY) tel que m(t) =
t

[ M(t—s,e(ug,(s)), k(s)) ds, n2(t) = P(e(ugy,(t)), k(t)) et considérons l'espace de produits de
0

Hilbert X =V x W, avec le produit scalaire suivant
(:E7y)X - (U, U)V + (907¢)W Vo = (U, 90)7vy = (U7¢) € X’ (349)

et la norme associée ||.||x. Nous introduisons également ’ensemble K C X défini par

K = Uy x W. (3.50)

Nous avons défini 'opérateur Az : X — X, la fonction j : X x X' — R et I'élément f,(t) € X par

(As(t)r, y)x = (Fe(u(t)),e(v))q + (BV@(t), Vi) u + (E7Ve(t), £(v)q — (Ee(ult)), Vib)q

+Jad(B(t), u(t),v) Vo = (u(t), p(t),y = (v,¥) € X, t € [0, 7], (3.51)
j(x,y) = an(u(t)av) + (h(u(t)v 90<t>)7’¢)W Vo = (u(t)v gD(t)), Y= (Uﬂwb) €X,te [OwT]a (352)
(fa(),y)x = (f(t),0)v + (a(t), V)w — (0" (1), €(v)q Yy = (v,9) € X,t€[0,T].  (3.53)

Il est facile de voir que g, = (ugy, Ppy) : [0, 7] = X est une solution au probléme (3.47)),(3.48)
de régularité (ugy, pp,) € C(0,7; X) si et seulement si xg, € C(0,T; K) et satisfait

(1) € K, (Ap() 2y (1), y = wpy(1))x + 5 (wsy (1), y) = 5(pn(1), 5y (1)) =

(fo(t),y —2p,(t))x, Yye K,Vtel0,T]. (3.54)

En effet
Soit g, = (ugy, sy) : [0,7] = X une solution du probléeme Pj. Soit y = (v,9) € K et soit
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t € [0,77]. On utilise la fonction test ¢ — @g,(t) dans (3.48)

(BV @ (1), V() = 9y (8))) 1 = (Ee(v = uy (1)), V(¢ = pan(t)) i + (h(upy(t), 9sn), ¢ — on(t))w

= (q(t), ¥ — @an())w,
on ajoute 'inégalité correspondante a (3.47)

(Fe(ugy(t)), e(v = ugy(t))q + (/ M(t = s, e(upy(s)), k(s)) ds, e(v = ugy(t))) o+

(€ Vpn(t),e(v = usy(t)))@ + Jaa(B(1), gy (t), v — gy(t)) + Jne(tsn(t), v = wsy(t))+
(BV@sn(1), V(1 =0y (8))) 1t = (E(v =gy (1), V(& =y (1)) 11+ (hupy (), 050 (1)), ¥ = (1)) w

> (f(t), v —ugy(t))v + (q(t), ¥ — 0a,(t))w,

on utilise (3.49)—(3.53)) pour obtenir ([3.54).
Inversement, supposons que xg, = (ugy, Pgy) : [0,T] — K vérifie (3.54)) et soit ¢ € [0,T]. Pour

tout v € U,q, on prend y = (v, s,(t)) dans (3.54). On a d’apres (3.51),(3.52)) et(3.53)

(As(t)asy(t),y — zan(t))x = (Fe(ugy(t)), e(v — ugy(t)))q + (BVsn(t), V(ps(t) — sn(t))m
+ (EVpy(t), e(v — ugy(t))) g — (Ee(upy(t), V(psn(t) — ©sy(t))
+ Jaa(B(t); ugy(t), v — ugy(t))
= (Fe(ugy(t)),e(v —ugy(t))q + (€ Va(t),e(v — ugy(t)))q

+ jad(ﬁ(t)’ U5n(t), v = uﬁn(t))>

J(@pn(t),y) — (@), wsy(t)) = Jne(ugy(t), v) + (h(ugy(t), wpy(t)), wpn(t))w
= Jne(ugn(t), ugy(t)) — (h(ugy(t), wpn(t)), 054 (1)) w

= Jne(Upy(t), v — ugy(t)),

(fa(),y = gy ()x = (F(£),v = ugy()v + (a(t), 98y (t) — 0py(t))w — (' (1), (v — ugy(1)))q
= (f(t),v —ugy()y — (7' (1), £(v — ugy(1))) -

Alors, D’aprés (3.54) nous trouvons (3.47)).
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Ensuite, pour tout ¢» € W, on prend y = (ug,, s,(t) + ¢) dans (3.54).D’apres (3.51)),(3.52)
et(3.53)) on a

(Ap(t)wpn(t),y — xay(t))x = (Fe(ugy(t)), e(ugy — upy(t)))q + (BVs, (), V(¥))
+ (E"V (1), e(upy(t) — usm(t))q — (Ee(ugy(t), V(¥))q
+ Jaa(B(t); upy(t), ugy — upy(t))
= (BVian(t), V()i — (Ee(ugy(t), V(i)

3 (@ay (1), y) — 3 (@ay(t), @3y (1)) = Jnc(upn(t), upy(t)) + (h(ugy(t), ©54(1)), 0y(t) + V)w
- jm(uﬂn(t)a uﬂn(t)) - (h(u&](t), SOBn(t)); Wﬂn(t) +U)w
=0,

(fat),y = @5y () x = (F(1), ugn(t) — ugy(t))v + (a(t), )w — (0" (£), € (upy(t) — ugy(t)))q
= (Q(t)a¢)w-

Alors, selon ([3.54)) nous trouvons

(BV@sn(t), V) — (Ee(v — ugy(t)), V)i + (hugy (L), opn), V)w = (q(t), P)w.  (3.55)

Posons y = (ug,, vy (t) — ). D’apres (3.51),(3.52) et(3.53) on a

(As(t)zan(t), y — @y () x = (Fe(upy(t)), e(ugy — ugy(t)))o — (BVgy(t), V(¥))u
+(E"Vay(t), e(upy(t) — upy(t))q + (Ee(ug, (1)), V(¥))q
+ Jad(B(t), uan(t), ugy — ugy(t))
= — (BVgy(t), V(¥) i + (Ee(upy(t)), V(i)

G (@pn(t),y) = 3 (wan(t), 2y (1)) = Jne(upy(t), wan(t)) + (h(ugy(t), 9sq(t)), wan(t) — ¥)w

= Jne(n(t), upy(t)) = (P(ugy(t), an(t)), 9n(t) — ¥)w
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Alors, selon (3.54)) nous trouvons

(BVsy(t), Vi) u — (Ee(v = ugy (1)), V)i + (hupy (1), 0n), V)w < (q(t), ¥)w. (3.5

De ([3.55) et ([3.56|), nous trouvons I'inégalité (3.48]).

ii) Dans la deuxiéme étape, nous remarquons que les j,q et jn. sont linéaires par rapport

au dernier argument et donc
jad<ﬁ7u7 _U) = _jad(ﬁ7u7v)7 an(ua _U) = _an(U’JU)' (357)

En utilisant (3.33)), et les inégalités |R(uy,)| < L, |B1] < 1, |Bo] < 1, Jugy — ugy| < ||ug — usl|, on

trouve

jad(ﬁl, Uy, Uz — Ul) +jad(ﬁ2,u2, Uy — U2) =Cy /( %R(ulu) - 5§R(U2u))(ulu - U2u) da

s

< CVL/ 16 — B3 l|ur, — uay|

s

< CVL/ |61 — Bal|B1 + Ballury, — ugy
I's

< ¢ [ 151~ Ballus — wa] e
I's
ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.12)), nous trouvons
jad(ﬁl,ul,w - Ul) +jad(52, Uz, U1 — Uz) < C||51 - 52||L2(r3)||ul - U2||V- (3-58)

Ensuite, nous choisissons 1 = 2 = f dans (3.58) pour trouver

Jad (B w1, us — u1) + Jaa(B, ug, ug — ug) < 0. (3.59)

Des manipulations similaires, basées sur la continuité Lipschitzienne des opérateurs R montrent
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que

’jad(ﬁlaula ) - ]ad 627u27 cl/ 51 ulV) - ﬁgR(UQV))/UV da

\

—¢ 51 52 + 52) (u1,) — BS(R(U%))UV da

I
F— c

< /<c1|51 — Bol + colury — uzw|)|vs| da,

I's

Notons que |uy, — ug,| < ||ug — usl|, |v,| < ||v]] p.p. sur I's, on obtient

|Jad(Br, w1, v) = Jaa(Ba, ua, v)| < C/(|51 — Ba| + [Jur — ua|)||v[| da,

I's

Nous utilisons maintenant l'inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.12)) pour trouver

|Jad(B1, U1, V) = Jaa(B2, u2,v)| < c(||B1 — Ballp2rs) + Jur — uallv)||v]lv. (3.60)
De plus, on prend u; = v,us = 0 dans (3.59)), puis on utilise 'égalité R(0) = 0 pour obtenir

jad(ﬁvvav) > 0. (361)

Maintenant, nous utilisons - 2.12)) pour voir que

(11, 0) = etz v)] < / 1P (t110) — po(uz) 00| da
S Ly/|u11/ - u21/| |/UI/| dCL
I's

<1, / lur — sl [0l da
I's
< L, Jluy — uslly[[vlly- (3.62)

Nous utilisons a nouveau (3.34)) pour obtenir

jnc(ula Uy — ul) + jnc<u27 Uy — u2) S /(pu(ulu) - pu(u2u))(u2u - ulu) daa
I's

et alors, (3.21)) (c¢) implique
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Jne(t1, ug — u1) + Jne(ta, ur — uz) < 0. (3.63)

Enfin, nous utilisons les bornes [¢(v)| < My, |¢(¢1 — ¢o)| < L, la continuité Lipschitzienne
des fonctions ¢ et ¢, et les inégalités (2.12)),(2.16]) pour obtenir

(h(u1, 1), p2)w — (h(u1, 1), 01)w + (h(uz, ¥2), p1)w — (h(ug, @2), 2)w (3.64)

< /I@D(ulu — 9)0(1 — o) — U(uz — g)o(01 — o)l lp1 — waf da

—g) — ¥(uz — g) + V(ua, — g) ) d(e1 — ¥o)

IN
—
=
S

<

— P(uz — 9)9(w2 — wo)) | w1 — @af da

< sz/lsoz —<P1|2+LwL¢/||U2 —ulllps - ¢l da
F3 FS

< Mycollo2 — 1y + Ly Locoolluz — ullv||o2 — @1 llw

iii) Dans cette étape, nous voyons que Ag(t) est un opérateur lipschitzien continu fortement

monotone sur X et qu’il satisfait

(Apsn — Ao Toy — Tam)x > min(mpe, mp)||sy, — Toml|%- (3.65)
En effet

Pour xg,, = (Ugyn, ©a1n)s Taan = (Upyn, Ppan) € X et pour tout y = (v,¢) € X. On utilise la
définition (3.51)) de I'opérateur Ag et I'inégalité de Cauchy-Schwartz , Nous trouvons

(Apzpin=AsTam y)x < |[Fe(upm) = Fe(ugn)lelle(@)llo 1BV (9sn) =BV (@an) [V ()] 5+

EV (sn) =€V (ppm)llalle(V)llo+ € (us ) =Ee(upn) | ulIV () a+jad(B, upin, v) = Jaal(B, wsyn, v);

d’aprés les hypotheéses (3.16]) et (3.18])- (3.19) on obtient

(Apzpin — Appym: y)x < c([le(up) = e(upm)llolle(®)lle + 1V (9s1m) = V() allV ()&
+IV(esin) = Viepm)lulle)lle + lle(upm) = elupn)lleIV @) a )

+ |jad(67 UByn, U) - jad(ﬁv UBan; U>|a
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les égalités (2.11)), (2.15) et (3.60) donnent

(Aﬁxﬂm - Aﬁxﬁzmy)X <c( Huﬁm - uﬁzn”VHUHV + HSOBW - @an“WkuW

+ HQOBW - @ﬂw”WHUHV + Hub’m - uﬁzr]HV“Q/JHW )

de la définition de || - || x, nous concluons que

(Aﬂa751n — ApTp,y, Yx < ¢ ||$6177 - xﬁanXHyHX,

pour y = Agxg,, — App,y,, on obtient

A5 5 — Agtamllx < ¢ [2an — Tamllx-

Ce qui montre que A : X — X est un opérateur lipschitzien continu. De plus, nous avons

(A/Bxﬁm - Aﬂxﬁzm Lpin — xﬁzﬁ)X - (F{:‘(Uﬁm) - Fg(uﬁzn)’ E(uﬁm) - 6(’&52,7))@
—|—(BV(()05177) - BV(Qngn), V((Pﬁm - Qpﬁﬂ]))H + (5*v<905177) - S*V(Soﬁw)’ g(uﬁm) - g(”ﬁQﬂ))Q

—(56(1151,7) - 55(“5271)7 v(@ﬁm - 905277)>H + jad(ﬁ? Upin, Upin — uﬁw) - jad(ﬁa UBan, Uiy — uﬂzn)'

Nous savons que

(Ee(ur) — Ee(uz), V(pr — ¢2))m = (E"V(p1) — E"V(pa), e(ur) — e(uz))q-

Ainsi, en utilisant (3.16[)(c),(3.19)(d), (3.59), (2.11)) et (2.15) nous obtenons

(Aﬁxﬁm - A5$52777 Lpin — xﬁzfl)X > mF||€(u6177> - Uﬂzn)”fg + mB“V((pﬁm - 905271)”%{
> min(mF7 mB) (Huﬁlﬂ - uﬁzﬁ”%/ + H@ﬁlfl - @ﬂzn“%/[/)

> min(mpg, mp) ”xﬁw - xﬁzn”%{-

Alors Ag : X — X est un opérateur fortement monotone sur X .
De plus, on peut facilement vérifier que, pour un = € X donné, la fonctionnelle j(z,.) : X — R

est convexe et semi-continue inférieurement et qu’elle satisfait

3(@1,y2) — g (1, 01) + 5 (2, 31) — 3 (w2, 92) < (Lucg + Myco+ LyLgcoco) [|lo1 — za|x [y — vellx.
(3.66)
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En effet
En utilisant (3.52)), (3.62) et (3.64), on trouve

J(@1,y2) — j(z1,m1) + J(22,y1) — 5(22,92) = Jne(u1, v2 — v1) + Jne(uz, v1 — v2)
+ (h(u1, 1), Y2)w — (h(u1, 1), ¥1)w

+ (h(uz, v2), Y1)w — (h(u2, p2), Y2)w

< Lycp |luy — uglv[lor — vallv
+ Myco |1 — w2llwllr — Yollw
+ Ly LgcoCo |lur — uz|lv]jvr — 2llw

< (Lyc§ + Myco + Ly Lgcodo) [lz1 — z2|x [y — v2llx-

Supposons que

a = L,cg+ Mycy+ LyLgcolo < min(mp, mg). (3.67)

En utilisant un résultat standard d’existence et d’unicité sur les inégalités quasi-variationnelles

elliptiques (2.4.2)), il en résulte qu’il existe un élément unique =g, € K qui satisfait (3.54]).

Pour t1,t; € [0,T], un argument basé sur (3.54) montre que

(Ap(tr)zpn(t), 2pn(t2) — zpn(t1))x > — j(wp,(t1), way(ta)) + J(2s,(t1), v,(t1))

+ (Fo(t1)s 2n(t2) = 2y(t1))x,

et

(Ap(t2)xpy(ta), xp,(t1) — 2y (t2))x > — j(wpn(ta), xan(t1)) + (2, (t2), 24,(t2))

+ (folt2), 2a(ts) — 2y (t2)) x-

Et comme

(Ap(ti)wsy(t1), oy (te) — y(t1))x + (As(t2)Tsy(ta), sy (t) — ws,(t2)) x

= —(Ap(t1)wp,(t1) — Ap(ta)rs,(ta), v, (t1) — 2p,(t2))x
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alors

— (Ap(ti)zpn(tr) — Ap(te)wsy(t2), xpy(t1) — xpn(t2))x = — j(@an(tr), zpy(t2)) + j(@sn(t1), s, (t1))
— j(wgy(t2), vay(t1)) + j(2py,(t2), 28, (t2))

= (fa(t) = fo(t2), zpy(t1) — 2y (t2)) x,

donc

(Ap(tr)wgy(t) — Ap(t2)man(t2), von(t1) — xpn(te))x < J(@ay(te), xen(t2)) — j(@sy(t1), 2y (t1))
+ J(@an(t2), xen(t1)) — J(@ay(t2), 2an(t2))
+ (fo(tr) = fo(t2), man(tr) — wpn(t2))x
< Lycy + Myco + LyLgcoco [lwy(tr) — gy (t) 1%

+ | fa(t) = fo(t2) | xllzpy(t1) — 2y (t2) ] x.

En utilisant (3.51)),(3.16])(c),(3.19)(d), (3.58), (2.11) et (2.15]), nous trouvons

(Ap(t)zan(ts) = Ap(t2)wsn(t2), n(t1) — Ty (t2)x = min(mp, mp) |z (t1) — Ty (t2)ll%

—c ||B(t1) = B(t2) |2y |z (t1) — 2y (t2) || x-

Alors

C

23y (t1) — 2 (t2) [l x < = 1B(t) = B(t)llz2y) + ILfa (1) = fult2)llx). (3.68)

min(mg, mpg) —

En rappelant les régularités f, € C(0,T;X) et B € C(0,T; L*(T'3)), il résulte de (3.68) que
zg, € C(0,T; X).

iv) Maintenant, soit n = (p*,n*) € C(0,T7;Q x Y), nous définissons k, € C'(0,7;Y) et
Popérateur Ag = (Aj, AZ) : C(0,T;Q xY) = C(0,T;Q x Y) par

t

ky(t) = ko + / n*(s) ds Vt €10,7), (3.69)
Apn(t) = /M(t —s,e(upy(s)), ky(s)) ds Vt € (0,77, (3.70)
Agn(t) = (e(upy(t), k(t)) V€ [0,T]. (3.71)

On utilise la notation xg,, = (ugy,, Psn;) = Ti = (Wi, ;) et ky, = k; pour i = 1,2. De (3.70))
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,(3.17) et (2.11)) on avons

[A5m(8) — Agma(t) g < /I|M (t = s,e(ua(s)), ki(s)) = M(t — 5, 2(ua(s)), ka(s))llo ds

/ le(un(s)) — e(ua(s))lg ds + / Vka(s) — Eals) |y ds)
/ lur(s) — us(s)lv ds + / Vka(s) — ka(s) 1y ds).

De méme, nous utilisons (3.71)), (3.20]) et (2.11]) pour obtenir

[AZm () = Agna(t)lly = 1@ (e(ur(t)), ki () — D(e(ua(t)), ka(t))lly
< Lo ([le(ua(t)) — e(ua(t))llg + [k (t) — k2(t)[ly)
< ¢ (lur (@) = ua(®)lv + [k (£) = k2(E)]]y)-

Donc

IAstn(8) — Asma(t)loxy < e ( / s (5) — was) v ds + / () — ka(s) 1y ds

+ [lun () = ua(®)l[v + k1 (t) = k2 (8)]ly ). (3.72)

D’autre part, en utilisant la relation (3.54]) on trouve que

(Ag(t)z1(t) = Ap(t)xa(t), 21(t) — 22(t))x < Jiaa(t), 22(t)) — j(21(E), 22(t)
+ J(@2(t), 21(2) — jwa(t), 22(1))
+ (foltr) = fo(t2), 21 (t) — 22(t))x
< L,cg 4+ Myco + LyLgcoéo ||71(t) — 2a(t)||%

+ @) = m@®lellz(t) — z2(t)]x,

)
2

il résulte de (3.65) que

1
min(mp, mp) — «

1 () = z2(t) ]| x < I3 () = ()l

ce qui implique

lur(t) = wa(®)llv < e [l () — ma(B)llo- (3.73)
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De plus, a partir de (3.69)) nous avons

(1) = kD)l < € / Is) = w3(s)ly ds vt € (0,71, (3.74)
Alors, d’aprés (3.72)), (3.73) et (3.74)), en obtient
[Asmi(t) = Agna(t)[loxy < 0/ [71(5) = m2(s)lloxy ds vt €[0,T].
De plus, on a
t
[Agmi(t) — Agma(t)lloxy < OfH?h( ) = m2(O)lloxy ds,
t s
[AZm(t) — AZna(t)llgxy < ¢ Of 0f||771 2(r)loxy drds,
t s
[AZm () — AZme(B)lloxy < ¢ [ [l (r) = n2(r)lloxy drds,
00
t sr
[AEm(t) = Mg (B)lloxy < ¢ [ [ [lIm(l) = me(Dlloxy dldrds,
000
t s
AT — AZn2lloorexy) < Cm// """""" /Hm(l) —n2(D)llcomoxyy dl---drds.
N .
m in;ggrals
On sait que : [ dl =r,
s r 0 s 82
et que [ [ dldr= [rdr=—,
00 0 2
t sr t3
et que [ [ [ dldrds = —,
000 6
t s T m
[ [ [ di-e-drds =
00 0
Alors
m m me
HAg m— Ag 7]2||C’(0,T;Q><Y) < ||7]1 772||C(0,T;Qxy)-

L’estimation qui implique qu’une puissance A} de Ag est une contraction sur I'espace C (0,T;Qx
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Y'). Ainsi, A7’ posséde un unique élément fixe ns € C(0,T;QxY) qui est également un unique

point fixe de Ag, i.e.

Agns(t) =ns(t) vt e [0,T]. (3.75)

Enfin, notons ug, = ug et pg, = g, le couple (ug, ¢3) est I'unique solution du probléme (3.47))-
(3.48)). En effet, existence et 'unicité découlent de (3.54), (3.57) - (3.75)).

Deuxiéme étape
Afin de prouver le théoréme (3.3.1)), nous avons besoin d’autres résultats intermédiaires. Consi-
dérons ug la solution obtenue ci-dessus et définissons le probléme de Cauchy suivant énoncé

comme suit.
Probléme Pj. Trouver un champ d’adhésion 6 : [0, 7] — L*(I's) tel que,

(1) = —(Os(t)es R(us (D) — 2a)s pp. t € (0,T), (3.76)

05(0) = fo. (3.77)

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Le probleme P§ a une solution unique 65 € W>(0,T; L*(I's)) N Z.

Preuve. Considérons lapplication Fp : [0,T] x L*(T's) — L*(T's) définie par

Fy(t,0) = —(0p(t)cs R(upn(1))” = ca)+.

Pour tout t € [0,7] et & € L*(T's). Il résulte des propriétés de l'opérateur de troncature
R que Fj est lipschitzienne continue par rapport au second argument. De plus, pour tout
6 € L*(T's), Vapplication ¢ +— Fjs(t,0) appartient a L>(0,7; L*(T's)). En utilisant maintenant
une version du théoréme de Cauchy-Lipschitz , nous obtenons l'existence d'une unique
fonction g5 € W'>(0,T; L*(I'3)) qui résout (3.76), (3.77). Nous notons que (3.39) et (3.40)
garantissent que [(t) < [fy et, par conséquent, ’hypothése (3.28) montre que 5(t) < 1, pour
t > 0 p.p. sur I's. D’autre part, si 8(tg) =0 a t =ty , alors il résulte de et (3.40) que
ﬂ(t) = 0 pour tout t > ty et donc, f(t) = 0 pour tout ¢t > ¢ p.p. sur I's. Nous concluons que
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0 < B(t) < 1 pour tout t € [0,T] p.p. sur I's. Par conséquent, d’aprés la définition de ’ensemble
Z, on trouve que 03 € Z ce qui conclut la preuve du lemme.
Il résulte du lemme (3.3.2)) que pour tout S € O la solution 65 du probléme Pg appartient

a ©. Nous considéront 'opérateur A : © — © donné par A5 = 6.
Derniére étape
Dans cette étape, nous prouverons le résultat suivant.

Lemme 3.3.3. Il existe un élément unique [* € © tel que AS* = [*.

Preuve. Supposons que i, 5> soient deux fonctions de © et notons zs, = x;,05, = 0; les

fonctions obtenues respectivement dans les lemmes (3.3.1)) et (3.3.2)) pour § = 5;, i = 1,2. Pour

t € [0,T], un argument basé sur (3.54) montre que

(Ap, (D)1 (8) = Ag, (D)o (1), 1(1) = 22(1))x < G(21(1), 22(1)) = G(21(2), (1))

+ (2 (t), 21 () = j(w2(t), 22(t)) + (fy(t) = fy(1), 21(1) — 22(1)) x

< Lycg + Myco + LyLycodo ||z1(t) — z2(t) |5

Ainsi, en utilisant(3.51)) (3.16[)(c),(3.19)(d), (3.58), (2.11)) et (2.15]) nous obtenons

(A, ()x1(t) — Ap, ()a2(t), 21 (t) — 21(t))x = (Fe(ur) — Fe(uug),e(ur) — us))q
+(BV (1) = BV(p2), V(1 — 92))u + (EV(p1) — EV(p2), e(u1) — u2))q
—(Ee(ur) — Ee(uz), V(1 — 2))u + Jaa(Br,ur, ur — uz) — jaa(Be, vz, ur — us)

> min(mp,mp)||71(t) — 22(8)[x — ¢ [181(t) = Ba(®) |2 l21(2) — 22(8)l|x-

Donc

c

1 () = z2(t)]|x < = 16:(8) = Ba()ll 22,

min(mpg, mp) —
ce qui implique

[ur () = wa(®)llv < e [[B1(8) = Ba(B)l| L2(ry)- (3.78)

D’autre part, il résulte de (3.76) et (3.77)) que
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t

0i(t) = o~ [ (Bi(s)e R(u 5))? — ). s,
0
et puis
t
161(2) = 02(F) | L2(rs) < C/ 101(s) R(u1,(5))* — 01(s) R(uz,(5))* || 2(rg) ds.
0
En utilisant la définition de R et en écrivant #; = 6; — 65 + 05, nous obtenons
t t
164(6) = Ba(®)l ey < ([ 1615) = Ba(6) oy s+ [ uas) = ua(s) ey )
0 0
Par I'inégalité de Gronwall, il s’ensuit que
164(8) = Ba(®) ey < € [ Tr(s) = walo) sz s,

en utilisant (2.12)) nous obtenons

t

161(2) = 02(2) || 2(rs) < C/ [[ur(s) — ua(s)lv ds.
0
Nous déduisons
ABL(E) — ABaD)ll oy < € / Jus(s) — als) v ds. (3.79)

Nous combinons maintenant (3.78)) avec (3.79) pour déduire

t

[ALL(E) = AB2(D) || L2ry) < C/ 181(s) = Ba(s)llL2(ry) s,
0

en réitérant cette inégalité m fois ( en utilisent la méme méthode de lemme ([3.3.1))), cela donne

me
|A™ B — A™ 52HCOTL2(F3)

H51 Ballco.r02(ry))-
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Alors, pour m suffisamment grand, 'opérateur A™ est une contraction sur C'(0,T; L*(T'3)), alors
A™ admet un unique point fixe §* qui est aussi un unique point fixe de © .

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour fournir la preuve du théoréme ((3.3.1)).

3.3.2 Démonstration du théoréme

Existence Soit 3* € © le point fixe de I'opérateur A : © — © donné par A3 = 03
et soit (u*,p*) la solution du probléme Pg, obtenue dans le lemme 3.3.1 pour § = §* | i.e.
u* = ug~, p* = pg«. Puisque fz- = $* nous concluons par (3.47))-(3.48), (3.76)-(3.77) et (3.69)
que (u*, ¢*, k*, 5*), ot k* = kg~ est une solution du probléme PV et J* satisfait . De plus,
puisque 0z« = [*, I'inégalité implique que le couple (u*, p*) appartient a C(0,7T; X), et
Iégalité implique que la fonction k*appartient & C*(0,7T;Y), dont les fonctions u*, ¢*, k*
ont la régularité exprimée dans -.

Unicité L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de I'opé-
rateur A. En effet, soit (u, p, k, 5) une solution du probléme PV satisfaisant (3.41)—(3.44). 1l
résulte de (3.47)-(3.48) que (u, ) est une solution du probléme P, et comme ce probléme a
une solution unique notée (u, ¢) d’aprés le lemme (3.3.1)), on obtient

u=up, = p;s (3.80)

Ensuite, nous remplagons u = ug,» = g dans (3.37), (3.39) et utilisons la condition ini-
tiale (3.40)) pour voir que k est une solution de (3.69)) et 5 est une solution du probléme Pg

Puisque par le lemme (3.3.2)), ce dernier probléme a une solution unique, notée 63 nous trouvons

k=ks, B=0z (3.81)

Nous utilisons maintenant A5 = 03 et (3.81) pour obtenir que A5 = 3, i.e. 5 est un point fixe
de opérateur A. Il résulte maintenant du lemme (3.3.3) que

B=p" (3.82)

L’unicité du théoréme découle désormais des égalités (3.80))- (3.82]).
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié un nouveau modeéle mathématique décrivant le contact
sans frottement d’un processus quasi-statique entre un corps électro-élastique a longue mémoire
et une base adhésive conductrice. Le contact est décrit par une condition de compliance normale
et d’adhésion. La loi de comportement associée au matériau électro-élastique étudié est la loi
de Coulomb avec une variable d’état interne, dans laquelle 'adhésion des surfaces de contact
est prise en compte, et une condition de conductivité électrique régularisée.

Nous avons présenté une formulation des équations et des inéquations variationnelles de ce
probléme & étudier, pour ceci en utilisant la formule de Green.

Enfin, Pexistence et 'unicité d’une solution faible sont établies sous quelques hypotheéses de
faible conductance de surface. La preuve repose sur des arguments tirés des résultats généraux
sur les équations d’évolution non linéaires avec opérateurs monotones, le théoréme de Cauchy-

Lipshitz, le lemme de Gronwall et le point fixe de Banach.
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