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Résumé

Ce mémoire est consacré à l’étude d’un modèle impliquant un contact sans frottement entre un
corps électro-élastique à mémoire longue et une base adhésive conductrice. Le processus est mécani-
quement quasi-statique et électriquement quasi-statique. Nous modélisons le matériau à l’aide d’une
loi de comportement électro-élastique non linéaire générale à variable d’état interne et le contact à
compliance normale et contrainte unilatérale, où l’adhésion est prise en compte, ainsi qu’une condi-
tion de conductivité électrique régularisée.
Dans notre travail, nous avons présenté une formulation variationnelle du problème, puis établi
l’existence et l’unicité de la solution sous certaines hypothèses sur les données.
La preuve repose sur des équations d’évolution non linéaires avec des opérateurs monotones, des
équations différentielles et des arguments de point fixe de Banach.

Mots clés :

Processus quasi-statique, sans frottement, variable d’état interne, adhésion, compliance normale, so-
lution faible, point fixe.

Abstract
This memoire is devoted to the study of the model involving a frictionless contact between

an electro-elastic body characterized by long memory and a conductive adhesive foundation. The
process is mechanically quasistatic and electrically static. We model the material with a general
nonlinear electro-elastic constitutive law with internal state variable and the contact with normal
compliance and unilateral constraint, where the adhesion is taken into account and a regularized
electrical conductivity condition.
In our work we in present a variational formulation of the problem then we established the existence
and uniqueness of the solution under assumptions on the data.
The proof is based on nonlinear evolution equations withmonotone operators, differential equations
and Banach fixed point arguments.

Keywords:

Quasistatic process, frictionless, variable state internal, adhesion, normal compliance, weak solution,
fixed point.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’effet piézoélectrique est caractérisé par le couplage entre les propriétés mécaniques et

électriques des matériaux. Un matériau déformable présentant un tel comportement est appelé

matériau piézoélectrique. Ces matériaux sont largement utilisés comme interrupteurs et action-

neurs dans de nombreux systèmes d’ingénierie, en radioélectronique, en électroacoustique et

dans les équipements de mesure. Des modèles généraux pour les matériaux élastiques à effet

piézoélectrique, appelés matériaux électro-élastiques, sont présentés dans [5]. Les problèmes de

contact, avec ou sans frottement, entre deux corps déformables ou entre un corps rigide et un

corps déformable sont très courants dans l’industrie et la vie quotidienne [9]. Récemment, ces

problèmes impliquant des matériaux élasto-piézoélectriques [3], viscoélastiques [24] ou élasto-

viscoplastiques [15] ont été étudiés. Les processus d’adhésion sont importants dans de nombreux

environnements industriels où des pièces, généralement non métalliques, sont collées ensemble.

C’est pourquoi le contact adhésif entre deux corps, lorsqu’une colle est ajoutée pour empêcher

les surfaces de bouger l’une par rapport à l’autre, a récemment fait l’objet d’une attention

accrue dans la littérature. La modélisation de base est présentée dans [13, 21]. L’analyse des

modèles de contact adhésif est présentée dans [7, 8, 10] et dans les monographies [26]. Une

application de la théorie du contact adhésif au domaine médical des prothèses a été étudiée

dans [22].

Dans ce mémoire, nous étudions un problème de contact quasi-statique sans frottement pour

des matériaux électro-élastiques avec adhésion, mémoire longue et une variable d’état interne

dans le cadre de la théorie mathématique de la mécanique du contact. Notre objectif est de

décrire des processus physiques impliquant à la fois le contact, l’adhésion et l’effet piézoélec-

trique, afin de montrer que les modèles obtenus conduisent à des problèmes mathématiques

bien posés. La prise en compte de l’effet piézoélectrique dans l’étude des problèmes de contact
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Introduction générale

adhésif quasi-statique constitue la principale nouveauté de ce mémoire. Comme dans [8, 9, 19],

nous utilisons un champ d’adhésion représenté par une variable β définie sur la zone de contact

qui satisfait les restrictions 0 ≤ β ≤ 1, si β = 1 en tout point de la zone de contact, l’adhésion

est complète et toute l’adhésion est active, si β = 0 l’adhésion est incomplète et donc inactive,

et par conséquent il n’y a pas d’adhésion, lorsque 0 < β < 1, l’adhésion est partielle et seule

une fraction β d’adhésion est active.

Avec [18, 23], ce mémoire constitue une contribution à l’étude des problèmes de contact

pour les matériaux piézoélectriques. Nous étudions ici un modèle mathématique décrivant le

contact unilatéral sans frottement entre un corps déformable à mémoire longue supposé électro-

élastique et une fondation conductrice à variable d’état interne.

L’objectif principal de ce travail est d’étudier un nouveau modèle mathématique de contact

sans frottement entre un corps électroélastique à mémoire longue et une variable d’état interne

avec une base adhésive conductrice. Ce mémoire est organisée comme suit : Dans Le premier

chapitre nous introduisons des notations générales de la mécanique nécessaire pour une bonne

compréhension de la suite du problème traité. Nous commençons par le cadre physique, loi

de comportement piézoélectrique et condition aux limites. Dans Le deuxième chapitre nous

donnons quelques rappels sur les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées.

Nous abordons ensuite les résultats fondamentaux de l’analyse non linéaire, les inégalités quasi-

variationnelles elliptiques, le lemme de Gronwall et quelques théorèmes très utiles pour les

démonstrations. Dans le troisième chapitre nous présentons l’énoncé du problème, puis nous

listons les hypothèses sur les données et donnons la formulation variationnelle du problème et

enfin, nous énonçons notre résultat principal d’existence et d’unicité basé sur des équations

d’évolution non linéaires avec des opérateurs monotones et des arguments à point fixe.
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NOTATIONS PRINCIPALES

si Ω est un domaine de Rd(d = 2, 3), on note par

N l’ensemble des entiers naturels,

R l’ensemble des nombres réels,

Ω l’adhérence de Ω,

Γ la frontière de Ω supposée régulière,

Γi(i = 1, 3, a, b) une partie mesurable de la frontière Γ,

mesΓi(i = 1, a) la mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ,

ν la normale unitaire sortante à Γ,

vν , vτ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,

σν , στ les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel σ,

C1(Ω) l’espace des fonctions réelles continûment différentiables sur Ω,

H l’espace L2(Ω)d,

H1 l’espace H1(Ω)d,

Q l’espace L2
s(Ω)

d×d,

Q1 l’espace {σ ∈ Q/Div σ = (σij,j) ∈ H},

H
1
2 (Γ) l’espace de Sobolev d’ordre 1

2
sur Γ,

HΓ l’espace H
1
2 (Γ)d,

H− 1
2 (Γ) l’espace dual de H

1
2 (Γ),

H
′
Γ l’espace dual de HΓ,

W l’espace {ζ ∈ H1(Ω)/ζ = 0 sur Γa},

W l’espace {D = (Di) /Di ∈ L2(Ω), Di,i ∈ L2(Ω)},

γ : H1 −→ HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

3



Notations

(., .)H le produit scalaire de H,

⟨., .⟩H′×H le produit de dualité entre H ′ et H,

∥.∥H la norme de H.
Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ ∞, on note par

C(0, T ;H) l’espace des fonctions continues sur [0, T ] dans H,

C1(0, T ;H) l’espace des fonctions continument dérivables sur [0, T ] dans H,

Lp(0, T ;H) l’espace des fonctions mesurables sur [0, T ] dans H,

telles que
∫ T

0

∥u(t)∥pHdt < +∞ avec les modifications usuelles si p = +∞.

∥.∥Lp(0,T ;H) la norme de Lp(0, T ;H),

W k,p(0, T ;H) l’espace de Sobolev de paramètres k et p,

∥.∥Wk,p(0,T ;H) la norme de W k,p(0, T ;H).

Autre notations :

u̇, ü les dérivées première et deuxième de u par rapport au temps,

∇φ le gradient de φ,

Div σ divergence de σ,

divD divergence du vecteur D,

ε(u) le tenseur de déformation,

Sd l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd,

Λn puissance n de l’opérateur Λ,

c une constante générique strictement positive,

p.p. presque partout.

i.e. c’est-à-dire.
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CHAPITRE 1

MODÉLISATION DU CONTACT PIÉZOÉLECTRIQUE

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique de contact ou nous allons introduire le

cadre physique utilisé dans ce mémoire, nous commençons de rappeler l’équation de mouvement

de Cauchy et décrire les lois de comportement élasto-piézoélectrique et élasto-piézoélectrique

à longue mémoire et à variable d’état interne. Par ailleurs nous précisons les conditions aux

limites de contact concernant les problèmes étudiés dans ce mémoire.

1.1 Cadre physique

Soit Ω ⊂ Rd ; d = 2, 3, un domaine occupé par un corps électro-élastique à frontière

lipschitzienne Γ, partitionnée en trois parties mesurables Γ1, Γ2 et Γ3, correspondant aux condi-

tions aux limites mécaniques telles que mes Γ1 > 0. D’autre part, Γ1 ∪ Γ2 est divisée en deux

parties disjointes et mesurables Γa et Γb correspondant aux conditions aux limites électriques

telle que mes Γa > 0. Le corps est encastré sur Γ1 dans une structure fixe. Sur Γ2 agissent des

tractions surfaciques de densité f2 et dans Ω agissent des forces volumiques de densité f0 et des

charges électriques de densité volumiques q0. On suppose que f2 et f0 varient très lentement par

rapport au temps. Le corps est soumis à l’action de potentiel nul sur la partie Γa de la frontière,

ainsi qu’à l’action des charges électriques de densité surfacique q2 agissent sur la partie Γb. Soit

[0, T ], T > 0 l’intervalle de temps d’intérêt.

Nous désignons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd ; ” · ” représente

le produit scalaire sur Rd, Sd et ∥.∥ représentent respectivement la norme sur Rd et Sd.

Dans ce qui suit les indices i, j et l sont compris entre 1 et d, la convention de sommation sur

des indices répétés est adoptée et l’indice qui suit une virgule indique une dérivée partielle par
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Modélisation du contact piézoélectrique

rapport à la composante correspondante de la variable indépendante. Nous avons

u · v = ui · vi, ∥v∥ = (v · v)
1
2 ∀u, v ∈ Rd,

σ · τ = σij · τij, ∥τ∥ = (τ · τ)
1
2 ∀σ, τ ∈ Sd.

Pour un vecteur v, nous notons par vν et vτ les composantes normale et tangentielle à la fron-

tière définies par vν = v · ν,

vτ = v − vν · ν.
(1.1)

Nous désignons par σ = σ(x, t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des déplace-

ments et par ε(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les notations, nous

n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport à x ∈ Ω et t ∈ [0, T ].

Nous avons aussi pour un champ des contraintes σ nous dénotons par σν et στ les traces normale

et tangentielle d’une fonction σ ∈ H1, on rappelle que lorsque σ est une fonction régulière alors :σν = (σν) · ν,

στ = σν − σν · ν.
(1.2)

En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation

(σν).v = σν .vν + στ .vτ (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire dans l’établissement de formulation variationnelle

de problème mécanique de contact.

En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au temps,

par exemple

u̇ =
du

dt
ü =

d2u

dt2
,

où u̇ désigne le champ des vitesses et ü désigne le champ des accélérations. Pour le champ des

vitesses u̇ les notations u̇ν et u̇τ représentent respectivement les vitesses normale et tangentielle
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Modélisation du contact piézoélectrique

à la frontière, c’est-à-dire u̇ν = u̇ · ν,

u̇τ = u̇− u̇ν · ν.
(1.4)

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans l’hypothèse des petites trans-

formations

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), 1 ≤ i, j ≤ d,

en outre, le champ électrique est défini par la relation suivante

E(φ) = −∇φ = −(φ,i). (1.5)

rémarque : la dérivé partielle de φ est noté par φ,i.

1.2 Modèle mathématique

Le modèle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit l’évolution du corps occupant Ω.

Les fonctions inconnues de notre problème sont le champ des déplacements u : Ω×[0, T ] → Rd, le

champ des contraintes σ : Ω×[0, T ] → Sd , le champ de potentiel électrique φ : Ω×[0, T ] → R, le

champ de déplacements électriquesD : Ω×[0, T ] → Rd, le champ d’adhésion β : Γ3×[0, T ] → R,

et le champ de variable d’état interne k : Ω× [0, T ] → Rm .

On sait qu’en général, l’évolution d’un corps matériel est décrite par l’équation de mouvement

de Cauchy

Div σ + f0 = ρ ü dans Ω× (0, T ), (1.6)

où ρ : Ω → R+ désigne la densité de masse, et "Div" représente l’opérateur divergence pour

les tenseurs, Divσ = (σij,j). Le processus d’évolution défini par (1.6) s’appelle processus dyna-

mique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier, par exemple, dans le

cas où le champ des vitesses u̇ varie très lentement par rapport au temps, le terme ρü peut être

négligé, dans ce cas l’équation (1.6) devient

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ). (1.7)
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Modélisation du contact piézoélectrique

L’équation (1.7) s’appelle l’équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par (1.7) s’ap-

pelle processus quasi-statique. Nous rappelons que dans le cadre physique, f0 et f2 varient très

lentement par rapport au temps, par conséquent, nous supposons que les accélérations dans le

système sont négligeables, nous plaçons donc le cas quasi-statique et nous utilisons l’équation

(1.7).

L’évolution du corps élasto-piézoélectrique est décrite par l’équation d’équilibre pour le champ

de déplacements électriques

divD − q0 = 0 dans Ω× (0, T ),

où "div" est l’opérateur de divergence pour les vecteurs, divD = Di,i.

1.3 Lois de comportement piézoélectriques

Dans cette section, nous considérons la loi de comportement des matériaux électro-

élastiques. Cette loi est utilisée dans de nombreux ouvrages portant notamment sur l’étude

mathématique des problèmes de contact.

1.3.1 Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.

Nous considérons ici une catégorie de matériaux où le tenseur des contraintes σ = (σij)

et le vecteur des déplacements électriques D = (Di) sont reliés par la loi de comportementσ = Fε(u)− E∗E(φ),

D = Eε(u) +BE(φ),
(1.8)

où F est l’opérateur d’élasticité pas forcément linéaire, E(φ) = (Ei(φ)) représente le champ élec-

trique défini par E(φ) = −∇φ, B = (bij) est le tenseur de permittivité électriqu et E∗ = (e∗ijl)

désigne la transposée du tenseur piézoélectrique du troisième ordre E = (eijl) telle que

Eσ · v = σ · E∗v ∀σ ∈ Sd, v ∈ Rd. (1.9)

Pour plus de détails sur la loi de comportement (1.8) , nous renvoyons le lecteur à voir par

exemple [2].
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Modélisation du contact piézoélectrique

1.3.2 Loi de comportement élasto-piézoélectrique à longue mémoire

et à variable d’état interne.

La loi de comportement d’un matériau élasto-piézoélectrique à longue mémoire et à variable

d’état interne est donnée par


σ = Fε(u) +

t∫
0

M(t− s, ε(u(s)), k(S))ds− E∗E(φ),

D = Eε(u) +BE(φ),

k̇ = Φ(ε(u), k),

(1.10)

où M est le tenseur de relaxation qui dépend de u et de la variable d’état interne k, Φ est

une fonction constitutive non linéaire qui dépend de k. Il existe une variété de choix pour les

variables d’état internes, nous renvoyons le lecteur à [7].

Nous utilisons la loi (1.10) dans le problème P qu’on va étudier dans le troisième chapitre

de ce mémoire.

1.4 Conditions aux limites

Dans cette section, nous présentons les conditions de contact utilisées dans le problème

aux limites que nous examinerons dans le mémoire. Nous définissons maintenant les conditions

aux limites mécaniques et électriques sur chaque partie de Γ.

Condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie Γ1 × [0;T ], le champ des déplace-

ments u est par conséquent nul

u = 0 sur Γ1 × (0, T ). (1.11)

Condition aux limites de traction

Une traction surfacique de densité f2 agit sur Γ2 × [0;T ] et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy σν satisfait

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ). (1.12)
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Conditions aux limites électriques

Le potentiel électrique s’annule sur Γa et les charges électriques volumiques q0 sont prescrites

sur Γb, ce qui se traduit par

φ = 0 sur Γa × (0, T ), (1.13)

D · ν = q2 sur Γb × (0, T ). (1.14)

Contact sans frottement

Le contact à la limite Γ3 est sans frottement, ce qui se traduit par

στ = 0 sur Γ3 × (0, T ). (1.15)

Contact unilatéral avec adhésion

Le contact sur la frontière Γ3 est unilatéral avec adhésion est exprimé paruν ≤ g, σν + pν(uν)− cν β
2 R(uν) ≤ 0,

(σν + pν(uν)− cν β
2 R(uν))(uν − g) = 0.

(1.16)

Les conditions (1.16) représentent les conditions de Signorini avec adhésion, où uν est le dé-

placement normal, σν représente la contrainte normale, cν désigne un coefficient d’adhérence

donné, g est une constante strictement positive représentant l’écart dans la configuration de

référence entre Γ3 et la fondation, mesurée selon la direction de ν, pν est la fonction de com-

pliance normale et R est l’opérateur de troncature défini par

R(s) =


L si s < L,

−s si − L ≤ s ≤ 0,

0 si s > 0.

(1.17)

Ici L > 0 est la longueur caractéristique de l’adhésion, au-delà de laquelle elle n’offre plus de

traction supplémentaire. L’introduction de l’opérateur R est motivée par des arguments ma-

thématiques mais elle n’est pas restrictive du point de vue physique, puisqu’aucune restriction

sur la taille du paramètre L n’est faite dans ce qui suit.
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Figure 1.1 – Illustration de l’opérateur R

Conditions électriques à la surface de contact

Dans ce paragraphe, nous allons énoncer les conditions de contact électrique, associées

aux problèmes électro-mécaniques, sur la partie Γ3 de la surface. Nous supposons que la fon-

dation est conductrice et son potentiel est maintenu à φ0. La condition électrique sur Γ3 est

donnée par :

D · ν = ψ(uν − g)ϕL(φ− φ0) sur Γ3 × (0, T ), (1.18)

où ψ et φ sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition re-

présente une condition régularisée qui peut être obtenue à partir des considérations suivantes :

Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point de la surface (i.e. uν < g), il n’y a pas de charges

électriques sur la surface de contact et le champ de la composante normale du déplacement

électrique disparaît i.e.

uν < g ⇒ D · ν = 0. (1.19)

Durant le processus de contact, (i.e. uν ≥ g ) la composante normale du champ de déplacement

électrique est liée de façon linéaire et supérieure proportionnelle à la différence de potentiel

entre la surface du corps et la fondation, avec une constante positive λ comme facteur de

proportionnalité. Ainsi,

uν ≥ g ⇒ D · ν = λ(φ− φ0). (1.20)

Combinons (1.19) et (1.20) pour obtenir
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D · ν = λχ[0,∞[(uν − g)(φ− φ0), (1.21)

où χ[0,∞[ est la fonction caractéristique de l’intervalle [0,+∞[, qui est donnée par :

χ[0,∞[(r) =

0 si r < 0,

1 si r ≥ 0.

La condition (1.21) décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte semblable à

la condition bien connue de contact de Signorini. Les deux conditions peuvent être considérées

comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications. Pour la rendre plus réaliste, nous ré-

gularisons la condition (1.21) par la condition (1.18) dans laquelle ψ est une fonction régulière

qui va être décrite ci-dessous et ϕ est une fonction de troncation,

ϕ(s) =


−L si s < −L,

s si − L ≤ s ≤ L,

L si s > L,

(1.22)

où L est une constante positive très grande. De cette façon, la différence φ − φ0 est rem-

placée par ϕ(φ − φ0). Notons que cette troncation ne pose aucune limitation pratique sur

l’application du modèle puisque L peut être arbitrairement grand et donc dans les applications

ϕ(φ− φ0) = φ− φ0.

Les raisons de la régularisation (1.18) et (1.21) sont mathématiques. Premièrement, nous avons

besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques lorsque le contact est établi et

donc nous régularisons la fonction χ[0,∞[ dans (1.21) par une fonction lipschitzienne. Un choix

possible est l’exemple suivant :

ψ(r) =


0 si r > 0,

δr si 0 ≤ r ≤ 1

δ
,

1 si r >
1

δ
,

(1.23)

où δ > 0 est un paramètre assez grand. Ce choix veut dire que durant le processus du contact,

la conductivité électrique augmente avec le contact à travers les aspérités de la surface, et se

stabilise quand la pénétration uν − g atteint la valeur
1

δ
. Deuxièmement, nous avons besoin du

terme ϕ(φ− φ0) pour rendre le terme ϕ(φ− φ0) borné.
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Evolutions du champ d’adhésion

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme :β̇ = −(cνβR(uν)
2 − εa)+,

β(0) = β0.

Ici cν et εa sont des coefficients d’adhésion positifs et r+ = max{r, 0} et R est un opérateur de

troncation qui est défini par (1.17), β0 représente la condition initiale d’adhésion. Rappelons εa

qu’un représente ce que l’on appelle l’énergie de surface de Dupré et qu’elle mesure la quantité

d’énergie nécessaire pour décoller une unité de surface, voir [12] pour plus de détails

Nous utiliserons ces conditions dans le chapitre 3 de ce mémoire.
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CHAPITRE 2

OUTILS MATHÉMATIQUES

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire, et

donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Ensuite nous passons aux résultats fonda-

mentaux d’analyse non linéaire, les lemmes de Gronwall et de certains théorèmes très utiles dans

notre travail. Partout dans ce chapitre Ω est un domaine borné et lipschitzien de Rd(d = 2, 3).

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions à valeurs

réelles qui nous aident à comprendre les propriétés des espaces appropriés à la mécanique. Nous

allons définir les espaces de fonctions continues, continûment différentiables, les fonctions p

intégrables et les espaces de Sobolev.

2.1.1 Fonctions continues et continûment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur Ω est noté par C(Ω) et il est un espace

de Banach pour la norme donnée par :

∥v∥C(Ω) = sup{|v(x)|, x ∈ Ω}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et possède une unique extension continue sur

Ω. Pour tout entier k, l’espace Ck(Ω) donné par
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Ck(Ω) = {v ∈ C(Ω) | Dαv ∈ C(Ω) pour |α| ≤ k},

est l’espace des fonctions k fois continûment différentiable sur Ω. Il est aussi un espace de Ba-

nach s’il est muni de la norme

∥v∥Ck(Ω) =
∑
|α|≤k

∥Dαv∥C(Ω).

L’espace C∞(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables :

C∞(Ω) =
∞⋂
k=0

Ck(Ω).

Nous pouvons maintenant parler de l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur l’en-

semble à support compact inclus dans Ω, défini par

C∞
0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω)/supp v ⊂ Ω},

où supp v = {v ∈ Ω/v(x) ̸= 0} est le support de la fonction v. Si suppv est un sous ensemble

propre de Ω, on dit que v est une fonction à support compact dans Ω.

2.1.2 Espaces Lp(Ω)

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de Lebesgue

et la définition de L1(Ω) : l’espace des fonctions intégrables sur Ω, muni de la norme définie par

∥v∥L1(Ω) =

∫
Ω

|v(x)| dx.

Définition 2.1.1. On appelle l’espace de Lebesgue Lp(Ω)(1 ≤ p <∞) l’ensemble :

Lp(Ω) = {v : Ω → R | v Lebesgue mesurable sur Ω et |v|p ∈ L1(Ω)}.

Grâce à l’inégalité de Minkowski, Lp(Ω) c’est un espace normé, dont la norme notée ∥v∥Lp(Ω) ,

est définie par :

∥v∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|v(x)|pdx
) 1

p

.
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On appelle l’espace de Lebesgue L∞(Ω) l’ensemble

L∞(Ω) = {v : Ω → R mesurable; ∃c > 0, |v(x)| ≤ c p.p. sur Ω},

muni de la norme définie par

∥v∥L∞(Ω) = inf{c; |v(x)| ≤ c p.p. sur Ω}.

L’espace L∞(Ω) est aussi un espace de Banach.

2.1.3 Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (·, ·)H un produit scalaire sur H i.e. (·, ·)H : H ×H → R

est une application bilinéaire symétrique et définie positive. On note par ∥ · ∥H l’application

de : H → R+ définie par :

∥u∥H = (u, u)
1
2
H , (2.1)

et on rappelle que ∥ · ∥H est une norme sur H qui vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

|(u, v)H | ≤ ∥u∥H∥v∥H , ∀u, v ∈ H. (2.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par (2.1). Soit

H ′ l’espace dual de H c’est-à-dire l’espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H muni

de la norme :

∥η∥H′ = sup
v∈H−{0}

|⟨η, v⟩H′×H |
∥v∥H

,

où ⟨·, ·⟩H′×H représente le produit de dualité entre H ′ et H.

2.1.4 Espace de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espace de Sobolev H1(Ω) défini

par :
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H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω)/u,i ∈ L2(Ω), i = 1, . . . , d}.

rémarque : la dérivé partielle de u est noté par u,i . On note par ∇u = u,i = −E(u) le vecteur

de composante u,i. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout u ∈ H1(Ω). On sait que H1(Ω) est un espaces

de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (u,i, v,i)L2(Ω),

et la norme associée

∥u∥H1(Ω) = (u, u)
1
2

H1(Ω),

alors on a

∥u∥2H1(Ω) = ∥u∥2L2(Ω) + ∥∇u∥2L2(Ω)d .

On a les résultats suivants :

Théorème 2.1.1. (de densité).

C1(Ω) est dense dans H1(Ω).

Théorème 2.1.2. (Rellich).

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection compacte.

Théorème 2.1.3. (trace de Sobolev). Il existe une application linéaire et continue δ : H1(Ω) →

L2(Γ) telle que δu = u|Γ pour tout u ∈ C1(Ω).

Remarque 2.1.1. L’espace L2(Γ) représente l’espace des fonctions réelles sur Γ qui sont L2

pour la mesure superficielle dΓ. L’application δ s’appelle application de trace, elle est définie

comme le prolongement par densité de l’application u 7→ u|Γ définie pour u ∈ C1(Ω).

Remarque 2.1.2. On note que l’application de trace δ : H1(Ω) → L2(Γ) est un opérateur

compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k ∈ N et pour tout p ∈ [1,+∞], nous définissons l’espace de

Sobolev W k,p(Ω) par :

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | ∀α, |α| ≤ k; ∃vα ∈ Lp(Ω) tel que vα = Dαu}.
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Remarque 2.1.3. Nous ferons très souvent l’abus d’écriture qui consiste à identifier Dαu et vα.

La norme sur l’espace W k,p(Ω) est donnée par :

∥u∥Wk,p(Ω) =


( ∑

|α|≤k
∥Dαu∥pLp(Ω)

)1/p

si 1 ≤ p <∞,

max
|α|≤k

∥Dαu∥L∞(Ω) si p = ∞.

Pour p = 2, on note par Hk(Ω) l’espace W k,2(Ω) et la norme précédente provient d’un pro-

duit scalaire.

Pour plus des détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur, par exemple, à

[1, 6].

2.2 Espaces liés au problème à étudier

Dans cette section nous introduisons les espaces de Hilbert suivants :



H = L2(Ω)d = {v = (vi)1≤i≤d | vi ∈ L2(Ω)},

H1 = H1(Ω)d = {v = (vi)1≤i≤d | vi ∈ H1(Ω)},

Q = {τ = (τij)1≤i,j≤d | τij = τji ∈ L2(Ω)},

Q1 = {τ = (τij)1≤i,j≤d | τ ∈ Q, τij,j ∈ L2(Ω)},

Y = L2(Ω)m = {λ = (λi)1≤i≤m | λi ∈ L2(Ω)}.

(2.3)

Les espaces H,H1, Q,Q1 et Y sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

suivants :



(u, v)H =
∫
Ω

u · v dx,

(u, v)H1 =
∫
Ω

u · v dx+
∫
Ω

ε(u) · ε(v) dx,

(σ, τ)Q =
∫
Ω

σ · τ dx,

(σ, τ)Q1 =
∫
Ω

σ · τ dx+
∫
Ω

Div σ ·Div τ dx,

(u, v)Y =
∫
Ω
u · v dx,

(2.4)
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où ε : H1 → Q et Div : Q1 → H sont respectivement les opérateurs de déformation et de

divergence, définis par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Div σ = (σij,j), 1 ≤ i, j ≤ d.

Les normes sur les espaces H, H1, Q, Q1 et Y sont notées par ∥ · ∥H , ∥ · ∥H1 , ∥ · ∥Q, ∥ · ∥Q1 et

∥ · ∥Y respectivement.

Puisque la frontière Γ est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur ν à la frontière est défini

p.p. Pour tout champ de vecteurs v ∈ H1 nous utilisons la notation v pour désigner la trace

γv de v sur Γ. Rappelons que l’application de trace : H1 → L2(Γ)d est linéaire et continue,

mais n’est pas surjective. L’image de H1 par cette application est notée par HΓ = H
1
2 (Γ)d ce

sous-espace s’injecte continûment dans L2(Γ)d. Désignons par H ′
Γ le dual de HΓ, et ⟨·, ·⟩H′

Γ×HΓ

le produit de dualité entre H
′
Γ et HΓ. Pour tout σ ∈ Q1, il existe un élément σν ∈ H

′
Γ tel que :

⟨σν, γv⟩H′
Γ×HΓ

= (σ, ε(v))Q + (Div σ, v)H ∀v ∈ H1. (2.5)

En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

⟨σν, γv⟩H′
Γ×HΓ

=

∫
Γ

σν · v da ∀v ∈ H1. (2.6)

Donc, pour σ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(σ, ε(v))Q + (Div σ, v)H =

∫
Γ

σν · v da ∀v ∈ H1. (2.7)

Considérons maintenant le sous-espace fermé de H1 défini par

V = {v ∈ H1 | v = 0 sur Γ1}. (2.8)

Étant donné que mesΓ1 > 0 , l’inégalité de Korn suivante est vraie :

∥ε(v)∥Q ≥ cK∥v∥H1 ∀v ∈ V, (2.9)

où cK > 0 est une constante qui dépend uniquement de Ω et Γ . Une preuve de cette inégalité

peut être trouver dans ([20] p. 79)
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Sur l’espace V , nous considérons le produit scalaire donné par

(u, v)V = (ε(u), ε(v))Q ∀u, v ∈ V, (2.10)

et soit ∥ · ∥V la norme associée, i.e.

∥v∥V = ∥ε(v)∥Q ∀v ∈ V. (2.11)

Il résulte de l’inégalité de Korn (2.9) que ∥ · ∥H1 et ∥ · ∥V sont des normes équivalentes sur V

et, par conséquent, ∥ · ∥V est un espace de Hilbert réel. De plus, d’après le théorème de trace

de Sobolev, (2.9) et (2.10), il existe une constante c0 dépendant uniquement des domaines Ω,

Γ1 et Γ3 telle que

∥v∥L2(Γ3)d ≤ c0∥v∥V ∀v ∈ V (2.12)

Nous présentons également les espaces suivants

W = {ψ ∈ H1(Ω) | ψ = 0 sur Γa}, W = {D = (Di) | Di ∈ L2(Ω), Di,i ∈ L2(Ω)}.

Puisque mes Γa > 0, l’inégalité de Friedrichs-Poincaré suivante est vraie :

∥∇ψ∥H ≥ cF∥ψ∥H1(Ω), ∀ψ ∈ W, (2.13)

où cF > 0 est une constante qui ne dépend que de Ω et Γa. Une démonstration de l’inégalité

de Friedrichs-Poincaré peut être trouvé, par exemple dans [6].

Sur l’espace W , on considère le produit scalaire donné par

(φ, ψ)W =

∫
Ω

∇φ · ∇ψ dx, (2.14)

et soit W la norme associée ;

∥ψ∥W = ∥∇ψ∥H . (2.15)
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Il résulte de (2.13)et (2.15) que ∥ · ∥H1 et ∥ · ∥W sont des normes équivalentes sur W et donc

(., .)W est un espace de Hilbert réel. De plus, d’après le théorème de trace de Sobolev, il existe

une constante c̃0, dépendant uniquement de Ω, Γa et Γ3, telle que

∥ψ∥L2(Γ3) ≤ c̃0∥ψ∥W ∀ψ ∈ W. (2.16)

L’espace W est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire

(D,E)W =

∫
Ω

D · E dx+
∫
Ω

divD · divE dx, (2.17)

et la norme associée

∥D∥2W = ∥D∥2H + ∥ divD∥2L2(Ω). (2.18)

De plus, lorsque D ∈ W est une fonction régulière, la formule de Green suivante est vérifiée

(D,∇ζ)H + (divD, ζ)L2(Ω) =

∫
Γ

D.ν ζ da ∀ζ ∈ H1(Ω). (2.19)

Pour une fonction scalaire θ, qui représente le champ d’adhésion sur la surface Γ3 du contact,

nous définissons l’ensemble

Z = {θ : [0, T ] → L2(Γ3)/0 ≤ θ ≤ 1, ∀t ∈ [0, T ], p.p. sur Γ3}.

2.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné à rappeler les principaux résultats sur les fonctions définies sur

un intervalle de temps et à valeurs dans un espace de Banach réel. Soit 0 < T < ∞ et soit

(X, ∥ · ∥X) un espace de Banach réel.

2.3.1 Espaces C(0, T ;X) et C1(0, T ;X)

Notons par C(0, T ;X) et C1(0, T ;X) les espaces des fonctions continues et continûment

différentiables sur [0, T ] à valeurs dans X, respectivement, avec les normes
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∥x∥C(0,T ;X) = max
t∈[0,T ]

∥x(t)∥X ,

∥x∥C1(0,T ;X) = max
t∈[0,T ]

∥x(t)∥X + max
t∈[0,T ]

∥ẋ(t)∥X .

Nous notons par Cc(0, T ;X) l’ensemble des fonctions continues à support compact dans (0, T )

à valeurs dans X.

Définition 2.3.1. Une fonction u : [0, T ] → X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble

E ⊂ [0, T ] de mesure nulle et une suit (un)n ∈ N de fonctions appartenant à Cc(0, T ;X) telle

que ∥un(t)− u(t)∥X → 0 quand n→ +∞ , pour tout t ∈ [0, T ]/E .

Définition 2.3.2. Une fonction u : [0, T ] → X est dite fortement dérivable en t0 ∈ (0, T ) s’il

existe un élément
du

dt
(t0) ∈ X appelé la dérivée forte de u en t0, tel que

lim
h→0

∥1
h
(u(t0 + h)− u(t0))−

du

dt
(t0)∥X = 0.

Définition 2.3.3. Une fonction u : [0, T ] → X est dite intégrable s’il existe une suite (un)n∈N

de fonctions appartenant à Cc(0, T ;X) telle que

lim
n→+∞

∫ T

0

∥un(t)− u(t)∥X dt = 0.

Théorème 2.3.1. (Bochner). Une fonction u : [0, T ] → X mesurable et intégrable si et seule-

ment si t 7→ ∥u(t)∥X : [0, T ] → R+ est intégrable. Dans ce cas

∥
T∫

0

u(t) dt∥X ≤
∫ T

0

∥u(t)∥X dt.

2.3.2 Espace de Lebesgue Lp(0, T ;X)

Soit 1 ≤ p < ∞. L’espace de Lebesgue Lp(0, T ;X) est l’ensemble des classes de fonctions

u : [0, T ] → X mesurables, telles que l’application t → ∥u(t)∥X appartient à Lp(0, T ). On sait

que Lp(0, T ;X) est un espace vectoriel normé avec la norme


∥u∥Lp(0,T ;X) =

(
T∫
0

∥u(t)∥pX dt

) 1
p

, si 1 ≤ p <∞,

∥u∥L∞(0,T ;X) = inf
{
c > 0

∣∣ ∥u(t)∥X < c p.p. t ∈ (0, T )
}
, si p = ∞.
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Proposition 2.3.1.

1. Lp(0, T ;X)(1 ≤ p ≤ ∞) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (., .)X , alors L2(0, T ;X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)L2(0,T ;X) =

T∫
0

(u(t), v(t))X dt.

3. Lr(0, T ;X) ⊆ Lq(0, T ;X), avec injection continue, 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.

4. Si X est un espace de Hilbert, alors

Lp(0, T ;X)′ = Lq(0, T ;X), si 1 < p, q <∞,
1

p
+

1

q
= 1,

L1(0, T ;X)′ = L∞(0, T ;X),

où Lp(0, T ;X)
′ représente le dual de l’espace Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 2.3.4. Soient u,w ∈ L1(0, T ;X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée

d’ordre n de u sur (0, T ) si

T∫
0

φ(n)(t)u(t) dt = (−1)n
T∫

0

φ(t)w(t) dt, ∀φ ∈ C∞
c (0, T ).

C∞
c (0, T ) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables à support compact dans

(0, T ). Nous écrivons w = u̇ pour n = 1 et w = u(n) pour n ≥ 2.

2.3.3 Espace de Sobolev W k,p(0, T ;X)

Définition 2.3.5. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace de Sobolev W 1,p(0, T ;X) est l’espace des fonction

u : [0, T ] → X telles que u ∈ Lp(0, T ;X) et u̇ ∈ Lp(0, T ;X). W 1,p(0, T ;X) est un espace de

Banach muni de la norme

∥u∥W 1,p(0,T ;X) = ∥u∥Lp(0,T ;X) + ∥u̇∥Lp(0,T ;X).

En particulier, W 1,2(0, T ;X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.
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Définition 2.3.6. Une fonction u : [0, T ] → X est dite absolument continue si quelque soit

ε > 0, il existe δ = δ(ε) tel que pour toute suite d’intervalles (ai, bi) disjoints, inclus dans

[0, T ], tels que
∑
i

(bi − ai) < δ on a
∑
i

∥u(bi)− u(ai)∥X ≤ ε.

Théorème 2.3.2. Soient 1 ≤ p ≤ ∞,X un espace de Banach réflexif et soit u ∈ Lp(0, T ;X).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u ∈ W 1,p(0, T ;X).

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la dérivée

forte dans Lp(0, T ;X).

3. Il existe u0 ∈ X et g ∈ Lp(0, T ;X), telles que

u(t) = u0 +

t∫
0

g(s) ds ∀t ∈ [0, T ].

Théorème 2.3.3. Si la fonction u appartient à l’espace W 1,p(0, T ;X), p ∈ [1,∞]. Nous avons

alors :

1. ∥u(t)− u(s)∥X ≤
t∫
s

∥u̇(r)∥X dr 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

2. si de plus p <∞, on a

∥u(t)− u(s)∥pX ≤ (t− s)p
t∫

s

∥u̇(r)∥pX dr 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

3. si p = ∞, on a

∥u(t)− u(s)∥X ≤ ∥u̇∥L∞(0,T ;X)(t− s) 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Théorème 2.3.4. Dans le cas où l’espace (H, (., .)H) est un espace de Hilbert et si u ∈

W 1,2(0, T ;H), alors

1. la fonction t→ 1
2
∥u(t)∥2H est une fonction absolument continue sur l’intervalle ]0, T [.
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2.
d

dt

1

2
∥u(t)∥2H = (u̇(t), u(t))H p.p. t ∈]0, T [.

3.
1

2
∥u(t)∥2H =

1

2
∥u(0)∥2H +

t∫
0

(u̇(t), u(t))H ds ∀t ∈]0, T [.

2.4 Équations d’évolution non linéaires avec opérateurs mo-

notones

Opérateur fortement monotone

Nous commonçons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones

et de Lipschitz. Pour cela, on considère un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (., .)X

et la norme associée ∥.∥X

Définition 2.4.1. Soit A : X → X un opérateur non linéaire, l’opérateur A est dite :

1. monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0, ∀u, v ∈ X,

2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au− Av, u− v)X ≥ m∥u− v∥2X , ∀u, v ∈ X,

3. de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

∥Au− Av∥ ≤M∥u− v∥X , ∀u, v ∈ X,

4. hemicontinu si pour toute suite numérique (λn) ⊂ R telle que λn → λ lorsque n→ +∞

on a

(A(u+ λnv), w)X → (A(u+ λv), w)X , quand n→ +∞.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Théorème 2.4.1. Soit X un espace de Hilbert. Soit A : X → X un opérateur lipschitzien et

fortement monotone. Alors, pour chaque f ∈ X, il existe un élément unique u ∈ X tel que

Au = f .

Le théorème (2.4.1) montre que si A : X → X un opérateur lipschitzien et fortement

monotone défini sur un espace X de Hilbert, alors A est inversible. Les propriétés de son

inverse, noté A−1, sont données par le résultat suivant.
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Proposition 2.4.2. Soit X un espace de Hilbert. Soit A : X → X un opérateur lipschitzien et

fortement monotone. Alors, A−1 : X → X est un opérateur lipschitzien et fortement monotone.

Les démonstration du théoréme (2.4.1) et de la proposition (2.4.2) peuvent être trouver

dans ( [26] p 23 , 24 ).

Définition 2.4.2. Soit une fonction j : X → R.

1. La fonction j est dite propre si elle n’est pas identiquement à +∞, c’est-à-dire s’il existe

u ∈ X tel que j(u) < +∞, et si elle ne prend jamais la valeur −∞.

2. La fonction j est dite convexe si

j(tu+ (1− t)v) ≤ tj(u) + (1− t)j(v), ∀u, v ∈ X, ∀t ∈ [0, 1].

3. La fonction j est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en u de l’espace X, si pour

toute suite (un)n d’éléments de X convergeant vers u dans X, elle vérifie

lim inf
n→+∞

j(un) ≥ j(u). (2.20)

4. La fonction j est dite s.c.i. sur X si elle est s.c.i. pour tout point de X.

Remarque 2.4.1. Il convient de remarquer que dans la définition précédente, la suite d’élé-

ments (un)n converge fortement vers un l’élément u. Si cette suite (un)n converge faiblement

vers un élément u et que l’inégalité (2.20) est vérifiée, alors la fonction j est dite fonction

faiblement semi-continue inférieurement en point u.

Inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution

La modélisation de plusieurs classes de problèmes physiques conduit aux inégalités variation-

nelles elliptiques ou d’évolution, dans la fonctionnelles non différentiable dépend de la solution

elles sont appelées "inégalités quasi-variationnelles". Pour cela, nous considérons un espaces de

Hilbert X muni du produit scalaire (., .)X et de la norme associée ∥.∥X , soit A : X → X un

opérateur non linéaire et la fonctionnelle j : X × X → R. Compte tenu de ces données, nous

considérons l’inégalité quasi-variationnnelle suivante

u ∈ K, (Au, v − u)X + j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ K. (2.21)

Pour résoudre cette inéquation, nous considérons les hypothèses suivantes :

K est un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de X. (2.22)
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

A est un opérateur lipschitzien fortement monotone,

c’est-à-dire qu’il existe m > 0 et M > 0 tels que

(a) (Au− Av, u− v)X ≥ m∥u− v∥2X , ∀u, v ∈ X,

(b) ∥Au− Av∥X ≤M∥u− v∥X , ∀u, v ∈ X.

(2.23)



(a) j(u, ·) est convexe et s.c.i. sur X pour tous u ∈ X

(b) il existe α > 0 tel que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2)

≤ α∥u1 − u2∥X∥v1 − v2∥X , ∀u1, u2, v1, v2 ∈ X.

(2.24)

α < m. (2.25)

L’existence et l’unicité d’une solution du problème (2.21) est donnée par le résultat suivant.

Théorème 2.4.2. Supposons que les hypothèses (2.22)-(2.25) sont satisfaites. Alors, pour tout

f ∈ X, l’inégalité quasi-variationnelle (2.21) a une solution unique.

Une preuve du théorème (2.4.2) est présentée dans ([26] p 49). Nous utiliserons ce théorème

dans le troisième chapitre de ce mémoire.

2.5 Équation différentielle ordinaire

Théorème 2.5.1. (Cauchy-Lipshitz) Soit (X, ∥.∥X) un espace de Banach réel et soit

F(t, .) : X → X un opérateur défini p.p. sur [0, T ], qui satisfait les propriétés suivantes

(a) il existe LF > 0tel que

∥F(t, x)−F(t, y)∥X ≤ LF∥x− y∥X ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ [0, T ],

(b) il existe 1 ≤ p ≤ ∞tel que

F(., x) ∈ Lp(0, T ;X), ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique x ∈ W 1,p(0, T ;X) tel que

ẋ(t) = F(t, x(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x0.

On peut trouver les détails de ce théorème, par exemple, dans [2].
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2.6 Théorème du point fixe de Banach

Le théorème de point fixe de Banach va être utilisé plus tard dans ce mémoire pour démon-

trer l’existence et l’unicité. Soit X un espace de Banach muni de la norme ∥.∥X , K ⊂ X une

partie de X et soit Λ : K → K un opérateur défini sur K. On s’intéresse à l’existence d’une

solution de l’équation

Λu = u, u ∈ K. (2.26)

Une telle solution de (2.26) s’appelle un point fixe de Λ dans K.

Théorème 2.6.1. (Théorème du point fixe de Banach). Soit K une partie non vide et

fermé de l’espace de Banach X et soit Λ : K → K une contractante, i.e, ∃c ∈]0; 1[ tel que

∥Λu− Λv∥X ≤ c ∥u− v∥X , u, v ∈ K.

Alors il exists un unique élément u ∈ K tel que Λu = u, i.e, Λ possède un point fixe unique

dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théorème de point fixe de Banach que nous présentons

ci-dessus. Pour cela, nous rappelons que les puissances de l’opérateur Λ sont définies récursi-

vement par

Λm = Λ(Λm−1) pour m ≥ 2.

Théorème 2.6.2. Sous les mêmes conditions du Théorème (2.6.1), on suppose que Λm est une

contractante pour un certain entier m ≥ 2. Alors Λ admet un point fixe unique dans K.

Les démonstrations des théorémes (2.6.1), (2.6.2) peuvent être trouver dans [14].

2.7 Lemme de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problèmes de contact, en particulier pour établir l’unicité de la solution. Pour avoir plus

de détails sur le rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter par exemple [16].

Lemme 2.7.1. Soient m,n ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]

soit a ≥ 0 une constante, et ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

1. Si

ψ(t) ≤ a+

t∫
0

m(s)ds+

t∫
0

n(s)ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤

a+ t∫
0

m(s)ds

 exp

 t∫
0

n(s)ds

 , ∀t ∈ [0, T ],
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2. Si

ψ(t) ≤ m(t) + a ·
t∫

0

ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

alors
t∫

0

ψ(s)ds ≤ eaT
t∫

0

m(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 2.7.1. Soient n ∈ C([0, T ];R) telles que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0.

Si ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

ψ(t) ≤ a+

t∫
0

n(s)ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤ a · exp

 t∫
0

n(s)ds

 , ∀t ∈ [0, T ].

Le corollaire (2.7.1) est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution, de la façon

suivante. On suppose deux solutions, en notant par ψ la norme de la différence entre ces

solutions, on essaie ensuite de majorer ψ sous la forme

ψ(t) ≤
t∫

0

n(s)ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

avec une certaine fonction n ≥ 0. En appliquant corollaire (2.7.1) donne immédiatement la

nullité de ψ.
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CHAPITRE 3

PROBLÈME ÉLECTRO-ÉLASTIQUE AVEC UNE VARIABLE

D’ÉTAT INTERNE

Dans ce chapitre nous étudions un problème de contact quasi-statique avec adhésion sans

frottement pour un matériau électro-élastique avec mémoire longue et une variable d’état in-

terne. Ce chapitre comporte trois sections, dans la première nous écrivons le problème mé-

canique, ensuite dans la deuxième nous présentons la formulation variationnelle du problème,

enfin, dans la troisième section, nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution du problème.

3.1 Formulation mécanique du problème

Le problème mécanique du contact quasi-statique d’un corps électro-élastiques avec un obs-

tacle déformable s’écrit alors comme suit.

Problème P. Trouver un champ des déplacements u : Ω × [0, T ] → Rd, un champs des

contraintes σ : Ω × [0, T ] → Sd, un potentiel électrique φ : Ω × [0, T ] → R, un champ des

déplacements électriques D : Ω × [0, T ] → Rd, un champ d’adhésion β : Γ3 × [0, T ] → R, et

qu’un champ de variable d’état interne k : Ω× [0, T ] → Rm, tel que
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σ = Fε(u) +

t∫
0

M(t− s, ε(u(s)), k(s))ds− E∗E(φ) dans Ω, (3.1)

D = Eε(u) +BE(φ) dans Ω× (0, T ), (3.2)

k̇ = Φ(ε(u), k) dans Ω× (0, T ), (3.3)

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ), (3.4)

divD − q0 = 0 dans Ω× (0, T ), (3.5)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (3.6)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (3.7)

στ = 0 sur Γ3 × (0, T ), (3.8)uν ≤ g, σν + pν(uν)− cν β
2 R(uν) ≤ 0,

(σν + pν(uν)− cν β
2 R(uν))(uν − g) = 0,

sur Γ3 × (0, T ), (3.9)

β̇ = −(cνβR(uν)
2 − εa)+ sur Γ3 × (0, T ), (3.10)

φ = 0 sur Γa × (0, T ), (3.11)

D.ν = q0 sur Γb × (0, T ), (3.12)

D.ν = ψ(uν − g)ϕ(φ− φ0) sur Γ3 × (0, T ), (3.13)

β(0) = β0 sur Γ3 × (0, T ), (3.14)

u(0) = u0, k(0) = k0 dans Ω× (0, T ). (3.15)

Nous décrivons maintenant (3.1)-(3.15) et fournissons une explication des équations et

des conditions aux limites. Premièrement, les équations (3.1)-(3.3) représentent la loi de com-

portement électro-élastique à mémoire longue et à variable d’état interne introduite dans le

premier chapiter. Les équations(3.4) et(3.5) sont les équations d’équilibre pour les champs de

contraintes et de déplacements électriques, respectivement, dans lesquelles ”Div” et ”div” dé-

signent les opérateurs de divergence pour les fonctions à valeurs tensorielles et vectorielles,

Div σ = (σij,j), div D = Di,i , et f0 , q0 désignent les densités des forces du corps et des charges

électriques volumiques. Nous utilisons ces équations car le processus est supposé mécaniquement

quasi-statique et électriquement quasi-statique. Tandis que les équations (3.6) et (3.7) repré-

sentent les conditions aux limites de déplacement et de traction, le contact sans frottement est

décrit sur Γ3, par la relation (3.8). L’équation (3.9) représente les conditions de Signorini avec

adhésion auxquelles est soumise la partie Γ3 de la frontière Γ, qu’on détaille dans le chapitre

1. De plus, l’évolution du champ d’adhésion est régie par l’équation différentielle (3.10) avec

des paramètres positifs donnés cν et εa , dans lesquels r+ = max {r, 0} et pour la simplicité,
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nous utilisons la notation R(uν)
2 = (R(uν))

2. Les équations (3.11) et (3.12) représentent des

conditions aux limites électriques, l’équation (3.13) est la condition de contact électrique sur

Γ3. Enfin, dans (3.14) et (3.15) β0, u0 et k0 représentent respectivement les conditions initiales

des champs d’adhésion, de déplacements et de variable d’état interne.

3.2 Formulation variationnelle du problème

Pour obtenir une formulation variationnelle du problème P , nous avons besoin d’introduire

quelques hypothèses sur les données. Nous listons les hypothèses sur le problème P .

L’opérateur d’élasticité F et l’opérateur de relaxation M sont supposés satisfaire les conditions :



(a) F : Ω× Sd → Sd,

(b) Il existe MF > 0 tel que

∥F (x, ε1)− F (x, ε2)∥ ≤ LF∥ε1 − ε2∥ ∀ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω,

(c) Il existe mF > 0 tel que

(F (x, ε1)− F (x, ε2)).(ε1 − ε2) ≥ mF∥ε1 − ε2∥2 ∀ε1, ε2 ∈ Sd, p,p. x ∈ Ω,

(d) L’application x 7→ F (x, ε) est mesurable sur Ω, pour tout ε ∈ Sd,

(e) L’application x 7→ F (x, 0) appartient à Q.
(3.16)

(a) M : Ω× [0, T ]× Sd × Rm → Sd.

(b) Il existe LM > 0 telle que, ∀ε1, ε2 ∈ Sd, k1, k2 ∈ Rm,

∥M(x, t, ε1, k1)−M(x, t, ε2, k2)∥ ≤ LM (∥ε1 − ε2∥+ ∥k1 − k2∥) ∀t ∈ (0, T ) p.p. x ∈ Ω.

(c) L’application x 7→M(x, t, ε, k) est Lebesgue mesurable dans Ω

pour tout t ∈ (0, T ), ε ∈ Sd, k ∈ Rm.

(d) L’application t 7→M(x, t, ε, k) est continue dans (0, T )

pour tout ε ∈ Sd, k ∈ Rm, p.p. x ∈ Ω.

(e) L’application x 7→M(x, t, 0, 0) ∈ Q, ∀t ∈ (0, T ).

(3.17)

Le tenseur piézoélectrique E , le tenseur de permittivité électrique B et la fonction Φ satisfont
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
(a) E = (eijl) : Ω× Sd → Rd,

(b) E = (eijl), eijl = eilj ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, l ≤ d,

(c) E(x)σ · τ = σ · E∗τ, ∀σ ∈ Sd,∀τ ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

(3.18)



(a) B = (bij) : Ω× Rd → Rd,

(b) B(x,E) = (bij(x)Ej) ∀E = (Ej) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω,

(c) bij = bji ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d,

(d) Il existe mB > 0 tel que

BE · E ≥ mB∥E∥2 ∀E = (Ej) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω.

(3.19)



(a) Φ : Ω× Sd × Rm → Rm,

(b) Il existeLΦ > 0 tel que

∥Φ(x, ε1, k1)− Φ(x, ε2, k2)∥ ≤ LΦ(∥ε1 − ε2∥+ ∥k1 − k2∥)

∀ε1, ε2 ∈ Sd,∀k1, k2 ∈ Rm, p.p. x ∈ Ω,

(c) L’application x 7→ Φ(x, ε, k) est Lebesgue mesurable sur Ω ,

pour tout ε ∈ Sd et k ∈ Rm,

(d) L’application x 7→ Φ(x, 0, 0) appartient à L2(Ω).

(3.20)

La fonction de compliance normale pν et la fonction de conductivité électrique de surface ψ

satisfont :



(a) pν : Γ3 × R → R+,

(b) Il existe Lν > 0 tel que

|pν(x, ξ1)− pν(x, ξ2)| ≤ Lν |ξ1 − ξ2|, ∀ξ1, ξ2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3,

(c) pν(x, ξ) = 0 ∀ξ ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3,

(d) L’application x 7→ pν(x, ξ) est mesurable sur Ω, pour tout ξ ∈ R.

(3.21)
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

(a) ψ : Γ3 × R → R+,

(b) Il existe Lψ > 0 tel que

|ψ(x, ξ1)− ψ(x, ξ2)| ≤ Lν |ξ1 − ξ2|, ∀ξ1, ξ2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3,

(c) Il existe Mψ > 0 tel que

|ψ(x, ξ)| ≤Mψ ∀ξ ∈ R, p.p. x ∈ Γ3,

(d) ψ(x, ξ) = 0 ∀ξ ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3,

(e) L’application x 7→ ψ(x, ξ) est mesurable sur Ω, pour tout ξ ∈ R.

(3.22)

Nous supposons également que les densités de force volumique et surfacique ont la régularité

f0 ∈ C(0, T ;H), f2 ∈ C(0, T ;L2(Γ2)
d), (3.23)

et les densités de charges électriques satisfont

q0 ∈ C(0, T ;L2(Ω)), q2 ∈ C(0, T ;L2(Γb)). (3.24)

Les coefficients d’adhérence cν et εa satisfont les conditions

cν ∈ L∞(Γ3), εa ∈ L2(Γ3), cν , εa ≥ 0 p.p. sur Γ3. (3.25)

Nous supposons que la fonction d’écart et le potentiel de la fondation satisfont

g ∈ L2(Γ3), g ≥ 0 p.p. sur Γ3, φ0 ∈ L2(Γ3). (3.26)

On note Uad le sous ensemble convexe des champs de déplacements admissibles donnés par

Uad = {v ∈ V/ vν ≤ g surΓ3}, (3.27)

et, enfin, les données initiales satisfont

u0 ∈ Uad, β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3, k0 ∈ Y. (3.28)

Nous définissons la fonction f : [0, T ] → V , q : [0, T ] → W et h : V ×W → W par
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(f(t), v)V =

∫
Ω

f0(t).v dx+

∫
Γ2

f2(t).v da, (3.29)

(q(t), ζ)W =

∫
Ω

q0(t)ζ da−
∫
Γb

q2(t)ζ da, (3.30)

(h(u(t), φ), ζ)W =

∫
Γ3

ψ(uν − g)ϕ(φ− φ0)ζ da, (3.31)

pour tout u, v ∈ V , ζ ∈ W , t ∈ [0, T ] . On remarque que les conditions (3.22) et (3.23) im-

pliquent

f ∈ C(0, T ;V ), q ∈ C(0, T ;W ). (3.32)

Nous définissons la fonctionnelle d’adhésion jad : L
∞(Γ3)× V × V → R par

jad(β, u, v) =

∫
Γ3

−cν β2 R(uν) vν da, (3.33)

ainsi que la fonctionnelle de compliance normale jnc : V × V → R donnée par

jnc(u, v) =

∫
Γ3

pν(uν) vν da. (3.34)

On va donner la formulation variationnelle du problème P pour ceci En utilisant la formule

de Green (2.7) on trouve

(σ, ε(v − u))Q + (Divσ, v − u)H =

∫
Γ

σν.(v − u) da ∀v ∈ H1.

D’après (3.4) on a∫
Ω

σ · ε(v − u)dx−
∫
Ω

f0 · (v − u)dx =

∫
Γ

σν · (v − u) da ∀v ∈ H1. (3.35)

Mais on a

∫
Γ

σν · (v − u) da =

∫
Γ1

σν · (v − u) da+

∫
Γ2

σν · (v − u) da+

∫
Γ3

σν · (v − u) da,
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si v ∈ V défini par (2.8), il résulte selon (3.6) et (3.7)

∫
Γ

σν · (v − u) da =

∫
Γ2

f2 · (v − u) da+

∫
Γ3

σν · (v − u) da.

D’après la formule (1.3) et la condition (3.8) on a∫
Γ3

σν · (v − u) da =

∫
Γ3

σν · (vν − uν) da.

Si v ∈ Uad, alors selon (3.9) nous trouvons, pour u ∈ Uad

(σν + pν(uν)− cν β
2 R(uν))(vν − uν) = (σν + pν(uν)− cν β

2 R(uν))(vν − g)

+ (σν + pν(uν)− cν β
2 R(uν))(g − uν)

= (σν + pν(uν)− cν β
2 R(uν))(vν − g) ≥ 0.

Alors ∫
Γ3

σν · (vν − uν) da ≥
∫
Γ3

cν β
2 R(uν).(vν − uν)−

∫
Γ3

pν(uν).(vν − uν) da.

Donc

∫
Γ

σν · (v − u) da ≥
∫
Γ2

f2 · (v − u) da+

∫
Γ3

cν β
2 R(uν) · (vν − uν)−

∫
Γ3

pν(uν) · (vν − uν) da.

En revenant à l’équation (3.35) , nous trouvons

∫
Ω

σ · ε(v − u) dx+

∫
Γ3

pν(uν) · (vν − uν) da+

∫
Γ3

−cν β2 R(uν) · (vν − uν)

≥
∫
Ω

f0 · (v − u) dx+

∫
Γ2

f2 · (v − u) da ∀v ∈ Uad,

on a d’après les définitions (3.29),(3.33) et (3.34)

(σ(t), ε(v− u(t)))Q+ jad(β(t), u(t), v− u(t)) + jnc(u(t), v− u(t)) ≥ (f(t), v− u(t))V ∀v ∈ Uad,

enfin, il résulte d’après (3.1) et (1.5), pour t ∈ [0, T ]

(Fε(u(t)), ε(v − u(t)))Q + (

∫ t

0

M(t− s, ε(u(s)), k(S))ds, ε(v − u(t)))Q
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+(E∗∇φ(t), ε(v − u(t)))Q + jad(β(t), u(t), v − u(t)) + jnc(u(t), v − u(t))

≥ (f(t), v − u(t))V ∀v ∈ Uad.

D’autre part, la formule de Green(2.19) permet de donner, pour D ∈ W

(D,∇ζ)H + (divD, ζ)L2(Ω) =

∫
Γ

D.ν ζ da ∀ζ ∈ H1(Ω),

or pour le dire

∫
Ω

D · ∇ζ dx+
∫
Ω

divD · ζ da =

∫
Γ

D.ν ζ da ∀ζ ∈ H1(Ω).

Où

∫
Γ

D.ν ζ da =

∫
Γa

D.ν ζ da+

∫
Γb

D.ν ζ da+

∫
Γ3

D.ν ζ da.

Si ζ ∈ W , alors

ζ = 0 sur Γa.

Donc, selon (3.5) ,(3.12) et (3.13) on a

∫
Ω

D · ∇ζ dx+
∫
Ω

q0 ζ da =

∫
Γb

q2 ζ da+

∫
Γ3

ψ(uν − g)ϕ(φ− φ0) ζ da ∀ζ ∈ W,

il résulte d’après l’équation (3.2) et les définitions (3.30),(3.31) et , pour t ∈ [0, T ]

(B∇φ(t),∇ζ)H − (Eε(u(t)),∇ζ)H + (h(u(t), φ), ζ)W = (q(t), ζ)W ∀ζ ∈ W.

Enfin, on obtient la formulation variationnelle du problème P .

Problème PV . Trouver un champ des déplacements u : [0, T ] → V , un potentiel électrique

φ : [0, T ] → W , un champ d’adhésion β : [0, T ] → L2(Γ3) et qu’un champ de variable d’état

interne k : [0, T ] → Y tel que

u(t) ∈ Uad, (Fε(u(t)), ε(v − u(t)))Q + (

t∫
0

M(t− s, ε(u(s)), k(s))ds, ε(v − u))Q+
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(E∗∇φ(t), ε(v − u(t)))Q + jad(β(t), u(t), v − u(t)) + jnc(u(t), v − u(t)) (3.36)

≥ (f(t), v − u(t))V ∀v ∈ Uad, t ∈ [0, T ],

k̇(t) = Φ(ε(u(t)), k(t)) p.p. t ∈ (0, T ), (3.37)

(B∇φ(t),∇ζ)H − (Eε(u(t)),∇ζ)H + (h(u(t), φ), ζ)W = (q(t), ζ)W ∀ζ ∈ W, t ∈ [0, T ], (3.38)

β̇(t) = −(cνβ(t)R(uν(t))
2 − εa)+ p.p. t ∈ (0, T ), (3.39)

β(0) = β0, u(0) = u0, k(0) = k0. (3.40)

3.3 Existence et unicité de la solution

Notre principal résultat, qui énonce la solvabilité unique du problème PV , est le suivant.

3.3.1 Théorème d’existence et d’unicité

Théorème 3.3.1. Supposons que (3.16) - (3.28) sont vrais. Alors, il existe α > 0 tel que

α < min(mF ,mB) , le problème PV a une solution unique (u, φ,K, β). De plus, la solution

satisfait

u ∈ C(0, T ;V ), (3.41)

φ ∈ C(0, T ;W ), (3.42)

k ∈ C1(0, T ;Y ), (3.43)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z. (3.44)

Un " quintuple " de fonctions (u, σ, φ,D, β) qui satisfont (3.1), (3.2), (3.36) - (3.40) est

appelé une solution faible du problème de contact PV . Nous concluons par le théorème 3.3.1

que, sous les hypothèses énoncées, le problème PV a une solution faible unique.

Pour préciser la régularité de la solution faible on note que les relations constitutives (3.1)

et (3.2), les hypothèses (3.16) - (3.19) et les régularités (3.41) - (3.44) montrent que σ ∈

C(0, T ;Q) et D ∈ C(0, T ;H) . Il résulte de (3.4), (3.5) et des régularités (3.23), (3.24) que
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Divσ ∈ C(0, T ;H) et divD ∈ C(0, T ;L2(Ω)), et donc

σ ∈ C(0, T ;Q1), (3.45)

D ∈ C(0, T ;W). (3.46)

Nous concluons que la solution faible (u, σ, φ,D, β) du problème de contact piézoélectrique

PV a la régularité (3.41) - (3.46).

Nous passons maintenant à la preuve du théorème (3.3.1), qui repose sur des équations non

linéaires classiques avec des opérateurs monotones et des équations différentielles ordinaires,

combinées à des arguments à point fixe. Cela se fait en plusieurs étapes. Nous supposons dans

ce qui suit que les hypothèses (3.16) - (3.28) sont satisfaites. De plus, tout au long de cette

section, c représentera une constante strictement positive qui peut dépendre des données du

problème mais elle est indépendante du temps, et sa valeur peut changer d’un endroit à un

autre.

Soit Θ un sous-ensemble fermé de l’espace C(0, T ;L2(Γ3)) défini par

Θ = {β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z/β(0) = β0}.

Première étape

Dans la première étape, nous considérons le problème auxiliaire pour le champ de déplace-

ments et de potentiel électrique dans lequel β ∈ Θ.

Problème P 1
β . Trouver un champ de déplacements uβ : [0, T ] → V , et un potentiel électrique

φβ : [0, T ] → W tels que :

uβ(t) ∈ Uad, (Fε(uβ(t)), ε(v − uβ(t)))Q + (

t∫
0

M(t− s, ε(uβ(s)), k(s)) ds, ε(v − uβ(t)))Q

+(E∗∇φβ(t), ε(v − uβ(t)))Q + jad(β(t), uβ(t), v − uβ(t)) + jnc(uβ(t), v − uβ(t)) (3.47)

≥ (f(t), v − uβ(t))V ∀v ∈ Uad, t ∈ [0, T ],

(B∇φβ(t),∇ζ)H − (Eε(v − uβ(t)),∇ζ)H + (h(uβ(t), φβ), ζ)W

= (q(t), ζ)W ∀ζ ∈ W, t ∈ [0, T ]. (3.48)

Dans l’étude du problème P 1
β nous avons le lemme suivant.
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Lemme 3.3.1. Il existe α > 0 qui dépend de Ω,Γ1,Γ3, F, B et Pν tel que le problème P 1
β a une

unique solution (uβ, φβ) ∈ C(0, T ;V ×W ), si α < min(mF ,mB).

Preuve. La preuve comporte plusieurs étapes, que nous décrivons ci-dessous.

i) Dans la première étape, nous posons η = (η1, η2) ∈ C(0, T ;Q × Y ) tel que η1(t) =
t∫
0

M(t− s, ε(uβη(s)), k(s)) ds, η2(t) = Φ(ε(uβη(t)), k(t)) et considérons l’espace de produits de

Hilbert X = V ×W , avec le produit scalaire suivant

(x, y)X = (u, v)V + (φ, ψ)W ∀x = (u, φ), ∀y = (v, ψ) ∈ X, (3.49)

et la norme associée ∥.∥X . Nous introduisons également l’ensemble K ⊂ X défini par

K = Uad ×W. (3.50)

Nous avons défini l’opérateur Aβ : X → X, la fonction j : X×X → R et l’élément fη(t) ∈ X par

(Aβ(t)x, y)X = (Fε(u(t)), ε(v))Q + (B∇φ(t),∇ψ)H + (E∗∇φ(t), ε(v))Q − (Eε(u(t)),∇ψ)Q

+jad(β(t), u(t), v) ∀x = (u(t), φ(t)), y = (v, ψ) ∈ X, t ∈ [0, T ], (3.51)

j(x, y) = jnc(u(t), v)+ (h(u(t), φ(t)), ψ)W ∀x = (u(t), φ(t)), y = (v, ψ) ∈ X, t ∈ [0, T ], (3.52)

(fη(t), y)X = (f(t), v)V + (q(t), ψ)W − (η1(t), ε(v))Q ∀y = (v, ψ) ∈ X, t ∈ [0, T ]. (3.53)

Il est facile de voir que xβη = (uβη, φβη) : [0, T ] → X est une solution au problème (3.47),(3.48)

de régularité (uβη, φβη) ∈ C(0, T ;X) si et seulement si xβη ∈ C(0, T ;K) et satisfait

xβη(t) ∈ K, (Aβ(t)xβη(t), y − xβη(t))X + j(xβη(t), y)− j(xβη(t), xβη(t)) ≥

(fη(t), y − xβη(t))X , ∀y ∈ K, ∀t ∈ [0, T ]. (3.54)

En effet

Soit xβη = (uβη, φβη) : [0, T ] → X une solution du problème P 1
β . Soit y = (v, ψ) ∈ K et soit
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t ∈ [0, T ]. On utilise la fonction test ψ − φβη(t) dans (3.48)

(B∇φβη(t),∇(ψ− φβη(t)))H − (Eε(v− uβη(t)),∇(ψ− φβη(t))H + (h(uβη(t), φβη), ψ− φβη(t))W

= (q(t), ψ − φβη(t))W ,

on ajoute l’inégalité correspondante à (3.47)

(Fε(uβη(t)), ε(v − uβη(t)))Q + (

t∫
0

M(t− s, ε(uβη(s)), k(s)) ds, ε(v − uβη(t)))Q+

(E∗∇φβη(t), ε(v − uβη(t)))Q + jad(β(t), uβη(t), v − uβη(t)) + jnc(uβη(t), v − uβη(t))+

(B∇φβη(t),∇(ψ−φβη(t)))H−(Eε(v−uβη(t)),∇(ψ−φβη(t)))H+(h(uβη(t), φβη(t)), ψ−φβη(t))W

≥ (f(t), v − uβη(t))V + (q(t), ψ − φβη(t))W ,

on utilise (3.49)–(3.53) pour obtenir (3.54).

Inversement, supposons que xβη = (uβη, φβη) : [0, T ] → K vérifie (3.54) et soit t ∈ [0, T ]. Pour

tout v ∈ Uad, on prend y = (v, φβη(t)) dans (3.54). On a d’après (3.51),(3.52) et(3.53)

(Aβ(t)xβη(t), y − xβη(t))X = (Fε(uβη(t)), ε(v − uβη(t)))Q + (B∇φβη(t),∇(φβη(t)− φβη(t)))H

+ (E∗∇φβη(t), ε(v − uβη(t)))Q − (Eε(uβη(t)),∇(φβη(t)− φβη(t)))Q

+ jad(β(t), uβη(t), v − uβη(t))

= (Fε(uβη(t)), ε(v − uβη(t)))Q + (E∗∇φβη(t), ε(v − uβη(t)))Q

+ jad(β(t), uβη(t), v − uβη(t)),

j(xβη(t), y)− j(xβη(t), xβη(t)) = jnc(uβη(t), v) + (h(uβη(t), φβη(t)), φβη(t))W

− jnc(uβη(t), uβη(t))− (h(uβη(t), φβη(t)), φβη(t))W

= jnc(uβη(t), v − uβη(t)),

(fη(t), y − xβη(t))X = (f(t), v − uβη(t))V + (q(t), φβη(t)− φβη(t))W − (η1(t), ε(v − uβη(t)))Q

= (f(t), v − uβη(t))V − (η1(t), ε(v − uβη(t)))Q.

Alors, D’après (3.54) nous trouvons (3.47).
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Ensuite, pour tout ψ ∈ W , on prend y = (uβη, φβη(t) + ψ) dans (3.54).D’après (3.51),(3.52)

et(3.53) on a

(Aβ(t)xβη(t), y − xβη(t))X = (Fε(uβη(t)), ε(uβη − uβη(t)))Q + (B∇φβη(t),∇(ψ))H

+ (E∗∇φβη(t), ε(uβη(t)− uβη(t)))Q − (Eε(uβη(t)),∇(ψ))Q

+ jad(β(t), uβη(t), uβη − uβη(t))

= (B∇φβη(t),∇(ψ))H − (Eε(uβη(t)),∇(ψ))Q

j(xβη(t), y)− j(xβη(t), xβη(t)) = jnc(uβη(t), uβη(t)) + (h(uβη(t), φβη(t)), φβη(t) + ψ)W

− jnc(uβη(t), uβη(t))− (h(uβη(t), φβη(t)), φβη(t) + ψ)W

= 0,

(fη(t), y − xβη(t))X = (f(t), uβη(t)− uβη(t))V + (q(t), ψ)W − (η1(t), ε(uβη(t)− uβη(t)))Q

= (q(t), ψ)W .

Alors, selon (3.54) nous trouvons

(B∇φβη(t),∇ψ)H − (Eε(v − uβη(t)),∇ψ)H + (h(uβη(t), φβη), ψ)W ≥ (q(t), ψ)W . (3.55)

Posons y = (uβη, φβη(t)− ψ). D’après (3.51),(3.52) et(3.53) on a

(Aβ(t)xβη(t), y − xβη(t))X = (Fε(uβη(t)), ε(uβη − uβη(t)))Q − (B∇φβη(t),∇(ψ))H

+ (E∗∇φβη(t), ε(uβη(t)− uβη(t)))Q + (Eε(uβη(t)),∇(ψ))Q

+ jad(β(t), uβη(t), uβη − uβη(t))

= − (B∇φβη(t),∇(ψ))H + (Eε(uβη(t)),∇(ψ))Q

j(xβη(t), y)− j(xβη(t), xβη(t)) = jnc(uβη(t), uβη(t)) + (h(uβη(t), φβη(t)), φβη(t)− ψ)W

− jnc(uβη(t), uβη(t))− (h(uβη(t), φβη(t)), φβη(t)− ψ)W

= 0,

(fη(t), y − xβη(t))X = (f(t), uβη(t)− uβη(t))V − (q(t), ψ)W − (η1(t), ε(uβη(t)− uβη(t)))Q

= − (q(t), ψ)W .
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Alors, selon (3.54) nous trouvons

(B∇φβη(t),∇ψ)H − (Eε(v − uβη(t)),∇ψ)H + (h(uβη(t), φβη), ψ)W ≤ (q(t), ψ)W . (3.56)

De (3.55) et (3.56), nous trouvons l’inégalité (3.48).

ii) Dans la deuxième étape, nous remarquons que les jad et jnc sont linéaires par rapport

au dernier argument et donc

jad(β, u,−v) = −jad(β, u, v), jnc(u,−v) = −jnc(u, v). (3.57)

En utilisant (3.33), et les inégalités |R(u1ν)| ≤ L, |β1| ≤ 1, |β2| ≤ 1, |u1ν − u2ν | ≤ ∥u1 − u2∥, on

trouve

jad(β1, u1, u2 − u1) + jad(β2, u2, u1 − u2) = cν

∫
Γ3

(β2
1R(u1ν)− β2

2R(u2ν))(u1ν − u2ν) da

≤ cνL

∫
Γ3

|β2
1 − β2

2 ||u1ν − u2ν |

≤ cνL

∫
Γ3

|β1 − β2||β1 + β2||u1ν − u2ν |

≤ c

∫
Γ3

|β1 − β2|∥u1 − u2∥ da,

ainsi, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.12), nous trouvons

jad(β1, u1, u2 − u1) + jad(β2, u2, u1 − u2) ≤ c∥β1 − β2∥L2(Γ3)∥u1 − u2∥V . (3.58)

Ensuite, nous choisissons β1 = β2 = β dans (3.58) pour trouver

jad(β, u1, u2 − u1) + jad(β, u2, u1 − u2) ≤ 0. (3.59)

Des manipulations similaires, basées sur la continuité Lipschitzienne des opérateurs R montrent
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que

|jad(β1, u1, v)− jad(β2, u2, v)| =
∫
Γ3

−cν((β2
1R(u1ν)− β2

2R(u2ν))vν da

=

∫
Γ3

−cν((β2
1 − β2

2 + β2
2)R(u1ν)− β2

2(R(u2ν))vν da

≤
∫
Γ3

(c1|β1 − β2|+ c2|u1ν − u2ν |)|vν | da,

Notons que |u1ν − u2ν | ≤ ∥u1 − u2∥, |vν | ≤ ∥v∥ p.p. sur Γ3, on obtient

|jad(β1, u1, v)− jad(β2, u2, v)| ≤ c

∫
Γ3

(|β1 − β2|+ ∥u1 − u2∥)∥v∥ da,

Nous utilisons maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwartz et (2.12) pour trouver

|jad(β1, u1, v)− jad(β2, u2, v)| ≤ c(∥β1 − β2∥L2(Γ3) + ∥u1 − u2∥V )∥v∥V . (3.60)

De plus, on prend u1 = v, u2 = 0 dans (3.59), puis on utilise l’égalité R(0) = 0 pour obtenir

jad(β, v, v) ≥ 0. (3.61)

Maintenant, nous utilisons (3.34),(3.21)(b) et (2.12) pour voir que

|jnc(u1, v)− jnc(u2, v)| ≤
∫
Γ3

|pν(u1ν)− pν(u2ν)||vν | da

≤ Lν

∫
Γ3

|u1ν − u2ν | |vν | da

≤ Lν

∫
Γ3

∥u1 − u2∥ ∥v∥ da

≤ Lνc
2
0 ∥u1 − u2∥V ∥v∥V . (3.62)

Nous utilisons à nouveau (3.34) pour obtenir

jnc(u1, u2 − u1) + jnc(u2, u1 − u2) ≤
∫
Γ3

(pν(u1ν)− pν(u2ν))(u2ν − u1ν) da,

et alors, (3.21) (c) implique
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jnc(u1, u2 − u1) + jnc(u2, u1 − u2) ≤ 0. (3.63)

Enfin, nous utilisons les bornes |ψ(v)| ≤ Mψ, |ϕ(φ1 − φ0)| ≤ Lϕ, la continuité Lipschitzienne

des fonctions ψ et ϕ, et les inégalités (2.12),(2.16) pour obtenir

(h(u1, φ1), φ2)W − (h(u1, φ1), φ1)W + (h(u2, φ2), φ1)W − (h(u2, φ2), φ2)W (3.64)

≤
∫
Γ3

|ψ(u1ν − g)ϕ(φ1 − φ0)− ψ(u2ν − g)ϕ(φ1 − φ0)| |φ1 − φ2| da

≤
∫
Γ3

| ( ψ(u1ν − g)− ψ(u2ν − g) + ψ(u2ν − g) ) ϕ(φ1 − φ0)

− ψ(u2 − g)ϕ(φ2 − φ0)) | |φ1 − φ2| da

≤ Mψ

∫
Γ3

|φ2 − φ1|2 + LψLϕ

∫
Γ3

∥u2 − u1∥|φ2 − φ1| da

≤ Mψc0∥φ2 − φ1∥2W + LψLϕc0c̃0∥u2 − u1∥V ∥φ2 − φ1∥W .

iii) Dans cette étape, nous voyons que Aβ(t) est un opérateur lipschitzien continu fortement

monotone sur X et qu’il satisfait

(Aβxβ1η − Aβxβ2η, xβ1η − xβ2η)X ≥ min(mF ,mB)∥xβ1η − xβ2η∥2X . (3.65)

En effet

Pour xβ1η = (uβ1η, φβ1η), xβ2η = (uβ2η, φβ2η) ∈ X et pour tout y = (v, ψ) ∈ X. On utilise la

définition (3.51) de l’opérateur Aβ et l’inégalité de Cauchy-Schwartz , Nous trouvons

(Aβxβ1η−Aβxβ2η, y)X ≤ ∥Fε(uβ1η)−Fε(uβ2η)∥Q∥ε(v)∥Q+∥B∇(φβ1η)−B∇(φβ2η)∥H∥∇(ψ)∥H+

E∗∇(φβ1η)−E∗∇(φβ2η)∥Q∥ε(v)∥Q+∥Eε(uβ1η)−Eε(uβ2η)∥H∥∇(ψ)∥H+|jad(β, uβ1η, v)−jad(β, uβ2η, v)|,

d’après les hypothèses (3.16) et (3.18)- (3.19) on obtient

(Aβxβ1η − Aβxβ2η, y)X ≤ c( ∥ε(uβ1η)− ε(uβ2η)∥Q∥ε(v)∥Q + ∥∇(φβ1η)−∇(φβ2η)∥H∥∇(ψ)∥H

+ ∥∇(φβ1η)−∇(φβ2η)∥H∥ε(v)∥Q + ∥ε(uβ1η)− ε(uβ2η)∥Q∥∇(ψ)∥H )

+ |jad(β, uβ1η, v)− jad(β, uβ2η, v)|,
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les égalités (2.11), (2.15) et (3.60) donnent

(Aβxβ1η − Aβxβ2η, y)X ≤ c ( ∥uβ1η − uβ2η∥V ∥v∥V + ∥φβ1η − φβ2η∥W∥ψ∥W

+ ∥φβ1η − φβ2η∥W∥v∥V + ∥uβ1η − uβ2η∥V ∥ψ∥W )

de la définition de ∥ · ∥X , nous concluons que

(Aβxβ1η − Aβxβ2η, y)X ≤ c ∥xβ1η − xβ2η∥X∥y∥X ,

pour y = Aβxβ1η − Aβxβ2η, on obtient

∥Aβxβ1η − Aβxβ2η∥X ≤ c ∥xβ1η − xβ2η∥X .

Ce qui montre que A : X → X est un opérateur lipschitzien continu. De plus, nous avons

(Aβxβ1η − Aβxβ2η, xβ1η − xβ2η)X = (Fε(uβ1η)− Fε(uβ2η), ε(uβ1η)− ε(uβ2η))Q

+(B∇(φβ1η)−B∇(φβ2η),∇(φβ1η − φβ2η))H + (E∗∇(φβ1η)− E∗∇(φβ2η), ε(uβ1η)− ε(uβ2η))Q

−(Eε(uβ1η)− Eε(uβ2η),∇(φβ1η − φβ2η))H + jad(β, uβ1η, uβ1η − uβ2η)− jad(β, uβ2η, uβ1η − uβ2η).

Nous savons que

(Eε(u1)− Eε(u2),∇(φ1 − φ2))H = (E∗∇(φ1)− E∗∇(φ2), ε(u1)− ε(u2))Q.

Ainsi, en utilisant (3.16)(c),(3.19)(d), (3.59), (2.11) et (2.15) nous obtenons

(Aβxβ1η − Aβxβ2η, xβ1η − xβ2η)X ≥ mF∥ε(uβ1η)− uβ2η)∥2Q +mB∥∇(φβ1η − φβ2η)∥2H

≥ min(mF ,mB) (∥uβ1η − uβ2η∥2V + ∥φβ1η − φβ2η∥2W )

≥ min(mF ,mB) ∥xβ1η − xβ2η∥2X .

Alors Aβ : X → X est un opérateur fortement monotone sur X .

De plus, on peut facilement vérifier que, pour un x ∈ X donné, la fonctionnelle j(x, .) : X → R

est convexe et semi-continue inférieurement et qu’elle satisfait

j(x1, y2)− j(x1, y1) + j(x2, y1)− j(x2, y2) ≤ (Lνc
2
0 +Mψc0 +LψLϕc0c̃0) ∥x1 − x2∥X ∥y1 − y2∥X .

(3.66)
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En effet

En utilisant (3.52), (3.62) et (3.64), on trouve

j(x1, y2)− j(x1, y1) + j(x2, y1)− j(x2, y2) = jnc(u1, v2 − v1) + jnc(u2, v1 − v2)

+ (h(u1, φ1), ψ2)W − (h(u1, φ1), ψ1)W

+ (h(u2, φ2), ψ1)W − (h(u2, φ2), ψ2)W

≤ Lνc
2
0 ∥u1 − u2∥V ∥v1 − v2∥V

+ Mψc0 ∥φ1 − φ2∥W ∥ψ1 − ψ2∥W

+ LψLϕc0c̃0 ∥u1 − u2∥V ∥ψ1 − ψ2∥W

≤ (Lνc
2
0 +Mψc0 + LψLϕc0c̃0) ∥x1 − x2∥X ∥y1 − y2∥X .

Supposons que

α = Lνc
2
0 +Mψc0 + LψLϕc0c̃0 < min(mF ,mB). (3.67)

En utilisant un résultat standard d’existence et d’unicité sur les inégalités quasi-variationnelles

elliptiques (2.4.2), il en résulte qu’il existe un élément unique xβη ∈ K qui satisfait (3.54).

Pour t1, t2 ∈ [0, T ], un argument basé sur (3.54) montre que

(Aβ(t1)xβη(t1), xβη(t2)− xβη(t1))X ≥ − j(xβη(t1), xβη(t2)) + j(xβη(t1), xβη(t1))

+ (fη(t1), xβη(t2)− xβη(t1))X ,

et

(Aβ(t2)xβη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X ≥ − j(xβη(t2), xβη(t1)) + j(xβη(t2), xβη(t2))

+ (fη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X .

Et comme

(Aβ(t1)xβη(t1), xβη(t2)− xβη(t1))X + (Aβ(t2)xβη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X

= −(Aβ(t1)xβη(t1)− Aβ(t2)xβη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X
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alors

− (Aβ(t1)xβη(t1)−Aβ(t2)xβη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X ≥ − j(xβη(t1), xβη(t2)) + j(xβη(t1), xβη(t1))

− j(xβη(t2), xβη(t1)) + j(xβη(t2), xβη(t2))

− (fη(t1)− fη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X ,

donc

(Aβ(t1)xβη(t1)−Aβ(t2)xβη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X ≤ j(xβη(t1), xβη(t2))− j(xβη(t1), xβη(t1))

+ j(xβη(t2), xβη(t1))− j(xβη(t2), xβη(t2))

+ (fη(t1)− fη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X

≤ Lνc
2
0 +Mψc0 + LψLϕc0c̃0 ∥xβη(t1)− xβη(t1)∥2X

+ ∥fη(t1)− fη(t2)∥X∥xβη(t1)− xβη(t2)∥X .

En utilisant (3.51),(3.16)(c),(3.19)(d), (3.58), (2.11) et (2.15), nous trouvons

(Aβ(t1)xβη(t1)− Aβ(t2)xβη(t2), xβη(t1)− xβη(t2))X ≥ min(mF ,mB)∥xβη(t1)− xβη(t2)∥2X

− c ∥β(t1)− β(t2)∥L2(Γ3)∥xβη(t1)− xβη(t2)∥X .

Alors

∥xβη(t1)−xβη(t2)∥X ≤ c

min(mF ,mB)− α
(∥β(t1)−β(t2)∥L2(Γ3)+ ∥fη(t1)− fη(t2)∥X). (3.68)

En rappelant les régularités fη ∈ C(0, T ;X) et β ∈ C(0, T ;L2(Γ3)), il résulte de (3.68) que

xβη ∈ C(0, T ;X).

iv) Maintenant, soit η = (η1, η2) ∈ C(0, T ;Q × Y ), nous définissons kη ∈ C1(0, T ;Y ) et

l’opérateur Λβ = (Λ1
β,Λ

2
β) : C(0, T ;Q× Y ) → C(0, T ;Q× Y ) par

kη(t) = k0 +

t∫
0

η2(s) ds ∀t ∈ [0, T ], (3.69)

Λ1
βη(t) =

t∫
0

M(t− s, ε(uβη(s)), kη(s)) ds ∀t ∈ [0, T ], (3.70)

Λ2
βη(t) = Φ(ε(uβη(t), k(t)) ∀t ∈ [0, T ]. (3.71)

On utilise la notation xβηi = (uβηi , φβηi) = xi = (ui, φi) et kηi = ki pour i = 1, 2. De (3.70)
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,(3.17) et (2.11) on avons

∥Λ1
βη1(t)− Λ1

βη2(t)∥Q ≤
t∫

0

∥M(t− s, ε(u1(s)), k1(s))−M(t− s, ε(u2(s)), k2(s))∥Q ds

≤ LM (

t∫
0

∥ε(u1(s))− ε(u2(s))∥Q ds+

t∫
0

∥k1(s)− k2(s)∥Y ds)

≤ c (

t∫
0

∥u1(s)− u2(s)∥V ds+

t∫
0

∥k1(s)− k2(s)∥Y ds).

De même, nous utilisons (3.71), (3.20) et (2.11) pour obtenir

∥Λ2
βη1(t)− Λ2

βη2(t)∥Y = ∥Φ(ε(u1(t)), k1(t))− Φ(ε(u2(t)), k2(t))∥Y

≤ LΦ (∥ε(u1(t))− ε(u2(t))∥Q + ∥k1(t)− k2(t)∥Y )

≤ c (∥u1(t)− u2(t)∥V + ∥k1(t)− k2(t)∥Y ).

Donc

∥Λβη1(t)− Λβη2(t)∥Q×Y ≤ c (

t∫
0

∥u1(s)− u2(s)∥V ds+

t∫
0

∥k1(s)− k2(s)∥Y ds

+ ∥u1(t)− u2(t)∥V + ∥k1(t)− k2(t)∥Y ). (3.72)

D’autre part, en utilisant la relation (3.54) on trouve que

(Aβ(t)x1(t)− Aβ(t)x2(t), x1(t)− x2(t))X ≤ j(x1(t), x2(t))− j(x1(t), x2(t))

+ j(x2(t), x1(t))− j(x2(t), x2(t))

+ (fη(t1)− fη(t2), x1(t)− x2(t))X

≤ Lνc
2
0 +Mψc0 + LψLϕc0c̃0 ∥x1(t)− x2(t)∥2X

+ ∥η11(t)− η12(t)∥Q∥x1(t)− x2(t)∥X ,

il résulte de (3.65) que

∥x1(t)− x2(t)∥X ≤ 1

min(mF ,mB)− α
∥η11(t)− η12(t)∥Q

ce qui implique

∥u1(t)− u2(t)∥V ≤ c ∥η11(t)− η12(t)∥Q. (3.73)
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De plus, à partir de (3.69) nous avons

∥kη1(t)− kη2(t)∥Y ≤ c

t∫
0

∥η21(s)− η22(s)∥Y ds ∀t ∈ [0, T ]. (3.74)

Alors, d’aprés (3.72), (3.73) et (3.74), en obtient

∥Λβη1(t)− Λβη2(t)∥Q×Y ≤ c

t∫
0

∥η1(s)− η2(s)∥Q×Y ds ∀t ∈ [0, T ].

De plus, on a

∥Λβη1(t)− Λβη2(t)∥Q×Y ≤ c
t∫
0

∥η1(t)− η2(t)∥Q×Y ds,

∥Λ2
βη1(t)− Λ2

βη2(t)∥Q×Y ≤ c
t∫
0

c
s∫
0

∥η1(r)− η2(r)∥Q×Y drds,

∥Λ2
βη1(t)− Λ2

βη2(t)∥Q×Y ≤ c2
t∫
0

s∫
0

∥η1(r)− η2(r)∥Q×Y drds,

∥Λ3
βη1(t)− Λ3

βη2(t)∥Q×Y ≤ c3
t∫
0

s∫
0

r∫
0

∥η1(l)− η2(l)∥Q×Y dldrds,

...

...

...

∥Λmβ η1 − Λmβ η2∥C(0,T ;Q×Y ) ≤ cm
t∫

0

s∫
0

· · · · · · · · ·
h∫

0︸ ︷︷ ︸
m integrals

∥η1(l)− η2(l)∥C(0,T ;Q×Y ) dl · · · drds.

On sait que :
r∫
0

dl = r,

et que
s∫
0

r∫
0

dldr =
s∫
0

r dr =
s2

2
,

et que
t∫
0

s∫
0

r∫
0

dldrds =
t3

6
,

t∫
0

s∫
0

· · · · · ·
r∫
0

dl · · · drds = tm

m!
,

Alors

∥Λmβ η1 − Λmβ η2∥C(0,T ;Q×Y ) ≤
cmTm

m!
∥η1 − η2∥C(0,T ;Q×Y ).

L’estimation qui implique qu’une puissance Λmβ de Λβ est une contraction sur l’espace C(0, T ;Q×
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Y ). Ainsi, Λmβ possède un unique élément fixe ηβ ∈ C(0, T ;Q×Y ) qui est également un unique

point fixe de Λβ, i.e.

Λβηβ(t) = ηβ(t) ∀t ∈ [0, T ]. (3.75)

Enfin, notons uβη = uβ et φβη = φβ, le couple (uβ, φβ) est l’unique solution du problème (3.47)-

(3.48). En effet, l’existence et l’unicité découlent de (3.54), (3.57) - (3.75).

Deuxième étape

Afin de prouver le théorème (3.3.1), nous avons besoin d’autres résultats intermédiaires. Consi-

dérons uβ la solution obtenue ci-dessus et définissons le problème de Cauchy suivant énoncé

comme suit.

Problème P 2
β . Trouver un champ d’adhésion θβ : [0, T ] → L2(Γ3) tel que,

θ̇β(t) = −(θβ(t)cνR(uβν(t))
2 − εa)+ p.p. t ∈ (0, T ), (3.76)

θβ(0) = β0. (3.77)

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Le problème P 2
β a une solution unique θβ ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z.

Preuve. Considérons l’application Fβ : [0, T ]× L2(Γ3) → L2(Γ3) définie par

Fβ(t, θ) = −(θβ(t)cνR(uβν(t))
2 − εa)+.

Pour tout t ∈ [0, T ] et θ ∈ L2(Γ3). Il résulte des propriétés de l’opérateur de troncature

R que Fβ est lipschitzienne continue par rapport au second argument. De plus, pour tout

θ ∈ L2(Γ3), l’application t 7→ Fβ(t, θ) appartient à L∞(0, T ;L2(Γ3)). En utilisant maintenant

une version du théorème de Cauchy-Lipschitz (2.5.1), nous obtenons l’existence d’une unique

fonction θβ ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) qui résout (3.76), (3.77). Nous notons que (3.39) et (3.40)

garantissent que β(t) ≤ β0 et, par conséquent, l’hypothèse (3.28) montre que β(t) ≤ 1, pour

t ≥ 0 p.p. sur Γ3. D’autre part, si β(t0) = 0 à t = t0 , alors il résulte de (3.39) et (3.40) que

β̇(t) = 0 pour tout t ≥ t0 et donc, β(t) = 0 pour tout t ≥ t0 p.p. sur Γ3. Nous concluons que
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0 ≤ β(t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ] p.p. sur Γ3. Par conséquent, d’après la définition de l’ensemble

Z, on trouve que θβ ∈ Z ce qui conclut la preuve du lemme.

Il résulte du lemme (3.3.2) que pour tout β ∈ Θ la solution θβ du problème P 2
β appartient

à Θ. Nous considéront l’opérateur Λ : Θ → Θ donné par Λβ = θβ.

Dernière étape

Dans cette étape, nous prouverons le résultat suivant.

Lemme 3.3.3. Il existe un élément unique β∗ ∈ Θ tel que Λβ∗ = β∗.

Preuve. Supposons que β1, β2 soient deux fonctions de Θ et notons xβi = xi, θβi = θi les

fonctions obtenues respectivement dans les lemmes (3.3.1) et (3.3.2) pour β = βi, i = 1, 2. Pour

t ∈ [0, T ], un argument basé sur (3.54) montre que

(Aβ1(t)x1(t)− Aβ2(t)x2(t), x1(t)− x2(t))X ≤ j(x1(t), x2(t))− j(x1(t), x1(t))

+ j(x2(t), x1(t))− j(x2(t), x2(t)) + (fη(t)− fη(t), x1(t)− x2(t))X

≤ Lνc
2
0 +Mψc0 + LψLϕc0c̃0 ∥x1(t)− x2(t)∥2X .

Ainsi, en utilisant(3.51) (3.16)(c),(3.19)(d), (3.58), (2.11) et (2.15) nous obtenons

(Aβ1(t)x1(t)− Aβ2(t)x2(t), x1(t)− x1(t))X = (Fε(u1)− Fε(uu2), ε(u1)− u2))Q

+(B∇(φ1)−B∇(φ2),∇(φ1 − φ2))H + (E∗∇(φ1)− E∗∇(φ2), ε(u1)− u2))Q

−(Eε(u1)− Eε(u2),∇(φ1 − φ2))H + jad(β1, u1, u1 − u2)− jad(β2, u2, u1 − u2)

≥ min(mF ,mB)∥x1(t)− x2(t)∥2X − c ∥β1(t)− β2(t)∥L2(Γ3)∥x1(t)− x2(t)∥X .

Donc

∥x1(t)− x2(t)∥X ≤ c

min(mF ,mB)− α
∥β1(t)− β2(t)∥L2(Γ3),

ce qui implique

∥u1(t)− u2(t)∥V ≤ c ∥β1(t)− β2(t)∥L2(Γ3). (3.78)

D’autre part, il résulte de (3.76) et (3.77) que
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θi(t) = β0 −
t∫

0

(θi(s)cνR(uiν(s))
2 − εa)+ ds,

et puis

∥θ1(t)− θ2(t)∥L2(Γ3) ≤ c

t∫
0

∥θ1(s)R(u1ν(s))2 − θ1(s)R(u2ν(s))
2∥L2(Γ3) ds.

En utilisant la définition de R et en écrivant θ1 = θ1 − θ2 + θ2, nous obtenons

∥θ1(t)− θ2(t)∥L2(Γ3) ≤ c (

t∫
0

∥θ1(s)− θ2(s)∥L2(Γ3) ds+

t∫
0

∥u1(s)− u2(s)∥L2(Γ3)d ds).

Par l’inégalité de Gronwall, il s’ensuit que

∥θ1(t)− θ2(t)∥L2(Γ3) ≤ c

t∫
0

∥u1(s)− u2(s)∥L2(Γ3)d ds,

en utilisant (2.12) nous obtenons

∥θ1(t)− θ2(t)∥L2(Γ3) ≤ c

t∫
0

∥u1(s)− u2(s)∥V ds.

Nous déduisons

∥Λβ1(t)− Λβ2(t)∥L2(Γ3) ≤ c

t∫
0

∥u1(s)− u2(s)∥V ds. (3.79)

Nous combinons maintenant (3.78) avec (3.79) pour déduire

∥Λβ1(t)− Λβ2(t)∥L2(Γ3) ≤ c

t∫
0

∥β1(s)− β2(s)∥L2(Γ3) ds,

en réitérant cette inégalité m fois ( en utilisent la même méthode de lemme (3.3.1)), cela donne

∥Λmβ1 − Λmβ2∥C(0,T ;L2(Γ3)) ≤
cmTm

m!
∥β1 − β2∥C(0,T ;L2(Γ3)).
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Alors, pour m suffisamment grand, l’opérateur Λm est une contraction sur C(0, T ;L2(Γ3)), alors

Λm admet un unique point fixe β∗ qui est aussi un unique point fixe de Θ .

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour fournir la preuve du théorème (3.3.1).

3.3.2 Démonstration du théorème

Existence Soit β∗ ∈ Θ le point fixe de l’opérateur Λ : Θ → Θ donné par Λβ = θβ

et soit (u∗, φ∗) la solution du problème P 1
β obtenue dans le lemme 3.3.1 pour β = β∗ , i.e.

u∗ = uβ∗ , φ∗ = φβ∗ . Puisque θβ∗ = β∗ nous concluons par (3.47)-(3.48), (3.76)-(3.77) et (3.69)

que (u∗, φ∗, k∗, β∗), où k∗ = kβ∗ est une solution du problème PV et β∗ satisfait (3.44). De plus,

puisque θβ∗ = β∗, l’inégalité (3.68) implique que le couple (u∗, φ∗) appartient à C(0, T ;X), et

l’égalité (3.69) implique que la fonction k∗appartient à C1(0, T ;Y ), dont les fonctions u∗, φ∗, k∗

ont la régularité exprimée dans (3.41)-(3.43).

Unicité L’unicité de la solution est une conséquence de l’unicité du point fixe de l’opé-

rateur Λ. En effet, soit (u, φ, k, β) une solution du problème PV satisfaisant (3.41)–(3.44). Il

résulte de (3.47)–(3.48) que (u, φ) est une solution du problème P 1
β , et comme ce problème a

une solution unique notée (u, φ) d’après le lemme (3.3.1), on obtient

u = uβ, φ = φβ. (3.80)

Ensuite, nous remplaçons u = uβ, φ = φβ dans (3.37), (3.39) et utilisons la condition ini-

tiale (3.40) pour voir que k est une solution de (3.69) et β est une solution du problème P 2
β

Puisque par le lemme (3.3.2), ce dernier problème a une solution unique, notée θβ nous trouvons

k = kβ, β = θβ. (3.81)

Nous utilisons maintenant Λβ = θβ et (3.81) pour obtenir que Λβ = β, i.e. β est un point fixe

de l’opérateur Λ. Il résulte maintenant du lemme (3.3.3) que

β = β∗. (3.82)

L’unicité du théorème découle désormais des égalités (3.80)- (3.82).
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié un nouveau modèle mathématique décrivant le contact

sans frottement d’un processus quasi-statique entre un corps électro-élastique à longue mémoire

et une base adhésive conductrice. Le contact est décrit par une condition de compliance normale

et d’adhésion. La loi de comportement associée au matériau électro-élastique étudié est la loi

de Coulomb avec une variable d’état interne, dans laquelle l’adhésion des surfaces de contact

est prise en compte, et une condition de conductivité électrique régularisée.

Nous avons présenté une formulation des équations et des inéquations variationnelles de ce

problème à étudier, pour ceci en utilisant la formule de Green.

Enfin, l’existence et l’unicité d’une solution faible sont établies sous quelques hypothèses de

faible conductance de surface. La preuve repose sur des arguments tirés des résultats généraux

sur les équations d’évolution non linéaires avec opérateurs monotones, le théorème de Cauchy-

Lipshitz, le lemme de Gronwall et le point fixe de Banach.
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