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Notations générales

R : ensemble des nombres réels.

R+ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Rn : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels .

[a, b) : intervalle semi-ouvert de R d'extrémité a et b.

C([0, h],Rn) : ensemble des fonctions continues de [0, h] dans Rn.

Dα : opérateur de dérivation d'ordre non entier α.

| . | : valeur absolue d'un nombre réel ou module d'un nombre complexe .

Γ(.) : fonction Gamma d'Euler.

Eα : fonction de Mittag-Le�er.

Iαf(x) : intégration d'ordre α.

CDαf(x) : dérivée d'ordre α selon la dé�nition de Caputo.

RDαf(x) : dérivée d'ordre α selon la dé�nition de Riemann-Liouville.

AC([a, b]) : l'espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

Cn([a, b]) : l'espace des fonctions f ayant des dérivées jusqu'à l'ordre n continues sur [a, b].

L1([a, b]) : l'espace des (classes de) fonctions f réelles sur [a, b] telles que f est intégrable sur [a, b].
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Résumé

Les équations di�érentielles fractionnaires sont une généralisation des équations di�é-
rentielles ordinaires où l'ordre de dérivation est considéré non entier.

Dans ce mémoire nous étudions la méthode des sur-solutions et des sous-solutions com-
binée avec la technique des itérations monotones appliquée aux équations di�érentielles
fractionnaires avec des conditions initiales. On a appliqué cette méthode pour certaines
classes d'équations di�érentielles d'ordre fractionnaire au sens de Caputo.
Les mots clé : intégrale fractionnaire, dérivée fractionnaires, dérivée de Caputo, dérivée
de Riemann-Liouville, théorèmes du point �xe, sous-solution, sur-solution.
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Abstract

Fractional di�erential equations are generalization of ordinary di�erential equations
where the derivatives are of non integer order.

In this work we are studying the upper-solutions and lower-solutions method combi-
ned with the technique of monotonous iterations applied to the di�erential equations of
fractional order. We considered this method for certain classes of di�erential equations of
fractional order in the sense of Caputo.
The key words : fractional integral, fractional derivative, Caputo derivative, Riemann-
Liouville derivative, �xed point theorems, upper-solution, lower-solution.
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Introduction

La dérivation fractionnaire est un concept de généralisation de la dérivation (classique)
à un ordre non entier. Si cet ordre est négatif, on parle d'une intégration non entière et
s'il est positif, il s'agit d'une dérivation non entière.

La dérivation fractionnaire fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour la réso-
lution des équations intégrales. Elle s'introduit aussi naturellement dans la modélisation
mécanique des matériaux qui conservent la mémoire des transformations passées(voir [1]).
D'où l'intérêt particulier porté sur le calcul et l'analyse fractionnaire pendent ces dernières
décennies.

Bien que le calcul di�érentiel classique fournit des outils puissants pour la modélisation
d'un bon nombre de phénomènes étudiés par les sciences appliquées, ces outils ne per-
mettent pas de tenir compte de la dynamique anormale que présentent certains systèmes
complexes rencontrés dans la nature ou dans les interactions de la société. Les résultats
expérimentaux montrent que plusieurs processus liés aux systèmes complexes ont une dy-
namique non-locale impliquant des e�ets à long terme. Les opérateurs de dérivations et
d'intégrations fractionnaires présentent des similitudes avec certaines de ces caractéris-
tiques, ce qui en fait un outil plus adapté pour la modélisation de ces phénomènes.

L'histoire de la dérivée d'ordre non entier s'étale de la �n du 17ème siècle jusqu'à nos
jours. les spécialistes s'accordent pour faire remonter son début à la �n de l'année 1695
quand L'Hospital a soulevé une question à Leibniz en s'interrogeant sur la signi�cation
de dny

dxn
lorsque n = 1

2
. Leibniz, dans sa réponse,voulut engager une ré�exion sur une

possible théorie de la dérivation non entière, et à écrit à L'Hospital : "... cela condui-
rait à un paradoxe à partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a
fallu attendre les années 1990 pour voir apparaître les premières "conséquences utiles".
la première tentative sérieuse de donner une dé�nition logique pour la dérivée fraction-
naire est dû à Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s'est avérée essentiellement celle
de Liouville, et c'est depuis qu'elle porte le non "Approche de Riemann-Liouville". Plus
tard, d'autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de
Weyl et de Caputo. A cette époque il n'y avait presque pas d'applications pratiques de
cette théorie, et c'est pour cette raison qu'elle a été considéré comme une abstraite ne
contenant que des manipulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations
mathématiques pures à des applications, a commencé à voir le jour depuis les années 1990,
où les équations di�érentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels
que la physique, l'ingénierie, la biologie, la mécanique....

Le concept des opérateurs d'ordre fractionnaire a été dé�ni aux 19me siècle par Rie-
mann et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou intégration d'ordre fraction-
naire en employannt non seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers.
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IIntroduction

Il existe plusieurs dé�nitions de la dérivée fractionnaire d'ordre α. Les dé�nitions les plus
utilisées sont celles de Riemann-Liouville et de Caputo.

L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d'ordre p ∈ R+ dans un intervalle [0;T ]
est dé�nie par :

I(p)f(t) =
1

Γ(p)

∫ t

0

(t− τ)(p−1)f(τ)dτ

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre p ∈ R+ est dé�nie sur
[0, T ] par :

RDPf(t) =
1

Γ(n− p)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)(n−p−1)f(τ)dτ =
dn

dtn
(I(n−p)f(t)

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'ordre p sur [0; t] est dé�nie par :

CDPf(t) =
1

Γ(n− p)

∫ t

a

(t− τ)(n−p−1)f (n)(τ)dτ = I(n−p)(
dn

dtn
f(t))

avec n = [p] + 1 ; [p] désigne la partie entière de p, et D(n) = ( d
dt

)n) désigne la dérivée
usuelle d'ordre n, et Γ est la fonction Gamma ( la fonction factorielle généralisée) .

Ce mémoire bien qu'introductif au calcul et à l'analyse fractionnaire, il est consa-
cré essentiellement aux Méthode itérations monotones appliquées aux équations
di�érentielles fractionnaires.

Premier chapitre : dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions sur l'intégration
et la dérivation fractionnaire, et on introduit les équations di�érentielles fractionnaires.

Deuxième chapitre : dans ce chapitre, nous �xons le cadre théorique à notre étude :
espace de Banach ordonné, quelques résultats sur la théorie de point �xe dans un espace
ordonné et son application aux équations di�érentielles.

Troisième chapitre : dans ce chapitre, on applique la méthode d'itérations monotones
à un système fractionnaire multi-ordre.

2



Chapitre 1

Introduction au calcul fractionnaire

1.1 Préliminaires et rappels sur le calcul fractionnaire

1.1.1 Quelques fonctions importantes dans le calcul fractionnaire

Nous commençons par la dé�nition de quelques fonctions qui sont très utilisées et
importantes dans l'analyse et le calcul fractionnaire. Il s'agit de la fonction d'Euler (la
fonction Gamma et la fonction Béta) et la fonction de Mittag-Le�er, (voir [1], [3], [4]).
Nous tenons à préciser que cette partie du mémoire repose essentiellement sur [3]

La fonction Gamma

L'une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma
d'Euler. Son interprétation est simplement la généralisation du factoriel n(n!) qui permet
à n de prendre des valeurs non entières.

Dé�nition 1.1.1 Pour z ∈ R tel que z > 0, la fonction Gamma Γ(z) est dé�nie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt (1.1)

Propriétés de la fonction Gamma

1. Une propriété importante de la fonction Γ(z) est la relation de récurrence suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.2)

Qu'on peut démontrer par une intégration par parties :

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

e−ttzdt = [−e−ttz]+∞0 + zΓ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt = zΓ(z)

2. Γ(1) = 1,Γ(0+) = +∞ .Et aussi Γ(1
2
) =
√
π.

3. Γ(z)est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z 6 1.

4. Si n ∈ N alors Γ(n+ 1) = n! et aussi si n ∈ N : Γ(n+ 1
2
) = (2n)!

√
π

4n.n!
.

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n(n− 1)! = n!. (1.3)

3



Introduction au calcul fractionnaire

La fonction Béta

La fonction Béta est une fonction à deux variables et est dé�nie par l'intégrale suivante :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt (<(x) > 0,<(y) > 0) (1.4)

La relation entre fonction Béta d'Euler et Gamma d'Euler est donnée par :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
(1.5)

La fonction de Mittag-Le�er

On appelle fonction de Mittag-Le�er la fonction dé�nie par :

Eα(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(nα + 1)
(α > 0) (1.6)

On remarque bien sûr que E1 est l'exponentielle usuelle :

E1(z) = exp(z) (1.7)

Il est aussi courant de représenter la fonction de Mittag-Le�er avec deux paramètres α
et β , comme suit :

Eα,β(z) =
+∞∑
n=0

zn

Γ(nα + β)
(1.8)

Cette fonction a été introduite par R.P. Agarwal et Erdelyi en 1953-1954.
Dans ce qui suit nous présenterons les opérateurs d'ordre fractionnaire. Une dé�nition

unique de l'intégration non entière et plusieurs dé�nitions de la dérivée non entière sont
considérées.

1.1.2 Intégrale et dérivée fractionnaires

A. Intégrale fractionnaire

L'idée principale d'intégration fractionnaire est la généralisation d'intégrations itérées.
Soit f : [a, b) −→ R une fonction continue, b pouvant être �ni ou in�ni. Une primitive

de f est donnée par :

(I1
af)(x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Pour une primitive seconde on aura :

(I2
af)(x) =

∫ x

a

I1
af(u)du

=

∫ x

a

(

∫ u

a

f(t)dt)du

=

∫ x

a

(

∫ x

t

du)f(t)dt

4



Introduction au calcul fractionnaire

Le théorème de Fubini nous ramène cette intégrale double à une intégrale simple

(I2
af)(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt

Plus généralement la n-ième itération de l'opérateur I peut s'écrire :

(Ina f)(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt (1.9)

pour tout entier n.

Ainsi, on peut généraliser l'intégrale itérée d'ordre entier n (1.9) à une intégration
d'ordre réel α.

Dé�nition 1.1.2 Soit f : [a, b) −→ R une fonction continue. On appelle intégrale de
Riemann-Liouville de f l'intégrale suivante :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt (1.10)

où α est un réel positif (α ∈ R∗+) (ou même complexe) convenablement choisi.

Exemple 1.1.1 1. Soit f(x) = xβ avec β > 1 on a

(Iα0 f)(x) := Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

tβ(x− t)α−1dt. (1.11)

En posant : t = xu , (1.11) devient

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(xu)β(1− u)α−1xdu.

En utilisant la fonction Béta (1.4) on arrive à :

(Iαf)(x) =
xβ+α

Γ(α)

∫ 1

0

uβ(1− u)α−1du

=
xβ+α

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β

2. Considérons la fonction f(x) = (x− a)β. Alors

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt. (1.12)

Pour évaluer cette intégrale on pose t = a+ (x− a)τ , d'où

Iαa (x− a)β =
(x− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβdt =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)β+α (1.13)

5



Introduction au calcul fractionnaire

après utilisation de l'intégrale eulérienne de première espèce (la fonction Béta). On
voit bien que c'est une généralisation du cas α = 1 où on a

I1
a(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 2)
(x− a)β+1 =

1

β + 1
(x− a)β+1

à cause de la relation bien connue Γ(z + 1) = zΓ(z).

Proposition 1.1.1 Soient α, β ∈ R+, pour toute fonction
f ∈ C([a, b]), on a :

Iαa (Iβa f) = Iα+β
a f = Iβa (Iαa f).

Preuve : Supposons d'abord que f ∈ C([a, b]), on a :

[Iαa (Iβa f)] =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Iβa f)(s)ds

=
1

Γ(β)

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1

∫ s

a

(s− t)β−1f(t)dtds.

Les intégrales �gurant dans l'égalité précédente existent pour presque tout x ∈ [a, b], et
le théorème de Fubini permet donc d'écrire :

[Iαa (Iβa f)] =
1

Γ(β)Γ(α)

∫ x

a

f(t)[

∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds]dt.

En e�ectuant le changement de variable :

s = t+ (x− t)y (0 ≤ y ≤ 1),

on obtient

[Iαa (Iβa f)] =
1

Γ(β)Γ(α)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− y)α−1yβ−1dydt.

Finalement on arrive à,

[Iαa (Iβa f)] =
1

Γ(α + β)Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1dt = (Iα+β
a f)(x)

B. Dérivée fractionnaires

Dans l'itération il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous
allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Soit f une fonction intégrable sur [a, b] a valeurs réelles.

Dé�nition 1.1.3 La dérivée fractionnaire d'ordre α (avec n − 1 < α < n) au sens de
Riemann-Liouville de la fonction f est dé�e par :

(RDα
a f)(x) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt =
dn

dxn
(In−αa f(x)). (1.14)

6



Introduction au calcul fractionnaire

Exemples 1.1.1 1. Soit f(x) = (x − α)β avec β > −1, pour α ≥ 0 tel que n − 1 ≤
α ≤ n.

RDα
a f(x) =R Dn−αf(x) =

Γ(β + 1)

Γ(β + n− α + 1)

R

Dn(x− a)n−α+β. (1.15)

Alors, pour (α− β) ∈ {1, 2, ..., n} on a : RDα
a (x− a)α−j = 0, j ∈ {1, 2, ..., n},

par ailleurs si (α− β) /∈ {1, 2, ..., n} on trouve

RDα
ax =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.

2. En particulier, si β = 0 et α > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d'une fonction constante f(x) = C est non nulle, sa valeur est :

RDα
aC =

C(x− a)−α

Γ(1− α)
.

Proposition 1.1.2 Soient α, β > 0 tels que n− 1 ≤ α ≤ n,m− 1 ≤ β < m.

1. Pour f ∈ L1([a, b]), l'inégalité :

RDα
a (Iαa f(t)) = f(t) (1.16)

est vraie pour tout x ∈ [a, b]

2. Si 0 < β < α, alors pour f ∈ L1([a, b]), la relation :

RDβ
a (RDα

a )f)(x) = (Iα−βf)(x) (1.17)

est vraie presque partout sur [a, b].

3. Si 0 < α ≤ β et si la dérivée fractionnaire RDβ−α
a existe, alors on a :

RDβ
a (Iαf)(x) = (RDβ−α

a f)(x). (1.18)

4. Si f ∈ L1([a, b]) et In−αf ∈ ACn([a, b]) avec n = [α] + 1, alors :

[Iαa (RDα
a f)](x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(x− 1)j−n+α

Γ(j − n+ α + 1)
lim
x→a+

[(
d

dx
)jIn−αa ]f(x). (1.19)

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
On donne une dé�nition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo.

Soient α > 0 et n ∈ N tels que n− 1 < α < n et f ∈ Cn([a, b]).

Dé�nition 1.1.4 La dérivée fractionnaire d'ordre α au sens de Caputo de la fonction f
notée CDα

a f est dé�nie par :

CDα
a f(x) = In−α(

dn

dtn
f(x))

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)(x− t)n−α−1dt.

Exemples 1.1.2 Pour f(x) = (x− α)β avec β ≥ 0, on a
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Introduction au calcul fractionnaire

1. Si β ∈ {0, 1, 2...,m− 1}
CDα

a f(x) = 0. (1.20)

2. Si β > n− 1

CDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α. (1.21)

En particulier, si f est constante sur [a, b], alors :

CDα
a f(x) = 0 (1.22)

Proposition 1.1.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo véri�e les propriétés sui-
vantes

1. CDα
a [Iαa f ] = f

2. Si CDα
a f = 0 alors f(x) =

n−1∑
j=0

cj(x− a)j où les cj sont des constantes rèelles.

3.

Iαa [CDα
a f ](x) = f(x)−

n−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

La dernière relation de la proposition précédente nous permettra par la suite d'étudier
des équations di�érentielles fractionnaires (au sens de Caputo) avec des conditions initiales
classiques, c'est-à-dire des dérivées entières au pointa, chose qui n'est pas possible de faire
avec la dérivation au sens de Riemann-Liouville. Un des "défauts" de la dérivée de Caputo
est qu'elle ne constitue pas une bonne interpolation entre les dérivée entières comme ce
fut le cas pour Riemann-Liouville. En e�et on a

lim
α→
<
m

(CDα
a f)(x) = f (m)(x),

mais par contre
lim

α→
>
m−1

(CDα
a f)(x) 6= f (m−1)(x).

Voici un lemme utile.

Lemme 1.1.1 Soit f continue sur [a, b] et α > 0, alors

lim
x→a+

(Iαa f)(x) = 0.

Preuve : On a

|(Iαa f)(x)| ≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 | f(t) | dt

≤ ‖ f ‖∞
Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

≤ ‖ f ‖∞
Γ(α + 1)

(x− t)α,

Corollaire 1.1.1 Si 0 < α <1 et f de classe C1 alors

(Iαa ◦R Dα
a )f = f et (CDα

a ◦ Iαa )f = f.
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Introduction au calcul fractionnaire

C'est-à-dire que les dérivations au sens de Riemann-Liouville et de Caputo respecti-
vement constituent l'inverse à droite et à gauche de l'opérateur de Riemann-Liouville (au
moins sur les fonctions de classe C1). En voici un autre corollaire intéressant.

Corollaire 1.1.2 Si 0 ≤ α, β ≤ 1 avec α + β ≤ 1 et f de classe C1 alors

(CDα
a ◦C Dβ

a )f =C Dα+β
a f = (CDβ

a ◦C Dα
a )f.

Preuve : Il est facile de voir que

(CDα
a ◦C Dβ

a )f = (I1−α
a ◦ d

dx
◦ I1−β

a ◦ d

dx
)f (1.23)

= (I1−α−β
a ◦ Iβa ◦

d

dx︸ ︷︷ ︸
CD1−β

a

◦I1−β
a ◦ d

dx
)f

= (I1−α−β
a ◦ CD1−β

a ◦ I1−β
a︸ ︷︷ ︸

id

◦ d
dx

)f

= (I1−α−β
a ◦ d

dx
)f

=C Dα+β
a f.

Relation entre l'approche de Reimann-Liouville et celle de caputo

Le théorème suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
et celle au sens de Remann-Liouville.

Théoreme 1.1.1 soient α ≥ 0, n = [α] + 1.si f possède (n − 1) dérivée en a et si RDα
a

existe,
alors :

(CDα
a f)(x) =R Dα

a [f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] (1.24)

presque partout sur [a, b].

Preuve : D'après la dé�nition on a :

RDα
a [f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] =R DnIn−αa [f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

=
dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1

Γ(n− α)
[f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]dt.

En utilisant l'intégration par partie on obtient :

In−αa [f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] =

∫ x

a

(x− t)n−α−1

Γ(n− α)
[f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k]dt

= In−α+1
a D[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]
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de la même façon pour n− 1 fois alors :

In−αa [f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] = In−α+n

a Dn[f(x)−
n−n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k]

= Ina I
n−α+1
a Dn[f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k].

Or
∑n−1

k=0
f (k)(a)
k!

(x− a)k est un polynôme de degré n− 1, alors :

In−αa [f(x)−
n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k] = Ina I

n−α+1
a Dnf(x).

Donc,

RDα
a [f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k] = DnIna I

n−α+1
a Dnf(x)

= In−α+1
a Dnf(x)

= (CDα
a f)(x)

presque partout sur [a, b].

1.2 Introduction aux équations di�érentielles fraction-

naires

1.2.1 Quelques théorèmes du point �xe

Les démonstrations des di�érents théorèmes d'existence et d'unicité des solutions
d'équations di�érentielles se basent généralement sur des théorèmes classiques assurant
l'existence et l'unicité de points �xes de certains opérateurs(voir [8], [11]).

Théorème du point �xe de Banach

Théoreme 1.2.1 (Principe de contraction de Banach)
Soient (U, d) un espace métrique complet non vide, et A : U −→ U une application qui

véri�e l'inégalité
d(Au,Av) ≤ kd(u, v)

óu 0 ≤ k < 1, pour tout u, v ∈ U . Alors, A possède un unique point �xe u∗. De plus, pour
tout u0 ∈ U , la suite (Aju0)∞j=1 converge vers u∗.

le théorème suivant est l'une des généralisations du principe de contraction de Banach

Théoreme 1.2.2 Supposons que (U, d) est un espace métrique complet non-vide, et soit
αj ≥ 0 pour tout j ∈ N et tel que la série

∑∞
j=0 αj converge. Soit l'application A : U −→ U

qui véri�e l'inégalité
d(Aju,Ajv) ≤ αjd(u, v)

pour tout j ∈ N et tout u, v ∈ U . Alors, A possède un unique point �xe u∗. De plus, la
suite (Aju0)∞j=1 converge vers u∗.
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une conséquence immédiate de ce théorème est

Théoreme 1.2.3 (U, d) un espace métrique complet non vide, supposons que 0 < α < 1
et soit l'application A : U −→ Uqui véri�e l'inégalité

d(Au,Av) ≤ αd(u, v)

pour tout u, v ∈ U . Alors, A possède un unique point �xe u∗. De plus, pour tout u0 ∈ U ,la
suite (Aju0)∞j=1 converge vers ce point �xe u∗. On peut aussi citer un autre théorème qui
assure uniquement l'existence du point �xe (pas l'unicité), mais avec des hypothèses plus
faibles sur l'opérateur A.

On peut aussi citer un autre théorème qui assure uniquement l'existence du point �xe
(pas l'unicité), mais avec des hypothèses plus faibles sur l'opérateur A.

Théorème du point �xe de Schauder

Théoreme 1.2.4 (E, d) un espace de Banach, soit U une partie convexe et fermée de E,
et soit A : U −→ U une application telle que l'ensemble {Au : u ∈ U} est relativement
compacte dans E. Alors A possède au moins un point �xe.

Dans ce contexte on va rappeler la dé�nition d'un ensemble relativement compact :

Dé�nition 1.2.1 Soit (E, d) un espace métrique et F ⊆ E. L'ensemble F est dit relati-
vement compact dans E si la fermeture de F est une partie compacte de E

Théorème d'Arzela-Ascoli

Théoreme 1.2.5 Soit F ⊆ C[a, b] supposons que les ensembles sont équipée de la norme
de Chebyshev. Alors, F est relativement compact dans C[a, b], si F est equicontinue (c-
à-d pour tout ε > 0 il existe un δ > 0 tel que pour tout f ∈ F et tout x, x∗ ∈ [a, b]
avec |x − x∗| < δ on a |f(x) − f(x∗)| < ε ) et uniformément bornée (c-à-d il existe une
constante C > 0 tel que ‖f‖∞ ≤ C pour tout f ∈ F ).

1.2.2 Quelques résultats d'existence et d'unicité

Dans cette partie on va discuter les propriétés d'existence et d'unicité des solutions des
équations di�érentielles d'ordre fractionnaire. On va se restreindre à des problèmes aux
conditions initiales. On utilisera les symboles RDαet CDα pour les dérivées fractionnaire
de Riemann-Liouville et Caputo.

Dé�nition 1.2.2 Soit α > 0, α /∈ N, n = [α] + 1 et f : A ⊂ R2 −→ R alors :

RDαu(x) = f(x, u(x)) (1.25)

est appelée équation di�érentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Comme condi-
tions initiales pour ce type d'EDF on utilise :

RDα−ku(0) = bk (k = 1, 2, ..., n− 1) lim
z−→0+

In−αu(z) = bn. (1.26)

De la même manière
CDαu(x) = f(x, u(x)), (1.27)

11
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est appelée équation di�érentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise
comme conditions initiales :

uk(0) = bk (k = 0, 2, ..., n− 1). (1.28)

L'utilisation de conditions initiales de di�érents types pour les equations di�érentielles
fractionnaires (1.25) et (1.27) nous assure l'unicité des solutions de l'EDF correspondante,
qu'on va prouver dans les théorèmes suivants, (voir [4]).

Equation di�érentielle fractionnaire de type Caputo

Nous présentons quelques théorème concernant l'existance et l'unicité de la solution
d'une équation de type Caputo (Voir ([4])

Théoreme 1.2.6 Soit α > 0, α /∈ N, n = [α] + 1. De plus, soit k > 0, h∗ > 0, et
b0, b1, ..., bn−1 ∈ R. On dé�ni

G = [0, h∗]× [b0 −K, b0 +K],

et soit la fonction continue f : G −→ R. Alors, il existe un réel h > 0 et une fonction
u ∈ C[0, h] solution de l'equation di�érentielle fractionnaire de type Caputo muni des
conditions initiales. Dans le cas α ∈ (0, 1) le paramètre h est donné par la relation

h = min{h∗, (KT (α + 1)�M
1
α} avec M = sup

(x,z)∈G
|f(x, z)|

Si de plus f véri�e la condition de Lipschitz par rapport à la seconde variable, c'est-à
dire :

|f(x, u1)− f(x, u2)| < L|u1 − u2|
avec L > 0 une constante indépendente de x, u1 et u2, alors la fonction u ∈ C[0, h] est
unique.

Lemme 1.2.1 Sous les hypothèses du théorème précédente, la fonction u ∈ C[0, h] est
une solution de l'EDF de type Caputo avec les conditions initiales si et seulement si elle
est solution de l'equation intégrale de Volterra du second type :

u(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
bk +

1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)(α−1)f(t, u(t))dt. (1.29)

Preuve : Premièrement supposons que u est solution de l'equation précédente, on peut
écrire cette équation sous la forme réduite :

u(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
u

(k)
0 + Iα0 f(x, u(x)).

En appliquant l'opérateur de di�érentiation RDα
0 sur les deux cotés de cette relation on

aura immédiatement que y est solution de l'equation di�érentielle.
Appliquons maintenant l'opérateur RDk

0 , 0 ≤ k ≤ n− 1 sur l'equation de Volterra.

RDk
0u(x) =

n−1∑
j=0

(RDk
0)

(x)j

j!
u

(j)
0 +R Dk

0I
k
0 I

α−k
0 f(x, u(x)).
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RDk
0(t)j = 0 pour j < k alors si x = 0 on a :

RDk
0u(0) =R Dk

0

(x)k

k!
u

(k)
0 |x=0 + Iα−k0 f(x, u(x))|x=0

et comme α− k > 0, l'intégrale est nul Iα−k0 f(x, u(x))|x=0 = 0
par suite RDk

0u(0) = uk0 = bk.
D'autre part on défnit z(x) = f(x, u(x)) alors z ∈ C[0, h] on réecrit l'equation de la

forme

z(x) = f(x, u(x)) =C Dα
0 u(x) =R Dα

0 (u− Tn−1[u, 0])(x) =R Dn
0 I

n−α
0 (u− Tn−1[u, 0])(x)

Tn−1[u, 0] est le polynôme de Taylor de degré n− 1

(Tn−1[u, 0] =
n−1∑
k=0

(x)k

k!
u

(k)
0

pour la fonction f autour de 0. En appliquant l'opérateur In0 sur les deux termes de cette
relation elle devient :

In0 z(x) = In−α0 (u− Tn−1[u, 0])(t) + q(x).

Avec q un polynôme de degré ne dépassant pas n− 1. Comme z est continue la fonction
In0 z a un zéro d'ordre au moins n à l'origine. En outre la diférence y − Tn−1[y, 0] a la
même propriété par construction. Et donc la fonction In−α0 (u − Tn−1[u, 0]) doit avoir un
zéro d'ordre n aussi. Par suite le polynôme q a la même propriété mais comme il est de
degré ne dépassant pas n− 1 il en résulte que q = 0, par conséquent :

In0 z(x) = In−α0 (u− Tn−1[u, 0])(x).

En appliquant l'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville RDn−α
0 sur les deux cotés

de cette équation elle devient :

u(x)− Tn−1[u− 0](x) = Iα0 z(x).

En substituant z(x) et Tn−1[u, 0](x) on retrouve l'équation de Volterra :

u(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
bk +

1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)(α−1)f(t, u(t))dt.

Lemme 1.2.2 Sous les hypothèses du théotème (1.2.6) l'equation de Volterra

u(x) =
n−1∑
k=0

xk

k!
bk +

1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)(α−1)f(t, u(t))dt.

possède une unique solution u ∈ C ∈ [0, h].

Preuve : Voir [11]
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1.2.3 Stabilité

Point l'équilibre

Dans un premier temps, nous allons considére le systéme autonomes décrits par :

dx

dt
= f(x), x ∈ Rn (1.30)

ou f est classe C1

Une notion qui est primordiale dans l'étude de la stabilité est la notion de point
d'équilibre (voir [9]).

Dé�nition 1.2.3 On dit que xε est un équilibre ou point d'équilibre pour le systéme (1.30)
si

lim
t−→∞

x(t) = xε

Mathématiquement : xε véri�e l'equation f(xε) = 0.

Stabilité avec la dérivée Caputo

En 1996, Matignon à étudié le système di�érentiel suivant, impliquant la dérivée frac-
tionnaire de Caputo(voir [5]).

CDα
0 x(t) = Ax(t), (1.31)

avec la condition initiale x(0) = x0 = (x10, x20, ..., xn0)T , ou x = (x1, x2, ..., xn), α ∈ (0, 1),
A ∈ Rbn×Rn et CDα

0 x(t) dénote la dérivée Caputo. La stabilité de l'équilibre du système
(1.31) a été dé�nie et établie la première fois par Matignon.

Dé�nition 1.2.4 Le systéme autonome (1.31) serait :

(a) stable si pour tout x0, il existe ε > 0 tels que ‖x(t)‖ ≤ ε pour t ≥ 0 ;

(b) asymptotiquement stable si
lim
t−→∞

‖x(t)‖ = 0.

Théoreme 1.2.7 Le systéme autonome (1.31) est

(a) asymptotiquement stable si |arg(λ(A))| > αΠ
2
;

(b) stable si asymptotiquement stable, ou ces valeurs propres de la matrice ciritques
qui satisfont |arg(λ(A))| > αΠ

2
ont la multiplicité géometrique 1. (Ici arg(λ(A))

dénote argumentes des valeurs propres de la matrice caréee A)
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Chapitre 2

Méthode itérative et monotonie
(itérations monotones)

2.1 Espace de Banach ordonné

Dé�nition 2.1.1 (Voir[10]) Soit X un espace vectoriel réel. Un cône K dans X est un
sous-ensemble convexe de X tel que :
λK ⊂ K, pour tout λ ∈ R+ et K ∩ −K = 0

Proposition 2.1.1 (Voir [10]) Soient X un espace vectoriel réel et un cone K ⊂ X. La
relation ≤K dans X dé�nie par : u ≤K v si et seulement si v − u ∈ K, est une ordre
(ré�exive, transitive et antisymétrique) sur X (appelé la relation d'ordre induite par K)
compatible avec la structure vectorielle de X.
i,e : chaque fois que ui, vi ∈ X , ui ≤K vi , i = 1, 2; et λ ∈ R+.
Nous avons u1 + u2 ≤K v1 + v2 et λu1 ≤K λv2.

Dé�nition 2.1.2 Un espace vectoriel réel doté d'un cone (de façon équivalente avec une
relation d'ordre compatible avec sa structure vectorielle) est appelé un espace vectoriel
ordonné.

Dé�nition 2.1.3 Un espace de Banach doté d'un cone fermé est appelé un espace de
Banach ordonné.

Dé�nition 2.1.4 (Voir[10]) Soit (X.K) un espace de Banach ordonné et ≤ la relation
d'ordre induite par K.
Nous disons que :

1. K est un cone normal si :

0 ≤ uk ≤ vk , vk → 0⇒ uk → 0

2. K est un cone régulier si :
uk ≤ uk+1 ≤ v

pour k ∈ N⇒ (uk) convergente
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2.2 Théorème de point �xe dans un espace de Banach

ordonné

Théoreme 2.2.1 Soient (X,K) est un espace de Banach ordonné [u0, v0] ⊂ X un inter-
valle d'ordre et T : [u0, v0] −→ [u0, v0] un opérateur croissant continu. On suppose que les
conditions suivantes sont véri�ées :

(i) K est un cone régulier.

(ii) K est un cone normal et T est complètement continue.

Alors, il existe u∗, v∗ ∈ [u0, v0] tels que :
la suite (T k(u0)) est croissante et convergente vers u∗

et la suite (T k(v0)) est décroissante et convergente vers v∗.
De plus, tout point �xe de T est situé entre u∗ et v∗.

Preuve : L'opérateur T envoie [u0, v0] dans lui-même et seulement si

u0 ≤ T (u0), T (v0) ≤ v0.

À partir de
u0 ≤ T (u0) ≤ T (v0) ≤ v0

on obtient
u0 ≤ T (u0) ≤ T 2(u0) ≤ T 2(v0) ≤ T (v0) ≤ v0,

et ainsi on arrive à
u0 ≤ T (u0)

...
≤ T k(u0) ≤ T k+1(u0)
...
≤ T k+1(v0) ≤ T k(v0)
...
≤ T (v0) ≤ v0.

On suppose (i). Alors on a la convergente des suites T k(u0) et T k(v0). Soit u∗, v∗ sont
leurs limites. Ainsi, avec la continuité de T, à partir de :

T k+1(u0) = T (T k(u0))

on déduit que u∗ = T (u∗). De même v∗ = T (v∗).
On suppose (ii). L'intervalle d'ordre [u0, v0] étant borné et T complètement continue,
T ([u0, v0]) est alors relativement compact. Par conséquent, (T k(u0))k≥1 possède une sous-
suite convergente (T kj(u0))j≥1.
Soit u∗ sa limite. De toute evidence u∗ ∈ [u0, v0]. Nous prétendons que la suite entière
(T k(u0))k≥1 converge vers u∗.
En e�et, pour tout ε > 0 il y a une jε telle que :

|T kjε (u0)− u∗| ≤ ε

1 + γ
.

Ici la constante γ > 0 provient de la semi-monotonicité de la norme.
D'autre part, pour i ≥ kjε nous avons :

T kjε (u0) ≤ T i(u0) ≤ u∗,
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c'est
T i(u0)− T kjε (u0) ≤ u∗ − T kjε (u0).

Puis
|T i(u0)− T kjε (u0)| ≤ γ|u∗ − T kjε (u0)|.

Par conséquent

|T i(u0)− u∗| ≤ |T i(u0)− T kjε (u0)|+ |T kjε (u0)− u∗|
≤ (γ + 1)|T kjε (u0)− u∗|
≤ ε.

Ainsi T i(u0) → u∗ comme l'a soutenu. Utilisez les mêmes arguments pour prouver la
convergence de (T k(v0).

Supposons maintenant que w ∈ [u0, v0] est un point �xe de T . Alors

u0 ≤ T (u0) ≤ T (w) = w ≤ T (v0) ≤ v0

et en générale
T k(u0) ≤ w ≤ T k(v0).

Laisser k →∞ nous obtenons u∗ ≤ w ≤ v∗. Voir([10])

2.3 Application aux équations di�érentielles

2.3.1 Équations di�érentielles ordinaires

• Considérer le problème de Neumann

u′′ = f(t, u),
u′(a) = 0, u′(b) = 0,

(2.1)

où f est une fonction continue.

Théoreme 2.3.1 Soit α et β ∈ C2([a, b]), β ≤ α et soit

E := {(t, u) ∈ [a, b]× R2, β(t) ≤ u ≤ α(t)}.

On suppose que f : E −→ R est une fonction continue, il existe M ∈
]
0,
(

π
2(b−a)

)2]
tel

que pour tout (t, u1), (t, u2) ∈ E,

u1 ≤ u2 implique f(t, u2)− f(t, u1) ≥M(u2 − u1)

pour tout t ∈ [a, b]

α′′(t) ≥ f(t, α(t)), α′(a) ≥ 0, α′(b) ≤ 0,
β′′(t) ≤ f(t, β(t)), β′(a) ≤ 0, β′(b) ≥ 0.

(2.2)

Alors les suites (αn)n et (βn)n dé�nies par

α0 = α,
α′′n +Mαn = f(t, αn−1) +Mαn−1,

α′n(a) = 0, α′n(b) = 0,
(2.3)
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et
β0 = β,

β′′n +Mβn = f(t, βn−1) +Mβn−1,
β′n(a) = 0, β′n(b) = 0,

(2.4)

convergent de façon monotone dans C1([a, b]) vers les solutions umax et umin de (2.1) tels
que

β ≤ umin ≤ umax ≤ α.

De plus, toute solution u de (2.1) dans E véri�e

umin ≤ u ≤ umax.

• Considérons le problème suivant

u′′ = f(t, u, u′),
u′(a) = 0, u′(b) = 0,

(2.5)

Théoreme 2.3.2 Soit α et β ∈ C2([a, b]), α ≤ β, et soit

E := {(t, u, v) ∈ [a, b]× R2, β(t) ≤ u ≤ α(t)}.

On suppose que f : E −→ R est une fonction continue, il existe M tel que pour tout
(t, u1, v), (t, u2, v) ∈ E,

u1 ≤ u2 implique f(t, u2, v)− f(t, u1, v) ≥M(u2 − u1);

il existe N ≥ 0 tel que pour tout (t, u, v1), (t, u, v2) ∈ E,

|f(t, u, v2)− f(t, u, v1)| ≤ N |v2 − v1|;

pour tout t ∈ [a, b]

α′′(t) ≥ f(t, α(t), α′(t)), α′(a) ≥ 0, α′(b) ≤ 0,
β′′(t) ≤ f(t, β(t), β′(t)), β′(a) ≤ 0, β′(b) ≥ 0.

(2.6)

En�n, soit L ∈ [M, ( π
2(b−a)

)2] est tel que

(L−M) cos
√
L(b− a)−N

√
L sin

√
L(b− a) ≥ 0

et
f(t, α(t), α′(t))− f(t, β(t), β′(t)) + L(α(t)− β(t)) ≥ 0.

Alors les suites (αn)n et (βn)n dé�nie par

α0 = α,
α′′n + Lαn = f(t, αn−1, α

′
n−1) + Lαn−1,

α′n(a) = 0, α′n(b) = 0,

et
β0 = β,

β′′n + Lβn = f(t, βn−1, β
′
n−1) + Lβn−1,

β′n(a) = 0, β′n(b) = 0,

convergent de façon monotone dans C1([a, b]) vers des solutions u et v de (2.5) tel que

β ≤ u ≤ v ≤ α.

18
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Théoreme 2.3.3 Soit α et β ∈ C2([a, b]), β ≤ α et soit

E := {(t, u, v) ∈ [a, b]× R2, β(t) ≤ u ≤ α(t)}.

On suppose que f : E −→ R est une fonction continue, il existe M > 0 tel que pour tout
(t, u1, v), (t, u2, v) ∈ E,

u1 ≤ u2 implique f(t, u2, v)− f(t, u1, v) ≥M(u2 − u1);

il existe N ≥ 0 tel que pour tout (t, u, v1), (t, u, v2) ∈ E,

|f(t, u, v2)− f(t, u, v1)| ≤ N |v2 − v1|;

pour tout t ∈ [a, b]

α′′(t) ≥ f(t, α(t), α′(t)), α′(a) ≥ 0, α′(b) ≤ 0,
β′′(t) ≤ f(t, β(t), β′(t)), β′(a) ≤ 0, β′(b) ≥ 0.

Supposons aussi b− a ≤ θ
(
M, N

2

)
, où θ est dé�ni à partir de (3.14) (voir [2]).

Soit α0 = α et β0 = β. Ensuite, les problèmes

α′′n −N |α′n − α′n−1|+Mαn = f(t, αn−1, α
′
n−1) +Mαn−1,

α′n(a) = 0, α′n(b) = 0,

et
β′′n +N |β′n − β′n−1|+Mβn = f(t, βn−1, β

′
n−1) +Mβn−1,

β′n(a) = 0, β′n(b) = 0,

suites dé�nies (αn)n et (βn)n qui convergent de façon monotone dans C1([a, b]) vers des
solutions umax et umin de (2.5) tel que

β ≤ umin ≤ u ≤ umax ≤ α.

De plus, tout solution u de (2.5) tel que β ≤ u ≤ α. véri�e

umin ≤ u ≤ umax.

2.3.2 Équations et systèmes d'équations di�érentielles fraction-
naires

Équations di�érentielles fractionnaires

Considérons le problème à valeur initiale de la forme :

CDqu(t) = f(t, u(t)), u(0) = u0. (2.7)

Dans cette partie, nous allons présenter une méthode de monotonie généralisée pour
le problème aux limites périodiques non linéaire (2.9) , considéré ci-après, en utilisant la
notion de sur-solution et sous-solution et le problème de la valeur initiale correspondant
(2.7), où f ne dépend pas de u (voir [7]),

u(t) = u0 +
1

Γ(q)

∫ t

0

(t− s)q−1f(s)ds. (2.8)
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Considérons le problème aux limites périodiques non linéaire de la forme

CDqu(t) = f(t, u(t)) + g(t, u(t)) u(0) = u(T ) (2.9)

où f, g ∈ C[J × R,R] et u ∈ C1[J × R].
Si u ∈ C1[0, T ] satisfais l'équation di�érentielle fractionnaire

CDqu(t) = f(t, u(t)) + g(t, u(t)), (2.10)

et u est telle que u(0) = u(T ) pour tout t ∈ J , puis u est une solution périodique de (2.9).
De plus, on suppose que f est croissante en u et g est décroissante en u pour tout

t ∈ J .

Dé�nition 2.3.1 Soit v0, w0 ∈ C1[J,R]. Puis v0 et w0 sont dites,

(i) natural sur-solution et sous-solution de (2.9) si

CDqv0(t) ≤ f(t, v0(t)) + g(t, v0(t)) v(0) ≤ v0(T ),
CDqw0(t) ≥ f(t, w0t)) + g(t, w0(t)) w(0) ≥ w0(T );

(2.11)

(ii) sur-solution et sous-solution de Type I de (2.9) si

CDqv0(t) ≤ f(t, v0(t)) + g(t, w0(t)) v(0) ≤ v0(T ),
CDqw0(t) ≥ f(t, w0t)) + g(t, v0(t)) w(0) ≥ w0(T );

(2.12)

(iii) sur-solution et sous-solution de Type II de (2.9) si

CDqv0(t) ≤ f(t, w0(t)) + g(t, v0(t)) v(0) ≤ v0(T ),
CDqw0(t) ≥ f(t, v0t)) + g(t, w0(t)) w(0) ≥ w0(T );

(2.13)

(iv) sur-solution et sous-solution de Type III de (2.9) si,

CDqv0(t) ≤ f(t, w0(t)) + g(t, w0(t)) v(0) ≤ v0(T ),
CDqw0(t) ≥ f(t, v0t)) + g(t, v0(t)) w(0) ≥ w0(T );

(2.14)

Nous développons la monotonie généralisée méthode pour le problème aux limites
périodiques via la valeur initiale problème approche. Nous obtenons des suites naturelles
et suites entrelacées qui convergent uniformément et de façon monotone minimale et
maximale associée à des solutions périodiques de (2.9).

Dans le théorème suivant, nous utilisons ainsi des sur-solutions et sous-solutions de
Type I et d'obtenir des suites naturelles qui convergent uniformément et de façon mono-
tone minimale et maximale associée à des solutions périodiques de (2.9).

Théoreme 2.3.4 Suppose que

(A1) v0, w0 sont des sous-solutions et sur-solutions de Type I de (2.9) avec v0(t) ≤ u(t) ≤
w0(t) on J ;

(A2) f, g ∈ C[J ×R,R], f(t, u(t)) est croissante en u et g(t, u(t)) est décroissante en u.
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Alors les suites dé�nies par

CDqvn+1(t) = f(t, vn(t)) + g(t, wn(t)),
vn+1(0) = vn(T ),

(2.15)

CDqwn+1(t) = f(t, wn(t)) + g(t, vn(t)),
wn+1(0) = wn(T ),

(2.16)

sont telles que vn(t) −→ ρ(t) et wn(t) −→ r(t) dans C1[J,R] uniformément et de façon
monotone, telle que ρ et r sont ainsi des solutions minimales et maximales de (2.9),
respectivement, à condition que v0 ≤ u ≤ w0, où u toute solution est périodique de (2.9).
C'est, ρ et r véri�ent le système

CDqρ(t) = f(t, ρ(t)) + g(t, rn(t)) onJ,
ρ(0) = ρ(T ),

CDqr(t) = f(t, r(t)) + g(t, ρ(t)) onJ,
r(0) = r(T ),

(2.17)

telle que ρ ≤ u ≤ r

Preuve : Par hypothèse, v0 ≤ u ≤ w0. Nous allons montrer que v0 ≤ v1 ≤ u ≤ w1 ≤ w0.
Il résulte de (2.3.1) que

CDqv0(t) ≤ f(t, v0(t)) + g(t, w0(t)) v(0) ≤ v0(T ),
CDqw0(t) ≥ f(t, w0t)) + g(t, v0(t)) w(0) ≥ w0(T );

(2.18)

et par (2.15), nous obtenons que

CDqv1(t) = f(t, v0(t)) + g(t, w0(t)),
v1(0) = v0(T ),

(2.19)

Par conséquent, v0(0) ≤ v0(T ) = v1(0). Si on posse p = v0 − v1, puis p(0) ≤ 0 et,

CDqp =C Dqv0 −C Dqv1

≤ f(t, v0) + g(t, w0)− f(t, v0) + g(t, w0)
= 0

Depuis CDqp ≤ 0 and p(0) ≤ 0, par la corollaire 2.5 (voir [7]) nous avons que p(t) ≤ 0 et,
par conséquent, v0(t) ≤ v1(t) en J . Par un argument similaire, nous pouvons montrer que
v1(t) ≤ u, u ≤ w1(t), et w1(t) ≤ w0(t). Thus, v0 ≤ v1 ≤ u ≤ w1 ≤ w0. Maintenant nous
allons montrer que vk ≤ vk+1 for k ≥ 1. On suppose que

vk+1 ≤ vk ≤ u ≤ wk ≤ wk+1, (2.20)

pour k > 1.
Soit p = vk − vk+1. Puis

vk(0) = vk−1(T ) ≤ vk(T ) = vk−1(0) (2.21)

danc p(0) ≤ 0. Par la nature croissante de f et la nature décroissante de g il s'ensuit que

CDqp =C Dqvk −C Dqvk+1

= f(t, vk−1) + g(t, wk−1)− f(t, vk) + g(t, wk)
≤ 0

21



Méthode itérative et monotonie (itérations monotones)

De même, par corollaire (2.5)(voir [7]), nous avons que p(t) ≤ 0 et par conséquent vk(t) ≤
vk+1(t). Par un argument similaire, nous pouvons montrer que wk+1 ≤ wk. En utilisant
l'hypothèse que v0(t) ≤ u(t) ≤ w0(t) on J , l'argument ci-dessus et nous pouvons montrer
que l'induction vk+1 ≤ u ≤ wk+1. Donc pour n > 1,

v0 ≤ v1 ≤ v2 ≤ ... ≤ vn ≤ u ≤ wn ≤ ... ≤ w2 ≤ w1 ≤ w0 (2.22)

Maintenant, nous devons montrer que les suites convergent uniformément. Nous allons
utiliser le théoreme de Arzela-Ascoli en montrant que les suites sont uniformément borné
et equicontinus.

D'abord, nous montrons l'uniformement borné. Par hypothèse à la fois v0 et w0 sont
délimités sur [0, T ], puis il existe M > 0 tel que pour tout t ∈ [0, T ], |v0(t)| ≤ M et
|w0| ≤M . Depuis v0(t) ≤ vn(t) ≤ w0(t) pour tout n > 0, il s'ensuit que

0 ≤ vn(t)− v0(t) ≤ w0(t)− v0(t) (2.23)

et par conséquent {vn(t)} est uniformément borné. Par un argument similaire {wn(t)} est
aussi uniformément bornée.

Pour montrer que {vn(t)} est équicontinus, soit 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T . Puis pour n > 0∣∣∣vn(t1)− vn(t2)
∣∣∣ =

∣∣∣vn(T ) + 1
Γ(q)

∫ t1

0

(t1 − s)q−1[f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(s)]ds− vn(T )

− 1
Γ(q)

∫ t1

0

(t2 − s)q−1[f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(s)]ds
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ t1

0

[(t1 − s)q−1 −
∫ t1

0

(t2 − s)q−1][f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(s))ds

− 1
Γ(q)

∫ t2

t1

(t2 − s)q−1[f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(t)]ds
∣∣∣

≤ 1
Γ(q)

∫ t1

0

∣∣∣[(t1 − s)q−1 − (t2 − s)q−1][f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(s)]
∣∣∣ds

+ 1
Γ(q)

∫ t2

t1

∣∣∣(t2 − s)q−1[f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(t)]ds
∣∣∣

(2.24)
Depuis {vn(t)} et {wn(t)} sont uniforméments bornées et f(t, u(t)) et g(t, u(t)) sont conti-
nus sur [0, T ], il existe M̄ independent de n telle que

1
Γ(q)

∫ t1

0

∣∣∣[(t1 − s)q−1 − (t2 − s)q−1
][
f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(s)

]∣∣∣ds
+ 1

Γ(q)

∫ t2

t1

(t2 − s)q−1
[
f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(t)

]
ds
∣∣∣

≤ M̄
Γ(q)

∫ t1

0

∣∣∣[(t2 − s)q−1 − (t2 − s)q−1
]∣∣∣ds+

M̄

Γ(q)

∫ t2

t1

∣∣∣[(t2 − s)q−1
]∣∣∣ds

= − M̄
qΓ(q)

(t1 − s)q
∣∣∣t1
0

+ M̄
qΓ(q)

(t2 − s)q
∣∣∣t1
0
− M̄

qΓ(q)

(
t2 − s

)q∣∣∣t2
t1

= M̄
Γ(q+1)

tq1 + M̄
Γ(q+1)

(t2 − t1)q − M̄
Γ(q+1)

tq2 + M̄
Γ(q+1)

(t2 − t1)q

≤ 2M̄
Γ(q+1)

(t2 − t1)q = 2M̄
Γ(q+1)

∣∣∣t2 − t1∣∣∣q.

(2.25)

Ainsi, pour tout ε ≥ 0 il existe δ ≥ 0 independent de n tel que, pour chaque n

|vn(t1)− vn(t2| 6 ε, (2.26)
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À condition que |t1 − t2| 6 δ.
De même nous pouvons montrer que {wn(t)} est equicontinus et uniformément borné.

Cela montre que {vn(t)} et {wn(t)} sont equicontinus et uniformément borné. On [0, T ].
Donc par le théorème de Arzela-Ascoli il existe sous-suites {vnk(t)} et {wnk(t)} qui
converge uniformement vers ρ(t) et r(t), respectivement. Depuis les suites sont mono-
tonie, les suites entiere converge uniformement.

Nous avons montré que les suites convergent dans C[0, T ]. A�n de montrer qu'elle
convergent dans C1[0, T ], observer que puisque chaque vn est construite comme suit

CDqvn(t) = f(t, vn−1(t)) + g(t, wn−1(t)),
vn(0) = vn−1(T ),

(2.27)

nous obtenons que

vn(t) = vn−1(T ) +
1

Γ(q

∫ t

0

|[(t− s)q−1[f(s, vn−1(s) + g(s, wn−1(s)]|ds. (2.28)

Lorsque les limites quand n −→ ∞, nous obtenons par le théorème de convergence
dominée de Lebesgue que

ρ(t) = ρ(T ) +
1

Γ(q)

∫ t

0

|[(t− s)q−1[f(s, ρ(s) + g(s, r(s)]|ds. (2.29)

Par conséquent vn(t) −→ ρ(t) in C1[0, T ]. En outre, l'expression ci-dessus est équivalent
à

CDqρ(t) = f(t, ρ(t)) + g(t, r(t)), onJ
ρ(0) = ρ(T ),

(2.30)

Par un argument similaire wn(t) −→ r(t) dans C1[0, T ]

CDqr(t) = f(t, r(t)) + g(t, ρ(t)), onJ
r(0) = r(T ),

(2.31)

Depuis vn ≤ u ≤ wn on [0, T ] pour tout n, nous obtenons que ρ ≤ u ≤ r sur [0, T ]
ce qui montre que ρ et r sont minimales et maximales de solutions périodiques (2.9),
respectivement. Cela termine la preuve.

Le prochain résultat utilise également des sur-solutions et sous-solutions de Type I.
Cependant,nous obtenons des séquences entrelacées qui convergent à minimale et maxi-
male combinée de solutions périodiques (2.9). Donc la preuve est similaire à Théorem 3.2
[7], nous ne sommes pas fournir la preuve

Théoreme 2.3.5 . Supposons que les conditions (A1) et (A2) du Théorem 3.2 [7] sont
véri�ées. Alors l'itération donnée par

CDqvn+1(t) = f(t, wn(t)) + g(t, vn(t)),
vn+1(0) = wn(T ),

CDqwn+1(t) = f(t, vn(t)) + g(t, wn(t)),
wn+1(0) = vn(T ),

(2.32)

donner suites alternant monotone {v2n, w2n+1} et {v2n+1, w2n} satisfais

v0(t) ≤ w1(t) ≤ ... ≤ v2n(t) ≤ w2n+1(t) ≤ u(t) ≤ v2n+1(t) ≤ w2n(t) ≤ ... ≤ v1(t) ≤ w0(t)
(2.33)
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pour tout n ≥ 1 on J , À condition que v0 ≤ u ≤ w0. De plus {v2n, w2n+1} −→ ρ
et {v2n+1, w2n} −→ r in C1[J,R], où ρ et r sont minimale et maximale de solutions
périodiques (2.9), respectivement ; C'est, si v0 ≤ u ≤ w0 puis ρ ≤ u ≤ r, et ρ et r véri�ent
le système

CDqρ(t) = f(t, ρ(t)) + g(t, r(t))onJ,
ρ(0) = ρ(T ),

CDqr(t) = f(t, r(t)) + g(t, ρ(t))onJ,
r(0) = r(T ),

(2.34)

donner suites alternant monotone {v2n, w2n+1} et {v2n+1, w2n} satisfais

Au cours des deux théorèmes nous avons supposé l'existence de sous-solutions et sur-
solutions de Type I. On peut énoncer deux résultats impliquant ainsi des sur-solutions et
sous-solutions de Type II, Cependant ils ont besoin d'une hypothèse supplémentaire a�n
d'obtenir des suites naturelles ou liées à la convergence et solutions périodiques minimales
et maximales de problème (2.9).

Théoreme 2.3.6 . On suppose que

(B1) v0 et w0 sont sous-solutions et sur-solutions ode Type II de (2.9) qui v0(t) ≤ w0(t)
en J ,

(B2) f, g ∈ C[J ×R,R], f(t, u(t)) est croissante en u, et g(t, u(t)) est décroissante en u.

si u(t) est une solution de (2.9) tels que v0(t) ≤ u(t) ≤ w0(t). Puis les suites dé�nies
par (2.32) donnez en alternant suites monotone {v2n, w2n+1} and {v2n+1, w2n} satis�e

v0(t) ≤ w1(t) ≤ ... ≤ v2n(t) ≤ w2n+1(t) ≤ u(t) ≤ v2n+1(t) ≤ w2n(t)...v1(t) ≤ w0(t),
(2.35)

pour tout n ≥ 1 on J , à condition que v0 ≤ w1 ≤ u ≤ v1 ≤ w0.
De plus {v2n, w2n+1} −→ ρ et {v2n+1, w2n} −→ r in C1[J,R], où ρ et r sont minimale

et maximale de solutions périodiques (2.9), respectivement ; C'est, si v0 ≤ u ≤ w0 then
ρ ≤ u ≤ r, et ρ et r satis�e le système

CDqρ(t) = f(t, ρ(t)) + g(t, r(t))onJ,
ρ(0) = ρ(T ),

CDqr(t) = f(t, r(t)) + g(t, ρ(t))onJ,
r(0) = r(T ),

(2.36)

Théoreme 2.3.7 . Suppose que les conditions (B1) et (B2) de Théorem 3.5 [7] sont
vraies. puis la suites dé�nie par (2.15) et (2.16) sont telle que vn(t) −→ ρ(t) et wn(t) −→
r(t) dans C1[J,R] uniformément et de façon monotone, à condition que v0 ≤ v1 ≤ u ≤
w1 ≤ w0, où ρ et r sont minimale et maximale de solutions périodiques (2.9), respective-
ment ; C'est, ρ ≤ u ≤ r et ρ et r satisfais le système

CDqρ(t) = f(t, ρ(t)) + g(t, r(t))onJ,
ρ(0) = ρ(T ),

CDqr(t) = f(t, r(t)) + g(t, ρ(t))onJ,
r(0) = r(T ),

(2.37)
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Systèmes d'équations di�érentielles fractionnaires

Considérer le système suivant des équations fractionnaires non linéaire (voir [6])
Dαu(t) = f(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, T ]

Dαv(t) = g(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, T ]

t1−αu(t)|t=0 = x0, t
1−αv(t)|t=0 = y0

(2.38)

Dans cette partie, on prouve l'existence de solutions de systeme non linéeaire extréemale
(2.38). On pose les hypothéeses suivantes :
(H1) Il existe u0, v0 ∈ C1−α([0, T ]), et u0(t) ≤ v0(t) :

Dαu0(t) ≤ f(t, u0(t), v0(t)), t ∈ (0, T ]

t1−αu(t)|t=0 ≤ x0,

Dαv0(t) ≥ g(u0(t), v0(t)), t ∈ (0, T ]

t1−αv(t)|t=0 ≥ y0,

(H2) Il existe M ∈ R, N ≥ 0 tel que{
f(t, u, v)− f(t, ū, v̄) ≥ −M(u− ū)−N(v − v̄)

g(t, u, v)− g(t, ū, v̄) ≥ −M(u− ū)−N(v − v̄)

où u0(t) ≤ ū ≤ u ≤ v0(t), u0(t) ≤ v̄ ≤ v ≤ v0(t) et
g(t, u, v)− f(t, u, v) ≥ −M(u− v)−N(v − u) , avec u0(t) ≤ u ≤ v ≤ v0(t)

Théoreme 2.3.8 Supposons que les conditions (H1) et (H2) satisferais. Alors il existe
(u∗, v∗) ∈ [u0, v0] × [u0, v0]une solution extrémale de le problème non linéaire (2.38). De
plus, il existe des suites itératives monotones{un}, {vn} ⊂ [u0, v0] , tel que : un −→
u∗, vn −→ v∗(n −→∞) uniformément sur [0, T ] et

u0 ≤ u1... ≤ un... ≤ u∗ ≤ v∗... ≤ vn... ≤ v1 ≤ v0. (2.39)

Preuve : D'abord, pour tout un−1 ∈ C1−α([0, T ]), n ≥ 1, considérons le système linéaire
Dαun(t) = f(t, un−1(t), vn−1(t)) +Mun−1(t) +Nvn−1(t)−Mun(t)−Nvn(t), t ∈ (0, T ]

Dαvn(t) = g(t, vn−1(t), un−1(t)) +Nvn−1(t) +Mun−1 −Mun(t)−Nvn(t)−Mun(t), t ∈ (0, T ]

t1−αun(t)|t=0 = x0, t1−αvn(t)|t=0 = y0

(2.40)
À partir de de la lemme (2.2) [6], nous savons que (2.40) a un système unique de solu-
tions dans C1−α([0, T ])× C1−α([0, T ]). Ensuite, nous montrons que un(t), vn(t) satis�e la
propriété

un−1 ≤ un ≤ vn ≤ vn−1, n = 1, 2, ..... (2.41)

Soit p = u1 − u0, q = v0 − v1. De (2.40) et (H1), nous avons que

Dαp(t) = Dαu1 −Dαu0

≥ −Mp(t) +Nq(t),

Dαq(t) = Dαv0 −Dαv1

≥ −Mq(t) +Np(t),

t1−αp(t)|t=0 ≥ x0 − x0 = 0,

t1−αq(t)|t=0 ≥ y0 − y0 = 0.
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Ainsi, par le lemme (2.4) [6], nous avons que p(t) ≥ 0, q(t) ≥ 0,∀t ∈ (0, T ].
Soit w = v1 − u1. Pour la condition H2 de (2.40), nous obtenons

Dαw(t) = Dαv1 −Dαu1

= g(t, v0(t), u0(t)) +Mv0(t) +Nu0 −Mv1(t)−Mu1(t)

−f(t, u0(t), v0(t))−Mu0(t)−Nv0 +Mu1(t) +Nv1(t)

≥ −M(v0 − u0)(t)−N(u0 − v0)(t) +Mv0(t) +Nu0(t)−Mv1(t)

−Nu1(t)−Mu0(t)−Nv0(t) +Mu1(t) +Nv1(t)

= −(M −N)w(t),

t1−αw(t)|t=0 ≥ y0 − x0 ≥ 0.

Par le lemme (2.3) [6], nous obtenons w(t) ≥ 0,∀t ∈ (0, T ]. Par conséquent, nous avons
la relation u0 ≤ u1 ≤ v1 ≤ v0.

Maintenant, nous supposons que uk−1 ≤ uk ≤ vk ≤ vk−1, pour tout k ≥ 1, nous
montrons que (2.41) est vrai pour k + 1 aussi. Soit p = uk+1 − uk, q = vk − vk+1 et
w = vk+1 − uk+1. Par (H2) et (2.40) nous avons que

Dαp(t) ≥ −Mp(t) +Nq(t),

Dβq(t) ≥ −Mq(t) +Np(t),

t1−αp(t)|t=0 = 0,

t1−αq(t)|t=0 = 0.

Et {
Dαw(t) ≥ −(M −N)w(t),

t1−αw(t)|t=0 = 0.

Donc, par les Lemmes (2.3)et (2.4) [6], nous avons que uk ≤ uk+1 ≤ vk+1 ≤ vk.

À partir de ce qui précède, par l'induction, il n'est pas di�cile de prouver que

u0 ≤ u1... ≤ un... ≤ vn... ≤ v1 ≤ v0. (2.42)

L'application des arguments standardes, nous avons

lim
n−→∞

un(t) = u∗(t)

,
limn−→∞vn(t) = v∗(t)

Uniformement sur des sous-ensembles compacts de (0, T ], et la limite u∗, v∗ satis�e
(2.38). De plus, u∗, v∗ ∈ [u0, v0]. En prenant les limites dans (2.40), nous savons que
(u∗, v∗) est un système de solutions de (2.38) en [u0, v0]× [u0, v0]. De plus, (2.39) est vrai.

Finallement, nous montrons que (2.38) a une solution extrémale. Supposer que (u, v) ∈
[u0, v0]× [u0, v0] est tout système de solutions de (2.38). C'est

Dαu(t) = f(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, T ]

Dαv(t) = g(t, u(t), v(t)), t ∈ [0, T ]

t1−αu(t)|t=0 = x0, t
1−αv(t)|t=0 = y0

(2.43)
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Par(2.40), (2.43), (H2) et le lemma 2.4 dans [6], il est facile de montrer que

un ≤ u, v ≤ vn, n = 1, 2, .... (2.44)

En prenant les limites dans (2.44) comme n −→∞, nous avons que u∗ ≤ u, v ≤ v∗ . C'est,
(u∗, v∗) est un système de solution extrémale (2.38) en [u0, v0] × [u0, v0]. Cela termine la
preuve.
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Chapitre 3

Application et résultat principal

Dans ce chapitre, qui constitue l'essentiel de notre travail et la contribution de ce
mémoire, nous considérons le système di�érentiel multi-ordres fractionnaires suivant :

(IV P )


CDαu(t) = f(u(t), v(t)), t > 0,
CDβv(t) = g(u(t), v(t)), t > 0,

u(0) = u0, v(0) = v0

où les ordres de dérivation fractionnaire α etβ sont di�érents : α 6= β dans ]0, 1[ .
Si (u, v) ∈ Cp[0, T ] satisfait le problème (IVP)

3.1 Résultat d'existence par la méthode des itérations

monotones

Lemme 3.1.1 Soit m ∈ C1([0, T ],R) s'il existe t1 ∈ [0, T ] tel que m(t1) = 0 et m(t) ≤ 0
sur [0, T ], alors il s'ensuit que

CDαm(t1) ≥ 0

Preuve : Soit t1 ∈ [0, T ], l'utilisation de la relation (1.24) nous avons :

CDαm(t1) = Dαm(t1)− m(0)

Γ(1− α)
t−α ≥ Dαm(t1).

D'aprés le lemme de la dérivée de Riemann Liouville (voir [6]), nous avons
RDαm(t1) ≥ 0 implique CDαm(t1) ≥ 0, et la preuve est complète.

Corollaire 3.1.1 Soit p ∈ C1([0, T ]) tel que :

CDαp(t) ≥ −Mp(t)

pour tout t ∈ [0, T ] et M > 0,p(0) ≥ 0. Alors p(t) ≥ 0.

Preuve : Supposons que p(t) ≥ 0, n'est pas véri�e sur [0, T ].
Donc ∃t′ ∈ [0, T [ tel que : p(t′) = 0 et ∃δ > 0 tel que p(t) < 0,∀t ∈]t′, t′ + δ]. (car p est
continue)
Soit t0 la plus petite valeur, t0 ≥ t′ tel que :

p(t0) := min
t∈[t′,t′+δ]

p(t)
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1. t0 > t′ (car p(t) < 0,∀t ∈]t′, t′ + δ]).

2. p(t0) < 0.

On pose
t0 = t′ + δ′ 0 < δ′ ≤ δ

∃ε > 0 tel que : {
p(t0) + ε = 0

p(t) + ε > 0, ∀t ∈]t′, t′ + δ[

On pose m(t) = −p(t)− ε{
m(t0) = −p(t0)− ε = 0

m(t) = −p(t)− ε < 0,∀t ∈]t′, t0[

d'aprés Lemme 3.1.1

0 ≤C Dαm(t0) = −CDαp(t0) ≤Mp(t0)

⇒Mp(t0) ≥ 0
Donc p(t0) ≥ 0 contradiction

Dé�nition 3.1.1 (w, z) ∈ Cp est appelé sous-solution du système di�érentiel (IVP), si :
CDαw(t) ≤ f(w(t), z(t)), t > 0,
CDβz(t) ≤ g(z(t), w(t)), t > 0,

w(0) ≤ w0, z(0) ≤ z0

(3.1)

De même (w̄, z̄) ∈ Cp est appelé sur-solution du système di�érentiel (IVP), si :
CDαw̄(t) ≥ f(w̄(t), z̄(t)), t > 0,
CDβ z̄(t) ≥ g(z̄(t), w̄(t)), t > 0,

w̄(0) ≥ w̄0, z̄(0) ≥ z̄0

(3.2)

Dans cette section, on prouve l'existence de solutions extrémales de système non li-
néaire (IVP). On pose les hypothèses suivantes :
(H1) il existe (w0, z0), (w̄0, z̄0) ∈ Cp([0, T ]), et (w0, z0) ≤ (u, v) ≤ (w̄0, z̄0) :

CDαw0(t) ≤ f(w0(t), z0(t)), t ∈ [0, T ]
CDβz0(t) ≤ g(z0(t), w0(t)), t ∈ [0, T ]

w0(0) ≤ u0, z0(0) ≤ v0,
CDαw̄0(t) ≥ f(w̄0(t), z̄0(t)), t ∈ [0, T ]
CDβ z̄0(t) ≥ g(z̄0(t), w̄0(t)), t ∈ [0, T ]

w̄0(0) ≥ u0, z̄0(0) ≥ v0,

(3.3)

tel que w0 ≤ u0 ≤ w̄0 z0 ≤ v0 ≤ z̄0

(H2) Il existe M > 0, N > 0 tels que :{
f(u

′
, v
′
)− f(ū, v̄) > −M(u

′ − ū)

g(u
′
, v
′
)− g(ū, v̄) > −N(v

′ − v̄)
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où
w0 ≤ ū ≤ u

′ ≤ z0, w̄0 ≤ v̄ ≤ v
′ ≤ z̄0

tel que :
f est croissante en u
g est décroissante en v

Théoreme 3.1.1 Supposons que les conditions (H1)et(H2) sont véri�ées. Alors il existe
(w∗, z∗) ∈ [w0, z0] × [w0, z0], et (w∗∗, z∗∗) ∈ [w̄0, z̄0] × [w̄0, z̄0] des solutions extrémales du
problème non linéaire (IVP). De plus, il existe des suites itératives monotones{(wn, zn)} ⊂
[w0, z0]× [w0, z0], et{(w̄n, z̄n)} ⊂ [w̄0, z̄0]× [w̄0, z̄0] telles que :

(i) (wn, zn) est une suite croissante qui tend vers (w∗, z∗),

(ii) (w̄n, z̄n)est une suite décroissante qui tend vers (w∗∗, z∗∗)
quand (n −→∞) uniformément sur [0, T ],
et
(w0, z0) ≤ (w1, z1)... ≤ (wn, zn)... ≤ (w∗, z∗) ≤ (w∗∗, z∗∗)... ≤ (w̄n, z̄n)... ≤ (w̄1, z̄1) ≤
(w̄0, z̄0).

Preuve : D'aprés l'hypothèse (H1) on a (w0, z0) ≤ (u, v) ≤ (w̄0, z̄0). Nous allons montrer
que(w0, z0) ≤ (w1, z1) ≤ (w̄1, z̄1) ≤ (w̄0, z̄0). Nous considérons le système linéaire

CDαwn(t) = f(wn−1(t), zn−1(t)) +Mwn−1(t)−Mwn(t), t ∈ [0, T ]
CDβzn(t) = g(zn−1(t), wn−1(t)) +Nzn−1(t)−Nzn(t), t ∈ [0, T ]

wn(0) = u0, zn(0) = v0,
CDαw̄n(t) = f(w̄n−1(t), z̄n−1(t)) +Mw̄n−1(t)−Mw̄n(t), t ∈ [0, T ]
CDβ z̄n(t) = g(z̄n−1(t), w̄n−1(t)) +Nz̄n−1(t)−Nz̄n(t), t ∈ [0, T ]

w̄n(0) = u0, z̄n(0) = v0,

(3.4)

D'aprés (H1) on a {
CDαw0(t) ≤ f(w0(t), z0(t))
CDβz0(t) ≤ g(z0(t), w0(t))

et w0(0) ≤ u0 = w1(0), z0(0) ≤ v0 = z1(0).
Ainsi on a w1(0)− w0(0) ≥ 0 et z1(0)− z0(0) ≥ 0

pour n = 1 le système (3.4) nous donne
CDαw1(t) = f(w0(t), z0(t)) +Mw0(t)−Mw1(t)
CDβz1(t) = g(z0(t), w0(t)) +Nz0(t)−Nz1(t)

w1(0) = u0, z1(0) = v0.

Par conséquent en posant p = w1 − w0 et q = z1 − z0

on obtient {
CDαp(t) =C Dα(w1(t)− w0(t)) ≥ −M(w1(t)− w0(t))
CDβq(t) =C Dβ(z1(t)− (z0(t)) ≥ −N(z1(t)− z0(t))

avec p(0) ≥ 0 et q(0) ≥ 0. Donc, p et q véri�ent{
CDαp(t) ≥ −Mp(t)
CDβq(t) ≥ −Nq(t)
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avec p(0) ≥ 0 et q(0) ≥ 0.
D'après le corollaire 3.1.1 on a p(t) ≥ 0 et q(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ], ce qui implique
que w0(t) ≤ w1(t) et z0(t) ≤ z1(t) dans [0, T ].

De la même manière en posant p̄ = w̄0− w̄1 et q̄ = z̄0− z̄1, en suivant le raisonnement
précédent, à l'aide du corollaire 3.1.1 on obtient
w̄1(t) ≤ w̄0(t), z̄1(t) ≤ z̄0(t) dans [0, T ].

On a
(w1, z1) ≤ (u, v) , (u, v) ≤ (w̄1, z̄1).
Finalement, on arrive à

(w0, z0) ≤ (w1, z1) ≤ (u, v) ≤ (w̄1, z̄1) ≤ (w̄0, z̄0).

À présent, en suivant pas à pas la démarche précédente nous allons montrer que

(wk, zk) ≤ (wk+1, zk+1) ≤ (w̄k+1, z̄k+1) ≤ (w̄k, z̄k).

Supposons que (wk−1, zk−1) ≤ (wk, zk) ≤ (w̄k, z̄k) ≤ (w̄k−1, z̄k−1).
Pour k ≥ 1, soient p = wk+1 − wk et q = zk+1 − zk.
Puisque wk(0) = u0 = wk+1(0), zk(0) = v0 = zk+1(0), alors p(0) ≥ 0 et q(0) ≥ 0.
Ainsi, on peut montrer que p et q véri�ent le système d'inéquations suivant{

CDαp(t) ≥ −M(wk+1(t)− wk(t)) = −Mp(t)
CDαq(t) ≥ −N(zk+1(t)− zk(t)) = −Nq(t).

En utilisant encore le corollaire 3.1.1, on obtient p(t) ≥ 0, q(t) ≥ 0 et par conséquent
wk(t) ≤ wk+1(t), zk(t) ≤ zk+1(t) dans [0, T ], ∀k ≥ 1.
Par un argument similaire, nous montrons que

w̄k+1(t) ≤ w̄k(t), z̄k+1(t) ≤ z̄k(t).

D'après l'hypothèse (H1) on a (w0, z0) ≤ (u, v) ≤ (w̄0, z̄0) dans [0, T ], ce qui donne
pour tout k ≥ 1

(wk, zk) ≤ (wk+1, zk+1) ≤ (w̄k+1, z̄k+1) ≤ (w̄k, z̄k)

.
Par induction, le processus précédent nous amène à
(w0, z0) ≤ (w1, z1)... ≤ (wn, zn)... ≤ (w̄n, z̄n)... ≤ (w̄1, z̄1) ≤ (w̄0, z̄0).
Puisque la suite {(wn, zn)}n≥1 est monotone croissante et majorée, alors elle possède une
limite. Donc, il existe (w∗, z∗) tel que

lim
n→∞

(wn, zn) = (w∗, z∗).

La suite {(w̄n, z̄n)}n≥1 étant monotone décroissante et minorée, elle possède une limite.
Donc, il existe (w∗∗, z∗∗) tel que

lim
n→∞

(w̄n, z̄n) = (w∗∗, z∗∗).
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Les convergences dans les limites précédentes sont uniformes sur [0, T ]. Les fonctions
limites (w∗, z∗) et (w∗∗, z∗∗) véri�ent le problème (IVP), de plus (w∗, z∗) ∈ [w0, z0]×[w0, z0],
et (w∗∗, z∗∗) ∈ [w̄0, z̄0]× [w̄0, z̄0]. En passant à la limite dans (3.4), nous obtenons

CDαw∗(t) = f(w∗(t), z∗(t)), t ∈ [0, T ]
CDβz∗(t) = g(z∗(t), w∗(t)), t ∈ [0, T ]

w∗(0) = u0, z∗(0) = v0,
CDαw̄∗∗(t) = f(w̄∗∗(t), z̄∗∗(t)), t ∈ [0, T ]
CDβ z̄∗∗(t) = g(z̄∗∗(t), w̄∗∗(t)), t ∈ [0, T ]

w̄∗∗(0) = u0, z̄∗∗(0) = v0.

Donc (w∗, z∗) et (w∗∗, z∗∗) sont bien des solutions du système (IVP) respectivement dans
[w0, z0]× [w0, z0] et [w̄0, z̄0]× [w̄0, z̄0].
À l'aide de (3.4), (IVP), H2 il est facile de montrer que

(wn, zn) ≤ (u, v), (u, v) ≤ (w̄n, z̄n), n = 1, 2.... (3.5)

En e�et,
CDαu(t)−C Dαwn(t) = f(u(t), v(t))− f(wn−1(t), zn−1(t))−Mwn−1(t) +Mwn(t)

≥ −M(u(t)− wn−1(t))−Mwn−1(t) +Mwn(t)
≥ −M(u(t)− wn(t))

et d'après le corollaire 3.1.1 on a u(t)− wn(t) ≥ 0, ce qui implique que u(t) ≥ wn(t). On
obtient de la même façon v(t) ≥ zn(t). Par conséquent on a bien

(wn, zn) ≤ (u, v). (3.6)

En suivant un raisonnement analogue, et en utilisant les mêmes arguments on a

(u, v) ≤ (w̄n, z̄n). (3.7)

En passant aux limites lorsque n −→∞ en (3.5), on arrive à

(w∗, z∗) ≤ (u, v), (u, v) ≤ (w∗∗, z∗∗).

Ainsi, (w∗, z∗) et (w∗∗, z∗∗) sont des solutions extrémales du système (IVP) respectivement
dans [w0, z0]× [w0, z0] et [w̄0, z̄0]× [w̄0, z̄0].

Exemple 3.1.1 considérons le problème suivant :
CDαu(t) = −3v(t) + u3(t) + 1, t ≥ 0,
CDβv(t) = −v3(t)− u(t) + 1, t ≥ 0,

u(0) = u0, v(0) = v0

(3.8)

et
f(u(t), v(t)) = −3v(t) + u3(t) + 1 , g(v(t), u(t)) = −v3(t)− u(t) + 1,

avec f et g croissant et décroissant respectivement.
On pose (w0, z0) = (0, 0), (w̄0, z̄0) = (1, 1) sont sous-solution et sur-solution respective-
ment, car : 

CDαw0(t) = 0 ≤ f(w0(t), z0(t)) = 1
CDβz0(t) ≤ g(z0(t), w0(t)) = 1
CDαw̄0(t) ≥ f(w̄0(t), z̄0(t)) = −1
CDβ z̄0(t) ≥ g(z̄0(t), w̄0(t)) = −1,
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On montre que (H1) est véri�ée et (H2) est véri�ée pour M = N = 2.
Donc, toutes les conditions du théorème 3.1.1 sont satisfaites, alors le système non

linéaire (3.8) a des solutions extrémales (w∗, z∗) ∈ [w0, z0] × [w0, z0], et (w∗∗, z∗∗) ∈
[w̄0, z̄0]× [w̄0, z̄0].
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié par la technique d'itérations monotones un système
d'équations di�érentielles fractionnaires non linéaires avec des conditions initiales. Les
résultats obtenus par cette méthode sont basée sur la théorie de point �xe dans un espace
de Banach ordonné. Pour cela, nous avons commencé par des préliminaires où nous avons
rappelé quelques notions des dérivées fractionnaires comme la dérivée fractionnaire de
Riemann-liouville et de Caputo, et quelques outils de base du calcul fractionnaire avec
quelques propriétés. Par la suite, nous avons énoncé quelques dé�nitions des sur-solutions
et des sous-solutions. ainsi que les démonstrations détaillées des résultats, qui nous ont
permis de d'appliquer la technique d'itérations monotones.
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