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Notations générales

R : ensemble des nombres réels.

R* : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R" : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
[a,b) : intervalle semi-ouvert de R d’extrémité a et b.

C([0, h],R™) : ensemble des fonctions continues de [0, h] dans R™.
D~ : opérateur de dérivation d’ordre non entier a.

| .| : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe.

NG : fonction Gamma d’Euler.

E, : fonction de Mittag-Leffler.

I*f(x) : intégration d’ordre «.

©Df(x) : dérivée d’ordre « selon la définition de Caputo.

R Dof(x) : dérivée d’ordre « selon la définition de Riemann-Liouville.

AC([a,b])  :Tespace des fonctions absolument continues sur [a, b].

C™(la, b)) : I'espace des fonctions f ayant des dérivées jusqu’a I'ordre n continues sur [a, b|.

LY ([a,b]) : l'espace des (classes de) fonctions f réelles sur [a, b] telles que f est intégrable sur

il



Résumé

Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation des équations diffé-
rentielles ordinaires ou I'ordre de dérivation est considéré non entier.

Dans ce mémoire nous étudions la méthode des sur-solutions et des sous-solutions com-
binée avec la technique des itérations monotones appliquée aux équations différentielles
fractionnaires avec des conditions initiales. On a appliqué cette méthode pour certaines
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo.

Les mots clé : intégrale fractionnaire, dérivée fractionnaires, dérivée de Caputo, dérivée
de Riemann-Liouville, théorémes du point fixe, sous-solution, sur-solution.

v



Abstract

Fractional differential equations are generalization of ordinary differential equations
where the derivatives are of non integer order.

In this work we are studying the upper-solutions and lower-solutions method combi-
ned with the technique of monotonous iterations applied to the differential equations of
fractional order. We considered this method for certain classes of differential equations of
fractional order in the sense of Caputo.

The key words : fractional integral, fractional derivative, Caputo derivative, Riemann-
Liouville derivative, fixed point theorems, upper-solution, lower-solution.
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Introduction

La dérivation fractionnaire est un concept de généralisation de la dérivation (classique)
a un ordre non entier. Si cet ordre est négatif, on parle d’une intégration non entiére et
s’il est positif, il s’agit d’une dérivation non entiére.

La dérivation fractionnaire fournit plusieurs outils potentiellement utiles pour la réso-
lution des équations intégrales. Elle s’introduit aussi naturellement dans la modélisation
mécanique des matériaux qui conservent la mémoire des transformations passées(voir [1]).
D’ou l'intérét particulier porté sur le calcul et 'analyse fractionnaire pendent ces derniéres
décennies.

Bien que le calcul différentiel classique fournit des outils puissants pour la modélisation
d’un bon nombre de phénoménes étudiés par les sciences appliquées, ces outils ne per-
mettent pas de tenir compte de la dynamique anormale que présentent certains systémes
complexes rencontrés dans la nature ou dans les interactions de la société. Les résultats
expérimentaux montrent que plusieurs processus liés aux systémes complexes ont une dy-
namique non-locale impliquant des effets & long terme. Les opérateurs de dérivations et
d’intégrations fractionnaires présentent des similitudes avec certaines de ces caractéris-
tiques, ce qui en fait un outil plus adapté pour la modélisation de ces phénoménes.

L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale de la fin du 17éme siécle jusqu’a nos
jours. les spécialistes s’accordent pour faire remonter son début a la fin de 'année 1695
quand L’Hospital a soulevé une question a Leibniz en s’interrogeant sur la signification
de f{;—g lorsque n = % . Leibniz, dans sa réponse,voulut engager une réflexion sur une
possible théorie de la dérivation non entiére, et a écrit a L’Hospital : "... cela condui-
rait & un paradoxe a partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a
fallu attendre les années 1990 pour voir apparaitre les premiéres "conséquences utiles".
la premiére tentative sérieuse de donner une définition logique pour la dérivée fraction-
naire est da a Liouville qui a publié neuf documents dans ce sujet entre 1832 et 1837.
Indépendamment, Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle
de Liouville, et c’est depuis qu’elle porte le non "Approche de Riemann-Liouville". Plus
tard, d’autres théories on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de
Weyl et de Caputo. A cette époque il n’y avait presque pas d’applications pratiques de
cette théorie, et c’est pour cette raison qu’elle a été considéré comme une abstraite ne
contenant que des manipulations mathématiques peu utiles. Le passage des formulations
mathématiques pures a des applications, a commencé a voir le jour depuis les années 1990,
ou les équations différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines tels
que la physique, I'ingénierie, la biologie, la mécanique....

Le concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19™¢ siécle par Rie-
mann et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou intégration d’ordre fraction-
naire en employannt non seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers.



IIntroduction

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire d’ordre «. Les définitions les plus
utilisées sont celles de Riemann-Liouville et de Caputo.
L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre p € R* dans un intervalle [0; 7]

est définie par :
1 t
1950 = o [ (=100
I'(p) Jo
La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre p € R™ est définie sur

[0, 7] par :

d’l’b

o [ e = S

RDPf<t) = F(n _p)%

dtm
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre p sur [0;¢] est définie par :

1 PR v PN i
oy | (=D e = 10 )

“DYf(t) =
avec n = [p| + 1; [p] désigne la partie entiére de p, et D™ = (4)") désigne la dérivée
usuelle d’ordre n, et I' est la fonction Gamma ( la fonction factorielle généralisée) .

Ce mémoire bien qu’introductif au calcul et a ’analyse fractionnaire, il est consa-
cré essentiellement aux Méthode itérations monotones appliquées aux équations
différentielles fractionnaires.

Premier chapitre : dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions sur I'intégration
et la dérivation fractionnaire, et on introduit les équations différentielles fractionnaires.

Deuziéme chapitre : dans ce chapitre, nous fixons le cadre théorique a notre étude :
espace de Banach ordonné, quelques résultats sur la théorie de point fixe dans un espace
ordonné et son application aux équations différentielles.

Troisiéme chapitre : dans ce chapitre, on applique la méthode d’itérations monotones
a un systéme fractionnaire multi-ordre.



Chapitre 1

Introduction au calcul fractionnaire

1.1 Préliminaires et rappels sur le calcul fractionnaire

1.1.1 Quelques fonctions importantes dans le calcul fractionnaire

Nous commencons par la définition de quelques fonctions qui sont trés utilisées et
importantes dans l'analyse et le calcul fractionnaire. Il s’agit de la fonction d’Euler (la
fonction Gamma et la fonction Béta) et la fonction de Mittag-Leffler, (voir [1], [3], [4]).
Nous tenons & préciser que cette partie du mémoire repose essentiellement sur [3]

La fonction Gamma

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma
d’Euler. Son interprétation est simplement la généralisation du factoriel n(n!) qui permet
a n de prendre des valeurs non entiéres.

Définition 1.1.1 Pour z € R tel que z > 0, la fonction Gamma T'(2) est définie par :

['(z) = /0+°° e ' tdt (1.1)

Propriétés de la fonction Gamma

1. Une propriété importante de la fonction I'(2) est la relation de récurrence suivante :
['(z+1) ==2I(2). (1.2)
Qu’on peut démontrer par une intégration par parties :
+00 +o0
I'(z+1) = / e Fdt = [—e W) + 2T(2) = / e i ldt = 2T(2)
0 0

2. I'(1) = 1,T(04) = +oo .Et aussi I'(3) = /7.
3. I'(2)est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z < 1.
@2n)lyx

4n.n!

4. SineNalors T(n+1)=nletaussisine N:T'(n+3) =

I'n+1)=nI(n)=n(n—-1)!=nl (1.3)
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La fonction Béta

La fonction Béta est une fonction & deux variables et est définie par I'intégrale suivante :

Blz,y) = /0 1 — 1) ldt (R(z) > 0,R(y) > 0) (1.4)

La relation entre fonction Béta d’Euler et Gamma d’Euler est donnée par :

I'(z)'(y)
B(z,y) = 1.5
(@) = pi (1.5)
La fonction de Mittag-LefHler
On appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par :
00 o
E.(z) = S >0 1.6
D=y @20 (16)
On remarque bien sur que F; est 'exponentielle usuelle :
Ei(z) = exp(z) (1.7)

Il est aussi courant de représenter la fonction de Mittag-Leffler avec deux paramétres o
et 4, comme suit :

Bes) =Xt (18)

Cette fonction a été introduite par R.P. Agarwal et Erdelyi en 1953-1954.

Dans ce qui suit nous présenterons les opérateurs d’ordre fractionnaire. Une définition
unique de l'intégration non entiére et plusieurs définitions de la dérivée non entiére sont
considérées.

1.1.2 Intégrale et dérivée fractionnaires
A. Intégrale fractionnaire

L’idée principale d’intégration fractionnaire est la généralisation d’intégrations itérées.
Soit f: [a,b) — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini. Une primitive
de f est donnée par :

)@ = | " p(t)dt.

Pour une primitive seconde on aura :

(12 f)(x) = / "I fu)du

a

_ /:(/auf(t)dt)du
= [ asa
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Le théoréeme de Fubini nous raméne cette intégrale double a une intégrale simple

2@ - [ w00t

Plus généralement la n-iéme itération de 'opérateur I peut s’écrire :

) = [ (19
pour tout entier n.

Ainsi, on peut généraliser l'intégrale itérée d’ordre entier n (1.9) & une intégration
)
d’ordre réel «.

Définition 1.1.2 Soit f : [a,b) — R une fonction continue. On appelle intégrale de
Riemann-Liouville de f l'intégrale suivante :

1 xT
e =— — ) f(t)dt 1.1
12N = s [ =050 (1.10)
oty o est un réel positif (a € RY) (ou méme compleze) convenablement choisi.

Exemple 1.1.1 1. Soit f(x) = 2” avec B> 1 on a

1

(IS f)(x) == 1%f(x) = m/x tP(x —t)*"dt. (1.11)

En posant : t = xu , (1.11) devient

I°f(z) = ﬁ/{) (zu)’(1 — u)* 'adu.

En utilisant la fonction Béta (1.4) on arrive a :

pBre 1
(1" 1)@) = Foar | w1 =0
Bt
= F(O{)B(ﬁ_’_ 1, a)
_ F(B—i_ 1) xa-i-ﬁ
- T(a+84+1)

2. Considérons la fonction f(x) = (x — a)’. Alors

1 T
a0 = 5o / (x — £ (t — a)Pdt. (1.12)
Pour évaluer cette intégrale on pose t = a + (x — a)7, d’ot

(z —a)Pt [ o1 g, LB+1) to
W/o (1— 1) 17Pdt — Far 5 o) (1.13)

3

I3z —a)’ =
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apres utilisation de lintégrale eulérienne de premiére espéce (la fonction Béta). On
voit bien que c’est une généralisation du cas o =1 ot on a

1 —F(6+1)x—a H—Lx—a +1
e =) = [gy @) = g le—a)

a cause de la relation bien connue I'(z + 1) = 2I'(2).

Proposition 1.1.1 Soient o, f € Ry, pour toute fonction
feC(a,b]), on a :
NI = 1577 F = 1713 f).

Preuve : Supposons d’abord que f € C([a,b]), on a :

L) = s [ = 9 D)

IR T R
=t ), @ -0 o

Les intégrales figurant dans 1’égalité précédente existent pour presque tout z € [a,b], et
le théoréeme de Fubini permet donc d’écrire :

1218 5)] = m / B0l / " — 8" (s — 1) Ads]t.

En effectuant le changement de variable :
s=t+@—-t)y (O<y<l),

on obtient

212 f)) = / () — 1)1 / (1 =)o 1y5 dydt.

Finalement on arrive a,

1212 )] = / )@ — 48 1d = (194 £) (x)

a—l—ﬁ

B. Dérivée fractionnaires

Dans l'itération il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous
allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Soit f une fonction intégrable sur [a,b] a valeurs réelles.

Définition 1.1.3 La dérivée fractionnaire d’ordre o (avec n —1 < o < n) au sens de
Riemann-Liouwville de la fonction f est défie par :

(DL = e |, @O O = (@) (1)

6
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Exemples 1.1.1 1. Soit f(z) = (x — a)? avec B > —1, pour a > 0 tel quen —1 <
a<n.

rig+1) "
B+n—a+1)

Epef(x) = D" f(z) = T D"(x — a)" P, (1.15)

Alors, pour (o — ) € {1,2,....,n} on a : BD%(x —a)*7 =0, je€{1,2,..,n},
par ailleurs si (a — ) ¢ {1,2,...,n} on trouve
P(s+ 1)
F'g—a+1)

2. En particulier, si 5 = 0 et a > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d’une fonction constante f(x) = C est non nulle, sa valeur est :

Epoy = (x —a)’~.

Cx—a)™@

RDa — )
- I'l—a)

Proposition 1.1.2 Soient o, 5 >0 tels quen —1<a<nm—1<<m.
1. Pour f € L*([a,b]), linégalité :
EDy (I3 (1) = f() (1.16)

est vraie pour tout x € [a, b]
2. 810 < B < a, alors pour f € L'([a,b]), la relation :

EDI(D) f)(w) = (1" f)(x) (1.17)

est vraie presque partout sur [a,b].

8. 85i0<a<petsila dérivée fractionnaire DB~ existe, alors on a :
DI f)(x) = ("D f)(). (1.18)

4. St feLYa,b)) et I"fe AC™([a,b]) avec n = [a] + 1, alors :

n—1

(x — 1)i=te

1D P)) = f2) = 3 o B [P @), (119

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
On donne une définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo.
Soient « > 0et n € Ntelsquen—1<a<net feCa,b]).

Définition 1.1.4 La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f
notée “ D f est définie par :

Dy f(a) = IS (@)

_ 1 B YA
_F(n—a)/a FO) (& — £,

Exemples 1.1.2 Pour f(z) = (z — a)? avec 3 >0, on a
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1. 8t pe{0,1,2....,m—1}

“Def(x) = 0. (1.20)
2. 8pB>n—-1
DYz —a)’ = %@ —a), (1.21)

En particulier, si [ est constante sur [a,b], alors :
“Def(z) =0 (1.22)

Proposition 1.1.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo vérifie les propriétés sui-
vantes

1. “DRIgfl=f

n—1
2. Si°Def =0 alors f(z) = cj(x —a)! ou les c; sont des constantes réelles.
=0
3.
n—1 (ZL’ . CL)] '
I1° D3 fl(w) = f(=) — 7 )
=

La derniére relation de la proposition précédente nous permettra par la suite d’étudier
des équations différentielles fractionnaires (au sens de Caputo) avec des conditions initiales
classiques, c’est-a-dire des dérivées entiéres au pointa, chose qui n’est pas possible de faire
avec la dérivation au sens de Riemann-Liouville. Un des "défauts" de la dérivée de Caputo
est qu’elle ne constitue pas une bonne interpolation entre les dérivée entiéres comme ce
fut le cas pour Riemann-Liouville. En effet on a

lim (CDf)(z) = ™) (2),

a—m
<

mais par contre
lim (°Dg f)(x) # /" V().
a—m—
>

Voici un lemme utile.

Lemme 1.1.1 Soit f continue sur |a,b] et a > 0, alors

lim (13 f)(x) = 0.

z—at

Preuve : On a

«a L ’ T — a—1
1N < o [ =07 150 |

[l [* a1
< o) /a(x—t) dt

| f [l o
< m(ﬁ—f) :

Corollaire 1.1.1 Si0 < o <1 et f de classe C* alors

(Igo"DY)f=f et (Dyoly)f=Ff.

8



Introduction au calcul fractionnaire

C’est-a-dire que les dérivations au sens de Riemann-Liouville et de Caputo respecti-
vement constituent 'inverse a droite et a gauche de 'opérateur de Riemann-Liouville (au
moins sur les fonctions de classe C'). En voici un autre corollaire intéressant.

Corollaire 1.1.2 Si0<a, <1 aveca+ B <1 et f de classe C* alors
(“Dg o“ D)) f = DgPf = (D] o° Dg)f.
Preuve : 1l est facile de voir que

d d
Cpa Cpbyg __ (7lma s % J71-8, 2
( Da © Da)f (Ia © d.CE O‘[CL © d.CE)f (123)
d

= (1P oo S ol Po

CD}I*B

= ("D o [P )
N e’
id
cap d
= ([, %o %)f

= Dyt

Relation entre ’approche de Reimann-Liouville et celle de caputo

Le théoréme suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
et celle au sens de Remann-Liouville.

Théoreme 1.1.1 soient o > 0,n = [a] + L.si f possede (n — 1) dérivée en a et si TD
eriste,
alors :

(D3 f)(w) =" Dy[f (x) —

(z —a)¥] (1.24)

presque partout sur |a,b.

Preuve : D’aprés la définition on a :

) (g, =l ey,
mpelf(e) - 3 I @y =R prrrefp@) - S LW g

K 2 )
n T ()l n—l k) a
B dci"/a ( F(nt)— «) ) - : k:'( )(t —a)"Jdt.

En utilisant I'intégration par partie on obtient :

1), PR 1) (g
et - Y e —ah = [ - Y - ot

k!
k=0
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de la méme facon pour n — 1 fois alors :

n—1 (k) a n—n (k) a
et - 3 e 0 = et nr ) - 3 W e ap
k=0 k=0

— /¥ (a)

Or 12, %(x — a)* est un polynome de degré n — 1, alors :

n—1 rp a
@) - L0 ap) = e D),

Donc,

(¢ —a)f] = D"IJI;~" D" f ()

= D" ()
= (D3 f)(w)

presque partout sur [a, b].

1.2 Introduction aux équations différentielles fraction-
naires

1.2.1 Quelques théorémes du point fixe

Les démonstrations des différents théorémes d’existence et d’unicité des solutions
d’équations différentielles se basent généralement sur des théorémes classiques assurant
I'existence et 'unicité de points fixes de certains opérateurs(voir [8], [11]).

Théoréme du point fixe de Banach

Théoreme 1.2.1 (Principe de contraction de Banach)
Soient (U, d) un espace métrique complet non vide, et A : U — U une application qui
vérifie l'inégalité
d(Au, Av) < kd(u,v)
ou 0 < k <1, pour tout u,v € U. Alors, A posséde un unique point fize u*. De plus, pour
tout ug € U, la suite (Aug)}2, converge vers u*.

le théoréme suivant est 'une des généralisations du principe de contraction de Banach

Théoreme 1.2.2 Supposons que (U, d) est un espace métrique complet non-vide, et soit
a; > 0 pour tout 7 € N et tel que la série Z;io a; converge. Soit 'application A : U — U
qui vérifie linégalité

d(Au, Av) < a;d(u,v)
pour tout j € N et tout u,v € U. Alors, A posséde un unique point fixe u*. De plus, la
suite (AJug);2, converge vers u*.

10
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une conséquence immeédiate de ce théoréme est

Théoreme 1.2.3 (U, d) un espace métrique complet non vide, supposons que 0 < o < 1
et soit Uapplication A : U — U qui vérifie l'inégalité

d(Au, Av) < ad(u,v)

pour tout u,v € U. Alors, A posséde un unique point fixe u*. De plus, pour tout ug € U,la
suite (Ajuo);’-‘;l converge vers ce point fize u*. On peut aussi citer un autre théoréme qui
assure uniquement ’existence du point fize (pas l'unicité), mais avec des hypothéses plus
faibles sur l'opérateur A.

On peut aussi citer un autre théoréme qui assure uniquement ’existence du point fixe
(pas 'unicité), mais avec des hypothéses plus faibles sur 'opérateur A.

Théoréme du point fixe de Schauder

Théoreme 1.2.4 (F,d) un espace de Banach, soit U une partie convezxe et fermée de F,
et soit A: U — U une application telle que l’ensemble {Au : uw € U} est relativement
compacte dans E. Alors A posséde au moins un point fize.

Dans ce contexte on va rappeler la définition d’'un ensemble relativement compact :

Définition 1.2.1 Soit (E,d) un espace métrique et F C E. L’ensemble F est dit relati-
vement compact dans E si la fermeture de F est une partie compacte de E

Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoreme 1.2.5 Soit F' C Cla,b] supposons que les ensembles sont équipée de la norme
de Chebyshev. Alors, F est relativement compact dans Cla,b|, si F est equicontinue (c-
a-d pour tout ¢ > 0 il existe un § > 0 tel que pour tout f € F et tout x,x* € [a,b]
avec |z — x| < § on a |f(x) — f(a*)| < € ) et uniformément bornée (c-a-d il existe une
constante C' > 0 tel que || |l < C pour tout f € F).

1.2.2 Quelques résultats d’existence et d’unicité

Dans cette partie on va discuter les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On va se restreindre & des problémes aux
conditions initiales. On utilisera les symboles #D%t €D pour les dérivées fractionnaire
de Riemann-Liouville et Caputo.

Définition 1.2.2 Soit @ > 0,a ¢ Nn=[a]+1 et f: ACR? — R alors :
RD%u(r) = f(r, ul)) (1.25

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Comme condi-
tions initiales pour ce type d’EDF on utilise :

Epo=ku(0) =t (k=1,2,...,n—1) lim 1" “u(z) = b,. (1.26)

z—0t

De la méme maniére

“Du(z) = f(z,u(z)), (1.27)

11
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est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise
comme conditions initiales :

uF(0)=by (k=0,2,..,n—1). (1.28)

L utilisation de conditions initiales de différents types pour les equations différentielles
fractionnaires (1.25) et (1.27) nous assure l'unicité des solutions de I’EDF correspondante,
qu’on va prowver dans les théorémes suivants, (voir [4]).

Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Nous présentons quelques théoréme concernant 'existance et 'unicité de la solution
d’une équation de type Caputo (Voir (|4])

Théoreme 1.2.6 Soit « > 0, ¢ N.n = [a| + 1. De plus, soit k > 0, h* > 0, et
bo, b1, ..., 0,1 € R. On défini

G = [Oah*] X [bO_KabO+K]a

et soit la fonction continue f : G — R. Alors, il existe un réel h > 0 et une fonction
u € C|0,h] solution de lequation différentielle fractionnaire de type Caputo muni des
conditions initiales. Dans le cas a € (0,1) le parameétre h est donné par la relation

h:min{h*,(KT(a—i—l)/Mé} avec M:(su)pG\f(x,z)]
x,2)€E

St de plus f vérifie la condition de Lipschitz par rapport a la seconde variable, c’est-a
dire :
‘f(x7u1) - f(x,l@)’ < L‘U’l - U2|

avec L > 0 une constante indépendente de x,u; et us, alors la fonction u € C|0,h| est
unique.

Lemme 1.2.1 Sous les hypothéses du théoréme précédente, la fonction u € C[0,h] est
une solution de I’EDF de type Caputo avec les conditions initiales si et seulement si elle
est solution de [’equation intégrale de Volterra du second type :

-1

zk 1 * a1
w(z) = Z Tbe+ @/o (z — )@V f(t, u(t))dt. (1.29)

Preuve : Premiérement supposons que u est solution de ’equation précédente, on peut
écrire cette équation sous la forme réduite :

n—1 k

ul) = 3 Tl + 13 F e, ue),

k=0

En appliquant l'opérateur de différentiation 2Dg sur les deux cotés de cette relation on
aura immeédiatement que y est solution de ’equation différentielle.
Appliquons maintenant 'opérateur #DE, 0 < k < n — 1 sur 'equation de Volterra.

n—1
EDfu(r) =) | RD’“ ud B DEIF 10K £ (2, u(x)).
j=0 !

12
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REDE(t)) =0 pour j < k alors si x =0 on a :
Rk _R pk (@)* ) Ja—k
su(0) =% D5y 4 L5 f e, u(@)) o
et comme o — k > 0, l'intégrale est nul I¢™* f(z, u(z))|p—0 = 0
par suite TDEu(0) = uf = by.
D’autre part on défnit z(z) = f(x,u(z)) alors z € C[0, h| on réecrit 'equation de la
forme

2(x) = f(o,u(x)) = Diu(w) =" Dg(u — Tyalu, 0])(x) =" Dy I5~* (u — To-afu, 0])(2)

T—1|u, 0] est le polynéme de Taylor de degré n — 1

3
—_

- k
e
(Tnfl [u7 O] = (_?uék)
0

e
i

pour la fonction f autour de 0. En appliquant 'opérateur [} sur les deux termes de cette
relation elle devient :

Iy2(a) = I3 (u— Toa [, 0))(8) + g (a).

Avec g un polynéme de degré ne dépassant pas n — 1. Comme 2z est continue la fonction
I}z a un zéro d’ordre au moins n a lorigine. En outre la diférence y — T,,_1[y,0] a la
méme propriété par construction. Et donc la fonction 1)™*(u — T,,—1[u, 0]) doit avoir un
zéro d’ordre n aussi. Par suite le polynome ¢ a la méme propriété mais comme il est de
degré ne dépassant pas n — 1 il en résulte que ¢ = 0, par conséquent :

Itz(z) = I} *(u — T [u, 0]) (2).

En appliquant l'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville #Dj~* sur les deux cotés
de cette équation elle devient :

w(z) — Tho1[u — 0](x) = I§ z(x).

En substituant z(z) et T,,_1[u, 0](x) on retrouve I’équation de Volterra :

n—1 l’k 1 T -
u(z) = ’; bt m/@ (z — )@V f(t, u(t))dt.

Lemme 1.2.2 Sous les hypothéses du théotéme (1.2.6) l'equation de Volterra

n—1

x 1 v a1
u(z) =Y o+ m/ﬂ (. — ) OV f(t, u(t))dt.

k=0
posséde une unique solution u € C' € [0, h.

Preuve : Voir [11]
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1.2.3 Stabilité
Point 1’équilibre
Dans un premier temps, nous allons considére le systéme autonomes décrits par :
dx
— = f(x),x € R" 1.30
= i@ (1.30
ou f est classe C*

Une notion qui est primordiale dans I'étude de la stabilité est la notion de point
d’équilibre (voir [9]).

Définition 1.2.3 On dit que x. est un équilibre ou point d’équilibre pour le systéme (1.30)
St

tgnoo Qi’(t) =T

Mathématiquement : x. vérifie l'equation f(z.) = 0.

Stabilité avec la dérivée Caputo

En 1996, Matignon a étudié le systéme différentiel suivant, impliquant la dérivée frac-
tionnaire de Caputo(voir [5]).

“Dsx(t) = Ax(t), (1.31)
avec la condition initiale x(0) = xg = (719, T20, ---, Tno)’, 0u T = (T1, Ta, ..., Tp), @ € (0, 1),
A € Rn x R et “Dgx(t) dénote la dérivée Caputo. La stabilité de I’équilibre du systéme
(1.31) a été définie et établie la premiére fois par Matignon.
Définition 1.2.4 Le systéme autonome (1.81) serait :
(a) stable si pour tout xo, il existe € > 0 tels que ||z(t)|| < e pourt >0;
(b) asymptotiquement stable si
lim ||z(¢)|| = 0.

t—o0

Théoreme 1.2.7 Le systéme autonome (1.31) est
(a) asymptotiquement stable si |arg(A(A))] > <4 ;
(b) stable si asymptotiquement stable, ou ces valeurs propres de la matrice ciritques

qui satisfont |arg(A(A))| > <4 ont la multiplicité géometrique 1. (Ici arg(A(A))

dénote argumentes des valeurs propres de la matrice caréee A)
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Chapitre 2

Méthode 1térative et monotonie
(itérations monotones)

2.1 Espace de Banach ordonné

Définition 2.1.1 (Voir[10]) Soit X un espace vectoriel réel. Un come K dans X est un
sous-ensemble convexre de X tel que :
MK C K, pour tout \€e R, et KN—K =0

Proposition 2.1.1 (Voir [10]) Soient X un espace vectoriel réel et un cone K C X. La
relation <g dans X définie par : u <g v si et seulement si v —u € K, est une ordre
(réflexive, transitive et antisymétrique) sur X (appelé la relation d’ordre induite par K)
compatible avec la structure vectorielle de X.

i,e : chaque fois que u;,v; € X |, w; <gwv; , 1=12;et A€ R,.

Nous avons u; + us <g v1 +v2 et Iuyp <g Avs.

Définition 2.1.2 Un espace vectoriel réel doté d’un cone (de fagon équivalente avec une
relation d’ordre compatible avec sa structure vectorielle) est appelé un espace vectoriel
ordonneé.

Définition 2.1.3 Un espace de Banach doté d’un cone fermé est appelé un espace de
Banach ordonné.

Définition 2.1.4 (Voir[10]) Soit (X.K) un espace de Banach ordonné et < la relation
d’ordre induite par K.
Nous disons que :

1. K est un cone normal st :
0 < < , v, > 0= u — 0

2. K est un cone régqulier si :

pour k € N = (uy) convergente

15



Meéthode itérative et monotonie (itérations monotones)

2.2 Théoréme de point fixe dans un espace de Banach
ordonné

Théoreme 2.2.1 Soient (X,K) est un espace de Banach ordonné [ug,vo] C X un inter-
valle d’ordre et T' : [ug, vo] — [ug, vo| un opérateur croissant continu. On suppose que les
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) K est un cone régulier.
(ii) K est un cone normal et T est complétement continue.

Alors, il existe u*,v* € [ug, vo| tels que :

la suite (T*(ug)) est croissante et convergente vers u*

et la suite (T"(vy)) est décroissante et convergente vers v*.
De plus, tout point fixe de T est situé entre u* et v*.

Preuve : L’opérateur T envoie [ug, vy] dans lui-méme et seulement si
Uo S T(Uo), T(UO) S Vo-

A partir de
ug < T'(ug) < T(vo) < g

on obtient
Ug S T(Uo) S Tz(UO) S TQ(’U()) S T(Uo) S Vo,

et ainsi on arrive
Uo S T(UQ>

< T*(up) < T (uo)
< T+ () < T*(up)

S T('Uo) S Vo-

On suppose (i). Alors on a la convergente des suites T%(ug) et T"(vp). Soit u*,v* sont
leurs limites. Ainsi, avec la continuité de T, a partir de :

T (ug) = T(T*(uo))

on déduit que u, = T'(u*). De méme v* = T'(v*).
On suppose (ii). L’intervalle d’ordre [ug,v] étant borné et T complétement continue,
T([ug, vo)) est alors relativement compact. Par conséquent, (T%(ug))x>1 posséde une sous-
suite convergente (7% (ug))j>1.
Soit u* sa limite. De toute evidence u* € [ug,vg]. Nous prétendons que la suite entiére
(T*(ug))x>1 converge vers u*.
En effet, pour tout € > 0 il y a une j. telle que :
kje — _c

7% (w0) — o] £
Ici la constante v > 0 provient de la semi-monotonicité de la norme.
D’autre part, pour ¢« > k;_ nous avons :

Tkie (ug) < Ti(uo) <k,
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c’est '
T (ug) — Tkie (up) < u* — Tkse (uo).

Puis A
[T (ug) — T (ug)| < ~|u* — T (up)|.

Par conséquent

T (ug) — u*| < |T"(uo) — T%= (uo)| + [T%= (ug) — u*|
< (7 + )T (up) — u*
<e.

Ainsi T%(up) — u* comme 'a soutenu. Utilisez les mémes arguments pour prouver la
convergence de (T%(vy).

Supposons maintenant que w € [ug, vo] est un point fixe de 7". Alors
up < T(up) <T(w)=w <T(vg) <y

et en générale
T*(ug) < w < T*(v).

Laisser k — oo nous obtenons u* < w < v*. Voir([10])

2.3 Application aux équations différentielles

2.3.1 Equations différentielles ordinaires

e Considérer le probléme de Neumann

u’ = f(t,u),

w(a) = 0,4/ (b) = 0, (2.1)

ou f est une fonction continue.

Théoreme 2.3.1 Soit a et B € C?*([a,b]), B < « et soit

E:={(t,u) € [a,b] x R*,  B(t) <u < alt)}.

2
On suppose que f : E — R est une fonction continue, il existe M & ]0, ( — > } tel
que pour tout (t,uy), (t,us) € E,

uy < uy implique  f(t,ug) — f(t,ur) > M(ug — uq)

pour tout t € [a,b]

o) > [(La(t), o) >0, o(b)<0, )
pU(t) < f(t,B(1), Pla) <0, (b)) =0 '
Alors les suites (o) et (Bn)n définies par
oy = &,
all + May, = f(t,apn-1) + May,_1, (2.3)

al(a) =0, al(b)=0,

n
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et
Bo = B,
/67/: + MpB, = f<t7 ﬁn—l) + MBp-1, (2'4)
Brla) =0, 5,(b) =0,
convergent de fagon monotone dans C*([a,b]) vers les solutions Umay €t Umin de (2.1) tels
que
B < Umin < Umax < 0.

De plus, toute solution u de (2.1) dans E vérifie
Umin S u S Umax-
e Considérons le probléme suivant

u// = f(t7 u’ ul)7

W(a) = 0,4/ (b) = 0, (2:5)

Théoreme 2.3.2 Soit a et 3 € C*([a,b]), a < 83, et soit
E:={(t,u,v) € [a,b] x R?,  B(t) <u<at)}

On suppose que f : E — R est une fonction continue, il existe M tel que pour tout
(t,u1,v), (t,uz,v) € E,

wy <ug amplique  f(t,ug,v) — f(t,u,v) > M(ug — uy);
il existe N > 0 tel que pour tout (t,u,v1), (t,u,vs) € F,
|f(t u,v2) = f(t,u,v1)| < Nlog — v1;
pour tout t € |[a, b

a"(t) = f(t,a(t), a'(1),  o'(a)
pr(t) < f(E,B(t), 5'(t))

Enfin, soit L € [M, (ﬁﬂ est tel que

f <0,
f S (2.6)

IA IV

(L — M)cosVL(b—a) — NVLsinVL(b—a) >0

et
f(t,a(t), o'(t) — (£, 8(2), 5'(t) + L(a(t) — B(t)) = 0.
Alors les suites (a), et (Bn)n définie par

Qp = «,
O‘Z + LOén - f(t7 Ap—1, Oé;L71> + Lan—la
al(a)=0,al(b) =0,

n

et
ﬁO = 67
ﬁx + Lﬁn = f(taﬁn—la 7/171> + Lﬂn—ly
Brla) =0,8,(b) =0,

convergent de fagon monotone dans C([a,b]) vers des solutions u et v de (2.5) tel que

f<u<v<a
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Théoreme 2.3.3 Soit a et B € C?*([a,b]), B8 < a et soit
E:={(t,u,v) € [a,b] x R?,  B(t) <u<at)}

On suppose que f : E — R est une fonction continue, il existe M > 0 tel que pour tout
(t,uy,v), (t,us,v) € E,

up <wug  implique  f(t,ug,v) — f(t,ur,v) > M(ug — uy);
il existe N > 0 tel que pour tout (t,u,vy), (t,u,ve) € E,
|f(t,u,v2) - f<t7u7vl)| S N|U2 — U1});

pour tout t € [a, b

o(t) 2 f(t.a(t), a/(t)),a'(a) > 0,0/(D)
B"(t) < F(t, B(1), (1)), B'(a) < 0

Supposons aussi b — a < «9<M, %), ow 0 est défini a partir de (3.14) (voir [2]).

Soit ag = « et By = (. Ensuite, les probléemes

al = N, —al,_ |+ Ma, = f(t,ap_1,0a),_1) + Ma,_1,
al(a) =0,al(b) =0,

n

et
6;; + N|61/1 - ;171| + Mﬁn = f(t7ﬁn—17 1/171> + Mﬁn—la
Bp(a) =0,5,(b) =0,

suites définies (an)n et (Bn)n qui convergent de fagon monotone dans C'([a,b]) vers des
solutions Umag €t Upmin de (2.5) tel que

BgumiHSUSUmaxga-
De plus, tout solution u de (2.5) tel que B < u < a. vérifie

Umin S U S Umax-

2.3.2 Equations et systémes d’équations différentielles fraction-
naires

Equations différentielles fractionnaires

Considérons le probléme & valeur initiale de la forme :
CDu(t) = f(t,u(t), u(0) = uo. (2.7)

Dans cette partie, nous allons présenter une méthode de monotonie généralisée pour
le probléme aux limites périodiques non linéaire (2.9) , considéré ci-aprés, en utilisant la
notion de sur-solution et sous-solution et le probléme de la valeur initiale correspondant
(2.7), ou f ne dépend pas de u (voir [7]),

1 -
u(t) = ug + m/o (t—s) " f(s)ds. (2.8)
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Considérons le probléme aux limites périodiques non linéaire de la forme

“Dhu(t) = f(t,ult)) + g(t,ut)) u(0) =u(T) (2.9)

o f,ge C[J xR R] et u e C'[J x R].
Si u € C'0,T] satisfais 'équation différentielle fractionnaire

“DM(t) = f(t,u(t)) + g(t,u(t)), (2.10)

et u est telle que u(0) = u(7T') pour tout ¢ € J, puis u est une solution périodique de (2.9).
De plus, on suppose que f est croissante en u et g est décroissante en u pour tout
te .

Définition 2.3.1 Soit v, wy € C'[J, R]. Puis vy et wy sont dites,

(i) natural sur-solution et sous-solution de (2.9) si

“Divg(t) < f(t,v0(t) +g(t,vo(t))  v(0) < vo(T), (2.11)
CD%wo(t) > f(t,wot)) + g(t,wo(t)) w(0) > wo(T); '

(ii) sur-solution et sous-solution de Type I de (2.9) si

CDuw(t) < J(t, () + g(t wo(t)  (0) < w(T), o.12)
CDtuw(t) 2 F{t,wot)) + gt v0(t)) w(0) = wo(T); '

(iii) sur-solution et sous-solution de Type II de (2.9) si

CD%g(t) < f(two(t) +g(tvo(t)  (0) < wp(T), (2.13)
CDwy(t) > f(t,vot)) + g(t,wo(t))  w(0) > wo(T) '

(iv) sur-solution et sous-solution de Type III de (2.9) si,

CDq’U()(t)

out) S fwt) +gltun(0) w(0) < wll) 2.14)

t
ft,vot)) + gt vo(t))  w(0) = wo(T);

I\/ I/\

Nous développons la monotonie généralisée méthode pour le probléme aux limites
périodiques via la valeur initiale probléme approche. Nous obtenons des suites naturelles
et suites entrelacées qui convergent uniformément et de facon monotone minimale et
maximale associée a des solutions périodiques de (2.9).

Dans le théoréme suivant, nous utilisons ainsi des sur-solutions et sous-solutions de
Type I et d’obtenir des suites naturelles qui convergent uniformément et de facon mono-
tone minimale et maximale associée a des solutions périodiques de (2.9).

Théoreme 2.3.4 Suppose que

(A1) vo,wo sont des sous-solutions et sur-solutions de Type I de (2.9) avec vo(t) < u(t) <
wo(t) on J;

(Az) f,9 € ClJxRR], f(t,u(t)) est croissante en u et g(t,u(t)) est décroissante en u.
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Alors les suites définies par

D, 1 (t) = f(t,0a(1)) + g(t, wa(t)),
Un+1 (O) = UH(T)v (2.15)
CDqun+1 (t) = f(t, wn(t)) + g(tv Un(t>>7 (2_16)

wy11(0) = wn(T),

sont telles que v,(t) — p(t) et w,(t) — r(t) dans C'[J,R] uniformément et de fagon
monotone, telle que p et r sont ainsi des solutions minimales et mazimales de (2.9),
respectivement, a condition que vy < u < wy, ot u toute solution est périodique de (2.9).
C’est, p et r vérifient le systéme

“Dp(t) = f(t, p(t) + g(t, a(t)) ond,
p(0) = p(T),

“Dir(t) = f(t,r(t) + g(t, p(t)) onJ,
r(0) = (1),

(2.17)

telle que p < u <r

Preuve : Par hypothése, vy < u < wy. Nous allons montrer que vy < vy < u < wy < wyp.
Il résulte de (2.3.1) que

C’quo (t)

< f(t,vo t,wo(t v(0) < vo(T),
Dlt) < e 0) ot () (0 < (D .18

(¢, wot)) + g(t, vo(t))  w(0) >

et par (2.15), nous obtenons que

CDy(t) = f(t,v0(t)) + g(t, wo(t)),
v1(0) = vo(T), 1

~—

Par conséquent, v(0) < vo(7") = v1(0). Si on posse p = vy — vy, puis p(0) < 0 et,

“Dip =Y Diyy —¢ D,
f(t7 UO) + g(t7 U)o) - f(t7 UO) + g(t> wO)
0

I IA I

Depuis “Dp < 0 and p(0) < 0, par la corollaire 2.5 (voir |7|) nous avons que p(t) < 0 et,
par conséquent, vg(t) < vq(t) en J. Par un argument similaire, nous pouvons montrer que
v1(t) < u,u < wi(t), et wi(t) < wo(t). Thus, vg < v1 < u < wy; < wy. Maintenant nous
allons montrer que vi < vy for £ > 1. On suppose que

U1 S U S U S Wy < W, (2.20)

pour k > 1.
Soit p = v — vVg41. Puis

Uk(O) = Uk_l(T) S Uk<T) = Uk—l(()) (221)
danc p(0) < 0. Par la nature croissante de f et la nature décroissante de g il s’ensuit que

“Dip =Y Dy —¢ Divj44

- f(t7 Uk—l) + g<t7wk—1> - f(t, Uk) + g(t7 wk‘)
<0
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De méme, par corollaire (2.5)(voir [7]), nous avons que p(t) < 0 et par conséquent vy(t) <
Ug41(t). Par un argument similaire, nous pouvons montrer que wy;1; < wg. En utilisant
I'hypothése que vy(t) < u(t) < wo(t) on J, argument ci-dessus et nous pouvons montrer
que l'induction vgy1 < u < wiy1. Donc pour n > 1,

V< << .. .<v, <u<w, <. <w <w <wy (2.22)

Maintenant, nous devons montrer que les suites convergent uniformément. Nous allons
utiliser le théoreme de Arzela-Ascoli en montrant que les suites sont uniformément borné
et equicontinus.

D’abord, nous montrons I'uniformement borné. Par hypothése a la fois vy et wy sont
délimités sur [0, 7], puis il existe M > 0 tel que pour tout ¢t € [0,T], |vo(t)| < M et
|wo| < M. Depuis vy(t) < v,(t) < wp(t) pour tout n > 0, il s’ensuit que

0 < vn(t) —vo(t) < wo(t) — vo(t) (2.23)

et par conséquent {v,(t)} est uniformément borné. Par un argument similaire {w,(¢)} est
aussi uniformément bornée.
Pour montrer que {v,(t)} est équicontinus, soit 0 < ¢; <ty < T. Puis pour n > 0

(D)4 5t [t =7 s 5) 4 st (s = (D)
oty [ = 9 00 (0) s3]
= [ [0 =0 = [ = st 9) + s ()
- / (#2 = 5)[F(5,001(5) + 905, we (1)
t /

+1@ /
(2.24)

Depuis {v,(t)} et {w,(t)} sont uniforméments bornées et f(t,u(t)) et g(t,u(t)) sont conti-
nus sur [0, 77, il existe M independent de n telle que

valta) = va(t2)| =

ds

I/\

— (ta — 8)M[f (5, vn-1(5) + g(s, wn_1(s)]

(tQ - S)q 1[f<87 Un—l(‘s) + 9(87 wn—l(t)]ds

ds

9(s, w1 (5)

(=) = (ta = )| [ F(s.0ama() +
—i—ﬁ/h(tg—s)q_l[f(s,vn 1(8) + g(s, wn_1( ]

_ _2M
T'(g+1)

IA
N
=

—

~

[\

~

—

~—

to — 1

Alinsi, pour tout € > 0 il existe 6 > 0 independent de n tel que, pour chaque n
[on(t1) — vn(ta] <e, (2.26)
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A condition que |t; — t5] < 6.

De méme nous pouvons montrer que {w,(t)} est equicontinus et uniformément borné.
Cela montre que {v,(t)} et {w,(t)} sont equicontinus et uniformément borné. On [0, 7.
Donc par le théoréme de Arzela-Ascoli il existe sous-suites {v,, ()} et {w,, (t)} qui
converge uniformement vers p(t) et r(t), respectivement. Depuis les suites sont mono-
tonie, les suites entiere converge uniformement.

Nous avons montré que les suites convergent dans C[0,7T]. Afin de montrer qu’elle
convergent dans C[0, T, observer que puisque chaque v, est construite comme suit

CD, (1) = f(t, v 1(t)) + g(t,wn_1(t)),
v,(0) = v, _1(T), (2.27)

nous obtenons que

Un(t) = vyt (T) + Ti(q/o [t — 8)7 [f (s, vn_1(5) + g(s, wn_1(5)]|ds. (2.28)

Lorsque les limites quand n — oo, nous obtenons par le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue que

p(t) = p(T) + ﬁ /0 [(t = 5)"" [f (s, p(s) + g(s,7(s)]|ds. (2.29)

Par conséquent v, (t) — p(t) in C*[0,T]. En outre, 'expression ci-dessus est équivalent
a

D) = S, 60) 500, o0 230)

Par un argument similaire w,,(t) — r(t) dans C'[0,T]

CDr(t) = f(t,r(t)) + g(t. p(t)), on]
r(0) = r(T), (2.31)

Depuis v, < u < w, on [0,T] pour tout n, nous obtenons que p < u < r sur [0,7]
ce qui montre que p et T sont minimales et maximales de solutions périodiques (2.9),
respectivement. Cela termine la preuve.

Le prochain résultat utilise également des sur-solutions et sous-solutions de Type I.
Cependant,nous obtenons des séquences entrelacées qui convergent a minimale et maxi-
male combinée de solutions périodiques (2.9). Donc la preuve est similaire & Théorem 3.2
|7|, nous ne sommes pas fournir la preuve

Théoreme 2.3.5 . Supposons que les conditions (A1) et (As) du Théorem 3.2 [7] sont
vérifiees. Alors litération donnée par

“DM, i (t) = f(t,

S

n(t)) + g(t, va (1)),
(2.32)

donner suites alternant monotone {von, won 11} et {vVani1, waen} satisfais

vo(t) S wi(t) < .. < 9p(t) < wopy1(t) < u(t) < vopyr(t) < wop(t) < ... < vi(t) < wplt)
(2.33)
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pour tout n > 1 on J, A condition que vy < u < wy. De plus {Von, Wons1} — p
et {Vani1, Won} — 1 in CHJIR], ou p et r sont minimale et mazimale de solutions
périodiques (2.9), respectivement ; Cest, si vg < u < wg puis p < u < r, et p et r vérifient
le systéme

“Dip(t) = f(t, p(t)) + g(t,7(t))on
CDar(t) = f(t,r(t)) + g(t, p(t))ond, '
r(0) = r(T),

donner suites alternant monotone {von, Won11} et {vani1, waen} satisfais

Au cours des deux théorémes nous avons supposé l'existence de sous-solutions et sur-
solutions de Type I. On peut énoncer deux résultats impliquant ainsi des sur-solutions et
sous-solutions de Type II, Cependant ils ont besoin d’une hypothése supplémentaire afin
d’obtenir des suites naturelles ou liées a la convergence et solutions périodiques minimales
et maximales de probléme (2.9).

Théoreme 2.3.6 . On suppose que

(B1) vo et wy sont sous-solutions et sur-solutions ode Type II de (2.9) qui vo(t) < wo(t)
en J,

(B2) f,g € ClJxR,R], f(t,u(t)) est croissante en u, et g(t,u(t)) est décroissante en u.

si u(t) est une solution de (2.9) tels que vo(t) < u(t) < wo(t). Puis les suites définies
par (2.82) donnez en alternant suites monotone {von, Won i1} and {vo, 11, Wa, } satisfie

Uo(t) S wl(t) S S Ugn(t) S w2n+1(t) S U(t) S U2n+1(t) S U)Qn(t)’lll(t) S wo(t),
(2.35)
pour tout n > 1 on J, a condition que vy < wy < u < vy < wp.
De plus {von, Wani1} — p et {vani1, W} — 1 in CHJ,R], ot p et r sont minimale
et mazimale de solutions périodiques (2.9), respectivement ; C’est, si vog < u < wq then
p<u<r,etpetr satisfie le systeme

“Dp(t) = f(t, p(t)) + g(t,r(t))on,
“Dr(t) = f(t,r(t)) + g(t, p(t))onJ, '
r(0) = (1),

Théoreme 2.3.7 . Suppose que les conditions (B1) et (B2) de Théorem 3.5 [7] sont
vraies. puis la suites définie par (2.15) et (2.16) sont telle que v, (t) — p(t) et wy(t) —
r(t) dans C'[J,R] uniformément et de fagon monotone, a condition que vy < vy < u <
wy < wy, ou p et r sont minimale et mazimale de solutions périodiques (2.9), respective-
ment; C’est, p < u <1 et p et r satisfais le systéme

“Dip(t) = f(t, p(t) + g(t,7(t))on],

(t
p(0) = p(T),
CDar(t) = F(t,r(t)) + gt plt))on T (2:37)

r(0) = r(T),
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Systémes d’équations différentielles fractionnaires

Considérer le systéme suivant des équations fractionnaires non linéaire (voir [6])

- f(ta u(t)v U(t))7 te [07T]

= g(t,u(t),v(t), te[0,T] (2.38)
u(t)|i=o = wo, t'"*v(t)]1=0 = Yo

Dans cette partie, on prouve l'existence de solutions de systeme non linéeaire extréemale
(2.38). On pose les hypothéeses suivantes :
(Hy) 11 existe ug, vy € C1-o([0,T7]), et up(t) < vp(t) :

t
)— N(v—u), avec ug(t) <u < v < wy(t)

Théoreme 2.3.8 Supposons que les conditions (Hy) et (Hy) satisferais. Alors il eriste
(u*,v*) € [ug, vo] X [ug, vo|une solution extrémale de le probleme non linéaire (2.38). De
plus, il existe des suites itératives monotones{u,},{v,} C [uo,vo] , tel que : u, —
u*, v, — v*(n — 00) uniformément sur [0,T] et

Uy < Upen. < Up... < uF <0 < vy <y < 0. (2.39)
Preuve : D’abord, pour tout u,_1 € C1_4([0,7]), n > 1, considérons le systéme linéaire
Du,(t) = f(t,un—1(t), vp—1(t)) + Mup_1(t) + Nv,—1(t) — Mu,(t) — Nv,(t), te (0,7
D%v,(t) = g(t, vp_1(t), upn_1(t)) + Nvp_1(t) + Mu,—1 — Muy(t) — Nv,(t) — Mu,(t), te€(0,7]

=, (1) |4=0 = o, tr=on(t)]i=o = Yo

(2.40)

A partir de de la lemme (2.2) |6], nous savons que (2.40) a un systéme unique de solu-

tions dans C;_,([0,7]) x C1_4([0,T]). Ensuite, nous montrons que u,(t), v,(t) satisfie la
propriété

U1 < Up <V < Up_1,m=1,2,..... (2.41)

Soit p = uy — ug, ¢ = vg — v1. De (2.40) et (H;), nous avons que

( Dp(t) = Dy — D%uq
> —Mp(t) + Nq(t),
D%q(t) = D*vg — D%,
> —Mq(t) + Np(t),
tp(t) =0 > 2o — 20 = 0,
Lt q(t)|1=0 = yo — yo = 0.
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Ainsi, par le lemme (2.4) [6], nous avons que p(t) > 0,q(t) > 0,Vt € (0,T].
Soit w = v; — u;. Pour la condition Hy de (2.40), nous obtenons

(Do‘w(t) = D%y — D%y

= g(t,vo(t), uo(t)) + Muo(t) + Nug — Mwvy(t) — Muy(t)
—f(t,uO(t),Uo(t)) — MUO(t) — NUO + Mul(t) + NU1(t)
> —M(vg — up)(t) — N(ug — vo)(t) + Muvo(t) + Nug(t) — Mwv(t)

—Nuy(t) — Mug(t) — Nug(t) + Muy(t) + Nuy(t)
—(M = N)w(t),
Hw(t)]i=0 > yo — 0 > 0.

\

Par le lemme (2.3) [6], nous obtenons w(t) > 0,Vt € (0,T]. Par conséquent, nous avons
la relation ug < u; < v; < vg.

Maintenant, nous supposons que ug_1 < ur < v < vg_1, pour tout £ > 1, nous
montrons que (2.41) est vrai pour k + 1 aussi. Soit p = upy1 — ug, ¢ = Vg — Vgyq €t
W = Vg1 — Ugy1. Par (Hy) et (2.40) nous avons que

Dep(t) > —Mp(t) + Nq(t),
DPq(t) > —Mq(t) + Np(t),
tp(t)|1=0 = 0,
t'=q(t)] =0 = 0.

Et
Dw(t) > —(M — N)w(t),
= w(t)]4=0 = 0.

Donc, par les Lemmes (2.3)et (2.4) [6], nous avons que uy < upi1 < Vg1 < Ug.

A partir de ce qui précéde, par I'induction, il n’est pas difficile de prouver que

o < Upee. < Upyeo. < Upyee. < 01 < 0. (2.42)

[’application des arguments standardes, nous avons

lim w,(t) = u*(t)
limy,— ooty () = v*(t)

Uniformement sur des sous-ensembles compacts de (0,77, et la limite u*,v* satisfie
(2.38). De plus, u*,v* € [ug,vp]. En prenant les limites dans (2.40), nous savons que
(u*,v*) est un systéme de solutions de (2.38) en [ug, vo] X [ug, vo]. De plus, (2.39) est vrai.

Finallement, nous montrons que (2.38) a une solution extrémale. Supposer que (u,v) €
[ug, vo] X [ug, vo] est tout systéme de solutions de (2.38). C’est

= f(t,u(t),v(t)), te]l0,T]

= g(t,u(t),v(t), te[0,T] (2.43)
tl_QU(t) t=0 — X, tl_av(t)h:o =Y
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Par(2.40), (2.43), (Hz) et le lemma 2.4 dans [6], il est facile de montrer que
Up < u,v <v,,m=1,2,... (2.44)

En prenant les limites dans (2.44) comme n — 00, nous avons que v* < u,v < v* . Clest,
(u*,v*) est un systéme de solution extrémale (2.38) en [ug, vg] X [ug, vg]. Cela termine la
preuve.
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Chapitre 3

Application et résultat principal

Dans ce chapitre, qui constitue 1’essentiel de notre travail et la contribution de ce
mémoire, nous considérons le systéme différentiel multi-ordres fractionnaires suivant :

CDu(t) = f(u(t),v(t)),t >0,
(IVP) < “DPu(t) = g(u(t),v(t)),t > 0,
u(0) = ug, v(0) = vy

ou les ordres de dérivation fractionnaire « et sont différents : o # (§ dans 0, 1].
Si (u,v) € C?[0,T] satisfait le probléme (IVP)

3.1 Reésultat d’existence par la méthode des itérations
monotones
Lemme 3.1.1 Soit m € C'([0,T],R) s%l existe t; € [0,T] tel que m(t;) =0 et m(t) <0

sur [0,T], alors il s’ensuit que
“Dm(ty) >0

Preuve : Soit ¢; € [0, 7], l'utilisation de la relation (1.24) nous avons :

m(0)

CDO‘m(tl) = Do‘m(tl) — m

e Z Dam(tl).

D’aprés le lemme de la dérivée de Riemann Liouville (voir [6]), nous avons
EDem(ty) > 0 implique “ D¥m(t;) > 0, et la preuve est compléte.

Corollaire 3.1.1 Soit p € C'([0,T]) tel que :
“Dp(t) > —Mp(t)
pour tout t € [0,T] et M > 0,p(0) > 0. Alors p(t) > 0.

Preuve : Supposons que p(t) > 0, n’est pas vérifie sur [0, 7.

Donc 3t" € [0, T tel que : p(t') = 0 et 39 > 0 tel que p(t) < 0,Vt €]t’,t' + 0]. (car p est
continue)

Soit g la plus petite valeur, ¢ty > t’ tel que :

to) == 1 t
plo) = i (1)
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1. to >t (car p(t) < 0,Vt €]t’, t' + J]).

On pose
to=t'+0 0<§<$

Je > 0 tel que :

{p(to) +e=0

p(t)+e>0, Vte|t' t'+
On pose m(t) = —p(t) — ¢

m(ty) = —p(ty) —e =0
m(t) = —p(t) —e < 0,Vt €]t to]

d’aprés Lemme 3.1.1
0 <€ Dm(ty) = =“D°p(ty) < Mp(to)

Donc p(ty) > 0 contradiction

Définition 3.1.1 (w,z) € C? est appelé sous-solution du systéme différentiel (IVP), si :

“Dew(t) < fw(t), 2(t)),t >0,
CDB2(t) < g(z(t),w(t)),t >0, (3.1)
w(0) < wo, 2(0) < 2

De méme (w,z) € C? est appelé sur-solution du systéeme différentiel (IVP), si :
t),w(t)),t >0, (3.2)

Dans cette section, on prouve l'existence de solutions extrémales de systéme non li-
néaire (IVP). On pose les hypothéses suivantes :
(Hy) il existe (wo, 29), (W0, 29) € CP([0,T7]), et (wo, z0) < (u,v) < (wo, 2o) :

(CDwo(t) < flwo(t), %0(t)), t€[0,T]
“DP2%(t) < g(z0(t), wo(t)), te(0,T]

(3.3)

tel que wy < ug < wy 20 < v < 2
(Hy) Il existe M > 0, N > 0 tels que :
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ou

wy < u < u < 20, 0 < U
tel que :

f est croissante en u

g est décroissante en v

I/\
/\

Théoreme 3.1.1 Supposons que les conditions (Hy)et(Hy) sont vérifiées. Alors il eriste
(w*, 2%) € [wo, 20] X [wo, 20, et (W™, 2**) € [wo, Zo] X [Wo, Zo] des solutions extrémales du
probléme non linéaire (IVP). De plus, il existe des suites itératives monotones{(wy, z,)} C
[wo, 0] X [wo, 20], et{(Wn, Z,)} C [Wo, Zo] X [Wo, Zo] telles que :
(i) (wn,z,) est une suite croissante qui tend vers (w*, z*),
(ii) (Wn, Z,)est une suite décroissante qui tend vers (w**, z**)
quand (n — 00) uniformément sur [0,T],
et
(wo, 20) < (w1, 21)... < (W, 2p)... < (w*,2*) < (W, 2*)... < (Wy, Zn)... < (W01, 721) <
(o, Zo).
Preuve : D’aprés 'hypothése (Hy) on a (wp, 29) < (u,v) < (wy, Zp). Nous allons montrer
que(wog, 20) < (wy, 21) < (w1, 2z1) < (Wo, Zo). Nous considérons le systéme linéaire

(CDw,(t) = f(Wn_1(t), 2n_1(t)) + Mwy,_1(t) — Mw,(t), t€[0,T]
CDP2y(t) = g(zpn1(t), wn_1(t)) + Nzp_1(t) — N2,(t), te|0,T]
wy(0) = ug,  2,(0) = vy,

CDYw,,(t) = f(0n_1(t), Zn_1(t)) + Mw,_1(t) — Mw,(t), t€[0,7]
DBz, (t) = g(Zp_1(t), Wp_1(t)) + NzZ,_1(t) — N2z,(t), te€[0,T]
(0, (0) =ug, Z,(0) = v,

(3.4)

D’aprés (Hy) on a
{CD wo(t) < f(wo(t), z0(t))
“DP2(t) < g(z0(t), wo(t))

et wo(0) < up = wi(0),  2(0) < vy = 2/(0).

Ainsi on a wy(0) — we(0) > 0 et 21(0) — z0(0) >
pour n = 1 le systéme (3.4) nous donne

CDwy (t) = flwo(t), 20(t)) + Mwo(t) — Mw;(t)
D2 (t) = g(20(t), wo(t)) + Nzo(t) — Nz (t)
wy(0) =up,  21(0) = vp.
Par conséquent en posant p = w; — wg et ¢ = 21 — 2
on obtient
“Dp(t) = D*(wy(t) — wo(t))
“D(t) = D7z (t) — (20(1))

avec p(0) > 0 et ¢(0) > 0. Dong, p et g vérifient

—M{(w: (t) — wo(t))

>
> —N(z(t) — z(t))

“Dp(t) = —Mp(t)
“Dq(t) =

w
(e
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avec p(0) > 0 et ¢(0) > 0.
D’apreés le corollaire 3.1.1 on a p(t) > 0 et ¢(t) > 0 pour tout ¢t € [0,T], ce qui implique
que wo(t) < wi(t) et zo(t) < 2z(t) dans [0, 7.

De la méme maniére en posant p = wy — w; et § = Zy — Z1, en suivant le raisonnement
précédent, a I'aide du corollaire 3.1.1 on obtient
wy(t) < wo(t), z1(t) < Zo(t) dans [0, 7.
On a
(w1, 21) < (u,v) , (u,v) < (wq,Zz).
Finalement, on arrive a

(wo, 20) < (w1, 21) < (u,v) < (w1, 21) < (W, Z).

A présent, en suivant pas a pas la démarche précédente nous allons montrer que

(Wi, 21) < (Wrgts 2rr1) < (Wry1, Zreg1) < (W, Z)-

Supposons que (wy_1, zx-1) < (W, 2k) < (W, 2Zk) < (Wg—1, Zx—1)-

Pour k£ > 1, soient p = wgy1 — wy et ¢ = 2p11 — 2.

Puisque wg(0) = ug = wy41(0), 2£(0) = vo = 2£+1(0), alors p(0) > 0 et ¢(0) > 0.
Ainsi, on peut montrer que p et ¢ vérifient le systéme d’inéquations suivant

“Dp(t) > — M (wrr1(t) — wi(t)) = —Mp(t)
“Dq(t) > =N (2141 (t) — 2 (t)) = —Ng(t).
En utilisant encore le corollaire 3.1.1, on obtient p(t) > 0,q(t) > 0 et par conséquent

we(t) < wrsa(t), 2k(t) < 241 (t) dans [0,T7], Yk > 1.
Par un argument similaire, nous montrons que

W1 (t) < We(t), Zpr1(t) < Zi().

D’aprés 'hypothése (Hy) on a (wo, 20) < (u,v) < (o, Z9) dans [0,7], ce qui donne
pour tout k£ > 1

(Wi, 21) < (Wit 2rg1) < (Wrg1s Zr1) < (W, Z)

Par induction, le processus précédent nous ameéne a

('LU(],Z()) S (wl,Zl)... S (wnazn) S (wn,2n>... S (wlazl) S (w()uz(])'

Puisque la suite {(wy, z,)}n>1 €st monotone croissante et majorée, alors elle posséde une
limite. Dong, il existe (w*, z*) tel que

lim (wp, z,) = (w*, 2%).
n—oo

La suite {(wp, Z,) }n>1 étant monotone décroissante et minorée, elle posséde une limite.
Dong, il existe (w**, 2**) tel que

lim (W, 2,) = (W™, 2*).
n—o0
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Les convergences dans les limites précédentes sont uniformes sur [0, 7. Les fonctions
limites (w*, z*) et (w**, 2**) vérifient le probléme (IVP), de plus (w*, 2*) € [wy, z0] X [wo, 20],
et (w*™, z**) € [wy, Zo] X [Wo, Zo]. En passant a la limite dans (3.4), nous obtenons
(CDYw*(t) = flw*(t),z*(t)), tel0,T]

CD7(t) = g(=*(t),w* (), t€[0,T]
w*(0) = ug,  2*(0) = vy,

CDw(t) = f(w(t), (1), t€[0,T]
CD7Z(t) = g(a™(t), w(t), t€[0,T]

(0™ (0) = ug, 2**(0) = vp.

Donc (w*, z*) et (w*™, 2**) sont bien des solutions du systéme (IVP) respectivement dans
[wo, zo] X [wo, 20] et [wo,Zo] X [wo, Zo].
A Taide de (3.4), (IVP), H, il est facile de montrer que

(Wn, 2n) < (u,v), (u,v) < (W, Z,), n=1,2.. (3.5)
En effet,
CDrut) =€ Dwn(t) = Flult), 0(t)) — F(n (), 20-1(8)) — Muw_1(£) + Muoy (1)
> —M(u(t) — wyp_1(t)) — Mw,_1(t) + Mwy,(t)
> =M (u(t) — wa(t))

et d’aprés le corollaire 3.1.1 on a u(t) — w,(t) > 0, ce qui implique que u(t) > w,(t). On
obtient de la méme fagon v(t) > z,(t). Par conséquent on a bien

(Wn, zn) < (u,v). (3.6)
En suivant un raisonnement analogue, et en utilisant les mémes arguments on a
(u,v) < (Wn, 2p). (3.7)
En passant aux limites lorsque n — oo en (3.5), on arrive a
(w*, 2") < (u,v), (u,v) < (W™, 2").
Ainsi, (w*, z*) et (w**, 2**) sont des solutions extrémales du systéme (IVP) respectivement
dans [wy, z0] X [wo, 20] et [wyg, Zo] X [Wo, Zo)-
Exemple 3.1.1 considérons le probléme suivant :
CDu(t) = =3v(t) +ud(t) + 1,t > 0,
CDPy(t) = —v3(t) —u(t) + 1,t >0, (3.8)
u(0) = ug,v(0) = vy
et
Flu(t),v(t)) = =3v(t) +u’(t) + 1, g(v(t),u(t)) = —v(t) —u(t) + 1,
avec f et g croissant et décroissant respectivement.

On pose (wg, z0) = (0,0), (wo, Z0) = (1,1) sont sous-solution et sur-solution respective-
ment, car :



Application et résultat principal

On montre que (Hy) est vérifiée et (Hs) est vérifiée pour M = N = 2.

Donc, toutes les conditions du théoreme 3.1.1 sont satisfaites, alors le systéme non
linéaire (3.8) a des solutions extrémales (w*,z*) € [wyg,z0] X [wo, 20|, et (w**,2**) €
[@0,20] X [12)0,50].
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié par la technique d’itérations monotones un systéme
d’équations différentielles fractionnaires non linéaires avec des conditions initiales. Les
résultats obtenus par cette méthode sont basée sur la théorie de point fixe dans un espace
de Banach ordonné. Pour cela, nous avons commencé par des préliminaires ot nous avons
rappelé quelques notions des dérivées fractionnaires comme la dérivée fractionnaire de
Riemann-liouville et de Caputo, et quelques outils de base du calcul fractionnaire avec
quelques propriétés. Par la suite, nous avons énoncé quelques définitions des sur-solutions
et des sous-solutions. ainsi que les démonstrations détaillées des résultats, qui nous ont
permis de d’appliquer la technique d’itérations monotones.
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