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Introduction générale

Dans la plupart des systèmes de la mécanique des milieux continus, ils existent

des situations dans lesquelles un corps déformable en contact avec d’autre corps ou

bien avec une fondation rigide ou déformable. La problématique du contact est essen-

tiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure et comment

réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces. Les problèmes de contact

mécanique se rencontrent principalement dans des domaines aussi variés que l’aéro-

nautique, la mécanique automobile, le génie civil, les sciences du bois, la médecine, la

production de l’énergie (assemblage des structures, fissuration dans les joints soudés) et

les systèmes de transmissions. Prenant en compte les comportements divers des milieux

continus, elle englobe l’hydrodynamique, la dynamique des gaz, l’élasticité, la plasti-

cité et d’autres types de comportements. Vu l’importance du phénomène, des éfforts

considérables ont été consacrés à la modélisation, l’analyse ainsi que l’approximation

numérique des processus physiques provenant des contacts entre des corps déformables

ou entre un corps et une base rigide, déformable. Par conséquent, une Théorie Mathé-

matique générale de la Mécanique du contact (MTCM) est actuellement émergée. Elle

est concernée par les structures mathématiques qui sont à la base des problèmes de

contact avec des lois constitutives différentes, c’est à dire, différents matériaux, diverses

géométries et des conditions de contact différentes ; voir par exemple [30, 37].

La modélisation des problèmes de contact enter deux corps déformable avec une

base dépent essentiellement de propriétés mécaniques du matériau considéré, ainsi que

des conditions aux limites de contact.

Le sujet de l’endommagement est extrêmement important dans les conceptions en

ingénierie puisqu’il influence directement sur la vie usuelle de la structure ou la com-

posante conçue. Il existe une littérature très riche sur ce sujet. Les modèles prenant

v



Introduction

en considération l’influence de l’endommagement interne du matériau sur le processus

de contact ont été étudiés mathématiquement. L’analyse mathématique de problèmes

unidimentionnels peut être trouvée dans [18]. Les premiers modèles de l’endommage-

ment mécanique provenant des considérations thermodynamiques sont apparus dans

[11]. De modèles généraux récents dans [16, 17, 19, 26, 32] sont issus du principe de

la puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, l’endommagement du matériau est dé-

crit par une fonction ζ ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque ζ = 1, il n’ya pas

d’endommagement dans le matériau, lorsque ζ = 0, le matériau est complètement en-

dommagé et lorsque 0 < ζ < 1, il a un d’endommagement partiel et le système a une

capacité réduite. Certains problèmes en thermo-mécanique de contact avec endomma-

gement ont été étudiés dans [2, 5, 6, 25, 27, 28, 40].

Les matériaux piézoélectriques sont extrêmement utilisés comme interrupteurs et ac-

tuateurs dans beaucoups de systèmes d’ingénierie, en radioélectronique, l’électroacous-

tique et la mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés

mécaniques et électriques. Ce couplage conduit à l’apparition d’un potentiel électrique

suite à une déformation mécanique et, inversement, une déformation mécanique est gé-

nérée lorsqu’un potentiel électrique est appliqué. Les matériaux piézoélectriques pour

lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques sont appelés "les matériaux

électro-viscoélastiques". De modèles gènèraux pour des matériaux électro-élastiques

ayant un effet piézoélectriques peuvent être trouvés dans [4, 28, 44, 24]. Un problème

de contact avec "Slip-dependent" pour le matériaux électro-élastiques a été étudié dans

[41].

Actuellement, un intérrêt considérable est porté aux problémes de contact avec frot-

tement impliquant les matériaux piézoélectriques voir par exemple [24]. Cependant,

il n’existe virtuellement pas de résultats mathématiques à propos des problèmes de

contact pour de tels matériaux et on a besoin de développer la Théorie Mathématique

du Contact Mécanique (MTCM) pour inclure le couolpage entre les propriétés méca-

niques et électriques.

Les processus d’adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent

non métaliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les

corps, lorsqu’une colle est ajoutée pour empêcher les surfaces d’un mouvement relatif,

a récement reçu, de plus en plus, une grande attention dans la littérature. Des mo-

dèles généraux avec adhésion peuvent être trouvés dans [13, 14, 31, 34]. Des résultats
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Introduction

sur l’analyse mathématique de plusieurs problèmes de contact avec adhésion ; citons

par exemple [9, 37, 39, 42]. Récement, les matériaux composites ont atteint le sommet,

puisqu’ils sont très solides et très légers, et par conséquent une importance considérable

en aviation et en industrie automobile. Cependant, les matériaux composites peuvent

subir, sous des contraites, une délimination dans laquelle des plusieurs couches se dé-

collent et se déplacentble. Un nombres de publications récentes traîte des tels modèles,

voir par exemple [8, 9, 12, 13, 31, 33] et les références comprises. L’idée est d’introduire

une variable de surface interne, le champ d’adhésion β ∈ [0, 1] qui décrit la densité frac-

tionnelle des adhésifs actifs sur la surface de contac relativement les unes par rapport

aux autres. Pour modéliser le processus lorsque le collage n’est pas permanent et un

décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrir l’adhésion et le contact ensemt.

En un point de la surface de contact adhésif, lorsque β = 1, l’adhésion est complète et

tous les adhésifs sont actifs ; lorsque β = 0, tous les adhésifs sont inactifs, sévères et

il n’y a pas d’adhésion. Lorsque 0 < β < 1, l’adhésion est partielle et seulement une

fraction β des adhésifs est active.

Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de

comportement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la for-

mulation mécanique de problème à étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques

résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variation-

nelles, le lemme de Gronwall et quelques théorèmes qui seront d’une grande utilité

pour les démonstrations.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions d’un problème de contact avec adhé-

sion et frottement en électro-viscoélasticité avec mémoire longue et endommagement.

Nous présentons une formulation variationnelle du problème et nous démontrons l’exis-

tence et l’unicité d’une solution en utilisant des techniques de point fixe et lemme de

Gronwall.
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Notations générales

Notations générales

N Ensemble des entiers naturels,

R l’ensemble des nombres réels,

c Constante réelle strictement positive,

i.e C’est à dire,

∂iψ La dérivée partielle de ψ par rapport à la ieme composante x : ∂iψ = ∂ψ
∂xi

,

∇ψ Gradient de l’application ψ : ∇ψ = (∂1ψ, . . . , ∂dψ),

Sd l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd(d = 2, 3),

Divψ Divergence de l’application,ψ : Divψ = (∂1ψ + . . .+ ∂dψ),

(., .)X le produit scalaire de X,

∥ · ∥X la norme de X,

p.p. Presque partout,

Ωℓ Ouvert de Rd, parfois domaine L’hertzien,

Ω̄ℓ l’adhérence de Ωℓ,

Γℓ La frontière de Ωℓ : Γℓ = ∂Ωℓ,

Γℓi Les parties de frontière Γℓ, (i = 1, 2, 3) ,

mesΓℓi Mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γℓi ,

dΓℓi Mesure superficielle sur Γℓi ,

νℓ la normale unitaire sortante à Γℓ,

vℓν ,v
ℓ
τ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel vℓν défini sur Ω̄ℓ,

L2(Ωℓ) Espace des fonctions uℓ mesurables sur Ωℓ telles que
∫
Ωℓ |uℓ|2dx < +∞,

∥ · ∥L2(Ωℓ) La norme de L2(Ωℓ) définie par ∥ uℓ ∥L2(Ωℓ)= (
∫
Ωℓ |uℓ|2dx)

1
2 ,

L∞(Ωℓ) Espace des fonctions uℓ mesurables sur Ωℓ telles que,

∃c > 0 :| uℓ |< c, p.p., sur Ωℓ,

H
1
2 (Γℓ) L’espace de Sobolev d’ordre 1

2
sur Γℓ,

H− 1
2 (Γℓ) L’espace dual de H

1
2 (Γℓ),

H1(Ωℓ) L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ωℓ,

HΓℓ L’espace(H 1
2 (Γℓ))d,

ix



Notations générales

H
′

Γℓ l’espace dual de HΓℓ .

Hℓ l’espace L2(Ωℓ)d,

Hℓ
1 l’espace H1(Ωℓ)d,

Hℓ l’espace L2(Ωℓ)d×ds ,

Hℓ
1 l’espace {σ ∈ H tel que Divσ = (σij,j) ∈ H},

γ : H1 → HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles,
Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par

C(0, T ; H) L’espace des fonctions continues de [0, T ] dans H,

C1(0, T ; H) L’espace des fonctions continûment dérivables sur [0, T ] dans H,

Lp(0, T ; H) L’espace des fonctions mesurables sur [0, T ] dans H,

∥ · ∥Lp(0,T ;H) La norme de Lp(0, T ; H),

Wk,p(0, T ; H) L’espace de Sobolev de paramètres k et p,

∥ · ∥Wk,p(0,T ;H) La norme de Wk,p(0, T ; H),

Γ1
3 = Γ2

3 = Γ3 L’interface de contact entre les corps Ω1,Ω2,

uℓ Vecteurs des déplacements dans le domaine Ωℓ, on écrit uℓi les composantes

du vecteur dans la base canonique,

σℓ Tenseur des contraintes correspondant au déplacement uℓ, on écrit σℓi
les composantes du tenseur dans la base canonique,

σℓν normale des contraintes à la frontière du domaine :σℓν = (σℓνℓ).νℓ,

σℓ
τ le composante tangentielle du champ tensoriel σℓ,

φℓ Valeurs des potentiels électriques dans le domaine Ωℓ,

β Valeur d’adhésions sur la surface de contact Γ3,

Dℓ Valeurs des déplacements électriques dans le domaine Ωℓ,

u̇ℓ, üℓ Les dérivées première et seconde de uℓ par rapport au temps,

ε(uℓ) Tenseur linéarisé des déformations :ε(uℓ)ij = 1
2
(∂iu

ℓ
j + ∂ju

ℓ
i).
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de compor-

tement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation

mécanique des deux problèmes à étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques ré-

sultats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles,

le lemme de Gronwall et quelques théorèmes qui seront d’une grande utilité pour les

démonstrations.

1.1 Formulation mathématique d’un problème de

contact

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modèle mathé-

matique de problème utilisé dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons le formulation

mathématique pour le problème de contact avec adhésion et frottement entre deux

corps électro-viscoélastiques avec mémoire longue et endommagement.

1.1.1 Cadre physique

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines

bornés Ωℓ ⊂ Rd (ℓ = 1, 2; d = 2, 3), avec une frontière régulière Γℓ = ∂Ωℓ, partition-

née en trois parties mesurables Γℓ1,Γ
ℓ
2 et Γℓ3, correspondant aux conditions aux limites

mécaniques, d’une part, et en deux parties mesurables Γℓa et Γℓb, correspondant aux

conditions aux limites électriques, d’autre part, telles que mes(Γℓ1) > 0, mes(Γℓa) > 0

et Γℓ3 ⊆ Γℓb. On note par νℓ la normale unitaire sortante à Γℓ. Le corps est encastré

1



1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

sur Γℓ1 dans une structure fixe. Sur Γℓ2 agissent des tractions surfaciques de densité f ℓ2
et dans Ωℓ agissent des forces volumiques de densité f ℓ0 et des charges électriques de

densité volumiques qℓ0. On suppose que f ℓ2 et f ℓ0 varient très lentement par rapport au

temps. Le corps est soumis à l’action de potentiel nul sur la partie Γℓa de la frontière

ainsi qu’à l’action des charges électriques de densité surfacique qℓ2, agissent sur la partie

Γℓb. Soit T > 0 et soit [0, T ] l’intervalle de temps en question. Le corps est en contact

avec une fondation sur la partie Γ3.

Nous désignons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd(d =

2, 3), ” ·” et ∥·∥ représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur Rd et Sd. Ainsi, nous avons

uℓ · vℓ = uℓi · vℓi , ∥vℓ∥ = (vℓ · vℓ)
1
2 , ∀uℓ,vℓ ∈ Rd,

σℓ · τ ℓ = σℓij · τ ℓij, ∥τ ℓ∥ = (τ ℓ · τ ℓ)
1
2 , ∀σℓ, τ ℓ ∈ Sd.

Pour chaque élément vℓ ∈ Hℓ
1, nous notons par vℓν et vℓτ les composantes normale et

tangentielle à la frontière définies par

vℓν = vℓ · νℓ, vℓτ = vℓ − vℓνν
ℓ. (1.1)

Nous désignons par σℓ = σℓ(x, t) le champ des contraintes, par uℓ = uℓ(x, t) le

champ des déplacements et par ε(uℓ) le champ des déformations infinitésimales. Pour

simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions

par rapport à x ∈ Ω̄ℓ et t ∈ (0, T ).

Pour un champ des contraintes σℓ nous dénotons par σℓν et σℓ
τ les composantes

normale et tangentielle à la frontière données par

σℓν = (σℓνℓ) · νℓ, σℓ
τ = σℓνℓ − σℓν · νℓ. (1.2)

En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation

(σℓνℓ) · vℓ = σℓνv
ℓ
ν + σℓ

τ · vℓτ , (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans la formulation variationnelle de

problème mécanique de contact.

2



1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

1.1.2 Modèle mathématique

Notons que le point au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport

au temps, par exemple

u̇ℓ =
duℓ

dt
, üℓ =

d2uℓ

dt2
.

où u̇ℓ désigne le champ des vitesses et üℓ désigne le champ des accélérations.

Nous notons par u̇ℓν et u̇ℓτ les composantes normale et tangentielle du vecteur de

vitesse u̇ℓ à la frontière tels que u̇
ℓ
ν = u̇ℓ · νℓ,

u̇ℓτ = u̇ℓ − u̇ℓν · νℓ.
(1.4)

Les fonctions inconnues du problème sont les champs des déplacements uℓ : Ωℓ ×

(0, T ) → Rd et les champs des contraintes σℓ : Ωℓ × (0, T ) → Sd, ℓ = 1, 2. Notons

la densité de la masse par ρℓ : Ωℓ → R+ et la densité des forces volumiques par

f ℓ0 : Ωℓ × (0, T ) → Rd. L’évolution du corps est décrite par l’équation du mouvement

de Cauchy :

Divσℓ + f ℓ0 = ρℓüℓ dansΩℓ × (0, T ), (1.5)

Les processus d’évolution modelés par l’équation précédente s’appellent processus

dynamiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par

exemple dans le cas où u̇ℓ = 0, il s’agit d’un problème d’équilibre (processus statiques),

ou bien dans le cas où le champ des vitesse u̇ℓ varie très lentement par rapport au temps,

c’est-à-dire que le terme ρℓüℓ peut être négligé (processus quasi statiques). Dans ces

deux cas l’équation du mouvement devient :

Divσℓ + f ℓ0 = 0 dansΩℓ × (0, T ). (1.6)

L’équation équivaut à de relations scalaires, et mathématiquement cette équation

ne suffit par à modéliser le problème d’équilibre du corps car, par exemple les d com-

posantes uℓi du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du problème, à savoir le champ de

déplacement électrique, les potentiels électriques φℓ : Ωℓ×(0, T ) → R et les champs des

déplacements électriques Dℓ : Ωℓ × (0, T ) → Rd. L’évolution du corps piézoélectrique

est décrite par l’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques :

divDℓ = qℓ0 dansΩℓ × (0, T ), (1.7)

3



1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

où "div" est l’opérateur de divergence pour les vecteurs, divDℓ = Dℓ
i,i, et qℓ0 représente

la densité des charges électriques volumiques sur Ωℓ.

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Nous considérons deux corps piézoélectriques qui occupent des domaines bornés

Ωℓ ⊂ Rd(ℓ = 1, 2; d = 2, 3) avec une surface frontière régulière et de Lipschitz Γℓ sub-

divisée en trois parties mesurables Γℓ1,Γ
ℓ
2,Γ

ℓ
3 d’une part et de deux parties mesurables

Γℓa etΓℓb, telles que mes (Γℓ1) > 0, mes (Γℓa) > 0, et Γℓ3 ⊂ Γℓb. Soit T > 0 nous étudions

l’évolution du corps due à l’application de force de volume et de tractions de surfaces

dans l’intervalle de temps [0, T ]. Dans ce qui suit, pour simplifier les notations, nous

n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport à x ∈ Ωℓ ∪ Γℓ

et t ∈ [0, T ]

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le

tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut ima-

giner et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour

les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans l’établissement des

lois de comportement.Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : essais

de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais de re-

laxation.

Dans la description des phénomènes purement électro-mécanique, par loi de com-

portement (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le

tenseur des contraintes σℓ, le tenseur des déformations infinitésimales εℓ. Cette défi-

nition se modifie légèrement dans la description des phénomènes électro-mécaniques,

car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de déplacement électrique

Dℓ = (Dℓ
i ) ainsi que le champ électrique Eℓ = −∇φℓ. Nous présentons par la suite les

lois de comportement de matériau : matériaux électro- élastiques.

Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.

Nous considérons ici une catégorie de matériaux où le tenseur des contraintes σℓ et

le vecteur des déplacements électriques Dℓ sont reliés par la loi de comportement :
σℓ = Gℓε(uℓ)− (E ℓ)∗E(φℓ),

Dℓ = BℓE(φℓ) + E ℓε(uℓ),

E(φℓ) = −∇φℓ,

(1.8)
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1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

où Gℓ : Ωℓ × Sd −→ Sd est l’opérateur d’élasticité non linéaire, E(φℓ) = −∇φℓ où

∇φℓ = (φℓ, i) représente le champ électrique, E ℓ = eℓijk est le tenseur piézoélectrique

qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation à champ constant

ou nul et Bℓ = Bℓij est le tenseur diélectrique à déformation nulle qui constitue un

tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs (E ℓ)∗ = (eℓijk)
∗ où (eℓijk)

∗ = eℓkij, dénote

le transposé du tenseur E ℓ tel que :

E ℓσℓ · vℓ = σℓ · (E ℓ)∗vℓ, ∀σℓ ∈ Sd,vℓ ∈ Rd. (1.9)

Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques.

Un matériau est dit électro-viscoélastique s’il possède une loi de comportement de

la forme σℓ = Aℓε(u̇ℓ) + Gℓε(uℓ)− (E ℓ)∗E(φℓ),

Dℓ = BℓE(φℓ) + E ℓε(uℓ).
(1.10)

Remarquons que lorsque Aℓ ≡ 0, la loi (1.10) devient une loi de comportement électro-

élastique de la forme (1.8).

Un exemple de la loi électro-viscoélastique non linéaire est le suivant

σℓ = Aℓε(u̇ℓ) +
1

α
(ε− PKℓε)− (E ℓ)∗E(φℓ), (1.11)

où Aℓ est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes aℓijkh s’appellent "coefficients de

viscosité", Kℓ ⊂ Sd est un convexe fermé non vide et PKℓ : Sd → Kℓ est l’opérateur de

projection de Sd sur Kℓ. L’opérateur d’élasticité est donné par

Gℓ(ε) = 1

α
(ε− PKℓε)

et E ℓ est un tenseur d’ordre trois. Ses composantes eℓijk s’appellent "coefficients piézo-

électriques".

Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire

longue et endommagement.

Une loi de comportement d’un matériau électro-viscoélastique avec mémoire longue

et endommagement peut être écrite sous la forme :

σℓ = Aℓε(u̇ℓ) + Gℓε(uℓ) + (E ℓ)∗∇φℓ +
∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓ(s)), ζℓ(s))ds, (1.12)

où les opérateurs Aℓ et Gℓ sont des tenseurs d’ordre quatre et non linéaires, leurs

composantes aℓijkl et gℓijkl s’appellent coefficients de viscosité et élasticité respectivement
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1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

et F ℓ représente une fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement

viscoélastique du matériau, et où ζℓ est une variable interne d’état définie dans Ωℓ ×

(0, T ), avec 0 ≤ ζℓ ≤ 1. L’évolution du champ d’endommagement utilisée au deuxième

chapitre est modélisée par l’inclusion du type parabolique donnée par la relation

ζ̇ℓ − κℓ∆ζℓ + ∂ΨKℓ(ζℓ) ∋ ϕℓ(σℓ −Aℓε(u̇ℓ), ε(uℓ), ζℓ),

où κℓ est une constante positive, ϕℓ est la fonction source de l’endommagement, ∂ΨKℓ

est le sous-différentiel de la fonction indicatrice ΨKℓ et Kℓ est l’ensemble des endom-

magements admissibles défini par

Kℓ = {ζ ∈ H1(Ωℓ); 0 ⩽ ζ ⩽ 1, p.p. dans Ωℓ}, (1.13)

Nous utilisons la loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques avec

mémoire longue et endommagement dans le chapitre 2 de ce mémoire.

Finalement, afin de compléter le modèle mathématique qui décrit l’évolution du

corps, il faut préciser les conditions aux limites sur Γℓ3, c’est l’objet des conditions de

contact et des lois de frottement que nous décrirons dans le paragraphe suivant.

1.1.4 Conditions aux limites

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de

Γℓ.

La condition à la limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie Γℓ1 × (0, T ), le champ des

déplacements uℓ est par conséquent nul :

uℓ = 0 sur Γℓ1 × (0, T ). (1.14)

La condition à la limites de traction.

Une traction surfacique de densité f ℓ2 agit sur Γℓ2×(0, T ) et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy σℓνℓ satisfait :

σℓνℓ = f ℓ2 sur Γℓ2 × (0, T ). (1.15)
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1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

Les conditions aux limites électriques.

Ces conditions sont déterminées à partir des deux équations :

φℓ = 0 sur Γℓa × (0, T ), (1.16)

Dℓ · νℓ = qℓ2 sur Γℓb × (0, T ). (1.17)

Conditions continues aux limites de contact.

On définit le déplacement normal par

[uν ] = u1ν + u2ν ,

et le déplacement tangent par

[uτ ] = u1
τ − u2

τ .

La continuité des contraintes sur l’interfaces Γ3 se traduit par :

σ1
ν = σ2

ν ≡ σν , σ
1
τ = −σ2

τ ≡ στ surΓ3. (1.18)

1.1.5 Loi de contact avec frottement

Par un condition de contact nous comprenons une relation impliquant les compo-

santes normales du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par une

loi de frottement nous comprenons une relation entre la contrainte tangentielle σℓ
τ et

le déplacement tangentiel uℓτ ou la vitesse tangentielle u̇ℓτ . Notons ici que σℓ
τ s’appelle

aussi force de frottement.

Les égalités et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque partout sur

Γ3 × (0, T ).

Contact avec compliance normale.

Dans ce cas, les corps est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

à priori. La contrainte normale σℓν satisfait la condition dite de compliance normale

σ
1
ν = σ2

ν ≡ σν ,

−σν = pν([uν ]− gℓ),
(1.19)
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1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

où [uν ] est le déplacement normal, gℓ représente l’interstice entre les corps et pν est

une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette condition

indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa pénétration

[uν ]− gℓ. Précisons que dans les chapitres 2 du mémoire nous considérons le cas où le

corps repose sur la fondation, c’est-à-dire, l’interstice est nul, gℓ = 0. Comme exemple

de la fonction pν nous pouvons considérer

pν(r) = cνr+, (1.20)

où cν est une constante positive et r+ = max{0, r}. Un deuxième exemple est donné

par

pν(r) =

cνr+ si r ≤ α,

cνα si r > α,
(1.21)

où α est un coefficient positif relatif à la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition

de contact (1.19) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle

dépasse α, la fondation se désintègre et n’offre plus de résistance à la pénétration.

Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans ce mémoire.

Loi de frottement de type Coulomb.

C’est une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique.

Elle se caractérise par l’intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement

et elle peut s’énoncer comme suit :
∥ στ ∥≤ µ|σν |,

∥ στ ∥< µ|σν | ⇒ [u̇τ ] = 0,

∥ στ ∥= µ|σν | ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λ[u̇τ ],

(1.22)

où µ ≥ 0 est le coefficient de frottement. C’est une version quasistatique de la loi de

Coulomb qui intervient dans la description du contact frottant de problème étudié dans

le chapitre 2 du mémoire.

Maintenant, nous remplaçons le seuil de frottement σν de la loi (1.22), par la
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1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

condition de compliance normale (1.19), de façon à obtenir les conditions suivantes.
∥ στ ∥≤ µpν([uν ]− gℓ),

∥ στ ∥< µpν([uν ]− gℓ) ⇒ [u̇τ ] = 0,

∥ στ ∥= µpν([uν ]− gℓ) ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λ[u̇τ ].

(1.23)

Dans le chapitre 2 nous utilisons la loi (1.23) avec le cas particulier gℓ, i.e. lorsque

l’interstice est nul, ce choix ne représente guère une restriction du point de vue méca-

nique, mais il est imposé pour raison de simplification des calculs.

Une version quasistatique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature

est donnée par ∥ στ ∥≤ pτ ([uν ]− gℓ),

[u̇τ ] ̸= 0 ⇒ στ = −pτ ([uν ]− gℓ) [u̇τ ]
∥[u̇τ ]∥ ,

(1.24)

où pτ est une fonction positive. Dans (1.24), la contrainte tangentielle ne peut pas

excéder le seuil de frottement pτ ([uν ] − gℓ). De plus, quand le seuil de frottement

est atteint, le corps se met à glisser et la contrainte tangentielle tend à s’opposer au

mouvement. Cette condition de frottement a été utilisée dans différents papiers.

1.1.6 Loi de contact avec frottement et adhésion

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur

Γ3×(0, T ), on introduit une variable interne d’état définie sur Γ3×(0, T ), qui représente

l’intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 ≤ β ≤ 1. Quand β = 1 à un

point x ∈ Γ3, l’adhésion est complète et tous les liens sont actifs, quand β = 0 tous les

liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < β < 1 c’est le cas d’une

adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus détails sur ce section, on

renvois par exemple [13]. On suppose que la contrainte normale satisfait la condition

de compliance normale avec adhésion :

σν = −pν([uν ]) + γνβ
2Rν([uν ]) sur Γ3 × (0, T ), (1.25)

où σν est le déplacement normal, γν est un coefficient positif, pν : Γ3×R −→ R+ est une

fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction Rν : R −→ R+
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1.1 Formulation mathématique d’un problème de contact

est l’opérateur de troncature donné par :

Rν(s) =


L si s < −L,

−s si − L ≤ s ≤ 0,

0 si s > 0.

(1.26)

Ici L > 0 est longueur caractéristique des liens. La condition (1.25) indique que

chaque corps exerce une action sur l’autre corps en fonction de sa pénétration [u], où

le deuxième terme de l’égalité est la contribution de l’adhésion à la tension de surface.

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.25) a été déjà utilisée

dans [12, 42].

Quand le champ d’adhésion β est nul, (1.25) devient :

σν = −pν([uν ]) sur Γ3 × (0, T ), (1.27)

qui représente la condition de compliance normale.

Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle satisfait la condition sui-

vante :

σ1
τ = −σ2

τ ≡ στ ,

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥≤ µpν([uν ]),

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥< µpν([uν ]) ⇒ [u̇τ ] = 0

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥= µpν([uν ]) ⇒ ∃λ ⩾ 0

telle queστ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) = −λ[u̇τ ]

sur Γ3 × (0, T ), (1.28)

où γτ est un coefficient positif et µ est le coefficient de frottement, supposé être positif.

Rτ : Rd → Rd
+ est l’opérateur de troncature défini par

Rτ (v) =

v si ∥v∥ ≤ L,

L v
∥v∥ si ∥v∥ > L.

(1.29)

Notons que les conditions de frottement similaires à ceux dans (1.28) ont été consi-

dérées dans [31] dans le cas particulier Rτ ([uτ ]) = [uτ ] et Rν([uν ]) = −[uν ], pour L

très grand.

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs à utiliser le collage des com-

posites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures diffé-

rentes. Pour modéliser les phénomènes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le proces-

sus d’adhésion à la description du contact.
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L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la

forme :

β̇ = −
(
β(γν(Rν([uν ]))

2 + γτ∥Rτ ([uτ ])∥2)− ϵa
)
+

sur Γ3 × (0, T ), (1.30)

β(0) = β0 sur Γ3. (1.31)

Où γν , γτ et ϵa sont coefficients d’adhérence positifs, et [uτ ] = u1τ−u2τ , le déplacement

tangent relatif de corps Ω1 par rapport l’autre corps Ω2 sur la zone de contact, et β0
l’adhésion initiale, tel que :

0 ≤ β0 ≤ 1, p.p. surΓ3. (1.32)

Sous les conditions (1.30)-(1.32), on a la remarque suivante :

Remarque 1.1.1 : Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le

champ d’adhésion vérifie la restriction 0 ≤ β ≤ 1. En effet, puisque β̇ ≤ 0 donc

β ≤ β0 ≤ 1. En outre, si β = 0 quand t = t0, donc β̇ = 0 pour tout t ≥ t0, et d’o ù

β = 0 pour tout t ≥ t0, p.p. x ∈ Γ3. Alors, nous concluons que 0 ≤ β ≤ 1 pour tout

t ∈ [0, T ] p.p. x ∈ Γ3.

Pour plus de détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous référons

aux livres [37, 42].

1.2 Rappels d’analyse

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonc-

tionnels, les équations et inéquations variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques

théorèmes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (., .)H un produit scalaire sur H c’est-à-dire

(., .)H : H ×H → R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par ∥ · ∥H l’application de H → R+ définie par :

∥ u ∥H= (u, u)
1
2
H , (1.33)

et on rappelle que ∥ · ∥H est une norme surH qui vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

|(u, v)H | ≤∥ u ∥H∥ v ∥H , ∀u, v ∈ H. (1.34)
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On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par

(1.33). Soit H ′ l’espace dual de H c’est à dire l’espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

∥ η ∥H′= sup
v∈H−{0}

< η, v >H′×H

∥ v ∥H
,

où ⟨., .⟩H′×H représente la dualité entre H ′ et H.

Théorème 1.2.1 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un

espace de Hilbert et soit H ′ son espace dual. Alors, pour tout ϕ ∈ H
′ il existe f ∈ H

unique tel que

⟨ϕ, v⟩H′×H = (f , v)H ∀v ∈ H.

De plus

∥ ϕ ∥H′=∥ f ∥H .

L’importance de ce théorème est que tout forme linéaire continue sur H peut se

représenter à l’aide du produit scalaire. L’application ϕ 7→ f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H ′ .

1.2.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siècle et ont permis de

résoudre bon nombre de problèmes concernant les équations aux dérivées partielles

sans réponse jusque là.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espaces de Sobolev

H1(Ω) défini par :

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) | ∂iu ∈ L2(Ω) i = 1, · · · , d

}
.

On note par ∇u le vecteur de composante ∂iu. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout

u ∈ H1(Ω).

On sait qui H1(Ω) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∂iu, ∂iv)L2(Ω),

et la norme associée :

∥ u ∥H1(Ω)= (u, u)
1
2

H1(Ω), et on écrit ∥ u ∥2H1(Ω)=∥ u ∥2L2(Ω) + ∥ ∇u ∥2L2(Ω)d .
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On a les résultats suivants :

C1(Ω̄) est dense dansH1(Ω).

Théorème 1.2.2 (Rellich)

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection compacte.

Théorème 1.2.3 (trace de Sobolev)

Il existe une application linéaire et continue δ : H1(Ω) → L2(Γ) telle que δu = u|Γ
pour tout u ∈ C1(Ω̄).

Remarque 1.2.1 L’espaces L2(Γ) ci-dessus représenté l’espaces de fonctions réelles

sur Γ qui sont L2 pour la mesure superficielle dΓ. L’application δ s’appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l’application u → u|Γ
définir pour u ∈ C1(Ω̄).

Remarque 1.2.2 On note que l’application de trace δ : H1(Ω) → L2(Γ) est un opéra-

teur compacte.

Définition 1.2.1 Pour tout k ∈ N et pour tout p ∈ [1,+∞], nous définissons l’espace

de Sobolev Wk,p(Ω) par

Wk,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω)∀α, |α| ≤ k;∃vα ∈ Lp(Ω), tel que vα = Dαu

}
,

Remarque 1.2.3 Nous ferons très souvent l’abus d’écriture qui consiste à identifier

Dαu et vα.

La norme sur l’espace Wk,p(Ω) est donnée par

∥ u ∥Wk,p(Ω)=


( ∑

|α|≤k

∥ Dαu ∥Lp(Ω)

) 1
p

si 1 ≤ p <∞,

max
|α|≤k

∥ Dαu ∥L∞(Ω) si p = ∞.

Pour p = 2, on note par Hk(Ω) l’espace Wk,2(Ω) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

Théorème 1.2.4 Les espaces de Sobolev Wk,p(Ω), pour k ∈ N et p ∈ [1,+∞], munis

de la norme ∥ · ∥, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces Hk(Ω), pour tout

k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [7].
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1.2.3 Espaces fonctionnels

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques uℓ

et σℓ : 

Hℓ =
{
uℓ = (uℓi) | uℓi ∈ L2(Ωℓ)

}
= (L2(Ωℓ))d,

Hℓ =
{
σℓ = (σℓij) | σℓij = σℓji ∈ L2(Ωℓ)

}
= (L2

s(Ω
ℓ))d×d,

Hℓ
1 =

{
uℓ = (uℓi) | uℓi ∈ H1(Ωℓ)

}
= (H1(Ωℓ))d,

Hℓ
1 =

{
σℓ ∈ Hℓ | divσℓ ∈ Hℓ

}
.

(1.35)

Les espaces Hℓ,Hℓ, Hℓ
1 et Hℓ

1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants : 

(uℓ,vℓ)Hℓ =

∫
Ωℓ

uℓiv
ℓ
idx,

(σℓ, τ ℓ)Hℓ =

∫
Ωℓ

σℓijτ
ℓ
ijdx,

(uℓ,vℓ)Hℓ
1
= (uℓ,vℓ)Hℓ + (ε(uℓ), ε(vℓ))Hℓ ,

(σℓ, τ ℓ)Hℓ
1
= (σℓ, τ ℓ)Hℓ + (Divσℓ,Divτ ℓ)Hℓ ,

(1.36)

respectivement, où ε : Hℓ
1 → Hℓ et Div : Hℓ

1 → Hℓ sont respectivement les opérateurs

de déformation et de divergence, définis par

∇uℓ = (uℓi,j), ε(u
ℓ) = (εij(u

ℓ)), εij(u
ℓ) =

1

2
(uℓi,j + uℓj,i), Divσℓ = (σℓij,j).

Les normes sur les espaces Hℓ,Hℓ, Hℓ
1 et Hℓ

1 sont notées par ∥ · ∥Hℓ , ∥ · ∥Hℓ , ∥ · ∥Hℓ
1

et ∥ · ∥Hℓ
1
, respectivement.

Puisque la frontière Γℓ est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur νℓ à la frontière

est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs vℓ ∈ Hℓ
1 nous utilisons la notation vℓ pour

désigner la trace γvℓ de vℓ sur Γℓ. Rappelons que l’application de trace γ : Hℓ
1 → L2(Γℓ)d

est linéaire et continue, mais n’est pas surjective.

Désignons par H ′

Γℓ le dual de HΓℓ , et (·, ·) le produit de dualité entre H ′

Γℓ et HΓℓ .

Pour tout σℓ ∈ Hℓ
1, il existe un élément σℓνℓ ∈ H

′

Γℓ tel que :

(σℓνℓ, γvℓ) = (σℓ, ε(vℓ))Hℓ + (Divσℓ,vℓ)Hℓ ∀vℓ ∈ Hℓ
1. (1.37)

En outre, si σℓ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(σℓνℓ, γvℓ) =

∫
Γℓ

σℓνℓ · vℓda ∀vℓ ∈ Hℓ
1. (1.38)
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1.2 Rappels d’analyse

Donc, pour σℓ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(σℓ, ε(vℓ))Hℓ + (Divσℓ,vℓ)Hℓ =

∫
Γℓ

σℓνℓ · vℓda ∀vℓ ∈ Hℓ
1, (1.39)

où da est un élément de mesure de surface.

Nous définissons le sous-espace fermé de Hℓ
1

Vℓ = {vℓ ∈ Hℓ
1 | vℓ = 0 surΓℓ1}. (1.40)

Puisque mes(Γℓ1) > 0, l’inégalité de Korn s’applique sur Vℓ, alors, il existe une

constante ck > 0 dépendant uniquement de Ωℓ et Γℓ1 telle que

∥ ε(vℓ) ∥Hℓ≥ ck ∥ vℓ ∥Hℓ
1

∀vℓ ∈ Vℓ. (1.41)

Nous considérons sur l’espace Vℓ, le produit scalaire donné par

(uℓ,vℓ)Vℓ = (ε(uℓ), ε(vℓ))Hℓ ∀uℓ,vℓ ∈ Vℓ, (1.42)

et soit ∥ · ∥Vℓ la norme associée, i.e.

∥ vℓ ∥Vℓ=∥ ε(vℓ) ∥Hℓ ∀vℓ ∈ Vℓ. (1.43)

Par l’inégalité de Korn, il vient que ∥ · ∥Hℓ
1

et ∥ · ∥Vℓ sont des normes équivalentes sur

Vℓ et ainsi (Vℓ, ∥ · ∥Vℓ) est un espace de Hilbert. De plus, en utilisant le Théorème de

trace de Sobolev, (1.39) et (1.40), il existe une constante c0 > 0 dépendant uniquement

de Ωℓ, Γℓ1 et Γ3 telle que :

∥ vℓ ∥L2(Γ3)d≤ c0 ∥ vℓ ∥Vℓ ∀vℓ ∈ Vℓ. (1.44)

Pour une fonction scalaire β, qui représente le champ d’adhésion sur la surface Γ3

du contact, nous définissons l’ensemble

Z = {β ∈ L∞(0, T ; L2(Γ3)); 0 ≤ β(t) ≤ 1∀t ∈ [0, T ], sur Γ3}. (1.45)

On introduit également les espaces suivants :

Eℓ
0 = L2(Ωℓ), Eℓ

1 ∈ H1(Ωℓ), Wℓ = {ξℓ ∈ Eℓ
1 | ξℓ = 0 surΓℓa},

Wℓ = {Dℓ = (Dℓ
i ) | Dℓ

i ∈ L2(Ωℓ), Dℓ
i,i ∈ L2(Ωℓ)},

où divDℓ = (Dℓ
i,i). Ces espaces Wℓ et Wℓ sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par

(φℓ, ξℓ)Wℓ = (∇φℓ,∇ξℓ)Hℓ , (Dℓ,Eℓ)Wℓ = (Dℓ,Eℓ)Hℓ + (divDℓ, divEℓ)L2(Ωℓ), (1.46)
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1.2 Rappels d’analyse

soient ∥ · ∥Wℓ et ∥ · ∥Wℓ les normes associées ; c’est-à-dire

∥ ξℓ ∥Wℓ=∥ ∇ξℓ ∥Hℓ , ∥ Dℓ ∥2Wℓ=∥ Dℓ ∥2Hℓ + ∥ divDℓ ∥2L2(Ωℓ) . (1.47)

Puisque mes(Γℓa) > 0, l’inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une

constante cF > 0 dépendant uniquement de Ωℓ et Γℓa telle que

∥ ∇ξℓ ∥Wℓ≥ cF ∥ ξℓ ∥H1(Ωℓ), ∀ξℓ ∈ Wℓ. (1.48)

Une démonstration de l’inégalité de Friedrichs-Poincaré peut être trouvé dans [29].

Pour des détails sur les résultats de ce paragraphe nous renvoyons par exemple aux

référence [35, 36].

Sur l’espace W nous considérons le produit scalaire donné par

(φℓ, ξℓ)W ℓ =

∫
Ωℓ

∇φℓ.∇ξℓdx, (1.49)

Il s’ensuit de (1.48) que ∥ · ∥H1(Ωℓ) et ∥ · ∥Wℓ sont des normes équivalentes sur Wℓ et

donc (Wℓ, ∥ · ∥Wℓ) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théorème de trace de

Sobolev, il existe une constante c̃0ℓ dépendant uniquement de Ωℓ, Γℓa et Γ3, telle que

∥ ξℓ ∥L2(Γ3)≤ c̃0
ℓ ∥ ξℓ ∥Wℓ , ∀ξℓ ∈ Wℓ. (1.50)

Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits :

V = V1 × V2 , H = H1 ×H2 , H1 = H1
1 ×H2

1 ,

H = H1 ×H2 , H1 = H1
1 ×H2

1 , E0 = E1
0 × E2

0 ,

E1 = E1
1 × E2

1 , W = W1 ×W2 , W = W1 ×W2,

les espaces V, E1,W et W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires

canoniques notée (·, ·)V, (·, ·)E1 , (·, ·)W et (·, ·)W . Les normes associés seront désignés

par ∥ · ∥V, ∥ · ∥E1 , ∥ · ∥W et ∥ · ∥W , respectivement.

Soit 0 < T <∞ et soit (X, ∥ · ∥X) un espace de Banach réel, nous utilisons le clas-

sique notation pour les espaces Lp(0, T ;X),Wk,p(0, T ;X), où 1 ≤ p ≤ ∞ , k ≥ 1. Nous

notons par C(0, T ; X) et C1(0, T ; X) les espaces des fonctions continues et continûment

différentiables sur [0, T ] avec valeur sur X, respectivement, avec les normes :

∥ f ∥C(0,T ;X)= max
t∈[0,T ]

∥ f (t) ∥X,

∥ f ∥C1(0,T ;X)= max
t∈[0,T ]

∥ f (t) ∥X + max
t∈[0,T ]

∥ ḟ (t) ∥X .

Nous notons par Cc(0, T ; X) l’ensemble des fonctions continues à support compact

dans [0, T ] à valeurs dans X .
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1.2 Rappels d’analyse

Définition 1.2.2 Une fonction f : [0, T ] → X est dite mesurable s’il existe un sous

ensemble E ⊂ [0, T ] de mesure nulle et une suite (fn)n∈N de fonctions appartenant à

Cc(0, T ; X) telle que ∥ fn(t)− f (t) ∥X−→ 0 quand n −→ ∞, pour tout t ∈ [0, T ] \ E.

1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hil-

bert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans

les espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations

variationnelles d’évolution qui interviennent dans l’étude de problème mécanique.

I-Opérateur fortement monotone

Nous commençons ici par un bref rappel sur les opérateurs frottements monotones

et de Lipschitz. Pour cela, on considère un espace de Hilbert X munit du produit

scalaire (·, ·)X et de la norme associé ∥ · ∥X .

Théorème 1.2.5 (Théorème de point fixe de Banach)

Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach (X, ∥ · ∥X).

Supposons que Λ : K → K est une contraction, c’est à dire il existe c ∈]0, 1[ telle que

∥ Λ(u)−Λ(v) ∥X≤ c ∥ u− v ∥X ∀u, v ∈ K.

Alors, il existe un unique élément u ∈ K tel que Λ(u) = u, i.e, possède un point fixe

unique dans K.

Pour l’opérateur Λm : K → K défini par la relation

Λm = Λ(Λm−1) m ≥ 2,

nous avons la version suivante du théorème de point fixe.

Théorème 1.2.6 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach

(X, ∥ · ∥X). Supposons que Λm : K → K est une contraction pour m un entier positif.

Alors Λ admet un point fixe unique dans K.

Définition 1.2.3 Une forme bilinéaire a : X×X −→ R est continue s’il existe un réel

M > 0 tel que :

|a(u, v)| ≤M ∥ u ∥X∥ v ∥X, ∀u, v ∈ X.

17



1.2 Rappels d’analyse

Définition 1.2.4 Une forme bilinéaire a : X×X −→ R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 telle que :

a(u, u) ≥ m ∥ u ∥2X, ∀u ∈ X.

Proposition 1.2.1 Soit A : X −→ X un opérateur fortement monotone et de Lip-

schitz. Alors pour tout f ∈ X il existe un élément unique u ∈ X tel que Au = f.

Le résultat précédent est un cas particulier du théorème de Minty-Browder.

Théorème 1.2.7 (Théorème du Lax-Milgram)

Soit X un espace de Hilbert, a : X × X −→ R une forme bilinéaire continue et

coercive.

Soit l : X −→ R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique

u ∈ X qui satisfait :

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ X. (1.51)

Sous différentiabilité

Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un

sous ensemble de l’espace X.

Définition 1.2.5 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction ΨK définie par

ΨK =

0 si u ∈ K,

+∞ si u /∈ K.

Définition 1.2.6 Soit une fonction j : X −→ R et u un élément de l’espace X tel que

j(u) ̸= ±∞. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté ∂j(u) est l’ensemble défini

par

∂j(u) = {u′ ∈ X′ | j(v) ≥ j(u) + (u′, v − u), ∀v ∈ K}. (1.52)

Le crochet (·, ·) désignant la dualité entre X′ et X.

Tout élément u′ de l’ensemble ∂j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La

fonction j est dite sous-différentiable en u si ∂j(u) ̸= ∅. Elle est dite sous-différentiable

si elle l’est en tout point u de l’espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel ∂ΨK d’une fonction indicatrice ΨK

d’un ensemble convexe non vide

∂ΨK = {u′ ∈ X′ | (u′, v − u) ≤ 0, ∀v ∈ K}. (1.53)
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Inéquations quasi-variationnelles elliptiques d’évolution

La modélisation de plusieurs classes de problèmes physiques conduit aux inégalités

variationnelles elliptiques ou d’évolution, dans lesquelles la fonctionnelle non différen-

tiable dépend de la solution elle même. Ce dernières sont appelées. Nous donnons par

la suite un résultat d’existence et d’unicité pour ce type de problèmes.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (·, ·)H et

de la norme associée ∥·∥H et soit A : X → X un opérateur non linéaire, j : X×X → R

et f ∈ X. Compte tenu de ces données, nous considérons l’inégalité quasivariationnelle

suivante.

u ∈ X, (Au, v − u)X + j(u, v)− j(u, u) ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ X. (1.54)

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A est fortement monotone et

de Lipschitz, c’est-à-dire

(a) Il existe LA > 0 tel que

∥Au1 − Au2∥X ⩽ LA∥u1 − u2∥X , ∀u1, u2 ∈ X,

(b) Il existe mA > 0 tel que

(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≥ mA∥u1 − u2∥2X , ∀u1, u2 ∈ X.

(1.55)

et la fonctionnelle j : X ×X → R satisfait

(a)Pour tout j(u, ·) est convexe et s.c.i.surX

(b) Il existe mj > 0 tel que

j(u1, v2)− j(u1, v1) + j(u2, v1)− j(u2, v2)

≤ mj∥u1 − u2∥X∥v1 − v2∥X ∀u1, u2, v1, v2. ∈ X

(1.56)

L’existence et l’unicité d’une solution au problème (1.54) est donnée par le résultat

suivant

Théorème 1.2.8 Supposons que les hypothèses (1.55) et (1.56) sont satisfaites. Alors,

si mj < mA, pour tout f ∈ X, il existe une solution unique u ∈ X au problème (1.54).

Une démonstration du Théorème se trouve par exemple dans [38] p.83.

Dans la troisième chapitre du mémoire, nous utiliserons un résultat abstrait sur

les inéquations quasi-variationnelles d’évolution. Ce résultat concerne les problèmes du

type suivant.

Trouveru : [0, T ] → X tel que
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(Au̇(t), v − u̇(t))X + (Bu(t), v − u̇(t))X + j(u(t), v)− j(u(t), u̇(t))X

⩾ (f(t), v − u̇(t))X ∀v ∈ X, t ∈ [0, T ], (1.57)

u(0) = u0. (1.58)

La différence entre le problème (1.54) et le problème (1.57)−(1.58) consiste dans le

fait que le dernier et problème est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du

temps, la dérivée u̇ apparâit dans la formulation du problème et par conséquent, une

condition initiale, est (1.58), rajoutée.

Pour étudier le problème (1.57)−(1.58), en plus des hypothèses (1.55) et (1.56),

nous avons besoin des hypothèses suivantes.

L’opérateur non linéaire B : X → X est de lipschitz, c’est-à-dire

∃LB > 0 tel que ∥Bu1 −Bu2∥X ≤ LB∥u1 − u2∥X ∀u1, u2 ∈ X. (1.59)

Aussi, nous supposons que

f ∈ C(0, T ;X), (1.60)

u0 ∈ X. (1.61)

Dans l’étude du problème (1.57)−(1.58), nous avons le résultat suivant.

Théorème 1.2.9 [22] Soient (1.55), (1.56) et (1.58)−(1.59) satisfaites. Alors

1. Il existe une unique solution u ∈ C1(0, T ;X) au problème (1.57)−(1.58).

2. Si u1 et u2 sont deux solutions du problème (1.57)−(1.58) correspondant aux

données f1, f2 alors il existe c > 0 tel que

∥u̇1(t)− u̇2(t)∥X ≤ c (∥f1(t)− f2(t)∥X + ∥u1(t)− u2(t)∥X), ∀t ∈ [0, T ]. (1.62)

Ce résultat d’existence, d’unicité et de régularité a été prouvé dans [22] et peut être

aussi trouvé dans [23] p.232−236.

Équations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux résultats sur les équations d’évolution

et un résultat sur les inéquations variationnelles d’évolution.

II- Équation différentielle ordinaire

Théorème 1.2.10 (Cauchy-Lipschitz) : [43] Soit (X, ∥ · ∥X) un espace de Banach

réel et soit F(t, ·) : X → X un opérateur défini p.p. sur (0, T ), qui satisfait les propriétés
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suivantes :

(a)Il existeLF > 0 tel que

∥ F(t, x)− F(t, y) ∥X≤ LF ∥ x− y ∥X ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ (0, T ),

(b)Il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que

F(·, x) ∈ Lp(0, T ; X) ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique x ∈ W1,p(0, T ; X) tel que

ẋ(t) = F(t, x(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x0.

Pour des détails sur ce théorème on peut renvoyer le lecteur par exemple à [43] p.60.

Définition 1.2.7 S’il est l’inclusion de (X, ∥ · ∥X) dans (Y, ∥ · ∥Y) est continue et X

est dense dans Y, le triplet

X ⊂ Y ⊂ X
′

s’appelle le triplet de Gelfand, oùX′ l’espace dual de X.

Inéquation variationnelle d’évolution

Théorème 1.2.11 [37] Soit X ⊂ Y = Y
′ ⊂ X

′ un triplet de Gelfand, F est un sous-

ensemble fermé non vide et convexe de X, et soit a(·, ·) : X × X → R est une forme

bilinéaire symétrique et continue qui satisfait

il existeα > 0 et c0 a(v, v) + c0 ∥v∥2Y ≥ α∥v∥2X ∀v ∈ X. (1.63)

Alors, pour tout u0 ∈ F et f ∈ L2(0, T ; Y), il existe une unique fonction u ∈

H1(0, T ; Y) ∩ L2(0, T ; X) qui satisfait u(0) = u0, u(t) ∈ F pour tout t ∈ [0, T ], et

(u̇(t), v−u(t))X′×X+a(u(t), v−u(t)) ≥ (f(t), v−u(t))Y v ∈ F p.p. t ∈ (0, T ). (1.64)

Pour la démonstration de cet théorème on peut regarder dans [37].

1.2.5 Lemme de Gronwall

Lemme 1.2.1 Soient m,n ∈ C(0, T ;R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout

t ∈ [0, T ], a ≥ 0 une constante et ϕ ∈ C([0, T ];R). est une fonction telle que
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(1) Si

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ϕ(t) ≤ (a+

∫ t

0

m(s)ds)exp(
∫ t

0

n(s)ds) ∀t ∈ [0, T ].

(2) Si

ϕ(t) ≤ m(t) + a

∫ t

0

ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors ∫ t

0

ϕ(s)ds ≤ eat
∫ t

0

m(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.2.1 Soient n ∈ C([0, T ];R) telles que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]. Si

ϕ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

ϕ(t) ≤ a+

∫ t

0

n(s)ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ϕ(t) ≤ a.exp(
∫ t

0

n(s)ds), ∀t ∈ [0, T ].

Le corollaire 1.2.1 est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution, de la

façon suivante.

On suppose deux solutions, en notant par ϕ la norme de la différence entre ces

solutions, on essaie ensuite de majorer ϕ sous la forme

ϕ(t) ≤
∫ t

0

n(s)ϕ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

avec une certaine fonction n ≥ 0. En appliquant corollaire 1.2.1 donne immédiatement

la nullité de ϕ.
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Chapitre 2

Problème de Contact avec

adhésion et frottement en électro-

viscoélasticité avec mémoire longue

et endommagement

2.1 Formulation du problème

Dans cette section, nous considérons le problème quasistatique, pour une loi de

comportement électro-viscoélastique avec mémoire longue et endommagement, sous

les conditions aux limites de contact avec frottement et adhésion entre deux corps

déformables.
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Fig.1 : contact entre deux corps électro-viscoélastiques.

Dans la suite nous désignerons par Ω1 et Ω2 les domaines qu’occupent les deux

corps électro-viscoélastique dans Rd (d = 2, 3), on suppose que la frontière de chacun

des dommaines Ωℓ est constituée de trois parties disjointes Ωℓ = Γℓ = Γℓ1 ∪ Γℓ2 ∪ Γℓ3, on

suppose que les parties Γℓ1,Γ
ℓ
2,Γ

ℓ
3, sont mesurables au sens de Lebesgue, d’une part, et

en deux parties mesurable Γℓa et Γℓb, telles que mes(Γℓ1) > 0 et mes(Γℓa) > 0. On sup-

pose que les champs des déplacements s’annuls sur Γℓ1, que des tractions surfasique f ℓ2
s’appliquent sur Γℓ2× (0, T ), que des forces volumiques f ℓ0 agissent dans Ωℓ× (0, T ), des

charges électriques de densité volumiques qℓ0 dans Ωℓ× (0, T ) et des charges électriques

de densité surfacique qℓ2 sur Γℓb× (0, T ). Nous noterons par Γℓ3 l’interface de contact du

corps Ωℓ, (ℓ = 1, 2), on a : Γ1
3 = Γ2

3, noté par Γ3. Alors le modèle classique pour ce

processus est le suivant.

Problème P. Pour ℓ = 1, 2, trouver les champs des déplacements uℓ : Ωℓ×(0, T ) → Rd,

les champs des contraintes σℓ : Ωℓ × (0, T ) → Sd, les potentiels électriques φℓ :

Ωℓ×(0, T ) → R, les champs d’endommagements ζℓ : Ωℓ×(0, T ) → R, un champ d’adhé-

sion β : Γ3×(0, T ) → R et les champs des déplacements électriques Dℓ : Ωℓ×(0, T ) → Rd

tels que :

σℓ = Aℓε(u̇ℓ) + Gℓε(uℓ) + (E ℓ)∗∇φℓ +
∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓ(s)), ζℓ(s))ds, (2.1)

dans Ωℓ × (0, T ),

Dℓ = E ℓε(uℓ)− Bℓ∇φℓ dans Ωℓ × (0, T ), (2.2)

ζ̇ℓ − κℓ∆ζℓ + ∂ΨKℓ(ζℓ) ∋ ϕℓ
(
σℓ −Aℓε(u̇ℓ), ε(uℓ), ζℓ

)
, dans Ωℓ × (0, T ), (2.3)

Divσℓ + f ℓ0 = 0 dans Ωℓ × (0, T ), (2.4)

divDℓ − qℓ0 = 0 dans Ωℓ × (0, T ), (2.5)

uℓ = 0 sur Γℓ1 × (0, T ), (2.6)

σℓνℓ = f ℓ2 sur Γℓ2 × (0, T ), (2.7)

σ
1
ν = σ2

ν ≡ σν

−σν = pν([uν ])− γνβ
2Rν([uν ])

sur Γ3 × (0, T ), (2.8)
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2.1 Formulation du problème



σ1
τ = −σ2

τ ≡ στ

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥≤ µpν([uν ])

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥< µpν([uν ]) ⇒ [u̇τ ] = 0

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥= µpν([uν ]) ⇒ ∃λ ⩾ 0

telle queστ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) = −λ[u̇τ ]

sur Γ3 × (0, T ), (2.9)

β̇ = −
(
β(γν(Rν([uν ]))

2 + γτ∥Rτ ([uτ ])∥2)− ϵa
)
+

sur Γ3 × (0, T ), (2.10)

φℓ = 0 sur Γℓa × (0, T ), (2.11)

Dℓ · νℓ = qℓ2 sur Γℓb × (0, T ), (2.12)
∂ζℓ

∂νℓ
= 0 sur Γℓ × (0, T ), (2.13)

uℓ(0) = uℓ0, ζℓ(0) = ζℓ0 dans Ωℓ, (2.14)

β(0) = β0 sur Γ3. (2.15)

D’abord, les équations (2.1) et (2.2) représentent la loi constitutive électro- visco-

élastique avec mémoire longue et endommagement, l’évolution d’endommagement est

modélise par l’inclusion du type parabolique donnée par la relation (2.3). Les équations

(2.4) et (2.5) sont les équations d’équilibre écrites pour les champs de contrainte et de

déplacement électrique, respectivement. De plus, les conditions (2.6) et (2.7) repré-

sentent les conditions aux limites classiques de déplacement-traction, respectivement.

L’équation (2.8) représente la condition de compliance normale avec adhésion sur la

surface de contact Γ3 où γν est le coefficient d’adhésion. Et les conditions (2.9) sont les

conditions de frottement et d’adhésion, où les opérateurs de troncature sont donnés par

(1.26) et (1.29). Ensuite, l’équation (2.10) représente l’équation différentielle ordinaire

qui décrit l’évolution du champ d’adhésion et il était déja utilisé, pour plus de détaits.

Ici, outre γτ et εa. (2.11) et (2.12) représentent les conditions aux limites électriques. La

relation (2.13) représente une condition aux limite de Neumann homogène où ∂ζℓ

∂νℓ
est

la dérivée normale de ζℓ. (2.14) représente le champ de déplacement initial et le champ

d’endommagement initial. Enfin, (2.15) représente la condition initiale dans laquelle β0
est le champ d’adhésion donné.

On considère maintenant les hypothèses suivantes :
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2.1 Formulation du problème

L’opérateur de viscosité Aℓ : Ωℓ × Sd → Sd vérifie :

(a) Il existe LAℓ > 0 tel que :

∥Aℓ(x, ξ1)−Aℓ(x, ξ2)∥ ≤ LAℓ∥ξ1 − ξ2∥, ∀ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p.x ∈ Ωℓ.

(b) Il existe mAℓ > 0 tel que

(Aℓ(x, ξ1)−Aℓ(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mAℓ∥ξ1 − ξ2∥2, ∀ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p.x ∈ Ωℓ.

(c)L’applicationx 7→ Aℓ(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ωℓ, ∀ξ ∈ Sd.

(d)L’applicationx 7→ Aℓ(x, 0) est continue sur Sd, p.p.x ∈ Ωℓ.

(2.16)

L’opérateur d’élasticité Gℓ : Ωℓ × Sd → Sd vérifie :

(a) Il existe LGℓ > 0 tel que :

∥Gℓ(x, ξ1)− Gℓ(x, ξ2)∥ ≤ LGℓ∥ξ1 − ξ2∥ ∀ξ1, ξ2 ∈ Sd, p.p.x ∈ Ωℓ.

(b)L’applicationx 7→ Gℓ(x, ξ) est Lebesgue mesurable dans Ωℓ, ∀ξ ∈ Sd.

(c)L’applicationx 7→ Gℓ(x, 0) appartient à Hℓ.

(2.17)

La fonction de relaxation F ℓ : Ωℓ × (0, T )× Sd × R → Sd vérifie :

(a) Il existe LFℓ > 0 telle que :

∥F ℓ(x, t, ξ1, d1)−F ℓ(x, t, ξ2, d2)∥ ≤ LFℓ(∥ξ1 − ξ2∥+ |d1 − d2|),

∀t ∈ (0, T ), ξ1, ξ2 ∈ Sd, d1, d2 ∈ R, p.p.x ∈ Ωℓ.

(b)L’applicationx 7→ F ℓ(x, t, ξ, d) est Lebesgue mesurable dans Ωℓ, ∀t ∈ (0, T ), ξ ∈ Sd, d ∈ R.

(c)L’applicationx 7→ F ℓ(x, t, ξ, d) est continue dans (0, T ), ∀ξ ∈ Sd, d ∈ R, p.p.x ∈ Ωℓ.

(d)L’applicationx 7→ F ℓ(x, t, 0, 0) appartient à Hℓ, ∀t ∈ (0, T ).

(2.18)
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2.1 Formulation du problème

La fonction source d’endommagement ϕℓ : Ωℓ × Sd × Sd × R → R vérifie :

(a) Il existe Lϕℓ > 0 telle que :

|ϕℓ(x, η1, ξ1, α1)− ϕℓ(x, η2, ξ2, α2)| ≤ Lϕℓ(∥η1 − η2∥+ ∥ξ1 − ξ2∥+ |α1 − α2|),

∀η1, η2, ξ1, ξ2 ∈ Sd, etα1, α2 ∈ R, p.p.x ∈ Ωℓ.

(b)L’applicationx 7→ ϕℓ(x, η, ξ, α) est Lebesgue mesurable sur Ωℓ, ∀η, ξ ∈ Sd etα ∈ R,

(c)L’applicationx 7→ ϕℓ(x, 0, 0, 0) appartient à L2(Ωℓ),

(d)ϕℓ(x, η, ξ, α) est bornée ∀η, ξ ∈ Sd , α ∈ R, p.p.x ∈ Ωℓ.

(2.19)

Le tenseur piézoélectrique E ℓ : Ωℓ × Sd → Rd vérifie :(a) E ℓ(x, τ) = (eℓijk(x)τjk) ∀τ = (τij) ∈ Sd p.p. x ∈ Ωℓ,

(b) eℓijk = eℓikj ∈ L∞(Ωℓ), 1 ≤ i, j, k ≤ d.
(2.20)

Rappelons aussi que l’opérateur transposé (E ℓ)∗ est donné par (E ℓ)∗ = eℓ,∗ijk où eℓ,∗ijk = eℓkij

et l’égalité suivante est satisfaite :

E ℓσ · v = σ · (E ℓ)∗v ∀σ ∈ Sd, ∀v ∈ Rd.

Le tenseur de permittivité électrique Bℓ = (bℓij) : Ω
ℓ×Rd −→ Rd vérifie les hypothèses :

(a)Bℓ(x,E) = (bℓij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd p.p. x ∈ Ωℓ,

(b) bℓij = bℓji, b
ℓ
ij ∈ L∞(Ωℓ), 1 ≤ i, j ≤ d,

(c) Il existe mBℓ > 0 tel que BℓE · E ≥ mBℓ∥E∥2, ∀E = (Ei) ∈ Rd p.p x ∈ Ωℓ.

(2.21)

La fonction de compliance normale pν : Γ3 × R −→ R+ vérifie

(a) Il existe Lν > 0 telle que :

|pν(x, r1)− pν(x, r2)| ≤ Lν |r1 − r2|, ∀r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3,

(b) (pν(x, r1)− pν(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0, ∀r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3,

(c) l’application x 7−→ pν(x, r) est mesurable surΓ3, pour tout r ∈ R,

(d) pν(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(2.22)

On suppose que les forces volumiques f ℓ0 et les tractions surfaciques f ℓ2 , et les charges

électriques volumique qℓ0 et surfaciques qℓ2 ont les régularités

f ℓ0 ∈ C(0, T ; L2(Ωℓ)d), f ℓ2 ∈ C(0, T ; L2(Γℓ2)
d), (2.23)
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2.1 Formulation du problème

qℓ0 ∈ C(0, T ; L2(Ωℓ)), qℓ2 ∈ C(0, T ; L2(Γℓb)). (2.24)

Les coefficients d’adhésion γν , γτ et ϵa satisfont les conditions

γν , γτ ∈ L∞(Γ3), ϵa ∈ L2(Γ3), γν , γτ , ϵa ≥ 0 p.p. surΓ3. (2.25)

La diffusion de la microfissure de confficients est vérifie

κℓ > 0. (2.26)

Tandis que le coefficient de frottement µ vérifie

µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 p.p. surΓ3. (2.27)

Le champ initial d’adhésion satisfait

β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1, p.p. surΓ3, (2.28)

et le champ initial de déplacement satisfait

uℓ0 ∈ Vℓ. (2.29)

Finalement, le champ initial d’endommagement satisfait

ζℓ0 ∈ Kℓ. (2.30)

Où, Kℓ est l’ensemble des fonctions d’endommagements admissibles définis dans

(1.2.5).

Nous énonçons maintenant quelques définitions qu’on utilise dans la suite de ce

chapitre.

En utilisant le théorème de représentation de Riesz. On définit la fonction f =

(f 1, f 2) : [0, T ] → V par :

(f (t),v)V =
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

f ℓ0 (t) · vℓdx+
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
2

f ℓ2 (t) · vℓda, ∀v ∈ V, (2.31)

et la fonction q = (q1, q2) : [0, T ] → W par :

(q(t), ζ)W =
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

qℓ0(t) · ζℓdx−
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
b

qℓ2(t) · ζℓda, ∀ζ ∈ W. (2.32)

Les conditions (2.23) et (2.24) impliquent

f ∈ C(0, T ; V), q ∈ C(0, T ;W). (2.33)
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2.2 Formulation variationnelle

Nous définissons la forme bilinéaire a : E1 × E1 → R

a(ζ, ξ) =
2∑
ℓ=1

κℓ
∫
Ωℓ

∇ζℓ · ∇ξℓdx. (2.34)

On définit la fonctionnelle d’adhésion comme suit jad : L2(Γ3)× V × V → R par

jad(β,u,v) =

∫
Γ3

(−γνβ2Rν([uν ])[vν ] + γτβ
2Rτ ([uτ ]) · [vτ ])da. (2.35)

La fonctionnelle de compliance normale jνc : V × V → R par

jνc(u,v) =

∫
Γ3

pν([uν ])[vν ]da, (2.36)

et, la fonctionnelle de frottement jfr : V × V → R est définie par

jfr(u,v) =

∫
Γ3

µpν([uν ]) ∥ [vτ ] ∥ da. (2.37)

La condition (2.22) entraîne que les intégrales dans (2.36) et (2.37) sont bien définies.

2.2 Formulation variationnelle

A l’aide des formules de Green on voit directement que si u, φ et β sont des fonctions

suffesamment régulières qui satisfont (2.4), (2.6), (2.8) et (2.9) avec (2.35), (2.36) et

(2.37) pour tout t ∈ (0, T ) on déduit que :

(σℓ, ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t)))Hℓ +(Divσℓ,vℓ− u̇ℓ(t))Hℓ =

∫
Γℓ

σℓνℓ · (vℓ− u̇ℓ(t))da, ∀vℓ ∈ Vℓ.

On a∫
Ωℓ

σℓ(ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t)))dx+

∫
Ωℓ

Divσℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))dx =

∫
Γℓ
1

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da

+

∫
Γℓ
2

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da+

∫
Γℓ
3

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da, ∀vℓ ∈ Vℓ.

La formule de Green pour ℓ = 1 :∫
Ω1

σ1(ε(v1)− ε(u̇1(t)))dx+

∫
Ω1

Divσ1 · (v1 − u̇1(t))dx =

∫
Γ1
1

σ1ν1 · (v1 − u̇1(t))da+

∫
Γ1
2

σ1ν1 · (v1 − u̇1(t))da+

∫
Γ1
3

σ1ν1 · (v1 − u̇1(t))da, ∀v1 ∈ V1. (2.38)

La formule de Green pour ℓ = 2 :∫
Ω2

σ2(ε(v2)− ε(u̇2(t)))dx+

∫
Ω2

Divσ2 · (v2 − u̇2(t))dx =

∫
Γ2
1

σ2ν2 · (v2 − u̇2(t))da+
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2.2 Formulation variationnelle

∫
Γ2
2

σ2ν2 · (v2 − u̇2(t))da+

∫
Γ2
3

σ2ν2 · (v2 − u̇2(t))da, ∀v2 ∈ V2, (2.39)

à addition (2.38) et (2.39)

2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

σℓ(ε(vℓ)−ε(u̇ℓ(t)))dx+
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

Divσℓ · (vℓ− u̇ℓ(t))dx =

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
1

σℓνℓ·(vℓ−u̇ℓ(t))da+
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
2

σℓνℓ·(vℓ−u̇ℓ(t))da+
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
3

σℓνℓ·(vℓ−u̇ℓ(t))da, ∀vℓ ∈ Vℓ,

d’aprés (1.40), (2.4), et (2.6)-(2.7) on a :

2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

σℓ(ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t)))dx−
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

f ℓ0 · (vℓ− u̇ℓ(t))dx =
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
2

f ℓ2 · (vℓ− u̇ℓ(t))da+

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
3

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da, ∀vℓ ∈ Vℓ.

Alors :
2∑
ℓ=1

(σℓ, ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t)))Hℓ −
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

f ℓ0 · (vℓ − u̇ℓ(t))dx =
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
2

f ℓ2 · (vℓ − u̇ℓ(t))da+

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
3

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da, ∀vℓ ∈ Vℓ.

Donc :
2∑
ℓ=1

(σℓ, ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t))Hℓ =
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

f ℓ0 · (vℓ − u̇ℓ(t))dx +
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
2

f ℓ2 · (vℓ − u̇ℓ(t))da+

2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
3

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da, ∀vℓ ∈ Vℓ,

d’aprés (2.31)

(f (t),v − u̇(t))V =
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

f ℓ0 (t) · (vℓ − u̇ℓ(t)) dx+
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
2

f ℓ2 (t) · (vℓ − u̇ℓ(t)) da.

En suite :
2∑
ℓ=1

(σℓ, ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t))Hℓ = (f (t),v− u̇(t))V +
2∑
ℓ=1

∫
Γ3

σℓνℓ · (vℓ− u̇ℓ(t))da, ∀vℓ ∈ Vℓ.

On calcule
2∑
ℓ=1

∫
Γ3

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da =? :
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2.2 Formulation variationnelle

2∑
ℓ=1

∫
Γ3

σℓνℓ · (vℓ − u̇ℓ(t))da =

∫
Γ3

σ1ν1 · (v1 − u̇1(t))da+

∫
Γ3

σ2ν2 · (v2 − u̇2(t))da

=

∫
Γ3

σ1
ν(v

1
ν − u̇1

ν(t))da+

∫
Γ3

σ2
ν(v

2
ν − u̇2

ν(t))da

+

∫
Γ3

σ1
τ (v

1
τ − u̇1

τ (t))da+

∫
Γ3

σ2
τ (v

2
τ − u̇2

τ (t))da

=

∫
Γ3

σν([vν − u̇ν(t)])da+

∫
Γ3

στ ([vτ − u̇τ (t)])da

=

∫
Γ3

(−pν([uν ]) + γνβ
2Rν([uν ]))([vν − u̇ν(t)])da

+

∫
Γ3

στ ([vτ − u̇τ (t)])da,

alors :
2∑
ℓ=1

∫
Γ3

σℓνℓ·(vℓ−u̇ℓ(t))da =

∫
Γ3

(−pν([uν ])+γνβ2Rν([uν ]))([vν−u̇ν(t)])da+
∫
Γ3

στ ([vτ−u̇τ (t)])da.

(2.40)

Nous supposons que Γ3 = Γ+
3 ∪ Γ−

3 ,

où Γ+
3 = {x ∈ Γ3 / ∥ στ + γτβ

2Rτ ([uτ ]) ∥< µpν([uν ])}

et Γ−
3 = {x ∈ Γ3 / ∥ στ + γτβ

2Rτ ([uτ ]) ∥= µpν([uν ])}.∫
Γ3

στ ([vτ − u̇τ (t)])da =

∫
Γ+
3

στ ([vτ − u̇τ (t)])da+

∫
Γ−
3

στ ([vτ − u̇τ (t)])da.

Maintenant, en utilisant (2.9).∫
Γ+
3

(στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]))([vτ ])da ≥ −

∫
Γ+
3

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥∥ [vτ ] ∥ da

≥ −
∫
Γ+
3

µpν([uν ])(∥ [vτ ] ∥ − ∥ [u̇τ ] ∥)da, (2.41)

nous utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient∫
Γ−
3

(στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]))([vτ ])da ≥ −

∫
Γ−
3

∥ στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]) ∥∥ [vτ ] ∥ da

≥ −
∫
Γ−
3

µpν([uν ]) ∥ [vτ ] ∥ da, (2.42)

et ∫
Γ−
3

(στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]))([u̇τ (t)])da ≥ −λ

∫
Γ−
3

∥ [u̇τ ] ∥2 da

≥ −
∫
Γ−
3

µpν([uν ]) ∥ [u̇τ ] ∥ da. (2.43)
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2.2 Formulation variationnelle

Par substitution (2.42) de (2.43)

∫
Γ−
3

(στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]))([vτ − u̇τ (t)])da ≥ −

∫
Γ−
3

µpν([uν ]) ∥ [vτ ] ∥ da+
∫
Γ−
3

µpν([uν ]) ∥ [u̇τ ] ∥ da.

(2.44)

nous utilisons (2.41) et le égalité (2.44) pour trouver∫
Γ3

(στ + γτβ
2Rτ ([uτ ]))([vτ − u̇τ (t)])da ≥ −

∫
Γ3

µpν([uν ])(∥ [vτ ] ∥ − ∥ [u̇τ ] ∥)da.

(2.45)

Maintenant, nous utilisons (2.40) et (2.45) pour trouver

2∑
ℓ=1

(σℓ, ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t))Hℓ ≥ (f (t),v − u̇(t))V −
∫
Γ3

pν([uν ])([vν − u̇ν(t)])da

+

∫
Γ3

γνβ
2Rν([uν ])([vν − u̇ν(t)])da−

∫
Γ3

µpν([uν ])(∥ [vτ ] ∥ − ∥ [u̇τ ] ∥)da

−
∫
Γ3

γτβ
2Rτ ([uτ ]))([vτ − u̇τ (t)])da.

D’aprés (2.35)−(2.37), on a

2∑
ℓ=1

(σℓ, ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t)))Hℓ + jad(β(t),u(t),v − u̇(t)) + jνc(u(t),v − u̇(t))

+jfr(u(t),v)− jfr(u(t), u̇(t)) ≥ (f (t),v − u̇(t))V, (2.46)

et de (2.1), on obtient :

2∑
ℓ=1

(Aℓε(u̇ℓ(t)), ε(vℓ−u̇ℓ(t)))Hℓ+
2∑
ℓ=1

(Gℓε(uℓ(t)), ε(vℓ−u̇ℓ(t)))Hℓ+
2∑
ℓ=1

((E ℓ)∗∇φℓ(t), ε(vℓ−u̇ℓ(t)))Hℓ

+
2∑
ℓ=1

(∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓ(s)), ζℓ(s))ds, ε(vℓ − u̇ℓ(t))

)
Hℓ

+ jad(β(t),u(t),v − u̇(t))

+ jνc(u(t),v − u̇(t)) + jfr(u(t),v)− jfr(u(t), u̇(t)) ≥ (f (t),v − u̇(t))V, (2.47)

∀vℓ ∈ Vℓ, p.p. t ∈ (0, T ), ζℓ(t) ∈ Kℓ.

En utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du problème ainsi que

les conditions (2.5), (2.11) et la définition (2.32) on a :

(Dℓ,∇ϕℓ)Hℓ + (DivDℓ, ϕℓ)Hℓ =

∫
Γℓ

Dℓνℓ · ϕℓda, ∀ϕℓ ∈ Hℓ
1, (2.48)

∫
Ωℓ

Dℓ ·∇ϕℓdx+
∫
Ωℓ

DivDℓ ·ϕℓdx =

∫
Γℓ
a

Dℓνℓ ·ϕℓda+
∫
Γℓ
b

Dℓνℓ ·ϕℓda, ∀ϕℓ ∈ Hℓ
1. (2.49)
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2.2 Formulation variationnelle

La formule de Green pour ℓ = 1∫
Ω1

D1 · ∇ϕ1dx+

∫
Ω1

DivD1 · ϕ1dx =

∫
Γ1
a

D1ν1 · ϕ1da+

∫
Γ1
b

D1ν1 · ϕ1da, ∀ϕ1 ∈ H1
1 .

(2.50)

La formule de Green pour ℓ = 2∫
Ω2

D2 · ∇ϕ2dx+

∫
Ω2

DivD2 · ϕ2dx =

∫
Γ2
a

D2ν2 · ϕ2da+

∫
Γ2
b

D2ν2 · ϕ2da, ∀ϕ2 ∈ H2
1 .

(2.51)

Pour ℓ = 1, 2, on a d’aprés (2.11) :∫
Γℓ
a

Dℓνℓ · ϕℓda = 0,

à addition (2.50) et (2.51) on a :

2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

Dℓ · ∇ϕℓdx+
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

DivDℓ · ϕℓdx =
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
b

Dℓνℓ · ϕℓda.

On a d’aprés (2.5) et (2.12) :

2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

Dℓ · ∇ϕℓdx+
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

qℓ0 · ϕℓdx =
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
b

qℓ2 · ϕℓda,

2∑
ℓ=1

(Dℓ,∇ϕℓ)Hℓ +
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

qℓ0 · ϕℓdx−
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
b

qℓ2 · ϕℓda = 0.

On a d’aprés (2.32) :

2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

qℓ0 · ϕℓdx−
2∑
ℓ=1

∫
Γℓ
b

qℓ2 · ϕℓda = (q(t), ϕ)W.

Donc :
2∑
ℓ=1

(Dℓ,∇ϕℓ)Hℓ + (q(t), ϕ)W = 0.

De (2.2), on obtient :

2∑
ℓ=1

(Bℓ∇φℓ,∇ϕℓ)Hℓ−
2∑
ℓ=1

(E ℓε(uℓ(t)),∇ϕℓ)Hℓ = (q(t), ϕ)W, ∀ϕ ∈ W, t ∈ (0, T ). (2.52)

Enfin, soit ζℓ(t) ∈ Kℓ et pour tout t ∈ (0, T ). De la définition (1.2.3) de ∂ΨKℓ(ζℓ)

et de (2.3), on obtient(
ϕℓ
(
σℓ −Aℓε(u̇ℓ(t)), ε(uℓ(t)), ζℓ(t)

)
− ζ̇ℓ(t) + κℓ∆ζℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

≤ 0,∀ξℓ ∈ Kℓ.

33



2.2 Formulation variationnelle

donc (
ϕℓ
(
σℓ −Aℓε(u̇ℓ(t)), ε(uℓ(t)), ζℓ(t)

)
, ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

≤
(
ζ̇ℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

− κℓ
(
∆ζℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

.

En utilisant la formule de Green et (2.13)

(
∆ζℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

= −
∫
Ωℓ

∇ζℓ(t) · ∇(ξℓ − ζℓ(t))dx.

En suite (
ζ̇ℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

+ κℓ
∫
Ωℓ

∇ζℓ(t) · ∇(ξℓ − ζℓ(t))dx

≥
(
ϕℓ
(
σℓ −Aℓε(u̇ℓ(t)), ε(uℓ(t)), ζℓ(t)

)
, ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

.

alors
2∑
ℓ=1

(
ζ̇ℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

+
2∑
ℓ=1

κℓ
∫
Ωℓ

∇ζℓ(t) · ∇(ξℓ − ζℓ(t))dx

≥
2∑
ℓ=1

(
ϕℓ
(
σℓ(t)−Aℓε(u̇ℓ(t)), ε(uℓ(t)), ζℓ(t)

)
, ξℓ−ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

∀ξℓ ∈ Kℓ,

D’aprés (2.34), on trouve

2∑
ℓ=1

(
ζ̇ℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

+ a (ζ(t), ξ − ζ(t))

≥
2∑
ℓ=1

(
ϕℓ
(
σℓ(t)−Aℓε(u̇ℓ(t)), ε(uℓ(t)), ζℓ(t)

)
, ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

∀ξℓ ∈ Kℓ. (2.53)

De (2.1), (2.2), (2.46), (2.53), (2.52), (2.10), (2.14) et (2.15), on obtient la formulation

variationnelle du problème P .

Problème PV. Trouver les champs des déplacements u = (u1,u2) : [0, T ] → V,

les champs des contraintes σ = (σ1,σ2) : [0, T ] → H, les potentiels électriques φ =

(φ1, φ2) : [0, T ] → W, les champs d’endommagements ζ = (ζ1, ζ2) : [0, T ] → E1, le

champ d’adhésion β : [0, T ] → L∞(Γ3) et les champs des déplacements électriques

D = (D1,D2) : [0, T ] → W , tels que :

σℓ = Aℓε(u̇ℓ) + Gℓε(uℓ) + (E ℓ)∗∇φℓ +
∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓ(s)), ζℓ(s))ds, (2.54)

dansΩℓ × (0, T ),

Dℓ = E ℓε(uℓ)− Bℓ∇φℓ dansΩℓ × (0, T ), (2.55)
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2.2 Formulation variationnelle

2∑
ℓ=1

(σℓ, ε(vℓ)− ε(u̇ℓ(t)))Hℓ + jad(β(t),u(t),v − u̇(t)) + jνc(u(t),v − u̇(t))

+ jfr(u(t),v)− jfr(u(t), u̇(t)) ≥ (f (t),v − u̇(t))V, (2.56)

∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ),

ζ(t) ∈ K,
2∑
ℓ=1

(
ζ̇ℓ(t), ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

+ a(ζ(t), ξ − ζ(t))

≥
2∑
ℓ=1

(
ϕℓ
(
σℓ(t)−Aℓε(u̇ℓ(t)), ε(uℓ(t)), ζℓ(t)

)
, ξℓ − ζℓ(t)

)
L2(Ωℓ)

,

(2.57)

∀ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T )

2∑
ℓ=1

(Bℓ∇φℓ(t),∇ϕℓ)Hℓ −
2∑
ℓ=1

(E ℓε(uℓ(t)),∇ϕℓ)Hℓ = (q(t), ϕ)W, (2.58)

∀ϕ ∈ W, p.p. t ∈ (0, T ),

β̇ = −
(
β(t)(γνRν([uν(t)])

2 + γτ∥Rτ ([uτ (t)])∥2
)
− ϵa)+ p.p. (0, T ), (2.59)

u(0) = u0, ζ(0) = ζ0, (2.60)

β(0) = β0. (2.61)

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant

les fonctionnelles jad, jνc et jfr qui seront utilisées dans les paragraphes suivantes.

Ci-dessous dans cette section, β, β1, β2 dénotent les éléments de L2(Γ3) tel que 0 ≤

β, β1, β2 ≤ 1 p.p. sur Γ3, u1,u2,v1,v2,u
ℓ etvℓ représentent des éléments de Vℓ, et C

est une constante générique positive qui peut dépendre de Ωℓ,Γ3, γτ , γν , pν ,Aℓ,Gℓ, etL,

dont sa valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la raison de simplicité, nous

supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite aux fonctions diverses sur xℓ ∈

Ωℓ ∪ Γ3.

D’abord nous faisons remarquer que les fonctionnelles jad et jνc sont linéaires par

rapport au dernier argument et donc

jad(β,u,−v) = −jad(β,u,v), jνc(u,−v) = −jνc(u,v). (2.62)

En utilisant (2.36), on obtient

jνc(u1,v2)−jνc(u1,v1)−jνc(u2,v2)+jνc(u2,v1) = −
∫
Γ3

(pν([u1ν ])−pν([u2ν ]))([v1ν ]−[v2ν ])da,

et d’après (2.22) (b), on a

jνc(u1,v2)− jνc(u1,v1)− jνc(u2,v2) + jνc(u2,v1) ≤ 0, ∀u1,u2,v1,v2 ∈ V. (2.63)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Maintenant, nous utilisons (2.37) pour trouver

jfr(u1,v2)− jfr(u1,v1)− jfr(u2,v2) + jfr(u2,v1) ≤ µ

∫
Γ3

|pν([u1ν ])− pν([u2ν ])|∥[v1ν ]− [v2ν ]∥,

D’aprés l’hypothèse (2.22) (a), on trouve

jfr(u1,v2)−jfr(u1,v1)−jfr(u2,v2)+jfr(u2,v1) ≤ Lν∥µ∥L∞(Γ3)∥u1−u2∥L2(Γ3)∥v1−v2∥L2(Γ3)

Gardant en tête (1.44), nous obtenons

jfr(u1,v2)−jfr(u1,v1)−jfr(u2,v2)+jfr(u2,v1) ≤ Lνc
2
0 ∥ µ ∥L∞(Γ3)∥ u1−u2 ∥V∥ v1−v2 ∥V,

∀u1,u2,v1,v2 ∈ V. (2.64)

Nous énonçons maintenant notre résultat principal concernant l’unique solvabilité

du Problème PV dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante :

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre intérêt principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et

d’unicité pour le problème variationnel PV.

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (2.16), (2.28), (2.29)−(2.30). le problème varia-

tionnel PV. admet une solution unique {u,σ, φ, ζ, β,D} ayant la régularité suivante :

u ∈ C1(0, T ; V), (2.65)

σ ∈ C(0, T ;H1), (2.66)

φ ∈ C(0, T ;W), (2.67)

ζ ∈ H1(0, T ;E0) ∩ L2(0, T ;E1), (2.68)

β ∈ W1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z, (2.69)

D ∈ C(0, T ;W). (2.70)

Un quadruplet {u,σ, φ, ζ, β,D} qui satisfait (2.54), (2.60)−(2.61) est appelé solution

faible pour le problème P . Nous concluons que, dans les hypothèses (2.16)−(2.30), le

problème mécanique (2.54)−(2.61) a une solution faible unique qui satisfait (2.65)−(2.70).

La preuve de théorème (2.3.1) sera réalisée en plusieurs étapes et est basé sur les équa-

tions d’évolution de la théorie avec des opérateurs monotones, un argument de point
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2.3 Existence et unicité de la solution

fixe et une existence classique et résultat d’unicité pour les inégalités paraboliques cette

fin.

La démonstration du théorème (2.3.1) sera fournie dans cette section suivante.

Démonstration du Théorème 2.3.1

Soit η = (η1, η2) ∈ C(0, T ; V) sera proposée.

Dans la première étape, nous considérons le problème variationnel suivant.

Problème PVu
η . Trouver un champ des déplacements uη = (u1

η,u
2
η) : [0, T ] → V tels

que
2∑
ℓ=1

(Aℓε(u̇ℓη), ε(v
ℓ − u̇ℓη(t)))Hℓ +

2∑
ℓ=1

(Gℓε(uℓη), ε(vℓ − u̇ℓη(t)))Hℓ

+jνc(uη(t),v − u̇η(t)) + jfr(uη(t),v)− jfr(uη(t), u̇η(t)) + (η(t),v − u̇η(t))V

≥ (f (t),v − u̇η(t))V, ∀v ∈ V, t ∈ (0, T ), ζ(t) ∈ K, (2.71)

uη(0) = u0. (2.72)

Dans l’étude du problème variationnel PVu
η , nous avons le résultat suivant .

Lemme 2.3.1 1. Il existe une solution unique uη ∈ C1(0, T ; V) au problème (2.71)

et (2.72).

2. Si u1 et u2, sont deux solutions du problème (2.71) et (2.72) correspondant aux

données η1, η2 ∈ C(0, T ; V), alors il existe c > 0 telle que

∥u̇1(t)− u̇2(t)∥V ≤ c (∥η1(t)− η2(t)∥V + ∥u1(t)−u2(t)∥V), ∀t ∈ [0, T ]. (2.73)

Preuve. Nous allons appliquer le Théorème 1.2.9 dans le cas de l’espace de Hilbert

X = V muni du produit scalaire (·, ·)V et de la norme associée ∥ ·∥V, définies par (1.42)

et (1.43) dans le deuxième chapitre de la première partie.

Nous utilisons le Théorème de représentation de Riesz-Fréchet pour définir les

opérateurs A : V → V, B : V → V par

(Au,v)V =
2∑
ℓ=1

(Aℓε(uℓ), ε(vℓ))Hℓ , (2.74)

(Bu,v)V =
2∑
ℓ=1

(Gℓε(uℓ), ε(vℓ))Hℓ , (2.75)

pour tout u,v ∈ V, et la fonction f η : [0, T ] → V, j : V × V → R par

f η(t) = f(t)− η(t) ∀t ∈ [0, T ], (2.76)
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2.3 Existence et unicité de la solution

j(u,v) = jνc(u,v) + jfr(u,v), ∀u,v ∈ V. (2.77)

En utilisant (2.16)(a)

(Au1 − Au2,v)V = (Au1,v)V − (Au2,v)V

=
2∑
ℓ=1

(Aℓε(uℓ1), ε(v
ℓ))Hℓ −

2∑
ℓ=1

(Aℓε(uℓ2), ε(v
ℓ))Hℓ

=
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

Aℓε(uℓ1)ε(v
ℓ)dx−

2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

Aℓε(uℓ2)ε(v
ℓ)dx

≤
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

LAℓ∥uℓ1 − uℓ2∥Vℓ∥ε(vℓ)∥Hℓdx

⩽ max(LA1 , LA2)

∫
Ω

∥u1 − u2∥V∥v∥Vdx

⩽ LA∥u1 − u2∥V∥v∥V.

On prend v = u1 − u2 donc

(Au1 − Au2,u1 − u2)V ⩽ LA∥u1 − u2∥2V

alors

∥Au1 − Au2∥V ⩽ LA∥u1 − u2∥V.

En applique (2.16) (b) :

(Au1 − Au2,u1 − u2)V = (Au1,u1)V − (Au1,u2)V − (Au2,u1)V + (Au2,u2)V

=
2∑
ℓ=1

(Aℓε(uℓ1), ε(u1))Hℓ −
2∑
ℓ=1

(Aℓε(uℓ1), ε(u
ℓ
2))Hℓ

−
2∑
ℓ=1

(Aℓε(uℓ2), ε(u
ℓ
1))Hℓ +

2∑
ℓ=1

(Aℓε(uℓ2), ε(u
ℓ
2))Hℓ

=
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

(Aℓε(uℓ1)−Aℓε(uℓ2))(ε(u
ℓ
1)− ε(uℓ2))dx

≥
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

mAℓ∥uℓ1 − uℓ2∥2Vℓdx

≥ min(mA1 ,mA2)

∫
Ω

∥u1 − u2∥2Vdx

≥ mA∥u1 − u2∥2V.
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2.3 Existence et unicité de la solution

En utilisant (2.17)

(Bu1 −Bu2,v)V = (Bu1,v)V − (Bu2,v)V

=
2∑
ℓ=1

(Gℓε(uℓ1), ε(vℓ))Hℓ −
2∑
ℓ=1

(Gℓε(uℓ2), ε(vℓ))Hℓ

=
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

Gℓε(uℓ1)ε(vℓ)dx−
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

Gℓε(uℓ2)ε(vℓ)dx

≤
2∑
ℓ=1

∫
Ωℓ

∥Gℓε(uℓ1)− Gℓε(uℓ2)∥Hℓ∥ε(vℓ)∥Hℓdx

⩽ max(LG1 , LG2)

∫
Ω

∥u1 − u2∥V∥v∥Vdx

⩽ LG∥u1 − u2∥V∥v∥V.

On prend v = u1 − u2 donc

(Bu1 −Bu2,u1 − u2)V ⩽ LG∥u1 − u2∥2V

alors

∥Bu1 −Bu2∥V ⩽ LG∥u1 − u2∥V.

Puisque les opérateurs A et B satisfont les conditions (1.55) et (1.59), respective-

ment.

Nous utilisons (2.36) et (2.37) pour voir que la fonctionnelle j définie dans (2.77) sa-

tisfait la condition (1.56)(a). Moyennant (2.22) et (2.27) encore une fois, nous utilisons

(2.63), (2.64) et (2.77), nous trouvons l’inégalité suivante

j(u1,v2)− j(u1,v1)− j(u2,v2)+ j(u2,v1) ≤ Lνc
2
0 ∥ µ ∥L∞(Γ3)∥ u1−u2 ∥V∥ v1−v2 ∥V,

∀u1,u2,v1,v2 ∈ V. (2.78)

ce qui montre que la fonctionnelle j vérifie la condition (1.56)(b) sur X = V . De

plus, en utilisant (2.33) et prenant en considération que η ∈ C(0, T ; V), nous concluons

de (2.76) que fη ∈ C(0, T ; V), i.e., fη satisfait (1.60). Finalement, notons que (2.29)

montre que la condition (1.61) est satisfaite aussi.

En utilisant maintenant (2.74)−(2.77) nous remarquons que le Lemme 2.3.1 est une

conséquence directe du Théorème 1.2.9, ce qui achève la preuve.

Dans la deuxième étape, nous utilisons la solution uη ∈ C(0, T ; V) obtenue dans le

Lemme 2.3.1 pour construire le problème variationnel suivant.
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Problème PVφ
η Trouver le potentiel électrique φη : [0, T ] → W tel que

2∑
ℓ=1

(Bℓ∇φℓη(t),∇ϕℓ)Hℓ −
2∑
ℓ=1

(E ℓε(uℓη(t)),∇ϕℓ)Hℓ = (q(t), ϕ)W, ∀ϕ ∈ W, t ∈ (0, T ).

(2.79)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.2 Le problème PVφ
η possède une solution unique qui satisfait la régularité

(2.67).

Preuve. Soit b(·, ·) : W ×W → R la forme bilinéaire donnée par

b(φ, ϕ) =
2∑
ℓ=1

(Bℓ∇φℓ,∇ϕℓ)Hℓ ∀φ, ϕ ∈ W. (2.80)

Nous utilisons (1.48), (1.49), (2.21) et (2.80) pour déduire que est continue, symé-

trique et coercive. En outre, nous appliquons le théorème de représentation de Riesz

pour définir la fonction qη : [0, T ] → W tel que

(qη(t), ϕ)W =
2∑
ℓ=1

(qℓ(t), ϕℓ)Wℓ +
2∑
ℓ=1

(E ℓε(uℓη(t)),∇ϕℓ)Hℓ , ∀ϕ ∈ W, t ∈ (0, T ).

En appliquant le théorème de Lax-Milgram on obtient l’existence et l’unicité φη(t) ∈

W tel que

b(φη(t), ϕ) = (qη(t), ϕ)W , ∀ϕ ∈ W. (2.81)

Nous concluons que φη est une solution du Problème PVφ
η . Pour t1, t2 ∈ [0, T ], en

utilisant des arguments basés sur (2.79) nous trouvons

∥ φη(t1)− φη(t2) ∥W≤ C(∥ uη(t1)− uη(t2) ∥V + ∥ q(t1)− q(t2) ∥W ), (2.82)

Comme uη ∈ C1(0, T ; V) et q ∈ C(0, T ;W ), nous déduisons de l’inégalité (2.82) que

φη ∈ C(0, T ;W ).

Dans la troisième étape, nous utilisons la solution uη obtenue dans le lemme 2.3.2

et nous considérons le problème suivant.

Problème PVβ
η . Trouver le champ d’adhésion βη ∈ [0, T ] → L2(Γ3) tel que

β̇η(t) = −
(
βη(t)(γν(Rν([uην(t)]))

2 + γτ∥Rτ ([uητ (t)])∥2)− εa
)
+
, p.p. t ∈ (0, T ), (2.83)

βη(0) = β0. (2.84)

On a le résultat suivant.
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Lemme 2.3.3 Le problème PVβ
η admet une solution unique βη qui satisfait

βη ∈ W1,∞(0, T ; L2(Γ3)) ∩ Z

Preuve. Pour la simplicité, nous supprimons la dépendance de diverses fonctions

sur Γ3, et notée que les égalités et inégalités ci-dessous sont valables p.p. sur Γ3. On

considère la fonction de trace Fη : [0, T ]× L2(Γ3) → L2(Γ3) définie par

Fη(t, β) = −
(
β[γν(Rν([uην(t)]))

2 + γτ∥Rτ ([uητ (t)])∥2]− εa
)
+
,

pour t ∈ [0, T ] et β1, β2 ∈ L2(Γ3). d’après les propriétés des opérateurs de troncation

Rν et Rτ nous avons

∥Fη(t, β1)− Fη(t, β2)∥ ⩽ ∥β1 − β2∥L2(Γ3)L
2∥γν + γτ∥L2(Γ3)

⩽ C∥β1 − β2∥L2(Γ3).

et d’autre par

∥Fη(t, β)∥L2(Γ3) ⩽ ∥β∥L2(Γ3)L
2∥γν + γτ∥L2(Γ3) + ∥εa∥L2(Γ3)

⩽ C.

Donc nous impliquons que Fη est Lipschitz continue par rapport au deuxième argu-

ment, et cela uniformément dans le temps. D’ailleurs, pour n’importe quel β ∈ L2(Γ3), la

fonction de trace t→ Fη(t, β) appartient à L∞(0, T ; L2(Γ3)). Ainsi, en utilisant le Théo-

rème 1.2.10, nous obtenons qu’il existe une fonction unique βη ∈ W1,∞(0, T ; L2(Γ3)) qui

satisfait (2.83) et (2.84). Aussi, d’après les arguments utilisés dans la Remarque 1.1.1

et (2.28) nous déduisons que 0 ≤ βη(t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T ], p.p. sur Γ3. Par

conséquent, de la définition de Z nous montrons que βη ∈ Z, ce qui donne la preuve

du Lemme 2.3.3.

Dans la quatrième étape, soit θ ∈ C(0, T ;E0). On considère alors pour le champ

d’endommagement le problème variationnel suivant.

Problème PVζ
θ. Trouver le champ endommagement ζθ = (ζ1θ , ζ

2
θ ) : [0, T ] → E tel que

ζθ(t) ∈ K et
2∑
ℓ=1

(ζ̇ℓθ(t), ξ
ℓ − ζℓθ(t))L2(Ωℓ) + a(ζθ(t), ξ − ζθ(t))

≥
2∑
ℓ=1

(θℓ(t), ξℓ − ζℓθ(t))L2(Ωℓ), ∀ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ), (2.85)

oùK = K1 ×K2.

Dans l’étude du problème de PVζ
θ , nous avons le résultat suivant.
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Lemme 2.3.4 Le problème PVζ
θ admet une solution unique ζθ telle que

ζθ ∈ H1(0, T ;E0) ∩ L2(0, T ;E1).

Preuve. L’application d’inclusion de (E1, ∥ · ∥E1) dans (E0, ∥ · ∥E0) est continue et

à image dense. Notant par E ′
1 l’espace dual de E1 et identifiant le dual de E1 avec

lui-même, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

E1 ⊂ E0 = E
′

0 ⊂ E
′

1.

Nous utilisons la notation (·, ·)E′
1×E1

pour désigner le produit de dualité entre E ′
1 et

E1, nous avons

(ζ, ξ)E′
1×E1

= (ζ, ξ)E0 ∀ζ ∈ E0, ξ ∈ E1,

On sait que l’ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble

non vide, fermé et convexe dans E1. Ainsi, le champ d’endommagement initial ζ0 ∈ K.

Maintenant, en utilisant la définition (2.34) de la forme bilinéaire ζ, pour tout ϕ, ξ ∈ E1,

on a

a(ϕ, ξ) = a(ξ, ϕ),

et

|a(ϕ, ξ)| ⩽ 3k∥∇ϕ∥H∥∇ξ∥H

⩽ c∥ϕ∥H1∥ξ∥H1

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ϕ ∈ E1, nous avons

a(ϕ, ϕ) = k∥∇ϕ∥2H,

alors

a(ϕ, ϕ) + (k + 1)∥ϕ∥2E0
≥ k(∥∇ϕ∥2H + ∥ϕ∥2E0

)

et d’où

a(ϕ, ϕ) + c0∥ϕ∥2E0
≥ α∥ϕ∥2E1

c0 = k + 1 et α = k.

Nous remarquons que toutes les conditions du théorème 1.2.11 sont vérifiées. Ce qui

conclut la preuve du lemme 2.3.4.

Enfin, à la suite de ces résultats et d’utiliser les propriétés de l’opérateur F ℓ

l’opérateur E ℓ, la fonction jad et la fonction ϕℓ, pour t ∈ (0, T ), nous considérons

l’opérateur

Λ(η, θ)(t) = (Λ1(η, θ)(t),Λ2(η, θ)(t)) ∈ V × E0, (2.86)

42
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définis par les égalités

(Λ1(η, θ)(t)),v)V

=
2∑
ℓ=1

(∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓη(s)), ζ
ℓ
θ(s))ds, ε(v

ℓ)

)
Hℓ

+
2∑
ℓ=1

((E ℓ)∗∇φℓη, ε(vℓ))Hℓ + jad(βη(t),uη(t),v), ∀v ∈ V, (2.87)

Λ2(η, θ)(t) =
(
ϕ1(σ1

ηθ(t), ε(u
1
η(t)), ζ

1
θ (t)), ϕ

2(σ2
ηθ(t), ε(u

2
η(t)), ζ

2
θ (t))

)
. (2.88)

Pour tout (η, θ) ∈ C(0, T ; V × E0), uη, φη, βη et ζθ représentent le champ des

déplacements, le champ potentiel électrique, le champ d’adhésion et le champ d’en-

dommagement obtenus dans les lemmes 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 et 2.3.4 respectivement, et

σℓ
ηθ défini par

σℓ
ηθ(t) = Gℓε(uℓη(t)) + (E ℓ)∗∇φℓη +

∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓη(s)), ζ
ℓ
θ(s))ds, dans Ωℓ × (0, T ).

(2.89)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.5 Pour (η, θ) ∈ C(0, T ; V × E0) l’opérateur Λ(η, θ) : [0, T ] → V × E0

admet un unique point fixe noté (η∗, θ∗) ∈ C(0, T ; V × E0) tel que Λ(η∗, θ∗) = (η∗, θ∗).

Preuve. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m ième de

l’opérateur Λ, notée Λm, est une contraction dans C(0, T ; V×E0). Soient (η1, θ1), (η2, θ2) ∈

C(0, T ; V × E0) et par simplicité, nous utilisons les notation uηi = ui, u̇ηi = u̇i, φηi =

φi, βηi = βi, ζθi = ζi et σηi = σi pour i=1,2.

En utilisant (2.35), nous obtenons

∥Λ1(η1, θ1)(t)−Λ1(η2, θ2)(t)∥2V

≤
2∑
ℓ=1

∥(E ℓ)∗∇φℓ1(t)− (E ℓ)∗∇φℓ2(t)∥2Hℓ

+
2∑
ℓ=1

∫ t

0

∥F ℓ(t− s, ε(uℓ1(s)), ζ
ℓ
1(s))−F ℓ(t− s, ε(uℓ2(s)), ζ

ℓ
2(s))∥2Hℓds

+∥γν∥2L∞(Γ3)
∥β2

1(t)Rν([u1ν ])− β2
2(t)Rν([u2ν ])∥2L2(Γ3)

+∥γτ∥2L∞(Γ3)
∥β2

1(t)Rτ ([u1τ (t)])− β2
2(t)Rτ ([u2τ (t)])∥2L2(Γ3)

.
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En utilisant (2.18), (2.20),

∥Λ1(η1, θ1)(t)−Λ1(η2, θ2)(t)∥2V

≤
2∑
ℓ=1

LFℓ

(∫ t

0

∥uℓ1(s)− uℓ2(s)∥2Vℓds+

∫ t

0

∥ζℓ1(s)− ζℓ2(s)∥2L2(Ωℓ)ds

)

+
2∑
ℓ=1

∥(E ℓ)∗∥2L∞(Ωℓ)∥∇φ
ℓ
1(t)−∇φℓ(t)∥2Hℓ

+∥γν∥2L∞(Γ3)
∥β2

1(t)Rν([u1ν ])− β2
2(t)Rν([u2ν ])∥2L2(Γ3)

+∥γτ∥2L∞(Γ3)
∥β2

1(t)Rτ ([u1τ (t)])− β2
2(t)Rτ ([u2τ (t)])∥2L2(Γ3)

.

et en utilisant la définition de Rν et Rτ on a

∥Λ1(η1, θ1)(t)−Λ1(η2, θ2)(t)∥2V

≤ max(LF1 , LF2)

(∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥2Vds+
∫ t

0

∥ζ1(s)− ζ2(s)∥2E0
ds

+ ∥(E)∗∥2L∞(Ω)∥φ1(t)− φ2(t)∥2W + c ∥β1(t)− β2(t)∥2L2(Γ3)

)
.

On prend C = max(max(LF1 , LF2), ∥(E)∗∥2L∞(Ω), c)

ainsi, on obtient

∥Λ1(η1, θ1)(t)−Λ1(η2, θ2)(t)∥2V

≤ C

(∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥2Vds+
∫ t

0

∥ζ1(s)− ζ2(s)∥2E0
ds

+∥φ1(t)− φ2(t)∥2W + ∥β1(t)− β2(t)∥2L2(Γ3)

)
.

(2.90)

Nous rappelons que uℓην ,uℓητ désignent les composantes normale et tangentielle de

la fonction uℓη respectivement.

Par un argument similaire, de (2.88), (2.89) et (2.19) il s’ensuit que

∥Λ2(η1, θ1)(t)−Λ2(η2, θ2)(t)∥2E0

≤ C

(
∥u1(t)− u2(t)∥2V +

∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥2Vds+ ∥ζ1(t)− ζ2(t)∥2E0

+

∫ t

0

∥ζ1(s)− ζ2(s)∥2E0
ds+ ∥φ1(t)− φ2(t)∥2W

)
.

(2.91)
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Alors, depuis (2.90) et (2.91), on a

∥Λ(η1, θ1)(t)−Λ(η2, θ2)(t)∥2V×E0

≤ C

(
∥u1(t)− u2(t)∥2V +

∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥2Vds+ ∥ζ1(t)− ζ2(t)∥2E0

+

∫ t

0

∥ζ1(s)− ζ2(s)∥2E0
ds+ ∥φ1(t)− φ2(t)∥2W + ∥β1(t)− β2(t)∥2L2(Γ3)

)
.

(2.92)

depuis

uℓi(t) =

∫ t

0

u̇ℓi(s)ds+ uℓ0(t), ∀t ∈ [0, T ], ℓ = 1, 2,

Nous avons

∥u1(t)− u2(t)∥V ≤
∫ t

0

∥u̇1(s)− u̇2(s)∥V ds

et en utilisant l’inégalité dans (2.73)

∥u1(t)− u2(t)∥V ≤ C

(∫ t

0

∥η1(s)− η2(s)∥V ds+
∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥V ds
)
. (2.93)

Maintenant, d’aprés l’inégalité de Gronwall, il s’ensuit que

∥u1(t)− u2(t)∥V ≤ C

∫ t

0

∥η1(s)− η2(s)∥V ds ∀ t ∈ [0, T ]. (2.94)

D’autre part, le problème de Cauchy (2.83)−(2.84) nous pouvons écrire

βi(t) = β0 −
∫ t

0

(
βi(s)(γν(Rν([uiν(s)]))

2 + γτ∥Rτ ([uiτ (s)])∥2)− εa
)
+
ds

et puis

∥β1(t)− β2(t)∥L2(Γ3)

≤ C

∫ t

0

∥ β1(s)(Rν([u1ν(s)]))
2 − β2(s)(Rν([u2ν(s)]))

2 ∥L2(Γ3) ds

+C

∫ t

0

∥ β1(s)∥Rτ ([u1τ (s)])∥2 − β2(s)∥Rτ ([u2τ (s)])∥2 ∥L2(Γ3) ds.

Utilisant la définition de Rν etRτ et en écrivant β1 = β1 − β2 + β2, nous obtenons

∥β1(t)− β2(t)∥L2(Γ3)

≤ C

(∫ t

0

∥β1(s)− β2(s)∥L2(Γ3) ds+

∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥L2(Γ3)d ds

)
. (2.95)

Maintenant, d’après l’inégalité de Gronwall, il s’ensuit que

∥β1(t)− β2(t)∥L2(Γ3) ≤ C

∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥L2(Γ3)d ds.
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et en utilisant la relation (1.44) on obtient

∥β1(t)− β2(t)∥2L2(Γ3)
≤ C

∫ t

0

∥u1(s)− u2(s)∥2V ds. (2.96)

Nous utilisons (2.79), (1.48), (2.20) et (2.21) pour trouver

∥φ1(t)− φ2(t)∥2W ≤ C ∥u1(t)− u2(t)∥2V. (2.97)

De (2.85), nous déduisons que

(ζ̇1 − ζ̇2, ζ1 − ζ2)E0 + a(ζ1 − ζ2, ζ1 − ζ2) ≤ (θ1 − θ2, ζ1 − ζ2)E0 , p.p. t ∈ (0, T ).

En intégrant l’inégalité précédente avec les conditions initiales

ζ1(0) = ζ2(0) = ζ0

et en utilisant l’inégalité

a(ζ1 − ζ2, ζ1 − ζ2) ≥ 0

on obtient

1

2
∥ ζ1(t)− ζ2(t) ∥2E0

≤
∫ t

0

(θ1(s)− θ2(s), ζ1(s)− ζ2(s))E0 ds,

ce qui implique que

∥ ζ1(t)− ζ2(t) ∥2E0
≤

∫ t

0

∥ θ1(s)− θ2(s) ∥2E0
ds+

∫ t

0

∥ ζ1(s)− ζ2(s) ∥2E0
ds.

Cette inégalité combinée avec l’inégalité de Gronwall conduit à

∥ ζ1(t)− ζ2(t) ∥2E0
≤ C

∫ t

0

∥ θ1(s)− θ2(s) ∥2E0
ds ∀ t ∈ [0, T ]. (2.98)

Nous combinons (2.94) ,(2.96) ,(2.97) et (2.98) dans (2.92) et les estimations pour

obtenir

∥Λ(η1, θ1)(t)−Λ(η2, θ2)(t)∥2V×E0
≤ C

∫ t

0

∥(η1, θ1)(s)− (η2, θ2)(s)∥2V×E0
ds.

En réitérant m fois l’inégalité précédente, on obtient

∥Λm(η1, θ1)−Λm(η2, θ2)∥2C(0,T ;V×E0)
≤ CmTm

m!
∥(η1, θ1)− (η2, θ2)∥2C(0,T ;V×E0)

ds.

Ainsi, pour m assez grand, l’opérateur Λm est une contraction sur l’espace de Banach

C(0, T ; V × E0), et ainsi de Λ a un unique point fixe.

Passons maintenant à la démonstration du théorème 2.3.1
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Démonstration du Théorème 2.3.1

Existence. Soit (η∗, θ∗) ∈ C(0, T ; V×E0) est un point fixe de Λ(·, ·), et soit uη∗ , φη∗ , ζθ∗ , βη∗

les solutions des problèmes PVu
η∗ , PVφ

η∗ , PVζ
θ∗ , PVβ

η∗ , respectivement. Nous utilisons

les notations suivantes :

u∗ = uη∗ , φ∗ = φη∗ , ζ∗ = ζθ∗ , β∗ = βη∗ , (2.99)

σℓ
∗ = Aℓε(u̇ℓ∗) + Gℓε(uℓ∗) + (E ℓ)∗∇φℓ∗ +

∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓ∗(s)), ζ
ℓ
∗(s))ds, (2.100)

Dℓ
∗ = E ℓε(uℓ∗)− Bℓ∇φℓ∗. (2.101)

Nous montrons que le quadruplet (u∗,σ∗, φ∗, ζ∗, β∗,D∗) satisfaisant (2.54)−(2.61)

et la régularité (2.65)−(2.70) En effet, nous écrivons (2.71) pour η = η∗ et en utilisant

(2.99), on obtient

2∑
ℓ=1

(Aℓε(u̇ℓ∗), ε(v
ℓ − u̇ℓ∗(t)))Hℓ +

2∑
ℓ=1

(Gℓε(uℓ∗), ε(vℓ − u̇ℓ∗(t)))Hℓ

+jνc(u∗(t),v − u̇∗(t)) + jfr(u∗(t),v)− jfr(u∗(t), u̇∗(t)) + (η∗(t),v − u̇∗(t))V

≥ (f (t),v − u̇∗(t))V,∀v ∈ V, t ∈ [0, T ], ζ(t) ∈ K. (2.102)

Nous combinons les égalités Λ1(η∗, θ∗) = η∗ et Λ2(η∗, θ∗) = θ∗ avec (2.87) et (2.88)

pour obtenir

(η∗(t),v)V =
2∑
ℓ=1

(∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓ∗(s)), ζ
ℓ
∗(s))ds, ε(v

ℓ)

)
Hℓ

+
2∑
ℓ=1

((E ℓ)∗∇φℓ∗(t), ε(vℓ))Hℓ + jad(β∗(t),u∗(t),v), (2.103)

∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ),

θℓ∗(t) = ϕℓ(σℓ
∗(t)−Aℓε(u̇ℓ∗(t)), ε(u

ℓ
∗(t)), ζ

ℓ
∗(t)), p.p. t ∈ (0, T ), ℓ = 1, 2. (2.104)
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De (2.102) et (2.103), on a

2∑
ℓ=1

(Aℓε(u̇ℓ∗(t)), ε(v
ℓ)− ε(u̇ℓ∗(t)))Hℓ +

2∑
ℓ=1

(Gℓε(uℓ∗(t)), ε(vℓ)− ε(u̇ℓ∗(t)))Hℓ

+
2∑
ℓ=1

(∫ t

0

F ℓ(t− s, ε(uℓ∗(s)), ζ
ℓ
∗(s))ds, ε(v

ℓ)− ε(u̇ℓ∗(t))

)
Hℓ

+jad(β∗(t),u∗(t),v − u̇∗(t)) + jνc(u∗(t),v − u̇∗(t)) + jfr(u∗(t),v)

−jfr(u∗(t), u̇∗(t)) +
2∑
ℓ=1

((E ℓ)∗∇φℓ∗(t), ε(vℓ)− ε(u̇ℓ∗(t)))Hℓ

≥ (f (t),v − u̇∗(t))V,∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ).

(2.105)

Ainsi, de (2.104) et (2.85), ζ∗(t) ∈ K on a

2∑
ℓ=1

(ζ̇ℓ∗(t), ξ
ℓ − ζℓ∗(t))L2(Ωℓ) + a(ζ∗(t), ξ − ζ∗(t))

≥
2∑
ℓ=1

(ϕℓ(σℓ
∗(t)−Aℓε(u̇ℓ∗(t)), ε(u

ℓ
∗(t)), ζ

ℓ
∗(t)), ξ

ℓ − ζℓ∗(t))L2(Ωℓ), (2.106)

pour tout ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ). Nous écrivons (2.79) pour η = η∗ et en employant

(2.99) , on obtient

2∑
ℓ=1

(Bℓ∇φℓ∗(t),∇ϕℓ)Hℓ −
2∑
ℓ=1

(E ℓε(uℓ∗(t)),∇ϕℓ)Hℓ = (q(t), ϕ)W, ∀ϕ ∈ W, t ∈ (0, T ).

(2.107)

Aussi, en utilisant uη∗ dans (2.83) et (2.99), on obtient

β̇∗(t) = −
(
β∗(t)(γν(Rν([u∗ν(t)]))

2 + γτ∥Rτ ([u∗τ (t)])∥2)− εa
)
+
, p.p. t ∈ (0, T ).

(2.108)

Nous concluons par (2.99), (2.100), (2.101), (2.105), (2.106), (2.107) et (2.108) que

{u∗,σ∗, φ∗, ζ∗, β∗,D∗} est une solution du problème (2.54)−(2.60)−(2.61). Et d’après

les lemmes 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 et 2.3.4 on a les régularités (2.65), (2.67)−(2.69). Puisque

u∗, φ∗, et ζ∗ satisfait (2.65), (2.67), (2.68) on a

σ∗ ∈ C(0, T ;H). (2.109)

Pour ℓ = 1, 2, on choisit v = u̇± ϕ, avec ϕ = (ϕ1, ϕ2), ϕℓ ∈ D(Ωℓ)d et ϕ3−ℓ = 0, on

obtient

Divσℓ
∗(t) = −f ℓ0(t) ∀t ∈ [0, T ], ℓ = 1, 2, (2.110)
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2.3 Existence et unicité de la solution

La régularité (2.66) suit les formes (2.23), (2.109) et (2.110).

Soit t1, t2 ∈ [0, T ], d’après (2.20), (2.21), (1.48) et (2.101), nous déduisons que

∥D∗(t1)−D∗(t2)∥H ⩽ C (∥φ∗(t1)− φ∗(t2)∥W + ∥u∗(t1)− u∗(t2)∥V).

En rappelant les régularités pour u∗ et φ∗ dans (2.65) et (2.67), on a

D∗ ∈ C(0, T ;H). (2.111)

En prenant ϕ = (ϕ1, ϕ2) où ϕℓ ∈ D(Ωℓ)d et ϕ3−ℓ = 0 dans (2.107) et de (2.32) il

vient

divDℓ
∗(t) = qℓ0(t) ∀t ∈ [0, T ], ℓ = 1, 2. (2.112)

De (2.24), (2.70), (2.111) et (2.112) on tire

D∗ ∈ C(0, T ;W).

Enfin, nous concluons que {u∗,σ∗, φ∗, ζ∗, β∗,D∗} est une solution faible du pro-

blème PV ayant la régularité (2.65)−(2.70), en ce qui termine la preuve de la partie

d’existence du théorème 2.3.1.

Unicité. La solution est une conséquence de l’unicité du point fixe de l’opérateur Λ

qui est défini par (2.87)−(2.88).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié théoriquement un problème de contact avec adhé-

sion et frottement entre deux corps électro-viscoélasticitques avec mémoire longue et

endommagement.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce

problème. On a montré l’existence et l’unicité de la solution faible de problème pré-

cédent par l’utilisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant du

temps, équation variationnelle d’évolution, équation différentielle, le lemme de Gron-

wall et point fixe.

Enfin, ce problème peut être approché numériquement en utilisant les méthodes

iteratives des éléments finis et des différences finies.
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Résumé
L’objectif de ce mémoire est l’étude de problèmes en Mécanique de Contact avec frot-

tement de Coulomb et l’adhésion pour des lois constitutives électro-viscoélastiques avec
mémoire longue et endommagement. Les résultats obtenus concernent l’existences et l’uni-
cité d’une solution faible pour les problèmes étudiés. La mémoire est composé de deux
parties. La première partie est consacrée à rappeler les différents modèles mécaniques de
contact étudiés ainsi que quelques outils mathématiques nécessaires dans la mémoire. La
deuxième partie est destinée à l’étude théorique des problèmes de contact avec adhésion et
frottement en électro- viscoélastique avec mémoire longue et endommagement.
Mots-Clés : électro-viscoélastiques, adhésion, frottement de Coulomb, endommagement,
inéquation d’évolution, inéquation quasi variationnelle, solution faible, point fixe.

Abstract
The purpose of this work is the study of some problems in Contact Mechanics with Coulomb's

friction and adhesion for electro-viscoelastic with long-term memory and damage constitutive
laws. The results obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions for the studied
problems. The memory is structured into two parts. The first part is dedicated to recall different
mechanical models of contact, as well as some necessary mathematical tools. The second part is
destined to the theoretical study of frictional contact problemwith adhesion in electro-viscoelastic
with long-term memory and damage.
Key-words: electro-viscoelasticity, adhesion, Coulomb's friction, damage, evolutionary varia-
tional inequality, quasi-variational inequality, weak solution, fixed point.

ملخص
التماس ميكانيك في والتلاصق كولومب باحتكاك تواصل مسألة دراسة هو المذكرة هذه من الهدف إن
للمسألة الحل وحدانية و وجود تخص عليها المتحصل فالنتائج وإتلاف, يلة طو ذاكرة مع مرنة كهرولزوجة لقوانين
وكذلك المدروسة الميكانيكية النماذج بمختلف للتذكير مخصص الأول الجزء جزأين من المذكرة ٺتكون المدروسة.
الإلتصاق مع التماس مسائل لدراسة موجه الثاني الجزء المذكرة. هذه في ية الضرور ياضية الر الوسائل بعض

. وإتلاف يلة طو ذاكرة مع مرنة الـكهرولزوجة والإحتكاك
تطور، متباينة ية، تغير شبه متباينة إتلاف، كولومب، إحتكاك إلتصاق، مرنة، كهرولزوجة المفتاحية: ثابتة.الكلمات نقطة الضعيف، الحل


