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Introduction générale

DAns la plupart des systemes de la mécanique des milieux continus, ils existent
des situations dans lesquelles un corps déformable en contact avec d’autre corps ou
bien avec une fondation rigide ou déformable. La problématique du contact est essen-
tiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure et comment
réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces. Les problemes de contact
mécanique se rencontrent principalement dans des domaines aussi variés que 1’aéro-
nautique, la mécanique automobile, le génie civil, les sciences du bois, la médecine, la
production de ’énergie (assemblage des structures, fissuration dans les joints soudés) et
les systémes de transmissions. Prenant en compte les comportements divers des milieux
continus, elle englobe I'hydrodynamique, la dynamique des gaz, 1’élasticité, la plasti-
cité et d’autres types de comportements. Vu I'importance du phénomene, des éfforts
considérables ont été consacrés a la modélisation, ’analyse ainsi que I'approximation
numérique des processus physiques provenant des contacts entre des corps déformables
ou entre un corps et une base rigide, déformable. Par conséquent, une Théorie Mathé-
matique générale de la Mécanique du contact (MTCM) est actuellement émergée. Elle
est concernée par les structures mathématiques qui sont a la base des problemes de
contact avec des lois constitutives différentes, ¢’est a dire, différents matériaux, diverses
géométries et des conditions de contact différentes; voir par exemple [30, B7].

La modélisation des problemes de contact enter deux corps déformable avec une
base dépent essentiellement de propriétés mécaniques du matériau considéré, ainsi que
des conditions aux limites de contact.

Le sujet de 'endommagement est extrémement important dans les conceptions en
ingénierie puisqu’il influence directement sur la vie usuelle de la structure ou la com-

posante congue. Il existe une littérature tres riche sur ce sujet. Les modeles prenant



Introduction

en considération 'influence de 'endommagement interne du matériau sur le processus
de contact ont été étudiés mathématiquement. L’analyse mathématique de problémes
unidimentionnels peut étre trouvée dans [I8]. Les premiers modeles de 'endommage-
ment mécanique provenant des considérations thermodynamiques sont apparus dans
[[1]. De modeles généraux récents dans [I6, [, 19, PG, B2] sont issus du principe de
la puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, I’endommagement du matériau est dé-
crit par une fonction ¢ ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque ¢ = 1, il n’ya pas
d’endommagement dans le matériau, lorsque ¢ = 0, le matériau est completement en-
dommagé et lorsque 0 < ¢ < 1, il a un d’endommagement partiel et le systéme a une
capacité réduite. Certains problemes en thermo-mécanique de contact avec endomma-
gement ont été étudiés dans [2, B, B, 25, 27, PR, A0)].

Les matériaux piézoélectriques sont extrémement utilisés comme interrupteurs et ac-
tuateurs dans beaucoups de systémes d’ingénierie, en radioé¢lectronique, 1'électroacous-
tique et la mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés
mécaniques et électriques. Ce couplage conduit a ’apparition d’un potentiel électrique
suite & une déformation mécanique et, inversement, une déformation mécanique est gé-
nérée lorsqu’'un potentiel électrique est appliqué. Les matériaux piézoélectriques pour
lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques sont appelés "les matériaux
électro-viscoélastiques'. De modeles generaux pour des matériaux électro-élastiques
ayant un effet piézoélectriques peuvent étre trouvés dans [d, 28, @4, 24]. Un probléme
de contact avec "Slip-dependent” pour le matériaux électro-élastiques a été étudié dans
(@),

Actuellement, un intérrét considérable est porté aux problémes de contact avec frot-
tement impliquant les matériaux piézoélectriques voir par exemple [24]. Cependant,
il n’existe virtuellement pas de résultats mathématiques a propos des problemes de
contact pour de tels matériaux et on a besoin de développer la Théorie Mathématique
du Contact Mécanique (MTCM) pour inclure le couolpage entre les propriétés méca-
niques et électriques.

Les processus d’adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent
non métaliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les
corps, lorsqu’une colle est ajoutée pour empécher les surfaces d’'un mouvement relatif,
a récement recu, de plus en plus, une grande attention dans la littérature. Des mo-

deles généraux avec adhésion peuvent étre trouvés dans [I3, 4, 31, B4]. Des résultats

vi
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sur l'analyse mathématique de plusieurs problemes de contact avec adhésion; citons
par exemple [0, 37, BY, A2]. Récement, les matériaux composites ont atteint le sommet,
puisqu’ils sont tres solides et tres 1égers, et par conséquent une importance considérable
en aviation et en industrie automobile. Cependant, les matériaux composites peuvent
subir, sous des contraites, une délimination dans laquelle des plusieurs couches se dé-
collent et se déplacentble. Un nombres de publications récentes traite des tels modeles,
voir par exemple [8, O, 12, 3, 81, B3] et les références comprises. L'idée est d’introduire
une variable de surface interne, le champ d’adhésion 5 € [0, 1] qui décrit la densité frac-
tionnelle des adhésifs actifs sur la surface de contac relativement les unes par rapport
aux autres. Pour modéliser le processus lorsque le collage n’est pas permanent et un
décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrir I’adhésion et le contact ensemt.
En un point de la surface de contact adhésif, lorsque § = 1, 'adhésion est complete et
tous les adhésifs sont actifs; lorsque f = 0, tous les adhésifs sont inactifs, séveres et
il n’y a pas d’adhésion. Lorsque 0 < 8 < 1, 'adhésion est partielle et seulement une
fraction 8 des adhésifs est active.

Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de
comportement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la for-
mulation mécanique de probleme a étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques
résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variation-
nelles, le lemme de Gronwall et quelques théoremes qui seront d’une grande utilité
pour les démonstrations.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions d'un probléeme de contact avec adhé-
sion et frottement en électro-viscoélasticité avec mémoire longue et endommagement.
Nous présentons une formulation variationnelle du probléeme et nous démontrons 1’exis-

tence et l'unicité d’une solution en utilisant des techniques de point fixe et lemme de

Gronwall.

vii



Notations générales

Notations générales

N Ensemble des entiers naturels,

R I’ensemble des nombres réels,

c Constante réelle strictement positive,

ie C’est a dire,

o La dérivée partielle de ) par rapport a la ¢ composante x : 0;1) = gi’
Vi Gradient de I'application ¢ : V¢ = (019, ..., 040),

S 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R(d = 2, 3),
Dive) Divergence de I'application,i : Dive) = (019 + ... + dg1b),

(., )x le produit scalaire de X,

Il Ilx la norme de X,

p-p- Presque partout,

Of Ouvert de R?, parfois domaine L’hertzien,

QOf I'adhérence de QF,

It La frontiere de Qf : I'* = 99,

I Les parties de frontiere I'*, (i = 1,2,3) ,

mesl' Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I'¢,

drt Mesure superficielle sur T'¢,

vt la normale unitaire sortante & I'¢,

v, vl les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v/, défini sur QF,
L2(QY) Espace des fonctions u‘ mesurables sur Qf telles que Joye [ut|?dz < +o0,

| - llz2@s La norme de L*(2) définie par || u® || 2= ([fo uf|2dz)z,

* mesurables sur QF telles que,

L>*(QY  Espace des fonctions u
Je >0 vt |< e, p.p., sur QF,

Hz () L’espace de Sobolev d’ordre 3 sur I,

H-z(I'Y)  Llespace dual de Hz ('),

HY(QF) L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur QF,

Hpe L’espace(Hz (I'))?,

ix



Notations générales

’y:H1—>HF

I’espace dual de Hye.

I'espace L2(Q%)?,

I'espace H!(Q%)4,

'espace L?(Qf)2xd,

'espace {0 € H tel queDiveo = (0;;;) € H},

I’application trace pour les fonctions vectorielles,

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, & € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T;H)
CY0,T;H)
LP(0,T;H)
I+ e,
WE2(0, T; H)

1+ w0
Tl =T2 =T,

ué

o~ ﬂqe\ Tq“\

= 6

L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

L’espace des fonctions contintiment dérivables sur [0, 7] dans H,
L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

La norme de L?(0,7;H),

L’espace de Sobolev de parametres k et p,

La norme de W*?(0,T; H),

L’interface de contact entre les corps Q' 2,

Vecteurs des déplacements dans le domaine 9, on écrit uf les composantes

du vecteur dans la base canonique,

Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u‘, on écrit of

les composantes du tenseur dans la base canonique,

normale des contraintes a la frontiere du domaine :0f = (ov*).0%,
le composante tangentielle du champ tensoriel o,

Valeurs des potentiels électriques dans le domaine QF,

Valeur d’adhésions sur la surface de contact I's,

Valeurs des déplacements électriques dans le domaine 2,

Les dérivées premiére et seconde de u’ par rapport au temps,

Tenseur linéarisé des déformations :e(u’);; = 3(9;ul + 9;us).



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de compor-
tement des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation
mécanique des deux problémes a étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques ré-
sultats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles,
le lemme de Gronwall et quelques théoremes qui seront d’une grande utilité pour les

démonstrations.

1.1 Formulation mathématique d’un probleme de

contact

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modeéle mathé-
matique de probleme utilisé dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons le formulation
mathématique pour le probleme de contact avec adhésion et frottement entre deux

corps électro-viscoélastiques avec mémoire longue et endommagement.

1.1.1 Cadre physique

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines
bornés Qf € R4 (¢ = 1,2;d = 2,3), avec une frontiere réguliere I'' = 9QF, partition-
née en trois parties mesurables I'{, T et T', correspondant aux conditions aux limites
mécaniques, d’une part, et en deux parties mesurables I'Y et 'y, correspondant aux
conditions aux limites électriques, d’autre part, telles que mes(I'{) > 0, mes(I'Y) > 0

et I’ C T. On note par v* la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré



1.1 Formulation mathématique d’un probleme de contact

sur I'{ dans une structure fixe. Sur I'j agissent des tractions surfaciques de densité fi
et dans Q° agissent des forces volumiques de densité f{ et des charges électriques de
densité volumiques gf. On suppose que f5 et f§ varient trés lentement par rapport au
temps. Le corps est soumis a Paction de potentiel nul sur la partie ') de la frontiere
ainsi qu’a l'action des charges électriques de densité surfacique g5, agissent sur la partie
'L, Soit T > 0 et soit [0, 7] l'intervalle de temps en question. Le corps est en contact
avec une fondation sur la partie I's.

Nous désignons par S I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R(d =
2,3),” -7 et ||-|| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne

sur R? et S¢. Ainsi, nous avons

w0l =uf o, ol = (0 eY)E el et e R
ol -l = afj : Tf;-, |74 = (7 ‘Te)%, vo!, ¢ € s°.

Pour chaque élément v* € HY, nous notons par v/ et v’ les composantes normale et

tangentielle a la frontiere définies par

14 (2N L L Iy (11)

Nous désignons par of = o‘(z,t) le champ des contraintes, par u’ = u’(x,t) le
champ des déplacements et par £(u’) le champ des déformations infinitésimales. Pour
simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions
par rapport & © € Q¢ et t € (0,7).

l

Pour un champ des contraintes o nous dénotons par o/ et o’ les composantes

normale et tangentielle a la frontiere données par

ot = (V) -V, o

~
~
~
~
~

=o'V -0, V. (1.2)
En utilisant (IZT) et (I2), nous obtenons la relation

(a'vh) - v' =l + ot -0l (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans la formulation variationnelle de

probléme mécanique de contact.



1.1 Formulation mathématique d’un probleme de contact

1.1.2 Modele mathématique

Notons que le point au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport

au temps, par exemple
o odut , dPu
U =—,1U = —.
dt dt?
ou @' désigne le champ des vitesses et i’ désigne le champ des accélérations.

Nous notons par et 4% les composantes normale et tangentielle du vecteur de

vitesse 4 & la frontiere tels que

(1.4)

4

U 14

— A
U=, - v

Les fonctions inconnues du probléme sont les champs des déplacements u’ : Qf x
(0,T) — R? et les champs des contraintes o : Qf x (0,7) — S?¢ ¢ = 1,2. Notons
la densité de la masse par p’ : Q° — R, et la densité des forces volumiques par
fE:Qf % (0,T) — R L’évolution du corps est décrite par I'équation du mouvement
de Cauchy :

Dive’ 4 ff = plit"  dansQ x (0,7), (1.5)

Les processus d’évolution modelés par ’équation précédente s’appellent processus
dynamiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par
exemple dans le cas ot @’ = 0, il ’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques),
ou bien dans le cas ott le champ des vitesse @ varie trés lentement par rapport au temps,
cest-a-dire que le terme plit’ peut étre négligé (processus quasi statiques). Dans ces

deux cas I’équation du mouvement devient :
Dive! + £ =0  dansQ’ x (0, 7). (1.6)

L’équation équivaut a de relations scalaires, et mathématiquement cette équation
ne suffit par a modéliser le probleme d’équilibre du corps car, par exemple les d com-
posantes u; du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a savoir le champ de
déplacement électrique, les potentiels électriques ¢ : Q2° x (0, T) — R et les champs des
déplacements électriques D : Qf x (0,7) — R?. L’évolution du corps piézoélectrique

est décrite par I’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques :

divD* = ¢ dans Q° x (0,7, (1.7)
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ott "div" est Popérateur de divergence pour les vecteurs, divD? = D, et qb représente

1,09

la densité des charges électriques volumiques sur .

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Nous considérons deux corps piézoélectriques qui occupent des domaines bornés
QOf C RY(C =1,2;d = 2,3) avec une surface frontiére réguliere et de Lipschitz I'* sub-
divisée en trois parties mesurables I'{, 'y, 'y d'une part et de deux parties mesurables
[ et T, telles que mes (I'f) > 0, mes (T'%) > 0, et T C I'y. Soit T > 0 nous étudions
I’évolution du corps due a l'application de force de volume et de tractions de surfaces
dans l'intervalle de temps [0,7]. Dans ce qui suit, pour simplifier les notations, nous
n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport a € Qf U T*
et t €[0,7]

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut ima-
giner et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour
les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans 1’établissement des
lois de comportement.Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : essais
de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais de re-
laxation.

Dans la description des phénomenes purement électro-mécanique, par loi de com-
portement (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le
tenseur des contraintes of, le tenseur des déformations infinitésimales ‘. Cette défi-
nition se modifie légerement dans la description des phénomenes électro-mécaniques,
car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de déplacement électrique
D = (DY) ainsi que le champ électrique E* = —V¢*. Nous présentons par la suite les
lois de comportement de matériau : matériaux électro- élastiques.

Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.
Nous considérons ici une catégorie de matériaux ou le tenseur des contraintes o’ et

le vecteur des déplacements électriques D’ sont reliés par la loi de comportement :
o' =G'e(u’) — (E)E(¥),
D' = B'E(y") + Ee(ub), (1.8)

E(¢") = =V,
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ot G¢ : QF x S¢ — S? est lopérateur d’élasticité non linéaire, E(¢*) = —Vf ol
V' = (%, i) représente le champ électrique, £ = efjk est le tenseur piézoélectrique
qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation a champ constant

ou nul et B¢ = ij est le tenseur diélectrique a déformation nulle qui constitue un

¢
ijk

¢

tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs ()" = (ef;;,)* o (ef;;,)* = e},;, dénote

le transposé du tenseur £ tel que :
Elat vt =at - (£, Vo' e S% o' € R% (1.9)

Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques.
Un matériau est dit électro-viscoélastique s’il possede une loi de comportement de

la forme
o' = Ale(af) + Gle(ul) — (E)B(¢),
(1.10)
D’ = B'E(¢") + Ele(u’).
Remarquons que lorsque A = 0, la loi (I10) devient une loi de comportement électro-

élastique de la forme ().

Un exemple de la loi électro-viscoélastique non linéaire est le suivant

. 1
ol = Ale(d’) + E<€ — Pyee) — (EY*E(Y), (1.11)
ot A’ est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes afjkh s’appellent "coefficients de
viscosité", K C S? est un convexe fermé non vide et Py : ST — K* est opérateur de

projection de S? sur K*. L’opérateur d’élasticité est donné par

1
G'(e) = ~(e — Pree)

o
et £ est un tenseur d’ordre trois. Ses composantes efjk s’appellent "coefficients piézo-
électriques".
Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire
longue et endommagement.

Une loi de comportement d’un matériau électro-viscoélastique avec mémoire longue

et endommagement peut étre écrite sous la forme :
t
0! = A'(i) + 0'e(u) 4 (€T + [ Pt s e (o). Cods, (L1
0

ot les opérateurs A’ et G° sont des tenseurs d’ordre quatre et non linéaires, leurs

4

composantes a;;; et gfj 1 S'appellent coefficients de viscosité et élasticité respectivement

5



1.1 Formulation mathématique d’un probleme de contact

et F* représente une fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement
viscoélastique du matériau, et ot (* est une variable interne d’état définie dans Qf x
(0,T), avec 0 < ¢* < 1. L’évolution du champ d’endommagement utilisée au deuxieéme

chapitre est modélisée par I'inclusion du type parabolique donnée par la relation
" = KA+ W (C) 2 90" — Ale(df), e(u’), (),

ot k' est une constante positive, ¢ est la fonction source de I'endommagement, OW x
est le sous-différentiel de la fonction indicatrice Wy et K* est ’ensemble des endom-

magements admissibles défini par
K'={¢CecH(Q):0< (<1, pp. dans QY}, (1.13)

Nous utilisons la loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques avec
mémoire longue et endommagement dans le chapitre 2 de ce mémoire.

Finalement, afin de compléter le modele mathématique qui décrit 1’évolution du
corps, il faut préciser les conditions aux limites sur I'j, c’est I'objet des conditions de

contact et des lois de frottement que nous décrirons dans le paragraphe suivant.

1.1.4 Conditions aux limites

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de
It
La condition a la limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'{ x (0,T), le champ des

déplacements u’ est par conséquent nul :
u' =0 sur T'Y x (0,7). (1.14)

La condition a la limites de traction.

Une traction surfacique de densité f agit sur I'; x (0, T') et par conséquent le vecteur

des contraintes de Cauchy o‘v’ satisfait :

o'V = ff sur I'5 x (0, 7). (1.15)
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Les conditions aux limites électriques.

Ces conditions sont déterminées a partir des deux équations :

©'=0 sur I x (0,7), (1.16)

D' v = ¢ sur IT'f x (0,7). (1.17)

Conditions continues aux limites de contact.
On définit le déplacement normal par
[u,] = ui + Uzv

et le déplacement tangent par

La continuité des contraintes sur l'interfaces I's se traduit par :

1_ 2 _ 1 2 _
o,=0,=0, 0,=—0,=0, sur I's. (1.18)

1.1.5 Loi de contact avec frottement

Par un condition de contact nous comprenons une relation impliquant les compo-
santes normales du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par une
loi de frottement nous comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o et
le déplacement tangentiel u’ ou la vitesse tangentielle uf Notons ici que o’ s’appelle
aussi force de frottement.

Les égalités et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque partout sur

Ty x (0,7).

Contact avec compliance normale.

Dans ce cas, les corps est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

a priori. La contrainte normale o', satisfait la condition dite de compliance normale

(1.19)
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ott [u,] est le déplacement normal, g° représente l'interstice entre les corps et p, est
une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette condition
indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de sa pénétration
[u,] — g*. Précisons que dans les chapitres 2 du mémoire nous considérons le cas ou le
corps repose sur la fondation, c¢’est-a-dire, l'interstice est nul, g* = 0. Comme exemple

de la fonction p, nous pouvons considérer

pu(r) =cyry, (1.20)

ol ¢, est une constante positive et . = max{0,7}. Un deuxiéme exemple est donné

par

cyry s r < a,

(1) = B (1.21)

c,o0 si T > Q,
ou « est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition
de contact (1Y) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle

dépasse «, la fondation se désintegre et n’offre plus de résistance a la pénétration.

Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans ce mémoire.

Loi de frottement de type Coulomb.

C’est une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique.
Elle se caractérise par 'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement

et elle peut s’énoncer comme suit :

H O-T HS IU/’UV’)
| o- 1< plo,| = [4.] =0, (1.22)
| o ||I= plo,| = il existe A > 0 tel que o, = —A[4,],

ou p > 0 est le coefficient de frottement. C’est une version quasistatique de la loi de
Coulomb qui intervient dans la description du contact frottant de probleme étudié dans
le chapitre 2 du mémoire.

Maintenant, nous remplagons le seuil de frottement o, de la loi (IZ22), par la
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condition de compliance normale (I"T9), de facon a obtenir les conditions suivantes.

| o |< ppu(fu] — %),
| o [|< ppu([w] — ¢°) =[] = 0, (1.23)

| o ||= pup,([u,] — g°) = il existe A > 0 tel que o, = —\[,].

Dans le chapitre 2 nous utilisons la loi (I"23) avec le cas particulier g%, i.e. lorsque
Iinterstice est nul, ce choix ne représente guere une restriction du point de vue méca-
nique, mais il est imposé pour raison de simplification des calculs.

Une version quasistatique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature
est donnée par

o u,) — ¢*
| - < p-([u] = g°), (1.24)

[tr]

[uT] 7£ 0= or = _pT([uV] - gé)m’

ou p, est une fonction positive. Dans (IZ24), la contrainte tangentielle ne peut pas
excéder le seuil de frottement p,([u,] — g°). De plus, quand le seuil de frottement
est atteint, le corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au

mouvement. Cette condition de frottement a été utilisée dans différents papiers.

1.1.6 Loi de contact avec frottement et adhésion

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur
'3 x(0,7), on introduit une variable interne d’état définie sur I's x (0, 7"), qui représente
I'intensité d’adhésion sur la surface de contact, telle que 0 < 8 < 1. Quand =1 a un
point x € I's, 'adhésion est complete et tous les liens sont actifs, quand 5 = 0 tous les
liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion, et quand 0 < # < 1 c’est le cas d’une
adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus détails sur ce section, on
renvois par exemple [[3]. On suppose que la contrainte normale satisfait la condition

de compliance normale avec adhésion :
o, = —pu([w)]) + 1B R, ([u,)]) sur I's x (0,7, (1.25)

ou o0, est le déplacement normal, v, est un coefficient positif, p, : I's xR — R est une

fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — R,
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est I'opérateur de troncature donné par :
L si s < —L,
Ry(s)=q—-s si —L<s<O0, (1.26)
0 si 5> 0.

Ici L > 0 est longueur caractéristique des liens. La condition (I"2Z3) indique que
chaque corps exerce une action sur lautre corps en fonction de sa pénétration [u], ou
le deuxieme terme de 1’égalité est la contribution de I’adhésion a la tension de surface.

Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (I"23) a été déja utilisée

Quand le champ d’adhésion § est nul, (I"Z5) devient :
o, = —pu([u]) sur I's x (0,7, (1.27)

qui représente la condition de compliance normale.

Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle satisfait la condition sui-

vante :
(01— —o2=0,
|- + -8R ([w-]) < ppo([un]),
| o7 + 78R ([ur]) [|< ppo([un]) = [d2] =0 sur I's x (0,7, (1.28)
| o + 7= B3°Re([wr]) [|= ppo([un]) = 3X =0
 telle que o, + - 7R ([u,]) = =[]

ou v, est un coefficient positif et i est le coefficient de frottement, supposé étre positif.
R.:R¢— Ri est 'opérateur de troncature défini par

v si lv]| <L,
R, (v) = (1.29)

Lﬁ si |lv|| > L.
Notons que les conditions de frottement similaires a ceux dans (I"28) ont été consi-
dérées dans [31] dans le cas particulier R, ([u,]) = [u,] et R,([u,]) = —[u,], pour L
tres grand.
La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des com-
posites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures diffé-

rentes. Pour modéliser les phénomenes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le proces-

sus d’adhésion a la description du contact.
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L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la

forme :
B = = (B (Ro([u))? + 7R () I?) — )., sur Ty x (0,7, (L.30)

B(0) = By sur I's. (1.31)
Ou v, - et ¢, sont coefficients d’adhérence positifs, et [u,| = ul —u?, le déplacement
tangent relatif de corps Q! par rapport l'autre corps Q2 sur la zone de contact, et 3,

I’adhésion initiale, tel que :
0<pBy <1, pp.surls. (1.32)
Sous les conditions (I=30)-(I232), on a la remarque suivante :

Remarque 1.1.1 : Nous remarquons que sous les trois conditions précédentes le
champ d’adhésion vérifie la restriction 0 < B < 1. En effet, puisque 3 < 0 donc
8 < By < 1. En outre, si § =0 quand t = ty, donc ﬁ = 0 pour tout t > ty, et d’o u
B = 0 pour tout t > tg, p.p. x € I's. Alors, nous concluons que 0 < < 1 pour tout
t€[0,T] p.p. x € T's.

Pour plus de détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous référons

aux livres [37, 42].

1.2 Rappels d’analyse

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonc-
tionnels, les équations et inéquations variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques

théoremes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire
(.,.)m : H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z 'application de H — R définie par :

1
lullg= (u,u)}, (1.33)

et on rappelle que || - || g est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz :
|(w, 0)u| <[l wllall v lla, Yu,ve H. (1.34)

11
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On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par
(I=33). Soit H' 'espace dual de H c’est a dire I'espace des fonctionnelles linéaires et
continues sur H muni de la norme :

< TI,U >H/><H
[ nllg= sup ————
veH—-{0} || v ||

?

ol {.,.) s, représente la dualité entre H et H.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) : Soit H un
espace de Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H il existe f € H

unique tel que
(D, v) oy = (fyv)g Yv e H.

De plus
ol =N f -

L’importance de ce théoreme est que tout forme linéaire continue sur H peut se
représenter a l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme

isométrique qui permet d’identifier H et H .

1.2.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siecle et ont permis de
résoudre bon nombre de probleémes concernant les équations aux dérivées partielles
sans réponse jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur I'espaces de Sobolev

HY() défini par :
HY(Q) = {u cel?)(Q) | duel)(Q)i=1,--- ,d}.

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L2(Q2)¢ pour tout
ue HY(Q).
On sait qui H'(Q) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire :
(u, ) 1) = (U, V)12(0) + (Oiw, 0iv)12(0),
et la norme associée :
l .
| u HHI(Q): (u7u>]2_]1(g)7€t on éerit || u ||12L{1(Q):|| u ||i2(9) + [ Vu ||i2(9)d :

12
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On a les résultats suivants :

C' () est dense dans H*(Q).

Théoréme 1.2.2 (Rellich)
HY(Q) C L*(2) avec injection compacte.

Théoréme 1.2.3 (trace de Sobolev)
11 existe une application linéaire et continue § : H'(Q2) — L2(T") telle que du = ulp

pour tout u € C1(Q).

Remarque 1.2.1 L’espaces L*(T) ci-dessus représenté l’espaces de fonctions réelles
sur I' qui sont L? pour la mesure superficielle dI'. L’ application & s’appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de lapplication uw — u|p

définir pour u € C1().

Remarque 1.2.2 On note que l'application de trace 6 : H*(Q)) — L?(T") est un opéra-

teur compacte.

Définition 1.2.1 Pour tout k € N et pour tout p € [1,400], nous définissons l’espace
de Sobolev W*P(Q2) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) Vo, |a| < k;Tv, € LP(Q), tel quev, = Dau},

Remarque 1.2.3 Nous ferons trés souvent l'abus d’écriture qui consiste da identifier

D%u et v,.

La norme sur I'espace W*?((2) est donnée par

1
p
( Z || D%u ||Lp(Q) ) si 1 <p<oo,

| [[wrr)= ol <k

D* i = 0.
E}lg | D% [ sl p =00

Pour p = 2, on note par H*(Q2) I'espace W*2((2) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

Théoréme 1.2.4 Les espaces de Sobolev W*P(Q2), pour k € N et p € [1, +00], munis
de la norme || - ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour tout

k entier, sont des espaces de Hilbert.

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [[7].
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1.2.3 Espaces fonctionnels

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u

et ot
(= {uf = () | uf e12(@)) = 2@)"
t_ gt — (ot T 2000\ L — (12(0¢))dxd
) H _{ ( z]) | 1 ]zEL (Q )} (LS<Q )) ) (135)
= {ul = () | e HY(Q)} = (HY(Q))"
k”7"[{2{0’667'-[,6 | diVO’ZGHE}.

Les espaces H, H!, H et H! sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants :
.
(') = [ ol
QZ

0 4 _ 0,0
(X4

(u', ) e = (u’, v ) e + (e(u), e(v%))e,

(1.36)

(o, TZ)H{ = (af, ") + (Divet, Divr?) ye,
\

respectivement, ot € : Hf — H* et Div : H{ — H* sont respectivement les opérateurs

de déformation et de divergence, définis par

Vel = (i), e(ul) = (e5(u)), e (uf) = = (ul, + ul,), Dive® = (of,,).

Les normes sur les espaces H, H¢, H! et H{ sont notées par || - ||ge, || - 3¢, || - | ¢
et || - ||, respectivement.

Puisque la frontiere I'? est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v & la frontiere
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v* € HY nous utilisons la notation v* pour
désigner la trace yv* de v’ sur I'Y. Rappelons que I'application de trace v : Hf — L2(I')?
est linéaire et continue, mais n’est pas surjective.

Désignons par H’Fe le dual de Hye, et (-,-) le produit de dualité entre leé et Hye.

Pour tout o’ € H¢, il existe un élément ‘v’ € H’Fe tel que :
(a'Vt ') = (6, c(v"))ye + (Dive’, v') e Vo' € HY. (1.37)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons la formule
(o'vh, yvt) = / o'vt - v'da Yo' € HY. (1.38)
T¢
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¢

Donc, pour o assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(', e(v"))gye + (Dive’, v') e = / o'vt  vlda Yo' € HY, (1.39)

FZ
ou da est un élément de mesure de surface.

Nous définissons le sous-espace fermé de HY
Vi={v'eHl | v'=0 surl%}. (1.40)

Puisque mes(I'{) > 0, l'inégalité de Korn s’applique sur V¥, alors, il existe une

constante ¢; > 0 dépendant uniquement de Q¢ et I'{ telle que
| () ||3e> e || ©° ||H{ Vo' e V¢ (1.41)

Nous considérons sur l'espace V¥, le produit scalaire donné par

(u’, v )ye = (e(uh), e(v")) e vut, v’ e V¢, (1.42)

et soit || - ||ye la norme associée, i.e.
|0 fyemll (@) e Vo' € VY. (1.43)
Par I'inégalité de Korn, il vient que || - |[ ;¢ et [| - ||ve sont des normes équivalentes sur
V¥ et ainsi (V¢ || - ||v¢) est un espace de Hilbert. De plus, en utilisant le Théoréme de

trace de Sobolev, (I239) et (M), il existe une constante ¢y > 0 dépendant uniquement

de QFf, T'{ et I's telle que :
| v* r2ry)e< co || v’ ||y Vo' € V- (1.44)

Pour une fonction scalaire 3, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I's

du contact, nous définissons 1’ensemble
Z={BcL>®0,T;L*T3));0 < B(t) <1Vt € [0,T], sur I's}. (1.45)
On introduit également les espaces suivants :
ES=L*QY, Efc HY(Q), W'={cEl|¢=0surl},
W' = (D' = (D!) | D! € LA(Q'), D!, € L)},

ot divD? = (sz) Ces espaces W' et W sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par
(", e = (V' VE) e, (D, E e = (D, E e + (divD’, divE®) 2 ey,  (1.46)
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soient || - [|we et || - |[yye les normes associées ; c’est-a-dire
1€ llwe=[ V€ [lsze, I D [ye=] D* lfe + || divD” [[E2q) - (1.47)
Puisque mes(T"Y) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une
constante cr > 0 dépendant uniquement de Qf et I'? telle que
IVE llwe> cr [ € ey, V€ € W (1.48)

Une démonstration de I'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé dans [29].
Pour des détails sur les résultats de ce paragraphe nous renvoyons par exemple aux
référence [35, B6).

Sur l'espace W nous considérons le produit scalaire donné par

(e = [ vetveld, (1.49)
0¢

Il s’ensuit de (T2R) que || - || z1(qe) et || - |lwe sont des normes équivalentes sur W et
donc (W*, || - ||we) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace de

Sobolev, il existe une constante ¢’ dépendant uniquement de QF, 'Y et I's, telle que
1€ laray < &0° 11 € llwe,  VE" € WY (1.50)
Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits :
V=V'xV? H=H"xH* H = H xH;},
H=H" xH*, Hi=H xH], By = E; x E},
Ey=El xE}, W=W'xW? W=WxW?
les espaces V, 1, W et W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires
canoniques notée (-,-)v, (+,")g, (-, )w et (-,-)w. Les normes associés seront désignés
par || - ||v, || - Iz |l - llw et || - |lw, respectivement.
Soit 0 < T' < oo et soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel, nous utilisons le clas-
sique notation pour les espaces LP(0,T; X), WkP(0,T; X), ol < p < 0o,k > 1. Nous

notons par C(0, T; X) et C'(0, T; X) les espaces des fonctions continues et continiiment

différentiables sur [0, 7] avec valeur sur X, respectivement, avec les normes :

o= ¢
| f leo.rx) nax | £(t) [Ix,

15 llewoirao= mas | £() s + ma 1| 7)1 -

Nous notons par C.(0,7T;X) I’ensemble des fonctions continues a support compact

dans [0,7] & valeurs dans X .
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Définition 1.2.2 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il eziste un sous
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,)nen de fonctions appartenant d

Ce(0,T;X) telle que || fu(t) — f(t) [[x— 0 quand n — oo, pour tout t € [0,T] \ E.

1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hil-

bert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans
les espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations

variationnelles d’évolution qui interviennent dans I’étude de probléme mécanique.

I-Opérateur fortement monotone

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs frottements monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considere un espace de Hilbert X munit du produit

scalaire (-,-)x et de la norme associé || - ||x .

Théoréme 1.2.5 (Théoréme de point fize de Banach)
Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l'espace de Banach (X, || - [|x)-

Supposons que A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €]0, 1] telle que
| A(w) — Aw) |x<cllu—v|x Vu,veK.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, posséde un point fixe

unique dans K.

Pour l'opérateur A™ : K — K défini par la relation
A" = A(A™T m > 2,
nous avons la version suivante du théoreme de point fixe.

Théoréme 1.2.6 Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach
(X, ]| - |Ix). Supposons que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors A admet un point fixe unique dans K.

Définition 1.2.3 Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M > 0 tel que :
la(u, v)] <M [[u x| v]x, Vu,veX
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Définition 1.2.4 Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 telle que :
alu,u) >m || u % VueX.

Proposition 1.2.1 Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lip-
schitz. Alors pour tout f € X il existe un élément unique u € X tel que Au = f.

Le résultat précédent est un cas particulier du théoreme de Minty-Browder.

Théoréme 1.2.7 (Théoréme du Lax-Milgram)
Soit X un espace de Hilbert, a : X x X — R une forme bilinéaire continue et
coercive.
Soit | : X — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique
u € X qui satisfait :
a(u,v) =1(v), YveX. (1.51)

Sous différentiabilité
Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un

sous ensemble de I'espace X.

Définition 1.2.5 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction Yy définie par

0 st u €K,
Ui =

+oo si u¢ K.
Définition 1.2.6 Soit une fonction 7 : X — R et u un élément de l’espace X tel que
j(u) # +oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté 0j(u) est l’ensemble défini

par
Ij(u) ={u e X" | jv) > ju)+ (v ,v—u), Yo e K} (1.52)
Le crochet (-,-) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément u’ de l’ensemble Oj(u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si Jj(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable
st elle l’est en tout point u de [’espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel OV d’une fonction indicatrice Vg

d’un ensemble convexe non vide

Mg ={ueX'| (v,v—u) <0, Vv e K}. (1.53)
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1.2 Rappels d’analyse

Inéquations quasi-variationnelles elliptiques d’évolution

La modélisation de plusieurs classes de problemes physiques conduit aux inégalités
variationnelles elliptiques ou d’évolution, dans lesquelles la fonctionnelle non différen-
tiable dépend de la solution elle méme. Ce dernieres sont appelées. Nous donnons par
la suite un résultat d’existence et d’unicité pour ce type de problémes.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (-, -) g et
de la norme associée || -|| g et soit A : X — X un opérateur non linéaire, j : X x X — R
et f € X. Compte tenu de ces données, nous considérons I'inégalité quasivariationnelle

suivante.
ve X, (Au,v—u)x +j(u,v)—jlu,u) > (f,v—u)x YveX. (1.54)

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A est fortement monotone et

de Lipschitz, ¢’est-a-dire
4

(a) Il existe L4 > 0tel que

[Auy — Augl|x < Lalluy — uzl|x, Vuy, up € X,
(1.55)
(b) 11 existe m4 > 0 tel que
\(Aul—AUQ,Ul—Ug)X ZmA”Ul—’LQH%(, Vul,uQ e X.
et la fonctionnelle 7 : X x X — R satisfait
(
(a) Pour tout j(u,-)est convexe et s.c.i.sur X
(b) Il existe m; > 0 tel que
’ (1.56)

J(ur,ve) — j(ur, v1) + jug, v1) — j(ug, ve)

| S myllu = weflx(lor —vallx - Yur v, w100 € X

L’existence et I'unicité d’une solution au probleme (I254) est donnée par le résultat

suivant

Théoréme 1.2.8 Supposons que les hypotheses (I253) et (I°a0) sont satisfaites. Alors,

sim; < ma, pour tout f € X, il existe une solution unique uw € X au probléme (I-04).

Une démonstration du Théoréme se trouve par exemple dans [38] p.83.

Dans la troisieme chapitre du mémoire, nous utiliserons un résultat abstrait sur
les inéquations quasi-variationnelles d’évolution. Ce résultat concerne les problemes du
type suivant.

Trouver u : [0,7] — X tel que
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1.2 Rappels d’analyse

(Au(t), v —a(t))x + (Bu(t),v — u(t))x + j(u(t), v) — jlu(t), u(t))x
> (f(t),v—a(t)x VYvelX, tel0,T], (1.57)
u(0) = up. (1.58)

La différence entre le probléme (IZ54) et le probléme (IZ57)—(IC5R) consiste dans le
fait que le dernier et probleme est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du
temps, la dérivée @ apparait dans la formulation du probléme et par conséquent, une
condition initiale, est (ICAY), rajoutée.

Pour étudier le probleme (IZ57)—(IZ58), en plus des hypotheses (IZ53) et (I58),
nous avons besoin des hypotheses suivantes.

L’opérateur non linéaire B : X — X est de lipschitz, c’est-a-dire
3Lp > 0tel que |[Buy — Bug||x < Lpllus —ua|lx  Vui,up € X. (1.59)

Aussi, nous supposons que
feC0,T;X), (1.60)
up € X. (1.61)

Dans ’étude du probleéme (IC57)—(IZ58), nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.2.9 [22] Soient (C2d), (24) et (IA8)— (I22) satisfaites. Alors
1. Il existe une unique solution w € C*(0,T; X) au probléme (I-37)— ([I=53).

2. Si uy et uy sont deux solutions du probléme (I51)—(TZ58) correspondant aux

données f1, fa alors il existe ¢ > 0 tel que
[ (8) = 2 ()| x < e(f2(8) = f2(B) |l x + [Jua(t) —wa(t)]|x), VEe€[0,T]. (1.62)

Ce résultat d’existence, d'unicité et de régularité a été prouvé dans [22] et peut étre
aussi trouvé dans [23] p.232—236.
Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux résultats sur les équations d’évolution

et un résultat sur les inéquations variationnelles d’évolution.

II- Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.2.10 (Cauchy-Lipschitz) : [43] Soit (X, || - ||x) un espace de Banach
réel et soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés
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1.2 Rappels d’analyse

sutvantes :

.

(a)1l existeLy > 0 tel que
I Ft,z) —Ft,y) x<Lellz—yllx  Vo,yeX ppte(0T),

(b)11 existel < p < oo tel que

F(-,z) € LP(0,T;X) Vz € X.

\

Alors, pour tout xo € X, il existe une fonction unique x € W'P(0,T;X) tel que
(t) = F(t, z(t)), p.p.t €[0,T],
z(0) = xo.
Pour des détails sur ce théoréme on peut renvoyer le lecteur par exemple a [43] p.60.

Définition 1.2.7 S’il est linclusion de (X, || - ||x) dans (Y,|| - ||y) est continue et X
est dense dans 'Y, le triplet
XcycX

s’appelle le triplet de Gelfand, ouX' Uespace dual de X.
Inéquation variationnelle d’évolution

Théoréme 1.2.11 [37] Soit X C Y =Y C X un triplet de Gelfand, F est un sous-
ensemble fermé non vide et convexe de X, et soit a(-,-) : X x X — R est une forme

bilinéaire symétrique et continue qui satisfait
il evistea > Oetcy  a(v,v) + o |Jv||3% > aljv)|kx Vv € X (1.63)

Alors, pour tout ug € F et f € L2(0,T;Y), il existe une unique fonction u €
HY(0,7;Y) NL*(0,T;X) qui satisfait u(0) = ug, u(t) € F pour tout t € [0,T], et

(1), v—u(t) )y x +a(ult), v—ult) > (F(t),v—u(t))y v€ Fpp.te(0,T). (1.64)

Pour la démonstration de cet théoréme on peut regarder dans [37)].

1.2.5 Lemme de Gronwall

Lemme 1.2.1 Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €[0,T], a > 0 une constante et ¢ € C([0,T];R). est une fonction telle que
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1.2 Rappels d’analyse

(1) Si t t
o(t) < a+/0 m(s)ds —i—/o n(s)p(s)ds vt e [0,T],
alors
o(t) < (a—l—/o m(s)ds)exp(/o n(s)ds) Vte[0,T).
(2) Si t
o(t) <m(t) + a/o o(s)ds Vte0,T),
alors

/Ot¢(s)ds <e /Otm(s)ds vt € [0, 7.

pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.2.1 Soient n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si
¢ € C([0,T];R) est une fonction telle que

o(t) <a+ /Otn(s)qﬁ(s)ds vt € [0,7],
alors .
o(t) < a.exp(/o n(s)ds), Vte[0,7T].

Le corollaire T2 est souvent utilisé pour montrer l'unicité de la solution, de la
facon suivante.
On suppose deuz solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre ces

solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme
t
o) < [ n(s)o(s)ds vee 0.7),
0

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire T2 donne immédiatement

la nullité de ¢.
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Chapitre 2

Probleme de Contact avec
adhésion et frottement en électro-
viscoélasticité avec mémoire longue

et endommagement

2.1 Formulation du probléme

Dans cette section, nous considérons le probléme quasistatique, pour une loi de
comportement électro-viscoélastique avec mémoire longue et endommagement, sous
les conditions aux limites de contact avec frottement et adhésion entre deux corps

déformables.
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2.1 Formulation du probleme

Fig.1 : contact entre deux corps électro-viscoélastiques.

Dans la suite nous désignerons par Q! et 2 les domaines qu’occupent les deux
corps électro-viscoélastique dans R? (d = 2,3), on suppose que la frontiére de chacun
des dommaines Q° est constituée de trois parties disjointes Q° =T =T{ UTS UTY, on
suppose que les parties I'Y, T'5, I'§, sont mesurables au sens de Lebesgue, d'une part, et
en deux parties mesurable I et T'¢, telles que mes(I'Y) > 0 et mes(I') > 0. On sup-
pose que les champs des déplacements s’annuls sur ', que des tractions surfasique fs
s’appliquent sur T'S x (0,7), que des forces volumiques f§ agissent dans Qf x (0,7T), des
charges électriques de densité volumiques g5 dans Q° x (0,T) et des charges électriques
de densité surfacique ¢4 sur I'j x (0,T). Nous noterons par I'; I'interface de contact du
corps Q°, (¢ = 1,2), on a : '} = I'Z, noté par I's. Alors le modele classique pour ce

processus est le suivant.

Probléme P. Pour / = 1,2, trouver les champs des déplacements u’ : Q¢x(0,T) — R¢,
les champs des contraintes o’ : Q° x (0,7) — S% les potentiels électriques ° :
Qfx(0,T) — R, les champs d’endommagements ¢* : Q°x (0, T) — R, un champ d’adhé-
sion B:T3x(0,T) — R et les champs des déplacements électriques D : Q¢x (0, T) — R¢

fels que -
o = (i) + G'eu) + (€T + [ sl s, (@)

dans Q° x (0,7,
D = &f(u') — BV¢! dans Q° x (0,7), (2.2)

¢ — KIAC + 00U ke (¢h) 2 ¢ (o — Ale(af),e(u), ("), dans Q' x (0,T), (2.3)

Dive’ + ff =0 dans Q° x (0,7), (2.4)

divD® — ¢ =0 dans Q° x (0,7), (2.5)

u’ =0 sur ') x (0,7), (2.6)

o't =ff sur I'S x (0,7), (2.7)
oL =02=o0,

sur I's x (0,7), (2.8)
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2.1 Formulation du probleme

o_=—0

,
1 2
T T

o,

| o 4+ 7 07Re(u-)) 1< g [])
| o 4+ 38R () (1< oo (a]) = [ =0 surTax (0.7), (29)
| o + R, ([u,

 telle que o + 7, 8°R. ([u,]) = —A[d,]

D = ppe((w]) = 3X >0

B == (BOy(Ru([w])* + vl Re ([u))|*) - €a) sur g % (0,7),  (2.10)
' =0 sur 'Y x (0,7), (2.11)

D' vf=¢ surT¢x (0,7), (2.12)

LS I (0,T 2.13

i sur I'" x (0,7), (2.13)

u’(0) =uf, ¢Y0)=¢ dans Q, (2.14)

5(0) = BO sur Fg. (215)

D’abord, les équations (E1) et (22) représentent la loi constitutive électro- visco-
élastique avec mémoire longue et endommagement, I’évolution d’endommagement est
modélise par l'inclusion du type parabolique donnée par la relation (223). Les équations
(22) et (23) sont les équations d’équilibre écrites pour les champs de contrainte et de
déplacement électrique, respectivement. De plus, les conditions (28) et (2240) repré-
sentent les conditions aux limites classiques de déplacement-traction, respectivement.
L’équation () représente la condition de compliance normale avec adhésion sur la
surface de contact I's o7, est le coefficient d’adhésion. Et les conditions (29) sont les
conditions de frottement et d’adhésion, ou les opérateurs de troncature sont donnés par
(IZ8) et (C29). Ensuite, I’équation (210) représente ’équation différentielle ordinaire
qui décrit I’évolution du champ d’adhésion et il était déja utilisé, pour plus de détaits.
Ici, outre 7, et &,. (210 et (212) représentent les conditions aux limites électriques. La
relation (Z13) représente une condition aux limite de Neumann homogene ou g—gﬁ est
la dérivée normale de ¢¢. (214) représente le champ de déplacement initial et le champ
d’endommagement initial. Enfin, (2713) représente la condition initiale dans laquelle /3,

est le champ d’adhésion donné.

On considére maintenant les hypotheses suivantes :
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2.1 Formulation du probleme

L’opérateur de viscosité A* : Qf x S — S? vérifie :

(
(a) Il existe L 4 > Otel que :

HAE(J:’é.l) - AZ(ZE,fg)H < LAe”é'l - §2H’ V§17§2 € Sd’ p.p.T € QE‘

(b) 11 existe m 4 > 0tel que

(A2, &) — A'2,&)) - (& — &) 2 muell&r — &I°, V&,& €87, pp.xe Q.

(¢) L’application x — A’(x, &) est Lebesgue mesurable sur ¢, V¢ € S%.

(d) L’application x — A*(z, 0) est continue sur S, p.p.z € QF.
\

(2.16)
L’opérateur d’élasticité G¢ : Q¢ x S — S? vérifie :
(
(a) Il existe Lge > 0tel que :
1G% (2, &) = G (@, &)l < Lgellér — &l V&1, & € 89, pp.a € Q.
(b) L’application x — G*(x, €) est Lebesgue mesurable dans  Qf, V¢ € S9.
(¢) L’application x — G*(z,0) appartient a H’.
\
(2.17)

La fonction de relaxation F* : Qf x (0,T) x S x R — S? vérifie :

(
(a) 11 existe Lze > 0telle que :

”‘/T_-e(xatafladl) - Fe(x7t7§2ad2)|’ S L]-'Z(”fl - 52” + ‘dl - d2‘)7
vVt € (O,T),{l,fg c Sd,dl,dg eER,pp.z€ QL.
(b) L’application x — F(x,t, &, d) est Lebesgue mesurable dans Qf, vt € (0,7T), £ € S%, d € R.

(¢) L’application x — F¢(x,t, &, d) est continue dans (0,7), VEe€SY deR, p.p.x e Q.

k(al) L’application z + F¢(x,t,0,0) appartient & H, Vt € (0,T).
(2.18)
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2.1 Formulation du probleme

La fonction source d’endommagement ¢ : Qf x S x S x R — R vérifie :

p
a) Il existe Ly > Otelle que :
¢

|6 (2,11, &1y 00) — @°(, 2, 2, @2)| < Lge ([l — | + [1€1 — &al| + Jan — aal),
Vi, me, &1, & € SY etan, an € R, pp.a € Q.
(b) L’application x — ¢*(z, 1, €, @) est Lebesgue mesurable sur Q Vn, € € Steta € R,

(¢) L’application z — ¢*(x, 0,0, 0) appartient a L2(Q°),

K(al) @' (x,m, €, a)est bornéeVn, € € S, a € R,p.p.x € Q.

(2.19)
Le tenseur piézoélectrique £° : Qf x S — R? vérifie :
(a) &z, 7) = (efjk(x)Tjk) V7 = (1) € S%p.p. z € O, (2.20)

(b) e, = €y €L7(Q), 1<k <d
Rappelons aussi que I'opérateur transposé (£°)* est donné par (£°)* = esz ol efj; = €pi;
et 1’égalité suivante est satisfaite :
Eov=0-(EYv VoeS VveR

Le tenseur de permittivité électrique B¢ = (bfj) : QU x R4 — R? vérifie les hypothéses :

(a) B(x,E) = (bj;(x)E;) VE = (E;) e Rip.p. € O,
(b) by = by, b; € L=(QF), 1<4,5 <d,

jir Vg

(c) Il existe mpe > Otel que B'E-E > myg||E||?>, VE = (E;) € Rip.paxe Q-

(2.21)
La fonction de compliance normale p, : I's x R — R vérifie
( (a) Il existe L, > Otelle que :
Dy (,71) — pu(,72)] S Lyjri —ra|, Vri,ra € R,p.p.x €T,
(0) (pu(z,71) = pu(2,72))(r1 —12) 20, Vri,r € R,p.p.x €T3, (2.22)

(¢) application x — p, (x, ) est mesurable sur I's, pour tout r € R,

(d) p,(x,r) = 0 pour tout r < 0, p.p. z € ['5.

On suppose que les forces volumiques ff et les tractions surfaciques fy, et les charges

électriques volumique ¢f et surfaciques ¢5 ont les régularités
e, T;L2(Q9%), ffeC,T;L3(TH)%, (2.23)
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2.1 Formulation du probleme

g5 € C(0,T;L3(Q)), g4 € C(0,T;L*(I'})).

Les coefficients d’adhésion ,, v, et ¢, satisfont les conditions

Yo, - € LZ(T3), €, € LQ(F3>, Yoy Yoy €a => 0 p.p.surls.

La diffusion de la microfissure de confficients est vérifie

k> 0.

Tandis que le coefficient de frottement p vérifie

pe L>*Ts), wp(x)>0  pp.surls.

Le champ initial d’adhésion satisfait
Bo € L*(I3), 0< By <1, p.p.surly,
et le champ initial de déplacement satisfait
upy € V-
Finalement, le champ initial d’endommagement satisfait

¢§ e K-

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

O, K est I'ensemble des fonctions d’endommagements admissibles définis dans

Nous énongons maintenant quelques définitions qu’on utilise dans la suite de ce

chapitre.

En utilisant le théoreme de représentation de Riesz. On définit la fonction f =

(f1,f*) +[0,T] = V par :

2 2
=3 [ v > . #w - viaa

et la fonction ¢ = (¢*,¢*) : [0,7] — W par :

2
Ow =3 [ de <d:c—2/ 64(t) - C'da,
=1
Les conditions (2223) et (2224) impliquent
feC(0,T;V), qeC(0,T;W).
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2.2 Formulation variationnelle

Nous définissons la forme bilinéaire a : £7 x Ey — R

2
a((,&) =) K / V¢t vede. (2.34)
=1 v
On définit la fonctionnelle d’adhésion comme suit joq : L*(I's) x V. x V — R par
Jaa(B,u,v) = / (—’}/VBQRV([U,,])[UV} + 7752RT([UT]) - [v-])da. (2.35)
s

La fonctionnelle de compliance normale j,.: V X V — R par

oo, v) = / po (] )da (2.36)

et, la fonctionnelle de frottement js : V x V — R est définie par

Jr(u,v) :/r ppw([un)) || To] || da. (2.37)

La condition (2222) entraine que les intégrales dans (2238) et (2237) sont bien définies.

2.2 Formulation variationnelle

A T'aide des formules de Green on voit directement que si u, ¢ et 8 sont des fonctions
suffesamment régulieres qui satisfont (24), (28), (ER) et (29) avec (P233), (2230) et
(2231) pour tout ¢ € (0,7") on déduit que :

(o, e(v") — (' (t)))gye + (Dive’, v — 4 (t)) e = / o'V’ (v' —a(t)da, Yo'e V'
T¢
On a
/ ol(e(v’) —e(@(t)))dx + | Dive’ - (v —a'(t))dx = / o'v’ - (vf — 4l (t))da
Qf ¢

0t i

—i—/ o'vt . (v' —at(t))da + / a'v' - (v' —4'(t))da, Yo' € V"
r

14 14
2 FS

La formule de Green pour £ =1 :

/Ql o (e(v!) — (@ (1)) +

J

La formule de Green pour ¢ = 2 :

Diva?' - (v' —a'(t))dx = / o'v - (v —a'(t))dat
Ol F%
o'v' - (vt - ﬂl(t))da —l—/ o'v' . (v — ﬁl(t))da, vol e V1. (2.38)

1 1
2 FS

/ a?(e(v?) —e(@*(t)))dx + [ Dive? - (v? —u*(t))dx = / o?v? - (v — 42 (t))da+
02 02 2
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2.2 Formulation variationnelle

/ o?v? . (v? — 42 (t))da + / o?v? - (v2 — 4*(t))da, Yv* € V2, (2.39)
12

r3

a addition (2238) et (2239)

2

Z/ ol(e(vh) dx—i-z Dwa (v' —a‘(t))dx =

=1/

2 2 2

> / o'V (v =i (t))da+y / o'V (v =i (t))da+H / o'V (vl (t))da, Yo' € V',
=1 7T =1 715 =1 /1%

d’aprés (I20), (22), et (20)-(220) on a :

o'(e(v') —e(u(t)))dz ~ fo - (0f = (t))dx = f - (vf = (t))da+

Z/ o'vt . (v' —4t(t))da, Yo' e VE

=1
Alors :
;(025( 9 Hz—Z/Qefof-(v —u d:p—Z/f2 v' — 4 (t))da+
Z/ o'vt . (v' —4t(t))da, Vo' € V*
=1 /1%
Donc :
Z(az,s(vg) Z fO- v' —al(t))dx —|—Z/ £ (vt =4t (t))da+
=1

2

Z/ o'vt . (v' —4'(t))da, Vo' € VY,
T4

=1
d’aprés (2237)

(f (@), V—Z/ fi(t) - (v —a( dm—i—Z/f2 - (v* =4t (t)) da.

En suite :

2

z:(oj7 e(v") — (0 (1)) ye = (f(t),v —u(t))v + Z /F o'vt- (v —a'(t))da, Yo' e V"

2
/=1 /=1

2
On calcule Z/ o'vt . (v’ — at(t))da =7 :
=115
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2.2 Formulation variationnelle

Q

W (v — 4t (t))da +/ o?v? - (v2 —ui(t))da

I's

d@—@@%w/a%aﬂmmm

I's

+/F3 ai(vi—ai(t))da%—/ o (v7 — 7 (t))da

I's

oullon ~ tuO)da+ [ o(fo. ~ i (t))da

I's

(=pol]) + 3B R ([ ([0 — ()] da
+Laﬂw—%@%m

alors :

o'V (v =1t a = —p,(lu, LG2R,([u, Uy, — 1y, a o (|lv.—1u, a.
;;L (o' ()da = |l 428 Bl i)t | (o)
(2.40)
Nous supposons que I's = T4 UT5,
ouly ={xels/ | or+710R([u]) |< ppu([u,])}

et I'y ={z €T3/ | o +78R-([ur]) [|I= pp([w])}-

/FS o, ([v, — 1, (t)])da = /r; o ([v, — . (t)])da + / o ([vs — a,(1)])da.

3

Maintenant, en utilisant (279).
[ (ot Re () (o = = [ o+ 38R ] 1] for] | da
FS FS

> = [ ) o) = 1 ] e, (241)

nous utilisons 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

/F (0 + 38" Re([u))([vr])da > — [ || o + 38" Re([ur]) | [v:] || da

> = [ ) | for] I de, (242
et
[ o R i) o = =A [ (i P

> = [ ) | i) | do (2.43)
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2.2 Formulation variationnelle

Par substitution (2242) de (223)

J

3

(0 + 7" Re ([u,])([vr — - (t)])da > —/F ppw([un]) || To-] [ da + /F ppw([un]) || Tie-] || da.

(2.44)
nous utilisons (2Z21) et le égalité (244 pour trouver
[ (o 1B R ) o, = 0= = [ o)1 For] | = ] )
’ ’ (2.45)

Maintenant, nous utilisons (220) et (243) pour trouver

D (of e(v”) (@ (t)we = (1), 0 —a(t))v — / pu(w])([vy — i ()])da
(=1 I's

+ [ B Rl = e~ | pp ) for) | = | ] D
- [ 2B R () o, (B

D’aprés (2233)—(2=37), on a

2

> (0 e(v) = (@' (1))ue + JaalB(E), u(t), v — @(t)) + fue(u(t), v — (1))

=1
i (u(t), v) = jg(u(t), a(t) = (f(t),v —a(t))v, (2.46)
et de (EI), on obtient :

2
(=1

D (Ae(@(t)), e(v' —a' (1))puet ) (Ge(u! (1)), e(v —a' (1) et ) () V! (8), (v’ " ()

(=1

+3° (/ Fi(t = s,e(ul(s)), ¢ (s))ds, (v’ — a“(t))) + Jaa(B(t), u(t), v — u(t))
=1 \/0 H

+ve(u(t), v —a(t)) + jp(u(t), v) = jpe(u(t), a(t) = (f(t), v —a(t))v, (2.47)

Vot e V8 pp.te(0,T), ¢4t € K.

En utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du probleme ainsi que
les conditions (23), (210) et la définition (232) on a :

D V¢ )y + (DivD4, ¢ e = | DY ¢lda, Vo' € HY, 2.48
It !

D V¢'dz+ / DivD* ¢dx = | D' ¢'da+

o ot ¢

D’ ¢tda, Vo' € HE. (2.49)

4
Fb
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2.2 Formulation variationnelle

La formule de Green pour ¢ =1

D' - V¢'de + [ DiwD' - ¢'de = | DW'-¢'da+ | D' ¢'da, Vo' € H].
Q! Ql rt ri

(2.50)

La formule de Green pour ¢ = 2

D?.V¢idr + | DiwD?-¢*de = | D*v?-¢?da+ | D*v?- ¢*da, V¢* € H?.
Q2 02 r2 r2
(2.51)

Pour ¢ = 1,2, on a d’aprés (210) :

/ DV’ - ¢fda =0,
FZ

a

a addition (Z250) et (2231) on a :

2 2 2
> | D Vlde+> | DiwD'-g¢ldr =" / D! - ¢lda.
=1 72 =1 79 =1 7T

On a d’aprés (23H) et (212) :

2 2 2
> Df-v¢fdx+2/ qg-d)fdw:Z/ ¢ - ¢da,
=1 79 =1 79 =1 7T
2 2 2
Z (D, V¢! Hz—I—Z/ qg-qsfdx—Z/ ¢ - ¢'da = 0.
=1 7 =1 /T

-1
On a d’aprés (2232) :

2 2
I Ed . 0 gd _
Z/q ¢'da 26213/%% ¢'da = (g(1), O)w

Donc :

> (D, V¢ ) e + (q(t), ¢)w = 0.
(=1

De (222), on obtient :

[\

D BV VO ) =D (€ ), Vo ) ge = (q(t), d)w, Yo € W, t € (0,T). (2.52)
/=1

=1
Enfin, soit ¢‘(t) € K* et pour tout t € (0,T). De la définition (I"23) de AW x(¢F)
et de (223), on obtient

(6 (0" =A@ (1), (' (1), C" () = () + WAL = '), <0.vE" € K.

L2(Q0)
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2.2 Formulation variationnelle

donc

(6 (o = A'elai’ (1)), (1)), €' (1), € = '),
< (Cm.& = 'm) , =R A = C0) gy

En utilisant la formule de Green et (2713)

L2(Q4)

(AL = C0) iy = = [ T V(€ = 0)da
Qé

En suite

(¢ =C0) o T [ T W VE (1)

alors

>3 (o (o (1) - Ae(@ (1)), = (1), ' (1)) € = (1)) Vel e K' (2.53)

L2(0f)

De (£1), (222), (248), (2253), (2252), (210), (214) et (21H), on obtient la formulation
variationnelle du probleme P.
Probléme PV. Trouver les champs des déplacements u = (u!,u?) : [0,T] — V,
les champs des contraintes o = (o', 0?) : [0,T] — H, les potentiels électriques ¢ =
(', ¢%) 1 [0,T] — W, les champs d’endommagements ¢ = (¢*,¢?) : [0,T] — Ey, le
champ d’adhésion § : [0,7] — L>(I'3) et les champs des déplacements électriques
D = (D',D?) :[0,T] — W, tels que :

o' = Ale(d) + Gle(u’) + (E)*' V' + /0 Fit — s,e(u’(s)),C"(s))ds, (2.54)

dans Q° x (0,7),

D' = £ (u’) — BV dansQf x (0,7), (2.55)
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2.2 Formulation variationnelle

2

Y (0 e (@) = (@' (6))nr + JaalB(1), w(t), v = G(t)) + fue(ult), v — alt)

(=1
+ jfr(u(t)7 'U) - jfr(u(t)v 'U,(t)) > (f<t>7 vV — ":"(t))\/v (256)
VoeV, ppte(0,T),
() e K, Y (¢, €" = (1)) paqe) +alC(D),€ = (1))
>3 (¢/(0"(0) = AR 0), s (1), () 6 =)
- (2.57)
VEe K, pp.te(0,T)
D (B (1), Ve ) e — Y (E'(ul (1), Vo ) e = (q(t), d)w, (2.58)
/=1 /=1
Vo e W, p.p.t € (0,T),
B =— (B (R ([us()])* + % IR ([ (D)) =€)+ pp- (0,7, (2.59)
u(0) =wug, ((0) = G, (2.60)
B(0) = fo. (2.61)

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant
les fonctionnelles juq, juc et jgr qui seront utilisées dans les paragraphes suivantes.
Ci-dessous dans cette section, 3, 81, 32 dénotent les éléments de L*(T'3) tel que 0 <
B, B1, B2 < 1 p.p. sur I's, uy, us, vy, e, u’ et v’ représentent des éléments de V¢, et C
est une constante générique positive qui peut dépendre de Q°, T's, v,, 7., pu, A%, G, et L,
dont sa valeur peut changer d'un endroit a ’autre. Pour la raison de simplicité, nous
supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite aux fonctions diverses sur z‘ €
OfUTs.

D’abord nous faisons remarquer que les fonctionnelles 7,4 €t j,. sont linéaires par

rapport au dernier argument et donc
Jad(B,w, —v) = —jaa(B, 6, v),  Jue(u, —v) = —jue(u, v). (2.62)
En utilisant (2238), on obtient
Je(t1, V2) = jve(r, V1) =jve(Uz, V2)+jve(tz, v1) = —/F (pv([wr])=pu ([u2])) (1] = [v20])da,
3
et d’apres (2222) (b), on a
Jue(U1,02) — Jue(ur,v1) — Jue(Ug, v2) + jue(ug, v1) < 0, Yy, ug, v1,v2 € V. (2.63)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Maintenant, nous utilisons (2237) pour trouver

Jerun,02) = e, 01) = gz, 02) + gz, o) < o - pe((und) = po(luzDlillon] = 2l

D’aprés 'hypotheése (2222) (a), on trouve
jfr(ulaUQ)_jfr(ulavl)_jfr(u2>UZ>+jfr(u27v1) < LVH,UHLOO(Fg)Hul_U/ZHLQ(Fg)|‘U1_U2HL2(F3)
Gardant en téte (IZZ4), nous obtenons
Jpr (1, 02)=j e (U1, 01) = (U2, V) + i (U2, v1) < Lo || o o) | wai—us v vi—vs |lv,

V’U,l,UQ,’Uh’Ug e V. (264)

Nous énongons maintenant notre résultat principal concernant I'unique solvabilité

du Probléeme PV dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante :

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre intérét principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et

d’unicité pour le probléme variationnel PV.

Théoréme 2.3.1 Sous les hypothéses (2Z14), (228), (2222)— (2Z230). le probléme varia-

tionnel PV. admet une solution unique {u, o, ¢, (, 3, D} ayant la régularité suivante :

u € CY0,T;V), (2.65)

o€ C0,T;H,), (2.66)

0 € C(0,T; W), (2.67)

¢ € HY(0,T; Ey) N L*(0,T; Ey), (2.68)
B e Wh>(0,T; L*(I's)) N Z, (2.69)
D < C(0,T;W). (2.70)

Un quadruplet {u, o, ¢, ¢, 8, D} qui satisfait (2254, (260) — (261) est appelé solution
faible pour le probleme P. Nous concluons que, dans les hypotheses (218)—(2230), le
probléme mécanique (2254) — (261) a une solution faible unique qui satisfait (2763)—(2=70).
La preuve de théoreme (P=3) sera réalisée en plusieurs étapes et est basé sur les équa-

tions d’évolution de la théorie avec des opérateurs monotones, un argument de point
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2.3 Existence et unicité de la solution

fixe et une existence classique et résultat d’unicité pour les inégalités paraboliques cette
fin.

La démonstration du théoreme (2231) sera fournie dans cette section suivante.
Démonstration du Théoréme 23T

Soit n = (nt,n?) € C(0,T;V) sera proposée.

Dans la premiere étape, nous considérons le probleme variationnel suivant.

Probléme PV. Trouver un champ des déplacements u, = (u),u;) : [0,7] = V tels

que
Z e(v" — (1)) e +Z (Ge(ul), e(v’ — 1l (1)) e
/=1
Fve(Un(t), v — 1y (t)) + jpr(wy(t),v) = jp(wy(t), @, (t)) + (n(t), v — ,(t))v
> (f(t),v — 0, (t))v,Yv €V, te€(0,T), ((t) €K, (2.71)

u,(0) = uy. (2.72)
Dans I'étude du probleme variationnel PV}, nous avons le résultat suivant .

Lemme 2.3.1 1. [l existe une solution unique u, € C*(0,T;V) au probléme (2=11)
et (Z773).
2. Siuy et ug, sont deuz solutions du probléme (Z711) et (ZZ73) correspondant aux
données my,me € C(0,T;V), alors il existe ¢ > 0 telle que

[i1 (1) = o (D)|lv < e ([[m (@) —m(B)llv + [ur(t) —ua(t)llv), ¥Vt €[0,T]. (2.73)

Preuve. Nous allons appliquer le Théoreme 29 dans le cas de 'espace de Hilbert
X = V muni du produit scalaire (-, )y et de la norme associée || - ||y, définies par (I22)
et (CZ3) dans le deuxieme chapitre de la premiére partie.

Nous utilisons le Théoreme de représentation de Riesz-Fréchet pour définir les

opérateurs A:V —V, B:V — V par

(Au,v)y = S (Ale(u), £(0))re (2.74)
=1

(Bu,v)y = 3 (Ge(u'),=(v"))ser (2.75)
/=1

pour tout w,v € V, et la fonction f, : [0,7] =V, j: V x V — R par

fo(t) = (&) —n(t) vtel0,T], (2.76)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Jj(u,v) = jue(uw,v) + jp(u,v), Yu,veV. (2.77)

En utilisant (2718)(a)
(Au; — Aug, v)y = (Auy,v)v — (Aug, v)yv

2
:ZAE e(uh),

=1 /=1

= Z Ale(ul)e(v')dr — Z .Aé e(ub)e(vh)da

=1 79

<> | Laelluf — ub|lyelle(v”)|ppeda
=1 79

ax(Lar, L) / s — sy v llvde
Q

(Ae(us), e(v"))e

Mw

N

[\

< Lallur — wsoflv|lv|v.
On prend v = u; — us donc
(Aul — Aug, uy — U2)v < LA||U1 - U2||%/

alors

[Awy — Auslly < Lallur — usllv.

En applique (213) (b) :

(Auy — Aug, uy — ug)y = (Aug, uy)y — (Aug, us)yv — (Aug, wy)v + (Aug, ug)y
2

= (Ale(ul),e(wr))pe — > (Ae(uf),e(uh))se
=

(=1

= > (Ae(uy), e(up))pe + Y (Ae(u)),e(u) ue
/=1

/=1

= | (Als(uf) — A'c(ui)(e(uf) — <(us))d

2
>3 [ il - s
(=1 79

> min(mAl,mAg)/ lu, — /U/QH%]d.T
Q

> mur — uslf3
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2.3 Existence et unicité de la solution

En utilisant (2717)

(Buj — Bug,v)y = (Buy,v)y — (Bug,v)y

= Z (G'e(uy), Z (G'e(uy), e(v") )

(=1

=" [ Gle(ud)e( dx—Z Gle(uy)e(v')de
o4

/=1
2

/ G2 ut) = G'=(ui) el |e(v”) e

[\

[\

< max(Lgr, L) [ = wallv[ollvda
< Lglluy — wsllv|lv|lv.
On prend v = u; — uy donc
(Buj — Bug,u; — ug)y < Lg|lus — u2||%,
alors
[Bur — Bus|lv < Lgl|u1 — uzl|v.

Puisque les opérateurs A et B satisfont les conditions (IC53) et (IZ59), respective-
ment.

Nous utilisons (2238) et (2237) pour voir que la fonctionnelle j définie dans (2-72) sa-
tisfait la condition (IZ58)(a). Moyennant (222) et (2224) encore une fois, nous utilisons

263), (264) et (221), nous trouvons l'inégalité suivante
g

J(u, v2) = j(ur, v1) — j(uz, v2) + j(uz, v1) < Ll,cg | HL°°(F3)H up —uy [lv]| vi—v2 [lv,

V’U,l,'UQ,’Ul,’UQ e V. (278)

ce qui montre que la fonctionnelle j vérifie la condition (I58)(b) sur X = V . De
plus, en utilisant (2233) et prenant en considération que nn € C'(0,7; V), nous concluons
de (2Z18) que f, € C(0,T;V), ie., f, satisfait (IZ60). Finalement, notons que (2229)
montre que la condition (ICGI) est satisfaite aussi.

En utilisant maintenant (2-74)— (EZ77) nous remarquons que le Lemme 2231 est une
conséquence directe du Théoreme X9, ce qui acheve la preuve. m

Dans la deuxieme étape, nous utilisons la solution u, € C(0,7; V) obtenue dans le

Lemme =31 pour construire le probleme variationnel suivant.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Probléme PV Trouver le potentiel électrique ¢, : [0, T] — W tel que

), Vo) e = (q(t), d)w, Yo € W,t € (0,T).
(2.79)

MM

2
> (B (t), V') e
/=1

~
Il
-

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.3.2 Le probleme PV} possede une solution unique qui satisfait la régularité
Preuve. Soit b(+,-) : W x W — R la forme bilinéaire donnée par

2
= (B'V¢' V) e Vo, € W. (2.80)
/=1

Nous utilisons (IZR), (I29), (2220 et (2280) pour déduire que est continue, symé-

trique et coercive. En outre, nous appliquons le théoreme de représentation de Riesz

pour définir la fonction ¢, : [0,7] — W tel que

2
Jw = _(dg'( wHZSZ ),V ) e, Yo € W,t € (0,7T).

(=1

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram on obtient l'existence et I'unicité ¢, (t) €
W tel que
b(ey(t), &) = (an(t), d)w, Vo € W. (2.81)

Nous concluons que ¢, est une solution du Probleme PVy. Pour ¢, € [0,77], en

utilisant des arguments basés sur (2279) nous trouvons

I n(t1) = @y(ta) lw< O ug(tr) —uy(ta) [Iv + [ a(tr) = qlt2) [lw),  (2.82)

Comme u, € C*(0,T;V) et ¢ € C(0,T; W), nous déduisons de 'inégalité (282) que
0, €C(O,T;W). m
Dans la troisieme étape, nous utilisons la solution u, obtenue dans le lemme 2232

et nous considérons le probléeme suivant.

Probléme PV.. Trouver le champ d’adhésion 3, € [0,T] — L*(I's) tel que

Bn(t) = = (B () (3 (R ([ (D)) + Yo | R ([ (DD IP) — €0) ,  pop-t € (0,T), (2.83)
B3,(0) = Bo. (2.84)

On a le résultat suivant.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Lemme 2.3.3 Le probléme 77\/5 admet une solution unique (3, qui satisfait
B, € Wh>(0,T;L*(T3)) N Z

Preuve. Pour la simplicité, nous supprimons la dépendance de diverses fonctions
sur I's, et notée que les égalités et inégalités ci-dessous sont valables p.p. sur I's. On

considére la fonction de trace F, : [0,T] x L*(T'3) — L*(T'3) définie par

Fy(t,8) = — (Bw(Ro([unn (D)) + 72 1R ([ 0D — €a) ,

pour t € [0,T] et B, By € L*(I's). d’apres les propriétés des opérateurs de troncation

R, et R, nous avons

|1 F(t, B1) — Fy(t, Bo)|| < 181 — Balliers) L2117 + rllezrs)
< C||B1 = B2llezrs)-

et d’autre par

1E(E, B)llezeay < BNy L2l + e lleara) + lleallars)

<C.

Donc nous impliquons que F}, est Lipschitz continue par rapport au deuxieme argu-
ment, et cela uniformément dans le temps. D’ailleurs, pour n’importe quel 3 € L*(T'3), la
fonction de trace t — F)(t, 8) appartient a L°(0,T;L*(I'3)). Ainsi, en utilisant le Théo-
réme [[C2710, nous obtenons qu'il existe une fonction unique 3, € WH(0, T'; L*(T'3)) qui
satisfait (283) et (2284). Aussi, d’apres les arguments utilisés dans la Remarque I
et (ZZ8) nous déduisons que 0 < B,(t) < 1 pour tout ¢ € [0,7], p.p. sur I's. Par
conséquent, de la définition de Z nous montrons que 3, € Z, ce qui donne la preuve
du Lemme 2Z373. =

Dans la quatrieme étape, soit 8 € C'(0,7; Ey). On considere alors pour le champ
d’endommagement le probleme variationnel suivant.
Probléme PV§. Trouver le champ endommagement ¢y = (¢}, ¢3) : [0, 7] — E tel que
Co(t) € K et

(&), & - Co(t)) r2ae) + alCo(t), & — Co(t))

]~

~
Il

1

2
> Z(QZ@)? fz - C£<t)>L2(QZ)7 V§ EK, pptle (07T)7 (285)
=1

ou K = K' x K2

Dans I’étude du probleme de PVg, nous avons le résultat suivant.

41



2.3 Existence et unicité de la solution

Lemme 2.3.4 Le probléme PVg admet une solution unique (y telle que
Cp € HY(0,T; Ep) NL*(0,T; Ey).

Preuve. L’application d’inclusion de (Ey, || - ||g,) dans (Eo,|| - ||z,) est continue et
a image dense. Notant par E; I'espace dual de E; et identifiant le dual de E; avec

lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand
E,CEy=E,CE,.

Nous utilisons la notation (-, -) E,xp, Pour désigner le produit de dualité entre E| et

E4, nous avons
(C7£)E1><E1 = (C?f)E’o VC € EO?é- € Eh

On sait que 'ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble
non vide, fermé et convexe dans F;. Ainsi, le champ d’endommagement initial {; € K.
Maintenant, en utilisant la définition (2234)) de la forme bilinéaire ¢, pour tout ¢, € Ej,

on a
a(¢,§) = a(§, ¢),

et

|a(¢, )] < 3KVl VEl|n

< cf[ollu €]

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € E7, nous avons

a9, ¢) = k| Volli,

alors
a(¢, ¢) + (k+1)[[0l%, > k(IVelli + l6ll%,)
et Ao

a(¢,0) + colldllp, = alldlh, co=Fk+1let a=k.

Nous remarquons que toutes les conditions du théoreme 211 sont vérifiées. Ce qui
conclut la preuve du lemme 2234. m
Enfin, & la suite de ces résultats et d’utiliser les propriétés de l'opérateur F*
I'opérateur £, la fonction jaq et la fonction ¢f, pour t € (0,T), nous considérons
I'opérateur

A(n,0)(t) = (A'(n, 0)(1), A*(n, 0)(1)) € V x Ey, (2.86)
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2.3 Existence et unicité de la solution

définis par les égalités
(Al (777 9) (t»v U)V

(/ot F(t = s,e(uy(5)), Go(s))ds, g(vé)>

NE

=1 HE

N |

+ ((55)*Vg0f;, e(V")) e + Jaa(By(t), uy(t),v), Vv €V, (2.87)

A (0, 0)(t) = (&' (a9 (1), e(wy (1)), G5 (1)), " (a3 (1), € (u (1)), G5 (1)) - (2.88)

Pour tout (n,0) € C(0,T;V x Ey), w,, ¢y, By et (p représentent le champ des
déplacements, le champ potentiel électrique, le champ d’adhésion et le champ d’en-

dommagement obtenus dans les lemmes 2231, 2232, 2233 et 2234 respectivement, et

Y4 7 .
o, défini par

a'f;e(t) = géa(uf;(t)) + (Ef)*Vgof; + /t Fi(t — s,s(uf;(s)), (o (s))ds, dans Q x (0,7).
(2.89)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.5 Pour (n,6) € C(0,7;V x Ey) lopérateur A(n,8) : [0,T] — V x Ey
admet un unique point fize noté (n*,0%) € C(0,T;V x Ey) tel que A(n*,0%) = (n*,6%).

Preuve. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m ieme de
lopérateur A, notée A™ est une contraction dans C'(0,7; Vx Ey). Soient (1, 01), (12, 62) €
C(0,T;V x Ey) et par simplicité, nous utilisons les notation w,, = u;, @,, = U;, p,, =
@i, By, = Bi, Co, = i et oy, = o pour i=1,2.

En utilisant (2233), nous obtenons

1A (1, 01)() — A* (2, 02) (1) I/

< IE) VL (E) — (£ Veh(t)|I2

+;/0 | FE(t — s,e(ul(s)), CL(s)) — Fi(t — s, e(ub(s)), Co(s))||2pds

vl Lo o 18T (O R ([urn]) = B3 (6) R ([uaw ) I72
v Lo o 187 () B ([ (1)]) — B2 (8) R ([war (D) [IZ2 1) -
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2.3 Existence et unicité de la solution

En utilisant (2718), (2=20),
1A (1, 01)(2) = At (m2, 02) (DI
<3 ([ )~ ot [l = o)
+ Z I(E) Moo ) V1 () = Vo () [
/=1

vl e (o) 187 () R ([unn]) — B3 (8) R ([uz ) |72y
Hve oo o 1187 (O B ([ (1)]) — B2 () Ry ([war (DD 1721 -

et en utilisant la définition de R, et R, on a

A (1. 8) () — A (o, B2) DI
Smw@pipwlHm@%wd@%@+AHM@—@®ﬁws
FIE eiayllen(t) — o2y + € 18:(0) = BOl 2oy ) -

On prend C' = max(max(Lz1, Lr2), ||(5)*||%oo(9)7 c)

ainsi, on obtient

1A (1, 01)(2) — A (2, 02) (D)

<C</Hm e mw+/Wm ()|, ds

Her(t) = 2(t) |7 + 1181 (8) — z(t)HLQ(FB)) .
(2.90)

l

Nous rappelons que u,,,

Vi ;- .
u,,, désignent les composantes normale et tangentielle de
la fonction uf] respectivement.

Par un argument similaire, de (2388), (2289) et (219) il s’ensuit que

IA% (01, 01)() — A% (s, 02) (1) |,

¢ (Hul(t)—w(t)H?vﬂL/ 1 (s) = wa(s)[ds + 16 (1) = L),

/n@ () uds + lloa(t) — xmm).
(2.91)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Alors, depuis (2790) et (EZ90), on a
1A (01, 01)(1) — A2, 02) (1) |3 s,
<C (Hul(t) —us(t)|y + /O [ (s) — ua(s)[[Vds + (|G (t) — G (1),

# [ 1606) = G s + lien®) = a0l + 1610~ B0l )
(2.92)

depuis
t
uf(t):/ al(s)ds +ub(t), Vte[0,T],¢=1,2,
0

Nous avons .
lur (£) — ua(t)lv < / [1(s) — ta(s)||v ds
0
et en utilisant I'inégalité dans (2273)
t t
fus) = )l <€ ([ Ims) = ma(ollvas + [ unts) ~ ualo)lvds) . 299
0 0
Maintenant, d’aprés I'inégalité de Gronwall, il s’ensuit que
t
Jui(t) —ua(t)lv < C / Im1(s) = m2(s)[lvds Vit €[0,T]. (2.94)
0
D’autre part, le probleme de Cauchy (2283)—(284) nous pouvons écrire
t
Bi(t) = Bo —/0 (Bi(8) (v (R ([in ($)]))* + Yo | B ([wir ($)D1I*) — €a) . s

et puis

181() = Ba ()| 2(rs)

: C/ I 81(8) (R ([ ()))* = Ba() (Ro([uze () llz2(rs) ds

t
+C/O | Br(s) 1R ([tar (s)DII* = Ba(s) || R ([u2r ()17 |2y .
Utilisant la définition de R, et R, et en écrivant 5, = 31 — (2 + (32, nous obtenons
181() = Ba(t) | z2(rs)

<c (/ 1B1() — Bo(s)|| 2 pg)ds—i—/ () — wa(s)]| 2 F3dds) (2.95)

Maintenant, d’apres I'inégalité de Gronwall, il s’ensuit que

181(t) — Bo(t) L2y < C / 1 (5) — 22 (8)l| 2y ds.
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2.3 Existence et unicité de la solution

et en utilisant la relation (I24)) on obtient

181(t) = Bo(t)| 72,y < C /O [ (s) — uz(s)[I5 ds. (2.96)

Nous utilisons (2279), (I4R), (2220) et (2=21) pour trouver

le1 () = 2Dl < C llua(t) — ua ()] (2.97)

De (2=83), nous déduisons que

(él - é2,C1 - Cz)EO + G(Cl — (2,1 — CQ) < (91 — 09,1 — C2)E0, p.p.te (O;T)-

En intégrant 1'inégalité précédente avec les conditions initiales

G(0) = ¢2(0) = Go
et en utilisant 'inégalité
a(Cr — (2, ¢ —C2) >0
on obtient

3160 =60 5,2 [ 6 =0a(6).Gl) = Gl s

ce qui implique que

HQ@—M@%&AH%®—%@M%%+AHMﬁ—M@%ww

Cette inégalité combinée avec I'inégalité de Gronwall conduit a

I¢a(t) = G(t) I, < C/O 1 61(s) — 02(s) I, ds VYt € [0,T]. (2.98)

Nous combinons (2794) ,(2798) ,(2797) et (Z98) dans (2792) et les estimations pour

obtenir

A (1, 01)(t) — Aln2, 02) ()13 iy < C/O (1, 01)(s) = (n2,02)(5) I3 1z, d-

En réitérant m fois I'inégalité précédente, on obtient

Cme

|A™ (11, 01) — Am(772792)||20(0,T;VxE0) < ml

(11, 61) — (m2, 62)|’2C(0,T;VxEo) ds.

Ainsi, pour m assez grand, 'opérateur A™ est une contraction sur ’espace de Banach
C(0,T;V x Ey), et ainsi de A a un unique point fixe. m

Passons maintenant a la démonstration du théoreme P=31
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2.3 Existence et unicité de la solution

Démonstration du Théoréme 23T
Existence. Soit (n*,0%) € C(0,T; VX Ep) est un point fixe de A(-, -), et soit w,«, @p«, Cor, By
les solutions des problemes PVy., PV, 77\/9*, PVB , respectivement. Nous utilisons

les notations suivantes :
Ui = Uy, Pu = iy, G = oy B = By, (2.99)
t
o = Ale(il) + Gle(ul) + (€1 Vil + / Fit = s,2(ul(s),C!(s))ds,  (2.100)
0

D! = &le(ul) — BV, (2.101)

Nous montrons que le quadruplet (w., o, ¢« (i, Ps, D) satisfaisant (2254)— (2761)
et la régularité (269)—(2270) En effet, nous écrivons (22711) pour n = n* et en utilisant

(2Z99), on obtient

Mw

(Ale(il),e(v’ —al HHZ Gle(ul),e(v" — 4l (t)))pye

(=1
Five(Wa(t), v — Gu(t)) + Jpr(wa(t), v) = Jpr(wa(t), a(t)) + (0" (1), v — @u(l))v
> (f(t),v —a.(t)y,Yo eV, tel0,T], ((t)e€K. (2.102)

Nous combinons les égalités A'(n*,0*) = n* et A%(n*,0*) = 0* avec (2X7) et (2=J)

pour obtenir

w0 =3 ([ 7= setuiion, <f<s>>ds,e<v€>)w

2

+Z g( VSO* ( e))?-[,f+jad(ﬁ*(t)vu*(t)vv)v (2103)

Yo eV, pp.te(0,T),

0.(t) = ¢'(oo(t) — Ae(ai(t), e(ul(1), CL(1), pp.t€(0,7), (=12, (2104

47



2.3 Existence et unicité de la solution

S (A (@ (1), () — (@ () s + 3 (G e (il (1)), () — £ (6) e
/=1 (=1
'y ( FHt = s,2(ul(s)), ¢(5))ds, (0" — s(ai<t>>)
=1 \WO0 e

FJad(Be(t), wa(t), v = (1)) + Jue(wa(t),v = @(t)) + jpr(wa(t), v)

—jpr(wa(t), (1)) + Y ((E)VR(t), () = e(@i (1))

(=1

> (f(t),v — u.(t))v,Yo eV, pp.te(0,T).

(2.105)
Ainsi, de (2104) et (2283), (.(t) € K on a
D (CE), € = ) 2y + alGu(t), € = C(8))
=1
> Y (¢(o(t) — A'e(@l(t)), e(ui (1)), (1)), € = CID)) gy, (2.106)
=1

pour tout £ € K, p.p.t € (0,7). Nous écrivons (ZZ79) pour n = n* et en employant
(2Z99) , on obtient

N

2
D (BVL(), Ve ) e — > (€ ), Vo) e = (q(t), d)w, Yo € W, t € (0,T).
/=1 /=1

(2.107)
Aussi, en utilisant u,« dans (2233) et (2299), on obtient

B(t) = = (B:(6) (3 (B ([ () + 1| R ([t ODIIP) — 0) , 00T € (0,T).
(2.108)
Nous concluons par (2299), (2100), (2101), (2105), (2008), (2007) et (Z08) que
{u,, o4, ps, G, By, D} est une solution du probleme (254)— (2060)— (260). Et d’apres
les lemmes P23, P32, 2233 et 2234 on a les régularités (263), (2567)— (269). Puisque
Uy, Py, €t (, satisfait (263), (262), (ZB68) on a

o, €C(0,T;H). (2.109)

Pour ¢ = 1,2, on choisit v = 1 £ ¢, avec ¢ = (¢!, ¢?), ¢* € D(Q)? et ¢>~* =0, on
obtient
Dival(t) = —f5(t) vtel[0,T], (=1,2, (2.110)
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2.3 Existence et unicité de la solution

La régularité (Z68) suit les formes (2223), (Z109) et (Z110).

Soit t1,ty € [0,T], d’apres (2220), (22211), (I2R) et (2101), nous déduisons que

[1D+(t1) = D.(t2)[lg < C ([oa(tr) = @u(t2)lw + llu.(t2) — w.(t2)lv).
En rappelant les régularités pour u, et ¢, dans (263) et (267), on a
D, € C(0,T; H). (2.111)

En prenant ¢ = (¢!, ¢?) ott ¢ € D(Q°)? et ¢>* = 0 dans (202) et de (2232) il
vient

divDi(t) = ¢5(t) Yt e[0,T], (=1,2. (2.112)

De (2222), (2770), (2110) et (2112) on tire

D, € C(0,T;W).

Enfin, nous concluons que {u,, o, ¢., (s, By, Dy} est une solution faible du pro-
bleme PV ayant la régularité (263)—(PZ70), en ce qui termine la preuve de la partie
d’existence du théoreme 2231
Unicité. La solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A

qui est défini par (2287)—(Z28). =
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié théoriquement un probleme de contact avec adhé-
sion et frottement entre deux corps électro-viscoélasticitques avec mémoire longue et
endommagement.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce
probleme. On a montré 'existence et I'unicité de la solution faible de probléme pré-
cédent par I'utilisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant du
temps, équation variationnelle d’évolution, équation différentielle, le lemme de Gron-
wall et point fixe.

Enfin, ce probleme peut étre approché numériquement en utilisant les méthodes

iteratives des éléments finis et des différences finies.
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a )
Résumé

L’objectif de ce mémoire est I’étude de problemes en Mécanique de Contact avec frot-
tement de Coulomb et I'adhésion pour des lois constitutives électro-viscoélastiques avec
mémoire longue et endommagement. Les résultats obtenus concernent 'existences et 1'uni-
cité d’'une solution faible pour les problemes étudiés. La mémoire est composé de deux
parties. La premiere partie est consacrée a rappeler les différents modeles mécaniques de
contact étudiés ainsi que quelques outils mathématiques nécessaires dans la mémoire. La
deuxiéme partie est destinée a 1’étude théorique des problemes de contact avec adhésion et
frottement en électro- viscoélastique avec mémoire longue et endommagement.
Mots-Clés : électro-viscoélastiques, adhésion, frottement de Coulomb, endommagement,
inéquation d’évolution, inéquation quasi variationnelle, solution faible, point fixe.

N\ J

4 )
Abstract

The purpose of this work is the study of some problems in Contact Mechanics with Coulomb's
friction and adhesion for electro-viscoelastic with long-term memory and damage constitutive
laws. The results obtained concern the existence and uniqueness of weak solutions for the studied
problems. The memory is structured into two parts. The first part is dedicated to recall different
mechanical models of contact, as well as some necessary mathematical tools. The second part is
destined to the theoretical study of frictional contact problem with adhesion in electro-viscoelastic
with long-term memory and damage.

Key-words: clectro-viscoelasticity, adhesion, Coulomb's friction, damage, evolutionary varia-
tional inequality, quasi-variational inequality, weak solution, fixed point.
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