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Notations générales

H Espace de Hilbert.

(.,.)  Le produit scalaire .

17| la norme de l'opérateur 7.
N(T) Le noyau de l'opérateur 7.
R(T) L’image de 'opérateur 7.
W(T) L’image numérique de 7T
r(T)  Rayon spectral de 7.

w(T)  Rayon numérique de T

T L’opérateur adjoint d'un opérateur 7'
T2 La racine carrée d’un opérateur positif7.
T Le module d'un opérateur 7.

T-! L’inverse d’un opérateur 7T

o(T)  Le spectre de T.

p(T)  La resolvante de T.
P,(T) Le spectre ponctuel de T'.
C,(T) Le spectre continu de T
R,(T) Le spectre résiduel de T.

A,(T) Le spectre approximatif de 7.
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Introduction générale

La théorie des opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert ou Banach joue un
role primordial dans les mathématiques contemporaines avec de nombreuses applications
pour les équations aux dérivées partielles, dans la théorie des approximations, la théorie
de 'optimisation, théorie de control et 'analyse numérique. L’objectif de notre travail est
de présenter quelques résultats récents concernant les différents types d’inégalités pour les
fonctions continues des opérateurs bornés sur des espaces de Hilbert.

Les travaux de recherche dans le domaine des inégalités entre opérateurs ont augmenté de
facon exponentielle au cours de les dernieres décennies.

Plusieurs des mathématiciens ont appliqué les inégalités usuelles dans le domaine de la
théorie des opérateurs, en 1821 le mathématicien francais Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) a fondu 'inégalité de Cauchy Schwarz, plus tard en 1859 Viktor Yakovlevich Bunya-
kovsky (1804-1889) a prouvé l'inégalité pour des sommes infinies[1], en 2007 M.Elhadad et
F.Kittaneh [17] ont donné plusieurs inégalités sur les puissances du rayon numérique et la
norme usuelle des opérateurs d’un espace de Hilbert, en 2014 M.Sattari, M.Sal Moslehian
et T.Yamazaki ont généralisé plusieurs inégalités sur le produit de deux opérateurs sur un
espace de Hilbert[31].

Dans toute notre étude, H signifiera un espace de Hilbert complexe, et B(H) 'algebre
des opérateurs linéaire et bornée définie sur H.

Dans le premier chapitre nous rappelons quelques notions et difinitions de base sur la
théorie des espaces de Hilbert et des opérateurs linéaires et bornés, et quelque définitions et
proporiétés d’image et rayon numérique et la relation entre eux.

Dans le deuxieme chapitre nous donnons quelque inégalités d’opérateurs linéaires et
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bornés : inégalité de Cauchy-Schwarz, Yong et Holder , Lowner-Heinz et Furuta .
Dans le troixiéme chapitre nous donnons plusieurs inégalités sur les rayons numériques.
Et le dernier chapitre est consacré a ’étude des inégalités de type Jensen et de type

Hermite-Hadamard.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur le corps C. S’il existe un nombre complexe

(x,y) pour chaque paire de vecteurs x,y € X satisfaisant :

(1) (z,x) >0 pour tout x dans X et (x,z) =0 si et seulement si x = 0.

(Iy) (y,z) = (x,y) pour tous x ety dans X.

(I3) (x+y,z2) = (x,2) + (y, 2) pour tous z, y et z dans X.

(Iy) (Az,y) = X{(x,y) pour tous x ety dans X et pour tout nombre complexe \.

Alors (z,y) est appelé le produit scalaire de x et y.
Un espace vectoriel complexe X ayant le produit scalaire est dit espace minu du produit

scalaire, ou un espace pre-hilbertien.

Définition 1.1.2. Soit X un espace vectoriel sur le corps C. S’il existe un nombre réel ||z||
pour tout vecteur x € X satisfaisant :
(N1) ||z]| > 0 pour tout = dans X, et ||z|| = 0 si et seulement si x = 0. (Strictement

positive)
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(N2) ||z +yl|l < |lz]| + |ly|| pour tous x ety dans X. (Inégalité triangulaire)
(N3) [[Az|| =| M| ||z|| pour tout x dans X et pour tout nombre complexe \. (Stricte-
ment homogéne)
Alors ||z est dit norme de x.
Un espace vectoriel compleze minu d’une norme est dit espace normeé.

Il s’avére facilement q’un espace normé est un espace métrique car d(x,y) = ||x—y|| satisfait

les conditions (N1), (Nz) et (IN3).

Théoréme 1.1.1. [5](Loi du parallélogramme)

Dans un espace X minu de produit scalaire on a :
lz +ylI* + llz = ylI* = 2(ll=1* + lyl1*),
pour tous z, y dans X, quand ||z| = (x,x)%.

Théoréme 1.1.2. [5](Identité de polarisation)

Dans un espace X minu d’un produit scalaire on a :

1 . . . .
(w.y) = 7 {le+ ol = llz —yl* + ile+ iyl* — il —iy)*},
pour tous x ety dans X, et i l'imaginaire tel que i* = —1.
Théoréme 1.1.3. [8] Un espace minu d’un produit scalaire est un espace normé.

Définition 1.1.3. Une suite {x,} dans un espace normé est dit converge fortement vers
un vecteur x dans X si ||x, — x|| — 0 quand n — +o0, et on note par x, — x.

Une suite {x,,} dans un espace normé est dit suite de Cauchy, si ||z, —z,|| — 0 quand
m — +00 et n — +00.

Un espace normé X est dit complet si tout suite de Cauchy a une limite dans X, i.e. si
|Zm — zn|| — 0 quand m — 400 et n — +o0.

Une suite {x,} dans un espace minu de produit scalaire X converge faiblement vers un
vecteur x dans X, si (xn,y) — (z,y) = 0 pour tout y € X, quand n — +oo et on note par
Ty — 2.

Nous remarquons que {x, — v} = {x, — x} par inégalité de Schwarz et la limite de la

convergence fortement et aussi la limite de la convergence faible.
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Définition 1.1.4. Un espace complet minu d’un produit scalaire est dit espace de Hilbert.

Définition 1.1.5. Un espace normé et complet est dit espace de Banach.

Inclusions entre espaces

Ce diagramme présente les inclusions entre les espaces fonctionels

Sémigroupe

Extension Algebrique.

Espace Vectoriel . .
Extension Analytique.

Espace Normé

Espace Espace Espace

Espace de Banach

Métrique Hausdorff | Topologiaue

Espace de Hilbert

A\

Vi

Définition 1.1.6. Soit X un espace normé sur le corps C. Si lapplication f de X vers C
satisfait : f(ax + Py) = af(x) + Bf(y), pour tous x,y € H et tous o, 5 € C.
Alors f est dite fonction linéaire de X dans C, et || f|| la norme de f est définie par

[f1] = sup{|f ()] : [l=]| = 1}.
Théoréme 1.1.4. [8](Théoréme de répresentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert sur le corps C. Pour uny fixé dans H, on définit f(x) par

flz) =(z,y)  pour tout x € H (1.1)

On a f est une fonction linéaire et bornée de H dans C telle que ||f|| = ||y||. Inversement,

pour une fonction linéaire et bornée f de H dans C, il existe un unique y € H satisfaisant

(1.1).
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1.2 Opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert

1.2.1 Norme d’un opérateur linéaire et borné

Définition 1.2.1. Une application T d’un espace de Hilbert H vers H est dit opérateur
linéaire si T satisfait :

(i) T(x +vy) =Tz + Ty pour tous x,y € H. (additive)

(i7) T(ax) = aTz pour tout x € H et tout nombre complexe o. (homogéne)
L’opérateur identité I est défini par [x = x pour tout x € H.

L’opérateur zero 0 est défini par Ox = 0 pour tout x € H.

Définition 1.2.2. Un opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit borné, s’il
existe ¢ > 0 tel que ||Tz|| < c||z|| pour tout x € H.

|7l la norme d’opérateur T est définie par
1T} = inf{c > 0: |Tz]| < c|jzl|, Ve H},

Notation. On note par B(H ) I’ensemble des opérateurs linéaires et bornés sur un espace

de Hilbert H.

Théoréme 1.2.1. [16] Pour tout opérateur linéaire et borné T, on a :
I = sup{IT]| - ]l = 1}
1T} = sup{{|T|| - |l < 1}
IT|| = sup{| (Tz,y) |- [|«]| = llyll = 1}

Théoréme 1.2.2. [16] Pour tout opérateur linéaire et borné T sur un espace de Hilbert H,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) T est borné.

(17) T est continu sur l'espace H.

(1i1) T est continu en xy dans H.

Théoréme 1.2.3. [16] Soient S et T deux opérateurs linéaires et bornés sur un espace de

Hilbert H, on a les propriétés suivantes :
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(@) T[]l =l a [ |T] pour tout a € C.
(@) |5+ Tl < IS+ 171/
(éid) [|STI < [[SIT

Théoréme 1.2.4. [5] Soit T un opérateur sur l’espace de Hilbert H sur le corps C, on a :
(1) T =0.
(17) (Tx,z) =0 pour tout x € H.
(13i) (Tx,y) =0 pour tous x,y € H.

1.2.2 Opérateur adjoint

Définition 1.2.3. Soit T' un opérateur, pour un y fixé dans H, on considére une fonction
f définie par f(x) = (T'x,y) sur H, selon le théoréeme de représentation de Riesz 1.1.4, il
existe w € H unique tel que f(x) = (Tx,y) = (x,u) pour tout x € H , par conséquent, nous

pouwvons définir T* 'opérateur adjoint de T, par (Tx,y) = (x,u) = (x,T*y), pour x,y € H.

Théoréme 1.2.5. [16] Soit T un opérateur défini sur un espace de Hilbert H. On a T* est
aussi defini sur H, et les propriétés suivantes sont satisfaites :
G) 17 = |7l
(17) (T'+S)" =T+ S*.
(13i) (aT)* = aT™*, pour tout o € C.
(iv) (T*)*=T.
(v) (ST)* =T*S*.
(vi) (T7H* =(T*)7Y, si T est inversible.

Preuve. On démontre seulement (i) et (ii) :

(i) Siy1,y2 € H et , 5 € C, alors pour tout z € H, on a

(z, T"(ays + By2)) = (Tz,ays + Bys)
= d(Tﬁ,yﬁ—i—B(Tﬂ?,yﬁ
= (z,aT"y + BT™ys)

il s’ensuit que T*(ay; + Bya) = oT*y; + BT ys.

Alors T* est linéaire .
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Maintenant nous montrons que 7™ est borné.
On pose z = T*y. On a
IT*yl* = (T"y, T*y) = (TT"y,y)
<ITTyl[llyll < ITTNT [yl
Alors, ||[T*y|| < | T|l|ly|]| pour tout y € H, donc T* est borné et ||T*|| < ||T||, (T*)* est I
aussi et [[(T*)*] < |77

D’autre part, pour tous z,y € H,

(y,(T")'x) = (Ty,z) = (z,T*y) = (Tz,y)
= (y,Tx),
il s’ensuit que (7*)* =T, donc (iv) est verifiée, et
[T = 1) < (17 < 77
Alors||T|| = ||T*||, donc on a (7).
(vi) Soit T inversible, son inverse 7!, on a
TT'=T"'T=1
on passe a Vadjoint (TT1)* = (T7'T)* =1*=1
D’apres (v) T*(TY)* = (T )*T* = 1.
Alors (T 1) = (T*)~ %
Corollaire 1.2.1. Soit T' un opérateur dans B(H), on a
(@) 7T =TT = | T
(i1) T*T =0 si et seulement si T = 0.
Preuve.
(i) D’apres |7 = ||T]| ((¢) du théoreme (1.2.5)) :
I 7| < T IT) = I,
alors [|T*T||||T||*. Inversement, on a
|1Tx|* = (Tx, Tx) = (T*Tx, x) < |T*Taf|||l2]| < [ TT ]|,
donc ||T|> < |T*T|. Alors ||T||*> = | T*T]|.
En remplagant T par T* on obtient | T||> = || T*||> = || TT"||.
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(1) évident par (7).

1.3 Puisssance et racine carré d’un opérateur

1.3.1 Puissance d’un opérateur

Définition 1.3.1. Soit T' un opérateur sur un espace de Hilbert H, ot

T'v=ToTo...oTx ¥Yn €N, avec T° = I (opérateur identité),
—_—

nfois

T™ est dit ’opérateur puissance de T.

Proposition 1.3.1. Soit T' un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H, alors

la propriété suivante est vérifiée :

T < IT||™  pour tout n € N.

1.3.2 Racine carré d’un opérateur positif

Théoréme 1.3.1. [20] Pour tout opérateur positif A, il existe un opérateur positif S tel que

S =A.

Définition 1.3.2. L’opérateur S défini dans le théoréeme 1.3.1 est dit racine carré de A et

est noté par S = Az,

1.4 Quelques classes d’opérateurs

Définition 1.4.1. Soit T' un opérateur dans B(H), T est dit :
1. Opérateur Auto-adjoint siT*=T.
2. opérateur Normal siT*T =TT".
3. Opérateur Quasinormal siT(T*T) = (T*T)T.
4. Projection siT?=T.

5. Projection orthogonale siT? =T =T*.
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e > =S

10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

Opérateur Unitaire siT*T =TT* = 1.

Opérateur Isométique si T*T = 1.

Opérateur Positif (noté parT >0) si (Tx,x) > 0, pour tout z € H.
Opérateur Hyponormal siT*T > TT*.

Opérateur Isométrique Partiel si'T =TT*T.

Opérateur Paranormal si ||T%z| > ||Tx||? pour tout vécteur unité x € H.
Opérateur Sous-normal siT a une extension normale.

Opérateur Anti-hermetien siT* = —T.

Opérateur Compact si (Tx,,x,) — 0, pour toute suite orthonormée {z,} de

H.
Opérateur k-quasihyponormal si T*(T*T)T > T*(TT*)*T, pour tout k € N.
Opérateur p-hyponormal si (T*T)? > (TT*)P.
Opérateur log-hyponormal si loglT™T > logT'T™.
Opérateur de classe A si |T? > |T|.
Opérateur de classe A(k) si (T*|T%*|T)%1 > |T|?, pour tout k € N.

Opérateur absolument-k-paranormal si |||T|*Tz| > ||Tx|/*™ pour tout vécteur

unité v € H, k € N.

Opérateur k-hyponormal si (T*T)* > (TT*)*, pour tout k € N.

Définition 1.4.2. R(T), l’image de T, est définie par :

R(T) ={Tx;x € H},

et N(T') le noyau de T, est defini par :

N(T)={x € H;Tx =0}.

Définition 1.4.3. Un opérateur T € B(H) est dit :

De rang fini n si R(T) est de dimension fini n.

Dominant si R(T — \) C R(T — \)*, VA € C.

10
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Définition 1.4.4. Pour deuz opérateurs A et B. Soit [A, B] le commutateur de A et B
défini par, [A, Bl = AB — BA.
Un opérateur T est dit binormal si [T*T,TT*] = 0.

Définition 1.4.5. Un opérateur U est dit symétrique si U*U = UU* = U? = I, ce qui

est équivalent a {U* =U et U est unitaire}.

Définition 1.4.6. Un opérateur T est dit nilpotent si T?> = 0. Plus généralement, T est
dit n-nilpotent pour tout entier positif n > 2 si T™ = 0.

Inclusion des classes d’ opérateur

Paranormal

Hyponormal
Sous-normal
Quasinormal Isomeétrique
partiel
Normal Isométrique
Auto-adjoint Unitaire
.
Projection
orthogonal

11
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1.5 Décomposition des opérateurs

1.5.1 La décomposition polaire

Définition 1.5.1. Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H, alors il existe un opé-
rateur isométrique partiel U tel que : T =U | T |.

oi | T |= (T*T)2, avec N(U) = N(| T |), T = U | T | est dit la décomposition polaire
de T, et si la condition N(U) = N(| T |) n’est pas nécessairement satisfaite, T = U | T |

est dit seulement une décomposition de T'.

Théoréme 1.5.1. [20] Soit T'=U | T | la décomposition polaire d’un opérateur T dans un
espace de Hilbert H. Alors on a

() N(| T |) = N(T).

(i2) | T |2=U | T* |2U*  pour tout entier positif q.

Preuve.
(i) |T)z2=0<=|TPx=00r (|T]Px,z)=||T]|x|]*=0
ST Ter=0Tz=0 or (I"Tzz)=|Tz|*=0.

(77) Nous rappelons la relation (x) suivante :
N(S7) = N(5) (*)

pour tout opérateur S et pour tout entier positif q.
Or (x) satisfait pour | 7| et U*U est le projection initial, on a R(| T |7) = R(| T'|),
donc U*U | T |9=| T |?. Et on a

| T*’=TT*=U|T||T|U*=U|T|UU|T|U =(U|T|U*?

il s’ensuit que f,(| T |?) = fo(U | T | U*?) = Uf(| T P)U* or U*U | T |=| T |
pour tout polynome f,(¢). On prend la suite {f,(¢t)} qui converge vers ¢z, alors
| T* |= U | T | U* est satisfaite or la racine carré Sz d’un opérateur positif S est
approximée uniformément par polynome de S comme on le voit et U | T' | U* est
positif.

Par induction, | T* |m= U | T |= U* satisfait pour tout nombre naturel m et n.

12



Spectre d'un opérateur

Maintenant, soit ™ — ¢, alors | T* |%= U [T |2 U* or U*U | T' |%=| T' |? pour tout
nombre positif ¢, donc on a (ii).

1.5.2 La décomposition cartésienne

Théoréme 1.5.2. [5](forme cartésienne)
Soit T un opérateur sur ’espace de Hilbert H, il existe deux opérateurs auto-adjoints A et

B tels que T = A+ iB nécessairement A = 5(T +T*) et B = 5-(T —T*).

1.6 Spectre d’un opérateur

Définition 1.6.1. Soit T' un opérateur sur un espace de Hilbert H, on dit que T est un
opérateur inversible s’il existe un opérateur S tel que ST =TS =1, ou I est [’opérateur

identité. On ecrit S =T~ et T~ est ’inverse de T.

Théoréme 1.6.1. [16] Si T est un opérateur et ¢ un nombre positif tel que |Tx| > c||z|]

pour tout vecteur x € H, alors R(T) l'image de T est fermée.

Preuve. Supposons y,, = Tx, pour n =1,2,... et y, —> yo. Or
[0 = Ymll = |T2n — Tzl = T (20 — 20)[| 2 cl|Tn — 2|

et {y,} est une suite de Cauchy, {z,} est aussi une suite de Cauchy, il existe o € H tel que

xn —> xo car H est un espace de Hilbert. Maintenant

Iyo = Txoll < llyo = Twnll + [T — T

IN

190 = ynll + ITl[[2n = xol| — 0 quand 1 — o0,
et yo = Txg € R(T), alors R(T) est fermée.

Théoréme 1.6.2. [20] Un opérateur T dans un espace de Hilbert H est inversible si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :
(¢) Il existe un nombre positif ¢ tel que || Tx|| > c||z||, pour tout x € H.

(13) R(T), limage de T est dense dans H, alors R(T) = H.
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Spectre d'un opérateur

Preuve. Si T est inversible et si y € H, il existe x € H tel que x = T 'y et Tx = y.
R(T') est non seulement dense dans H, mais coincide aussi avec H lui-méme, ce qui nous
donne (ii).

2l = 1T~ Ta|| < (|77 7]].
1

Soit ¢ = 7=, alors on a (7).

On suppose que (i) et (i7) sont satisfaites. Alors R(T") = H est satisfaite, car R(T) = R(T)

(d’apres le théoreme 1.6.1) et R(T) = H (d’apres (i7)).

Si Txy = T, alors

0= Tz = Tz = cllzy — z2,

donc x; = x5 ce qui implique : tout vecteur y n’a pas seulement la forme Tx pour z € H,
mais aussi il y a exactement un x et une transformation unique S sur H définie par Sy = .
Or S est linéaire, ||y| = |Tz| > c||lz|| = ¢[|Syl|, donc S est un opérateur tel que ||S|| < % et

ST =TS = I, et par conséquent S est 'inverse de T
Corollaire 1.6.1. Si T > ¢l pour ¢ > 0, alors T est inversible.

Preuve. Comme || Tz||||z]| > (Tx,z) > c||z||* par 'inégalité de Schwarz, on a
|Tx|| > c||z||. Soit y orthogonal a R(T), 0 = (y,Tx) = (T'y, x) pour tout z, alors Ty = 0,

pour que y = 0, alors 0 = (Ty,y) > c|ly||?, i.e, R(T) = H. D’ou T est inversible par le

théoreme 1.6.2.

Définition 1.6.2. o(T') le spectre de l'opérateur T est défini par :
(dy) o(T)={Ne€ C:T — X nlest pas inversible}.
L’ensemble p(T) est défini par :

p(T) = C — o(T)

et p(T) est dit la resolvente de T

(dy) P, = {A € C: ilexsiste x # 0 telleque Tx = Az}, P, est dil spectre
ponctuel de T.

(d3) Co(T) = {X € C: (T = X\)~' est non borné et R(T —\) = H}, Co(T) est dit

spectre continu de T

14



Image numérique

(dy) Ry(T) ={N e C: (T =N esisteet R(T —N\) G H}, R,(T) est dit spectre
residuel de T'.

(d5) A,(T) = {\ € C : il existe une suite des vecteurs unitaires {x,} telle que
Tz, — Ax,|| — 0 quand n — +oo}, A,(T) est dit spectre approximatif de
T.

Dans le diagramme en ordre suivant on clarifie la relation entre les différents types de
spectres.

(a) (T — N\)"'n'existe pas & A€ P,

(b))(T — A\~ est borné (b)) R(T = A) = H < A e p(T)

(b) (T—\)texiste (b12)R(T—_)‘) CHESMNeR,(T)

boy) R(T'—N) =H & Xe C, (T
(b2)(T — X\)~  est non borné (bar) B ) )

(bp)R(T — \) @ H = X € R,(T)

\
Proposition 1.6.1. o(T) = P,UC,(T)UR,(T) tel que P,, Cy(T) et R,(T') sont des parties

disjointes de o(T).
Théoréme 1.6.3. [20] Pour les opérateurs A et B, on a 0(AB) — {0} = 0(BA) — {0}.

Théoréme 1.6.4. [20] Soit o(T') le spectre d’un opérateur T, et soit P(t) un polynome a
coefficients complexes. Alors

P(a(T)) = o(P(T)).
Théoréme 1.6.5. [20] Soit o(T) le spectre d’un opérateur inversible T, alors
o) = {o(T)} ! = {5, € a(T)}.
Théoréme 1.6.6. [20] Soit o(T) le spectre d’un opérateur T, alors

o(T*)={o(D)}y ={ : A€ o(T)}.
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Image numérique

1.7 Image et rayon numérique d’un opérateur

1.7.1 Image numérique

Définition 1.7.1. Soit T un opérateur dans B(H), l'image numérique de T est I’ensemble

W(T) des nombres complexes défini par
W(T)={(Tz,x):x € H,|z| =1}.

Proposition 1.7.1. Soient T et S deux opérateurs dans B(H), o, B € C, on a les propriétés

suivantes :

) W(al + pT) = a+ W(T).

) W(T +S) Cc W(T)+W(S).

) W(T*) = {\ X € W(T)}, ou T est l'adjoint de T.

W(U*TU) = W(T), ou U est un opérateur unitaire.

On démontre seulement les propriétés (i), (iii) et (iv).
Preuve.

(1) Soit T' € B(H) pour tous a, f € C

W(al +5T) = {{((ad +pT)x,x) : 2 € H|z| =1}
= {{alx+ fTz,z) 2z € H|z|| =1}
= {{alz,z)+ (fTz,z) : x € H|z|| = 1}
= {{alz,z): 2z € H|z|| =1} + {{(Tx,x) : x € H||z| =1}
= oW()+ BW(T).

(iii) Soit T € B(H)

W(T") =

—

(T*z,2) iz € H, o] = 1}
— {(&,Ta) v € H |a] = 1)

= {(Tz,z):x € H,|z|]| =1}
= {IMAeW(T)}.
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Rayon numérique

(1v) Soit T'€ B(H) et U un opérateur unitaire

W(UTU) = {(U*TUz,z):x € H, ||z =1}
= {((TUz,Uz):z € H, || =1}
= (T2, U"Uz) € H, || =1}
= {(Tz,2) 2z €H, |z =1}

— W(D).

1.7.2 Rayon numérique

Définition 1.7.2. Soit T' un opérateur défini sur H, W (T') son image numérique. Le rayon

numérique w(T) d’opérateur T est donné par :
w(T) = sup{[A[, A € W(T)}.

Théoréme 1.7.1. [20] w(.) est une norme dans B(H) pour tout opérateur linéaire borné
T:H—H, e

(7) w(T) >0 pour tout T € B(H) et w(T) =0 si et seulement si T = 0.

(17) w(AT) = |Mw(T') pour tout A € C et T € B(H).

(i1) w(T+ V) <w(T)+w(V) pour tout T,V € B(H).

Définition 1.7.3. Le rayon spectral de T est défini par
r(T) = sup{|A|, A € o(T)}.
Théoréme 1.7.2. [16] Soit T € B(H), alors lim, o ||T"||= exziste et égale a r(T).

Remarque 1.7.1. Soit T' € B(H) et T* l'opérateur adjoint de T, alors
1) r(T*) =r(T).
2) r(T™) =r(T)".
Théoréme 1.7.3. [25] Le rayon numérique et la norme d’opérateur sont deuz normes équi-

valentes. Ou

w(T) < [T < 2w(T).
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Reltion entre 'image numérique et le spectre d’un opérateur

Preuve. Soit z € H tel que ||z|| = 1. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
(Tz,z) < [Tzl < [TNlll* =T,
d’ot w(T) < ||T||. D’apres I'identité de polarisation, on obtient

ATz, y)| < [(T(x+y)haz+y —(T(e—y),z—y) +i{l(z+iy),z+iy) — (T(x —iy),x —iy) |

< wD)lz +yll* + llz = yl* + o +ayl* + | — iyl
< 4wl + Iy l*)-
En prenant ||z|| = ||y|| = 1, on trouve

ATz, y) | < 8w(T),

Ce qui implique que ||T']| < 2w(T).

1.7.3 Relation entre I'image numeérique et le spectre d’un opéra-

teur

Théoréme 1.7.4. [20] On a toujours o(T) C W(T), ou W(T) dénote la fermeture de

I'image numérique de 'opérateur T .

Preuve. Soit A € A,(T) (le spectre approché de T') et soit (z,) une suite de vecteurs

unitaires telle que |[(T' — M)z, || — 0. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(T = M)xn, z) | < (T = A)zy|| — 0.

Donc (T'x,, z,) — X et par suite A € W(T'), on a alors

A, (T) Cc W(T).

Ainsi, d’apres la proposition 1.7.1, on a do(T') C A,(T) C W(T). De la convexité de W (7)),
il s’ensuit que o(T") C W(T).
En général, pour S et T' dans B(H ), I'ensemble o(7'+ S) n’a aucun lien avec o(T) et o(S).

Mais d’apres [20] on a

o(T+S)cW(T+S)cW(T)+W(S).
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quelques propriétés des opérateurs auto-adjoints et normaux

Exemple 1.7.1. Soit H = C x C, et T un opérateur représenté par la matrice

Si X = (111,1'2). On a

()0

= T1X2.

Alors
1
W(T) ={reC A <5}

FEt on a

A 0
det(T — N) = 0 < det(T — M) = = A2 =0.
1 =\

Donc o(T) = {0}.

Théoréme 1.7.5. [20] Soit W(T') = [m, M|, alors m, M € o(T).

Preuve. On a m € W(T), alors il existe une suite de vecteurs unitaires {x,} tel que :

(Txy, x,) — m donc

2

(T = mD)an,@a) | = ||(@ = m)ia|” — o0,

alors ||(T'—m)x,|| — 0 et donc m € A,(T) C o(T).

1.7.4 Quelques propriétés des opérateurs auto-adjoints et nor-

maux

Théoréme 1.7.6. T' est un opérateur auto-adjoint si et seulement si W(T') est un intervalle

de R.
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quelques propriétés des opérateurs auto-adjoints et normaux

Preuve. Si T est auto-adjoint, alors pour tout x € H

(Tx,x) = (x,Tx) = (Tx, x).

On a donc W(T) C R.

Inversement, si W(T') C R, alors (T'x,z) est un réel pour tout z € H, on a
(Tx,x) — (x,Tz) =0 (T —T")z,z) = 0.
Donc
(T-T)=0=T=T".
Alors T est auto-adjoint.

Théoréme 1.7.7. Soit T € B(H) avec T est auto-adjoint alors ||T|| = r(T) = w(T).

Preuve. On a

r(T) < w(T) < ||T.

On va montrer que 7(7T) = ||T||, comme T est un opérateur auto-adjoint nous avons la
propriété suivante

1T} = sup [(Tz,z)].

|z||=1

Alors
|T?|| = |TT*|| = sup (I"Tx,x) sup (T, Tx) = sup ||Tz|* = ||T*.

llzll=1 llzll=1

Comme n’importe quelle puissance entiere de 1" est encore auto-adjoint, on peut étendre ce
résultat & T* :

1T = 1T = AT = 171"

Et par récurence :

vn €N, [T = ||T|*".
Donc, en utilisant la définition du rayon spectral :
= i n % e 2" 2 =
H(T) = lim [T"% = 722" = |7,

Alors
|7 = r(T) = w(T).

C’est qu’il fallait démontrer.
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Image numérique et similarité

Théoréme 1.7.8. Si T est un opérateur normal, alors ||[T"| = ||T||" pour tout n > 1. De
plus, ||T|| = r(T) = w(T).
Preuve. On a toujours
r(T) <w(T) <71,
pour tout x € H, on a
IT2|* = (T2, Tz) = (T"Tw,z) < |T* Tz ||| = 1Tl < [I7°]/||=]*.
(Car pour un opérateur normal, on a toujours ||Tz|| = || T*z||).
Il découle donc que ||T||* < ||T?]|. Comme l'inégalité ||| = ||T||" est toujour vraie, on a
171 = I72[|. De plus
IT"z|)* = (T"x, T"x) = (T*T"x, T" 'z) < |T*T"z||[|T" o] = [|T" ||| T z||, Vn<2
Cette inégalité implique que
171> < |7 HIT ) e < 2
Fixons un entier n > 2 et supposons que ||T||* < ||T*|| pour tout k € {1,2,...,n}.

Il suit que
171 < 71 < et < T
d’ou
T < 7.

On deduit par induction que ||[T"| < ||T||* pour tout n > 1. Finalement, la formule du

rayon spectral entraine que r(7") = ||T']|, et on a donc ||T'|| = r(T") = w(T).

1.7.5 Image numérique et similarité
Théoréme 1.7.9. Si T et S sont deuzx opérateurs unitairement similaires alors W(T') =
W(S).

Preuve. On a T, S deux opérateurs unitairement similaires alors il existe U unitaire
(i.e : U™t = U*) tel que T'= U*SU, donc d’apres la propriété de I'image numérique d’un
opérateur

W(S)=W(U*SU) =W (T).
Alors W (S) = W(T).
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Chapitre 2
Quelques inégalités d’opérateurs

Dans les dernieres décennies, beaucoup de travaux de recherche sont réalisés pour objec-
tif d’étendre ces inégalités aux inégalités entre opérateurs on leurs normes, ou leurs rayons

spectrals ou numérique.

2.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est la plus utile et importante dans les mathématiques.

Théoréeme 2.1.1. [16] (L inégalité de Cauchy-Schwarz)

Dans un espace X muni d’un produit scalaire, ['inégalité

| () [< =]yl (CS)

est satisfaite pour tous x et y dans X.

Preuve.

Si y =0, alors(z,y) = 0 et le résultat est trivial. Soit y # 0 et A € C, on a
0 < flz+xyll* = flzfl + Az, 9) + Ay, )+ [ X [yl (2.1)

On pose A = —% dans (2.1), on obtient

| () P [y P (o) P
0 < |l - 5 T —llyl” (2.2)
[yl [yl ]l
= |z|? - | 9) 2
[yl
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Inégalité de Schwarz mixte pondérée et inégalité de Schwarz généralisée

d’ou on obtient (C5).

Remarque 2.1.1. Dans R? on a | (z,y) |< ||z|||ly|l, =,y sont des vecteurs dans R>.

On a égalité si x, y sont linéairement dépendants.

Qeulques exemples pour I’inégalité de Cauchy-Schwarz

(a) Dans R™ on a

n n n
D gy 1< D2 [ D v
j=1 j=1 j=1

2,y sont vecteurs dans R”. | 2"y |< [|z[|[|y]l, =,y sont vecteurs dans R,

T
o)
! = [r29..1,), z =
Tn
(b) | 2T Ay |< VaT Az\/yT Ay, x,y sont vecteurs dans R, A est définie positive, A €
Rnxn‘

(¢) Dans C™ on a

n n

n
I S 1< D L P D T 1%
j=1 j=1 j=1
x,y sont vecteurs dans C".

(d) dans % on a

DG IS (D o1& P D Ty -
j=1 j=1 j=1

wz{fla&,}792{77177727},5]6@, T}]eca VJG]P)

2.1.1 Inégalité de Schwarz mixte pondérée et inégalité de Schwarz
généralisée
Théoréeme 2.1.2. [21] Soit T un opérateur dans un espace de Hilbert H
|(Tz,y) P< (| T P* a2y (| T P4 y,y) (2.3)

est satisfaite pour tous x,y € H et un nombre réel a avec 0 < o < 1. De plus
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Inégalité de Schwarz mixte pondérée et inégalité de Schwarz généralisée

(1) 0 < a < 1 linégalité (2.3) est satisfaite si et seulement si | T |** x et T*y sont

20=) 4 sont

linéairement dependants ou d’autre facon si et seulement si Tx et | T*
linéairement dependants.

(17) a = 1 Uinégalité (2.3) est satisfaite si et seulement si Tx et y sont linéairement
dependants.

(i13) o = 0 linégalité (2.3) est satisfaite si et seulement si x et T*y sont linéairement

dependants.

Dans le cas o = 1 ou 0, le résultat est évident, alors nous supposons 0 < o < 1.
Preuve de l’inégalité (2.3). Soit T'= U | T' | la décomposition polaire de T', ou U est une
isométrie partielle et | T |= (T*T)2 avec N(U) = N(| T'|) et N(S).

Premiérement, nous rappelons la relation (2.4) (voir (¢¢) du théoreme 1.5.1).
| T* "= U | T |*U* pour tout nombre positif q; (2.4)
posons =1 — « par (2.4) on a
(T2, y)* = (UIT |2, ) = (| T]e, U y)]* = [|T|%, |T1°U*y)]*
< lITlelPINTPUyl?
= (IT " 2,2) (UIT*U*y,y)
= (|TPoz, ) (IT*[*y,y) -
La preuve de l'inégalité (2.3) est achevée.
Vérification de l’inégalité (2.3) I'égalité est satisfaite si et seulement si | T |* z et

| T |P U*y sont linéairement dependants ou si et seulement si | T |* x et | T |? U*y sont

linéairement dependants par (*) du théoreme 1.5.1 pour | T' | si et seulement si
| T |** et|T*| sont linéairement dependants, (2.5)

on a une égalité dans (2.3) si et seulement si | T |* z et | T |° U*y sont linéairement
dependants, ou si et seulement si | A | z et | A [* U*y par (*) du théoréme 1.5.1, pour | T |
equivalent U | T | x et U | T |*? U*y sont linéairement dependants par (*) pour | T | et
NU) = N(| T|) si et seulement si

Tz et | T* |* y sont linéairemenet dependants, (2.6)
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Inégalité de Young

(2.5) et (2.6) sont équivalentes (d’apres (2.4)). Par conséquent I'ingalité dans (2.3) est vérifiée
si et seulement si (2.5) et (2.6) sont vérifiées.

Soit a = % Alors on a le résultat suivant :

Corollaire 2.1.1. Soit T' un opérateur dans un espace de Hilbert H,

[({Tz,y) P<{ T | 2,2) (| T" | y,v),

pour tous x,y € H. L’égalité est satisfaite si et seulement si | T | x et T*y sont linéairement

dependants, ou si et seulement si Tx et | T*y | sont linéairement dependants.
Corollaire 2.1.2. Soit T' un opérateur dans l’espace B(H),
| (Ta,y) *< (Tz,2) (Ty,y)

pour tous x,y € H . L’égalité est satisfaite si et seulement si Tx et Ty sont linéairement

dependants.

2.2 Inégalité de Young et Inégalité de Holder

2.2.1 Inégalité de Young

Théoréme 2.2.1. [20] (inégalité de Young)
Soit A et B deux opérateurs positifs et inversibles definis sur un espace de Hilbert H . Alors

on a l'inégalité suivante : pour 0 < A\ <1

(1—ANA+AB>A2(A2 BA 2) 42 > [(1 - A A '+ AB~ .. (Y)

Preuve. considérons f(z) = Az + 1 — X\ — 2* pour des nombres positifs x et X € [0, 1], il
se trouve que f(z) est une fonction non négative et par le calcul fonctionel des opérateurs

positifs, on a pour un opérateur positif 7' et A € [0, 1]
M 4+1-A>T ">\ +1-\)"1 (2.7)

L’inégalité seconde decoule a partir du premiére en remplacant 7 par T~ ! et en prennant

I'inverse de deux cOtés.
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Inégalité de Halder-McCarthy

Si on pose T = A% BA~% dans (2.7) et composons par Az dans les deux cotés on obtient
I'inégalité désirée.
Théoréme 2.2.2. [20] Soit T un opérateur positif et inversible dans un espace de Hilbert
H. les assertions suivantes sont satisfaites :

(1) si 1> X>0, alors \T + (1 — \) > T*.

(id) si A > 1, alors XT + (1 —\) < T

(4ii) si A <0, alors \T + (1 —\) <T?
Ou (i), (i) et (iii) sont équivalentes.

Preuve. La preuve de (i) est déja obtenu dans (2.7) et (ii) et (4i7) sont obtenues faci-
lement par la méme méthode. Nous démontrons ’équivalence de (7), (i7) et (ii7)

(i) < (i1) Supposons A > 1 'assertion (i) est équivalent &

1 1 1
T < =T 1——
TEA *( A)’

d’ou
AT < T+ (A—1),
posons S =T, on a
S*>AS+(1—- ).
Alors (i) implique (7).
De la méme maniere (i7) implique ()
(ii) < (4ii). En composant T!, alors (ii) est équivalent &
A+ (1= N)T71 <T*1 pour tout A > 1.
Soit u=1—-A<0et S=T"" onapuS+(1l—p) <S
Alors (i7) implique (i4i) et de méme (i27) implique (47).
Théoreme 2.2.3. [20] Soit A et B deux opérateurs positifs et inversibles dans B(H), on a
les assertions suitvantes sont équivalentes
(i) Si1>X>0, alors (1 —A\)A+AB > Az2(A7 BA% )} Az,
(i) Six>1, alors (1 —\)A+ AB < A2(A2 BA= Az,
(iii) Si A <0, alors (1 —A\)A+ AB < Az(AZ BA= )} Az,

Preuve. Soit T = A2 BA_TI, dans le théoréme 2.2.3, en composant les deux cotés par

=
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Inégalité de Halder-McCarthy

2.2.2 Inégalité de Holder-McCarthy

Théoréme 2.2.4. [20](inégalité de Holder-McCarthy)
Soit A un opérateur positif linéaire défini sur un espace de Hilbert H.
Alors on a les propériétés suivantes :
(1) (Arz,z) > (Ax, ) pour tout X\ > 1 et pour tout vecteur unitaire x.
(i1) (Arz,z) < (Az, ) pour tout A € [0,1] et pour tout vecteur unitaire x.
(1ii) Si A est inversible , alors <A’\:B, £E> > (Ax, x)’\ pour tout A < 0 et pour tout vecteur
unitaire x.
De plus (i), (1) et (i3i) sont équivalentes a (i), (i) et (iii') respectivement
(i') (A z,z) > (Ax, )M |22 pour tout A > 1 et pour tout vecteur unitaire x.
(ii') (Arz,z) < (Aw, ) ||z |20V et pour tout X € [0,1] et pour tout vecteur unitaire x.
(iii') Si A est inversible, alors (A z,z) > (Az, 2) | 2)|23N pour tout A < 0 et pour

tout vecteur unitaire x.

Preuve.
(#7) Supposons que (7i) est satisfaite pour «, 5 € [0, 1], alors on prouve seulement que
(77) est satisfaite pour O‘T”LB € [0, 1], par la continuité d’un opérateur.

En effet pour tout vecteur unitaire x, on a :

| <AQT+B:B,93> 2 = | <A%93,A§x> K

(A%z,z) (APz,2) ( par I'inégalité de Schwarz)

IN

< (Az,2)* (Az,2)"  (par Ihypothose)

< (Ax,z)*7

a atf
Alors <A%ﬁl‘,l‘> < (Az,x) > est satisfaite pour a—;ﬁ € [0, 1].

(i) soit A > 1, on a ; €]0,1], pour tout vecteur unitaire x
1
(Az,x) = <A’\§x,a:> < (Az,z)>, (dapres (ii))

et par conséquent, <A’\x, x> > (Ax,ac>A satisfait pour A > 1.

(i17) Si A! existe, alors pour tout vecteur unitaire x,

L= ol =| (Abr, A7) P< AP AT 2] = (A, ) (A2, )
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Alors on a

(A™'z,2) > (Ax, z)~" pour tout vecteur unitaire x (2.8)

(731 — a) Dans le cas A < —1 pour tout vecteur unitaire z, on a

<A/\x, x> = <A_"\|x, :L‘>

v

<A_1x,x>w (d’apres (i) car |A| > 1)
> (Az,z) M (dapres (2.8))
(Az, ).

(iii-b) Dans le cas —1 < A < 0 pour tout vecteur unitaire z, on a

<A’\x,9c> = <A’|A|x,a:>
<A‘)‘|$,x>71 (d’apres (2.8))
> (Az,z) M

(Az, ).

v

et la derniere inégalité suit par (ii) car | A |€ [0, 1].

Les équivalences (i) < ('), (ii) < (id'), (iii) < (i7d") sont évidentes.

2.2.3 Equivalence entre inégalités de Yong et Holder-McCarthy

Pour A un opérateur linéaire et positif défini sur un espace de Hilbert H et A € [0, 1]

nous donnons une preuve élementaire de I’équivalence de deux inégalités suivantes :

(i) L’inégalité de Holder-McCarthy

(Ax, :U>)‘ > <A)‘:v,$> pour tout vecteur unitaire = dans H et A € C, A € B(H).

(ii) I’inégalité Young
M+T—X> AN ANeC,Ae B(H).

Preuve. considérons f(z) = Ax + 1 — X\ — 2* pour des nombres positifs z et A € [0, 1] alors

on peut voir facilement que f est une fonction convexe non négative avec la valeur minimale
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f(a), alors on a

Na+1—\>a pour a positif et A € [0, 1]. (2.9)

(i) = (i7) remplagons a par (Az,xz) > 0 pour |[z|| = 1 et A € [0,1] dans (2.9), nous
obtenons :
MAz,z) +1—A> (Az,2)* > (A z,z), (dapres (i))
d’ou (ii).
(ii) = (i) on suppose que A € [0,1]. Dans (i) on remplace A par kA, pour k un nombre

positif, alors

Mex (Az,z) + 1 =X >k <A’\x, x> , (2.10)

pour ||z|| =1 (d’apres (ii)).
Posons k = (Az,z)™* dans (2.10), si (Az,z) # 0, alors

MAz, ) (Az,x) + 1 — X > (Az, z) <A)\£E ),

ie, (Az,z)* > (A*z, z) pour ||z| =1, et nous obtenons (7).
(Az,z) = 0, alors Azz =0, donc Az = 0 pour \ € [0, 1] par induction et continuité de A

nous obtenons (7).

2.3 Inégalité de Lowner-Heinz et inégalité de Furuta

Théoréme 2.3.1. [22](Inégalité de Lowner-Heinz)
Soit A un opérateur borné et linéaire sur un espace de Hilbert H.

Alors on a l'inégalité suivante :

A>B>0 assure A > B* pour tout a € [0, 1].

Preuve.

(i) Dans le cas A > B > 0. Soit A* > B* et A > B? «, € [0,1], alors on prouve
seulement A3 > B2 52 , par la continuité d’un opérateur.
1A letd) pos <a+5>H (A2 ~(ath) pats (a+ﬁ))

Bz A
(car A= 1 =2 B AT st positif)
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(a=p) , =(a+B) JatB  —(atB) ,(B=a)
4 1 2 4

=r(A 1 A Bz A A1) (car r(ST) = r(T'S) par théoreme 1.6.3).
(AT BT AT) < AT B AT < AT BE||BEAT < 1
La derniére inégalité decoule par A > B* et A? > B? «,p € [0,1], alors on a
A" > B

(#7) dans le cas général A > B > 0 la condition A > B > 0 assure A+l > B+e¢l pour
tout € > 0. Alors A, = A+ el et B, = B + <1 sont inversibles et A, > B, > 0, alors
A% > BY > 0 pour tout o € [0,1] par (). Si € — 0 on obtient l'iinégalité désirée

comme un corollaire simple de I'inégalité Lowner-Heinz.
Corollaire 2.3.1. A* > B® ne tient pas en général pour tout o« >0 méme si A > B > 0.

Preuve du corollaire 2.3.1

Ici nous donnons un contre exemple simple. Soient A et B définis par

2 1
A= et B = . Alors A > B > 0 et A peut-étre décomposé comme suit :
11 00
—a b ty O —a b
A=
b a 0 ¢t b «a

tel que t1 et ty sont des valeurs propres de A; t; = %5 et ty = V5 = (5_\/5>§ et

b= (#)E. On définit F'(«) par :
a’t® +0’ty — 1 —abt{ + abts

—ab’ty +abty  bEHS + a’ty
on a seulement montrer que I'une ou l'autre des valeurs propres de F(«) est négative si

F(a) = A*— B* =

a>1.posons g(a) = le determinant de F'(«). Alors
g(@) = (@t + b°t5 — 1) (015 + a’t5) — (abty — abt?)? = 1 — (V5 + a’t3)

Si a > 1, alors ¢'(a) = —(a®t2* — b?) log(t2/t5) < —(a®t — b*)log(t2/tS) par a > 1

= — (54 3V5)log(ts/10t3) < 0

par to > 1 on obtient g(1) = 0 et ¢'(a) < 0 si a > 1, alors que g(a) < 0 si a > 1, cest
F(a) 20si a>1, dout A* £ B, si o > 1.

Théoréme 2.3.2. [20] (Inégalité de Furuta)
Soient A et B deux opérateurs dans B(H). Si A > B > 0, alors pour tout r >0 on a
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(i) (B5APB3)d > (B5BB3)q. et
T rol r ro 1
(17) (A2APAz)s > (A2 BPAz)a.
pour tout p >0 et ¢ > 1 avec (14+71)g>p+r.
Lemme 2.3.1. Soit X un opérateur inversible positif et Y opérateur inversible, pour tout
nombre réel \
(YY*) = VX2 (XY Y X2) M lXay™,
Preuve de lemme 2.3.1. Soit YX: = UH la décomposition polaire de Y X 2, alors

que U est un opérateur unitaire et H =| Y’ X2 |. Alors on a

(Y x Y = (UH2U*)» = YX:H ' HPH 1 X:Y* = Y X3 (XY Y X2)l A Xay™

2.4 Quelques résultats sur les inclusions

Théoréme 2.4.1. [19] Si A et B deux opérateurs tels que A > B > 0, alors log A > log B.

Preuve. Si A > B > 0, alors A% > B® > 0 pour tout « € [0,1] par le théoréme 2.3.1,

alors A =L > B =L donc nous avons le résultat souhaité en tendant o —» +0.

Définition 2.4.1. Une fonction f est dite opérateur monotone si f(A) > f(B) quand
A>B>0.
Remarque 2.4.1. L’ordre définit par log A > log B est dit ordre chaotique cet order est

plus faible que d’habitude A > B > 0 comme vu dans le théoréme 2.4.1.

Théoréme 2.4.2. [32] Soient A et B deuz opérateurs inversibles positifs. Alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) log A >logB.

(ii) A" > (A5BPA2)wt pour tout p >0 et r > 0.

Preuve. (i) = (i) Nous rappelons la formule :

1
lim (I + —log X)" = X pour tout X >0 (2.11)
n

h——+o00
I’hypothese log A > log B assure A; = I + % > 1+ % = B; > 0 pour un nombre n
suffisemment grand. Appliquons (i) du théoréme 2.3.2. & A; et B; on a

AT > (A Z B A% )i pour tout p>0 et r >0, (2.12)
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or q = np+nr

par (2.11).

satisfait la condition du théoréme 2.3.2. Quand n — +o0 (2.12) assure (i7)

(77) = (i). En prenons le logarithme de deux cotés de (ii), on a
r(p+71)log A > rlog(A2BPA3) pour tout p>0 et r >0,
par théoreme 2.4.1 et on obtient log A > log B en tendant r — +0.

Théoréme 2.4.3. [32]
(¢) Tout opérateur log-hyponormal est un opérateur de classe A.

(ii) Tout opérateur de classe A est un opérateur paranormal.

Preuve.

(¢) Supposons que T' est un opérateur log-hyponormal. Alors 7" est inversible et on a
log | T |*>1og | T* |*. (2.13)
Nous obtenons (2.14) de théoréme 2.4.2
| T [>> (| T |P| T* [*| T |")2 pour tout p > 0. (2.14)
On pose p = 1 dans (2.14), alors on a
ITP2(TT PIT )z (2.15)
Par lemme 2.3.1 et | T* |*=TT* (2.15) équivalent a
[T P2 T|T(T | T PT) =T | T,

c’est
(T* | T |2T)z > T"T,
alors
| T > T P

Et par conséquent T' est un opérateur de classe A.
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(77) Supposons que T est un opérateur de classe A, c’est a dire
| T || T %, (2.16)
alors pour tout vecteur unitaire z € H,
|T%2|? = (T?)a, ) = (| T? P &, 2) > (| T? | x,2)° par (i) de théoréme 2.3.1.
>(|TPxz) =|Te|*,  par (2.16)

c’est |T?z|| > ||Tz||* pour tout vecteur unitaire z € H, alors T est un opérateur

paranormal.
Théoréme 2.4.4. [32] Tout opérateur p-hyponormal inversible est un opérateur log-hyponormal.

Théoréme 2.4.5. [37]

(i) Tout opérateur log-hyponormal est un opérateur de classe A(k) pour k > 0.

(i7) Tout opérateur inversible de classe A est un opérateur de classe A(k) pour k > 1.
(1i1) Tout opérateur paranormal est un opérateur absolu-k-paranormal pour k > 1.
(

iv) Pour tout k > 0, tout classe A(k) est un opérateur absolu-k-paranormal.

Proposition 2.4.1. Pour tout k > 0, on a les assertions suivantes :
(1) Tout opérateur k-quasihyponormal appartient a classe A(k).

(17) Tout opérateur k-hyponormal appartient a classe A (k).
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Diagramme des inclusion des classes

’m%\

Absolument- k-paranormal (k>1)

\

Paranormal

\

4 Class A(k) (k>1)

/

-~

Class

Log-hyponormal Quasihyponormal k- quasihyponormal(k=1)

r

p-hyponormal (0<p<1)

Hyponormal +

\

k-hyponormal (k>1)

2.5 Inégalités d’opérateurs associés avec inégalité de
Kantorovich et inégalité de Holder-McCarthy

Théoréme 2.5.1. [38] (Inégalité de Kantorovich)
Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H tel que M > A > m > 0. On a les

inégalités suivantes pour tout vecteur unitaire x € H

(i) (Az,z) (A~lg,z) < A2

(i1) (A2, z) < M (Ap 2?2
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Preuve.

(1) D’apres M > A>m >0, on a
0< (MI—A)AYA—-mI)
=MI—A—mMA™" +ml.
Alors on a
m+M > (Az,x)+mM (A 'z, z) pour tout vecteur unitaire x € H

> 2y/mM (Az,z) (A-lz, x)

en simplifiant cette inégalité, on obtient (7)

1
(43) On pose v = “A2% dans (i) on a
Az
<A Azg  Asg ><A‘1 Azz  Asg >< (m+ M)?
1 ) 1 1 ’ 1 — .
[Azz]| [[A2z] [Azz| [|Azz]] 4mM
Par simplification de cette inégalité avec ||z|| = 1, on obtient (iz).
Remarque 2.5.1. (1) Il est intéressant de souligner que la constante (”Z;%P dans le
m4+M \ 2
théoreme 2.5.1 peut étre écrire comme suit (TZL]]\\/I/[F = (\/57\4) , le numérateur est la
moyenne arithmétique et le denominateur est la moyenne géométrique de m et M
respectivement, cette constante (ﬁjnjj\\/?Q est dite la constante de Kantorovich.

(17) (i) < (i7). (1) = (i1) est démontré dans la preuve du théoréme 2.5.1. On démontre
que (i) = (i).
En effet on remplace seulement x par ”’::§z dans (i1).

(i17) (A%x,x) > (Ax, x)” satisfait pour ||z|| = 1 par Uinégalité de Holder-McCarthy et on

remarque (it) du théoréme 2.5.1 est une inégalité complémentaire d’inégalité Holder-

McCarthy.

Théoréme 2.5.2. [38] Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H satisfait
M > A > m > 0. Soit f(t) une fonction réelle conveze et continue sur [m,M]|, alors

l'inégalité suivante est satisfaite pour tout vecteur unitaire x et pour tout nombre réel q cela

dépend de (i) ou (i7)

(f(A)z,z) <

(mf(M) = Mf(m)) [ (g —D(fF(M) = f(m)\* )
(¢g—1)(M —m) (q(mf(M) —Mf(m))) (Az,x)? (2.17)

sous 'une des conditions suivantes (i) et (i1)

35



Inégalité de Kantorovich et Inégalité de Holder-McCarthy

(i) f(M)> f(m )f(M >% ot fE;ﬂ)q<f(M) f(m)g (]\1)[4)61

sont satisfaites pour tout nombre réel ¢ > 1 ,

) 700) < S S0 < ) ey Sy < 10 < s

sont satisfaites pour tout nombre réel ¢ < 0 .

Corollaire 2.5.1. Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H satisfaisant
M > A>m >0, alors l"inégalité suivante est satisfaite pour tout vecteur unitaire x et pour

p et q des nombre réel cela dépend de (i) ou (i)

by (mMP = 2wr) (g~ DO
<A’>§m—nwwwm<

mP) &l .
q(mMPp — Mmp) ) (Az, z) (2.18)

sous l'une de deuz conditions suivantes (i) et (ii) :
(i) mP~lq < % < MP~Yq satisfaite pour tout nombre réel p > 1 q > 1,

(it) mP~lq < ME=E < MPTYq satisfaite pour tout nombre réel p < 0 g < 0.
Pour montrer le théoreme 2.5.1, on a besoin du lemme suivant

Lemme 2.5.1. Soit h(t) une fonction définit par :

ht) = L (k+ K=k m)> | (2.19)

t4 M—-—m

sur [m, M|(M > m > 0) pour tout nombre réel q tel que q # 0,1 et pour tous nombres réels
K. k.

Alors h(t) a la limite superieur suivante sur [m, M| :

mK — Mk (q—1)(K —k)\* (2.20)
G- —m) \q@mE — k) ) - |
oum, M, k,K et q dans (2.19) satisfont l'une de deux conditions suivantes (i) et (ii) :
(i) K >k & 3> et mq < K= 7’; < Mq satisfaite pour tout nombre réel q > 1.
(i) K <k, & <o et < M_m < Mq satisfaite pour tout nombre réel q < 0.
Preuve. Par un calcul différentiel, h'(¢;) = 0 ou t; = ﬁ%v et il se trouve que

ty satisfait a la condition requise ¢; € [m, M]|. Aussi t; donne la limite superieur de h(t) sur
[m, M| sous 'une des conditions (i) et (i7).
Preuve de Théoréme 2.5.2 Soit f(t) une fonction a valeurs réelles convexe et continue

sur [m, M], on a

(t —m) pour tout t € [m,M] (2.21)
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En appliquant le calcul fonctionel standard des opérateurs positifs a (2.20), M > (Azx,x) >
m , nous obtenons pour tout vecteur unitaire x

JOD = J0M) gy — ), (2.22)

(f(A)e,a) < fm) + o =L

Multiplions par (Az,z)” ¢ sur les deux cotés de (2.21) , on a
(Az, )™ (J(A)z, ) < h(t), (2.23)

ot h(t) = (Az, )™ (f( ) LOD=Fom) (14 3y — m)) .
Alors nous obtenons

(f(A)x,x) < [ max h(t)] (Az, z)?. (2.24)

m<t<M
Preuve de corollaire 2.5.1 Posons f(t) = t” pour p ¢ [0, 1] dans théoréme 2.5.2. Soit f(t)
une fonction a valeurs réelles convexe et continue sur [m, M|, MP > mP et MP~1 > mpP~!
pour tout p > 1, c’est, f(M) > f(m) et M) > ( ) pour tout p > 1. Aussi MP < mP et

MP=t < mP~! pour tout p < 0, c’est, f(M) < f(m ) et f(M) < f(m) pour tout p < 0.

Corollaire 2.5.2. Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H satisfaisant

M > A >m >0, alors l'inégalité suivante est vérifiée :

1 qg—1 o log(%) ! .
(log(A)z, x) < T (10g(%)> ( . ) (Az, x),

pour tout vecteur unitaire x et pour les nombres réels p et q selon la condition :

1
(i) M™ > mM et mm < (%)M‘m < M

Preuve. On pose f(t) = log(t) dans le théoreme 2.5.2, ot f(¢) est une fonction des

valeurs réelles continue et convexe sur [m, M], M > m et M™ > mM cest f(M) > f(m)

10D o fm)
et LU0 > flm)

m

Mais f(M) < f(m) n’est pas vérifiée parceque M > m.

Exemple 2.5.1. dans cet exemple on a appliquée le théoréeme (Inégalité de Kantorovich)

Soit la matrice A

10
A= et 1<AL2
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— On verifie que A une matrice positive :

1 0 T T T T
(Az,x) = ' : ! = ! , ' =224+ 222 >0
0 2 T T 279 )

donc A est une matrice positive.

— On vérifie que A—1>0et2] —A>0

10
0 2

10
0 1
00 1 1
0 1 i) 7 )
0
2332 ’

X1

T2

SN
N O

10

0 2
10 1 1
0 0 i) ’ i)

Alors A—T1>0et2] —A>0
Alors d’aprés le théoréme (Inégalité de Kantorovich) on a
A>0et0<1<A<2 avec ||z| = 1.
Alors
(i) (Az,z)(A " e, z) < (M2
— Calcul de (A71) :

(A7) = 3 -

N
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(Ax,x) = 22 + 223

(Atg,x) = <

o —
= O
& &
[\ —_
& &
[\ —
~_—

(Az, 2) (A w, 2) = (2% +223) (23 + §x2) =zi+ oy +(2+ §)x1x§
5
= ziz5+ Zx%:tg (2.25)
1
— V3
On prend x = Ve

Izl = Vot + 23 =[5+ 5 =/3 =
En substituant x dans (2.25) :
1 4 5 2 1 20 10 30

(Az, 2} (A 'z 2) = —+-+-x===x(=+

_1 Y1 (29
gTotaXg=gx(gt3)=5<1 (220

(m+M)?*  (1+2)? 9
AmM ~ 4x2x1 8
d’aprés les résultats (2.26) et (2.27) on a

> 1 (2.27)

(m + M)?

1 <
(Az,z) (A" "z, x) < -y

Donc la premiere inéqgalité de Kantorovich est vérifiée.
.. M)?
(ii) (A%z,z) < %(Ax,m)z

— Calcul de A? :

A% = =

— Calcul du (A?z, ) :

1 0 T T T T
<A2x, - 1 7 1 _ 1 ’ 1
0 4 T T 4z, Z2

= 27+ 425 + 4923 (2.28)
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— Maintenant nous calculons (Ax,x)? :
(Az,z)? = (234 222)* = o] + da) + 42223

En substituant x dans (2.28) et (2.29)

1 8 9
Arg)= - 40—
(A%x, x) 5T3=3 3
(et = (4 4+ Bp =
— Calcul de la deuziéme partie de l'inégalité (ii)
(m + M)? , 9 25 2
Tl BT =Xy 3125
d’aprés (2.30) et (2.31) on a
M 2
(A2, 7) < %(Ax,xf

Donc la deuxiéme inégalité est vérifiée.
Maintenant nous appliquons le théoréme (2.5.2) sur cet exemple

P PR _ 2 _ M2—m?
On prend lapplication f(x) = 2° et ¢ =2, 2m < *—m- < 2M

2 <3 <4 (vérifiée)

) mM? — Mm? [ (2—1)(M? —m?)\” )
Aoz} < @—nwpﬂm(zmmﬂ—Mma)@%”>
_ mM(M —m) 1<(M_m)(M+m))2<Ax,x>2

= X_
(M —m) 4 mM (M —m)
mM (M +m)?
-4 (me)<A%IV
 (m+M)? )
= g AT
M)?
2 <(m+ 2
= (A%z,z) < M (Azx, )

Alors d’apres (2.32) l'inégalité (ii) est vérifiée.

Théoréme 2.5.3. [20]
Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H satisfait

M>A>m>0.o0na
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(i) Dansle casp > 1 : (Ax,x)? < (APx,x) < K (m, M,p) (Az, z)",
. _ (p—1)P~1 (MP—mP)P
ou K_l’_(m, M’p) - P pp (Mfm)(mMPmep)p_l .
(it) Dans le cas p <0 : (Azx,z)’ < (APz,x2) < K_(m, M) (Ax, x)",

. _ (mMP—MmP) [ (p—1)MP—mP \?
ou K_(m,M,p) = (p—1)(M—m) (p(I;nMP—MmP)> :

pour tout vecteur unitaire x.

Preuve. Soit f(t) = t? une fonction convexe pour p ¢ [m, M], les assertions dans
corollaire 2.5.1. vérifiées dans le cas p & [m, M| et ¢ = p, alors la seconde inégalité dans (i)
et (ii) sont vérifiées par corollaire 2.5.1. La premieres inégalités dans (i) et (ii) decoule par

inégalité de Holder McCarthy.

2.6 Inégalité de Selberg

Théoréme 2.6.1. [20] (Inégalité de Selberg)

St x1,x9,...,T, et x sont des nombres non nuls dans un espace de Hilbert H , alors
n 2
|z, 24) |

n < lff*. (S1)
i=1 > [ (i, @) |
7j=1

L’égalité dans (S1) satisfaite si et seulement si x = > .  a;x; pour quelques scalaires

ar,ag, -, ay, tel que i # j, (x;,x;) =0 ou |a;| = |a;| avec (a;z;, a;x;) > 0.

Preuve. On a

n
0 < Jlall =) faiwill?
=1

= |zl = 2Re Y " ai (w,2:) + Y asa; (wi, ;)
i=1 i,j

IN

n - 1 n
21> — 2Re Y ~ @ (x, ) + 5 > (ail® + lag*)] i, 25 |
i=1 2
= |l2[]* = 2Re> @ (w, ) + > {lai* Y | {wi,25) [},
i=1 =1

i=1

on a l'inégalité souhaitée si a;, = — (@)
'21 |(@i @)
=
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Inégalité de Selberg

L’égalité dans (S1) est vérifiée si et seulement si (2.33) et (2.34) sont satisfaites :

i=1

n

~ 1

> i (wi, x5) = 3 > (ail® +lai[*)] (@i, z5) |- (2.34)
.3 1,J

La condition (2.34) est équivalent a (2.35) :

> 2Re{a;a; (i, x)} = (lail® + |ag*)| (i, 25) | (2.35)
1,5 1,
D’autre part, I'inégalité (2.36) est toujours valide pour tous i et j,
2Re{{aizs, ajz;)} < laallas|| (@i, 25) | < (lasl® + la;[*)] (@i, 25) | (2.36)

Alors (2.35) est équivalente a (2.37) et (2.38) pour i et j :
en comparant avec (2.36)

(i, xj) =0  pour i # j. (2.37)
(aii, aje;) = | (aizi, ajaj) | et fas| = [a;]. (2.38)

Remarque 2.6.1. Les conditions (Cy) et (Cy) de légalité dans le théoréme 2.6.1, sont

suffisantes :
n
(Cy) = =>" a;z; pour quelques scalaires ay, as, ..., a, tel que
i=1
(i, zj) =0  pour tout i j.
n
(Cy) & =>" a;z; pour quelques scalaires ay, as, . .., a, tel que |a;| est un constante pour
i=1

tout i et (a;x;,a;xy) > 0 pour tout i, j.
On wvoit facilement que (Cy) et (Cy) ne sont pas toujours des conditions nécessaires pour

Uégalité (S1) du théoréme 2.6.1. Soit x1, x5 et x3 tels que
r1 = (1,0,0), x5 =1(0,1,0), et z3=(1,0,1).

Posons x = x1 + 229 + 3 . Ce cas est ni (Cy) ni (Cy).

42



Inégalité de Selberg

Théoréme 2.6.2. [20] Pour tout opérateur T' sur un espace de Hilbert H et vecteurs non

nuls 1,29, ..., 2, € N(T*), on a

. | <T:E, x1> |2
i=1 30 ([T POz, 25) |

J=1

< {(|T|*z, ) (S2)

est vérifiée pour tout x ¢ N(T) et pour tout nombre réel o avec 0 < o < 1. Et de plus
(i) 0 < a < 1. L’égalité dans (S2) est vérifiée si et seulement si Taw = | a;|T*[*3 %z,
(équivalent, |T*|**x = Y1 a;T*x;) pour quelques scalaires ay,as, ..., a, tels que
pour i # j, <|T*|2(1*°‘)mi,xi> =0 ou |a;| = |a;| avec <ai|T*|2(1*a)xi,a:i> > 0.

(17) a = 1. L’égalité dans (S2) est vérifiée si et seulement si Tx = 2?;1

a;x; pour
quelques scalaires ay, as, ..., a, tel que pour i # j, (x;,x;) =0 ou |a;| = |a;| avec
(a;x;, ajx;) > 0.

(¢it) o = 0. L’égalité dans (S2) est vérifiée si et seulement si x = Y., a;T*x; pour
quelques scalaires ay, as, ..., a, tels que pour i # j, (T"x;, T*x;) = 0 ou |a;| = |a,|

avec (a;T*z;, a;T*x;) > 0.

Preuve. Dans le cas a = 1 ou 0, le résultat est clair par le théoreme 2.6.1, alors on
considére seulement le cas 0 < o < 1 . Soit T' = U|T| la décomposition polaire de T', ou U
est une isométrie partielle et || = (T*T)z avec N(U) = N(|T)).

pour démontrer le théoreme 2.6.1, on pose les deux relations importantes
N(S57) = N(S)( pour tout opérateur positif S et pour tout nombre positif q).  (2.39)

|T*|7 = U|T|?U* (pour tout nombre positif q). (2.40)

(2.39) est évidente et (2.40) a été montré dans (ii) par théoréme 1.5.1. Maintenant nous
remplacons z par |T|*z et x; par |T|°U*x; pour tout i =1,2,...,n,ou B =1—a.
Mais

<\T|BU*JU¢, ]T|BU*xj> = <U|T|25U*a:i,xj> = (|T**z;,x;), par (2.40)

et 1,2, 2, & N(|T*|?) = N(|IT*]) = N(T*), par (2.39).

T = Zai|T|’BU*xi & Tz = Zai|T|U*xi = ZaiT*xi, (d’apres (2.39) pour, |T)
i=1

=1 i=1
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Inégalité de Selberg

D’autre part
T|x = Zai|T\’BU*xi & [Tz =|T]*Pz = Zai|T|26U*x,- (d’apres (2.81) pour, |T)
i=1 =1

& UlT|z =) aU|T[*Usx; (carN(U) = N(|T}))

i=1

& Tx= Zai|T|25:pi (d’apres (2.40)).

=1
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Chapitre 3

Les inégalités de rayons numériques

des opérateurs

Pour T' € B(H), soit w(T') et ||T|| le rayon numérique et la norme usuelle de I'opérateur
T respectivement. il est bien connu que w(+) définie une norme sur B(H ), qui est équivalente
a la norme d’opérateurs usuelle || - ||.

En fait, pour chaque T € B(H),

LI < () < |7 (3.1)

3.1 Quelques résultats

Théoréme 3.1.1. [6] Pour tout opérateur T' € B(H) et un nombre naturel n on a
w(T") < w™(T). (3.2)
De plus, nous donnons quelques inégalités récentes pour un opérateur.

Théoréme 3.1.2. [26] Pour tout opérateur T € B(H) on a le raffinement de la premiére

inégalité suivante dans (3.1)

1 1
w(T) < S (Il +17°]%) (3.3)
Théoréme 3.1.3. [17] Soit T € B(H) auto-adjoint, et soit x un vecteur dans H. Alors

[Tz, )| < (T, z).
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Les inégalités de rayons numériques des opérateurs

Théoréme 3.1.4. [17] Soit T € B(H), et 0 < a < 1. Alors
(T, z)]” < (| Tz, 2)(| TPy, y)  pour tous x,y € H.
Théoréme 3.1.5. [27] Si T € B(H), alors

1
LT T+ T < (w(D))? < S| 77T + 77| (3.4)

N —

Preuve. Soit T' = A + B la décomposition cartésienne de T'. Alors A et B sont auto-
adjoint, et T*T + TT* = 2(A? + B?). Soit = un vecteur dans H. Alors, par la convexité de

la fonction f(t) = t2, on a

—_

(Tw,2)]" = (Aw,2)* +(Bx,2)" = (|{Az,2)| + (B, 2)])*

1
> (A By,
et donc
(w(T))* = sup{|(Tz,z)]":x € H,||z]| =1}
1
> gsup{[((A+ B)z,z)|* 1z € H, ||z = 1}
1 1
= JIA£BP = (4% By
Alinsi,
2 1 2 1 2
2(@)” 2 A+ B)7 + (A= B)7
1 1, y
> A+ B+ (A= BY| = |42 + B2 = |T°T + 77|,
et donc

1
(w(T)} 2 {|T°T + 17|,

ce qui prouve la premiere inégalité dans (3.4).
Pour prouver la seconde inégalité, pour tout vecteur unitaire x € H, par l'inégalité de

Cauchy-Schwarz, on a

(Tz,z))> = (Az,z)*+ (Bz,z)?
< | Az|* + || Bz|* = (A%z,2) + (Bz,2) = (A* + B*), z).
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Les inégalités de rayons numériques des opérateurs

Ainsi on a
(w(T))* = sup{|(Tz,z)]*:x € H, ||z =1}
< sup{((A? + BY)r,2) v € H, o] = 1}
1
= 4+ B = IT T+ TT,

qui prouve la seconde inégalité dans (3.4).

Nous avons la preuve de deux inégalités suivantes :

1
1A%+ B2l < w*(T) < |4 + B, (3.5)
1 1
A+ B)’ + (A= BP’[| <w*(T) < S[[(A+ B)* + (A - B)’| (3.6)
Pour voir que les inégalités (3.4) améliorent les inégalités (3.1), considerons les inégalités
1 1 1
TP < T T+ T < (w(T)* < ST T+ TT*| < || T (3.7)

La premiére inégalité dans (3.7) est une conséquence immédiate de 'inégalité (33) dans [26],

et la dérniere decoule par I'inégalité triangulaire et | T*T|| = || TT*|| = ||T||*.
Proposition 3.1.1. Si T € B(H) tel que T* =0, alors
|IT\? = |T"T + TT*|| = ||/T"T - TT"|.
Preuve. Pour montrer le résultat souhaité, on considere les inégalités suivantes
TN =T < |\ T*T + TT*|| < |TI]° < |77 + TT7|| < |7 = |77 (3.8)
qui existe dans [25].

Proposition 3.1.2. Si T € B(H) et tel que ||T||* = | T*T + TT*|| ou bien
|T||?> = |T*T — TT*||, alors T n’est pas inversible.

Preuve. Si T est inversible, alors on a
TN+ 1T < |77 + TT7| (3.9)

et
|T*T =TT < TP + |77, (3.10)

a partir de laquelle le résultat souhaité.
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Les inégalités de rayons numériques des opérateurs

Proposition 3.1.3. Pour T € B(H), on a |T*T + TT*|| = 2||T||* si et seulement si
172 = 117>

Preuve.Le résultat souhaité decoule par les inégalités
2|7 < \T°T + 7T < | T2+ |IT)* < 2|7, (3.11)
qui existe dans [25].

Lemme 3.1.1. Pour a,b>0,0<a <1, etr # 0, soit M,(a,b,a) = (aa” + (1 — a)b")"/"
et soit My(a,b,a) = a®b'~. Alors

M, (a,b,a)) < My(a,b,a) pour r <s.
Lemme 3.1.2. Pour a,b>0, et r > 0, soit N,(a,b) = (a” +b")/". Alors

Ns(a,b) < N.(a,b) pour s>r>0.
Lemme 3.1.3. Soit T, S € B(H) positifs. Alors

T+ S) || <|[T"+S"|| pour 0<r<1.
Le premier résultat est une généralisation de la premiére inégalité dans (3.2).
Théoréme 3.1.6. [17] Soit T € B(H), 0 < a <1, et r > 1. Alors
W (T) < g ITPer + 70| (312
Preuve. Pour tout vecteur unitaire x € H, on a

(Tz,z)| < (TP, z)Y?(T*20-Yg, 2)1/? (par théoreme 3.1.4)
(Dt ey
2

T|2ar A* 2(1—a)r 1/r
< (<| "7, 2) + g | “3)) (par théoréme 2.3.1)

IN

1/r
) (par lemme 3.1.1)

Alors

(T, 2)|" < ST + [Tz, @),

N | —
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Les inégalités de rayons numériques des opérateurs

et donc

= sup{|[(Tz,x)|": x € H,||z|]| =1}

1 * —a)r
< Ssup{((|TP + [Tz, ) s w € H, |l = 1}

1 ar * —Q)r
= SIITPer 4 T pUar,

Le second résultat est une généralisation de la seconde inégalité dans (3.4).

Théoréme 3.1.7. [17] Soit T € B(H), 0 < a <1, et r > 1. Alors

w(T) < [la|T1* + (1 — o) [T [*].

Preuve. Pour tout vecteur unitaire x € H, on a

(T, z)* <
<
<
<

Alors
et donc
w2r (T)

T2z, ) (|T** = 2, x) (par théoreme 3.1.4)

T2, 2)*(| T P, ) =) (par théoreme 2.3.1)

{

{

(@{| TPz, 2)" + (1 — a){|T* P2, z)")/"  (par lemme 3.1.1)
(| T[>z, ) + (1 — a){|T"|*z,2))"/"  (par théoreme 2.3.1)
{

(TP + (1 = )T )z, )"

(T, )] < (|71 + (1 = )| T, ),

= sup{|(Tz,z)[”" : x € H,||z]| = 1}
< sup{((a|T\2r + (1 - @)\T*\Q’”)x,:@ cx € H,||z|| =1}
= la|TP" + (1 — )T,

Les deux résultats sont généralisations de la seconde inégalité dans (3.3).

Théoréme 3.1.8. [17] Soit T € B(H) avec la décomposition cartésienne T = A+ iB, el

sott 0 < r < 2. Alors

w'(T) < [[[A[" + [BI"].
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Les inégalités de rayons numériques des opérateurs

Preuve. Premiérement nous prouvons une inégalité plus forte que (3.13) pour le cas

particulier 1 < r < 2, pour tout vecteur unitaire x € H, on a

(Ta,2) = ((Az,a)? + (Br,a)?)?
< ({Az,2)|" + [(Bz,z)|")"/" (par lemme 3.1.2)
< ((|Alz,z)" + (| Bz, z)" )" (par théoreme 3.1.3)
< ((|A]"z,z) + (| B| 2, z))"/" (par théoreme 2.3.1)
((

Al + |BI")a, )"
Alinsi, on obtient 'inégalité plus forte
[(Tz, z)[" < ((|A]" + |B[")z, z),
et donc
w'(T) = sup{|(Tz,z)|": z € H, |z]| = 1}
< sup{(([Al" + [B|")z,z) : x € H, ||| = 1}
= [[lAI"+ B[]
Pour le cas général, ou 0 <r <2, 0on a
w'(T) < | A%+ BY||"/? (par la seconde inégalité dans (3.3))
= (A% + B2
< [[|A]"+|B|"|| (par lemme 3.1.3)

Théoréme 3.1.9. [17] Soit T € B(H) avec la décomposition cartésienne T = A+ iB, et
soit v > 2. Alors
w'(T) < 2727 Y[|A]" + [B]"]).
Preuve.Pour tout vecteur unitaire x € H, on a

[Tz, )| _ (<A$>$>2+(Bx,x>2)l/2

V2 2
A r B r\ /7
< (K z, 7)| —;K z,7)] ) (par lemme 3.1.1)
< 27Y"((|Alz, z)" + (|Blz, x)")Y" (par théoreme 3.1.3)

IN

27V ((|A|"w, 2) + (| B|"z, x))*/" (par théoréme 2.3.1)
27 V(A + | B, @)
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Les inégalités de rayons numériques des opérateurs

Alors
(T, z)|" < 2P H(|A]" + | Bz, x)

et donc

w'(T) = sup{[(Tz,z)|":x € H,|[lz] =1}

IA

22 sup{((|A]" + |B|")a,2) s w € H, |lz| =1}
= 22|Al" + | BIl,

Le résultat final dans cette section est une généralisation des inégalités dans (3.6).

Théoréme 3.1.10. [17] Soit T € B(H) avec la décomposition cartésienne T'= A +iB, et
sott v > 2. Alors

—-r — T ' ' 1 T T
272 |A+B|" +|A-Bl"'| <w (T)§§|||A+B| + A - BJ"||. (3.14)

Preuve.Comme dans la preuve de la premiere inégalité dans (3.7) d’apres le théoréme
3.1.5, on a
1
wA(T) > J||(A% BY.

Alors,
w'(T) 2 277 2|[(A£ B)||"? = 27"7|||A £ B[,

et donc

20(T) > 272([|A+ Bl"| + [IlA - BI'])

\%

27"2|||A+ B|" 4+ |A - B["|| (par l'inégalité triangulaire).
Par conséquent,
w'(T) 2 27727 Y||A+ BI" + |A - BI',

ce qui prouve la premiere inégalité dans (3.14). Démontrons la seconde inégalité dans (3.14),

soit £ € H un vecteur unitaire. Alors

|<TI,Q:>’7’ — (<Ax,x>2 + <BJJ, x>2)r/2
- 2*r/2(<(A—|—B)$,x>2_|_ <(A—B)x,x>2)’"/2
< 2—7“/22r/2—1(|<<A + B)z, )" + (A — B)z, 2)[")
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Résultat pour deux opérateurs

(Par la convexité de la fonction f(t) = ¢/2) sur [0, o))

1

< 5((!14 + Blz,x)" + (|A — Blz,z)") (par théoreme (3.1.3))
1

< §(<|A + B|"x,z) + (|A— B|"x, z)) (par rhéoréme 2.3.1)
1

= §<(|A + B|"+ |A— B|")x, ).

Maintenant,

w'(T) = sup{|(Tx,x)|":x € H,| x| =1}
1
< §SUP{<(’A+BIT+|A_B‘Tx7x)rx€H7HxH :1}

1 T T
= SNA+Br+1a- Bl

ce qui prouve la seconde inégalité dans (3.14), et la preuve est achévée.

3.2 Résultats pour deux opérateurs

Théoréme 3.2.1. [23] Si T, S sont deux opérateurs linéaires et bornés sur l’espace de Hilbert
(H,{.,.)), alors
w(TS) < 4w(T)w(S). (3.15)

Dans le cas TS = ST,
w(T'S) < 2w(T)w(S). (3.16)

Théoréme 3.2.2. [23] Si T est un opérateur isométrique qui commute avec autre opérateur

S, alors

w(TS) < w(S). (3.17)

On dit que T et S sont double commutes si T'S = ST et T'S* = S*T.

Le résultat suivant est vérifié

Théoréme 3.2.3. [23] Si les opérateurs T et S sont double commutes, alors

w(TS) < w(T)||S|. (3.18)
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Corollaire 3.2.1. Soit T' un opérateur normal commute avec S, alors
w(TS) < w(T)w(S).

Un probleme lié a I'inégalité (3.18) est de trouver la meilleure constante ¢ pour laquelle

I'inégalité w(T'S) < cw(T)||S|| soit vérifiée pour les opérateurs T" et S dans B(H ).
Théoréme 3.2.4. [18] Pour tout T, S € B(H) on a
w(TS + ST) < 2v2w(T)|S||. (3.19)
Le résultat suivant est valable pour plusieurs opérateurs :
Théoréme 3.2.5. [27] Si A,B,C,D,S,T € B(H), alors
w(ATB + CSD) (3.20)
< %||A|T*|2(1_O‘)A* + B*|T|**B + C|S* 1= C* + D*|S|**D||
pour tout o avec 0 < o < 1.

Preuve. Par le théoreme 3.1.4 et d’apres 'inégalité de la moyenne arithmétique-géométrique,

pour tout x € H on a

((ATB + CSD)x,x)|
< |{ATBz,z)| + [(CSDx,z)| = (T Bz, A*z)| + [{(SDx,C*x)|
< (|T]**Bz, Bx)Y*(|T*|*=% A%z, A*x)Y/?
+ {|SP*Dx, Dx)Y2(|S* P9 Cr g, C* )2
< %((|T|2°‘Ba:,Ba:><|T*|2(1_O‘)A*x,A*x)
+ {(|S|** Dz, Dx)(|S* A=) C*x, C*x))

<<A’T*’2(17Q)A* —|—B*|T‘2QB—|— D*’S‘zal)—I—C|S*|2(17Q)C*)$,x>

N | —

Alors

w(ATB + CSD)=sup{|{((ATB+ CSD)z,x)|:x € H,||z|]| =1}
1
< 5 sup{ ((A|T*|**Y A* + B*|T|**B + D*|S|**D + C|S*|**~¥C*")x,z) : x € H,||z|| = 1}
1
_ §||A|T*|2(1_Q)A* + B*’T|2ch + C|S*|2(1—Q)O* + D*|S|2¢1DH

23



Résultat pour deux opérateurs

L’inégalité (3.20) donne plusieurs inégalités sur le rayon numérique comme cas particuliers.

Remarque 3.2.1. Soient T = I (l'opérateur identité) et S = 0 dans le théoréme 3.2.5,
nous obtenons l'inégalité

1
w(TS) < §HTT* + 5*S]]. (3.21)
De plus, on a l'inégalité associée
1
w(TS) < §||T*T + SS57]. (3.22)

En effet, (3.22) découle par la seconde inégalité dans (3.1) et I’inégalité de moyenne arithmétique-

géométrique pour la norme d’opérateurs usuelle, qui dit que si T, S € B(H), alors
1 * *
ITS| < ST + SS57].
Quand T" ou S ne soit pas normal, les inégalités (3.21) et (3.22) ne sont pas équivalentes.

Remarque 3.2.2. Soient T =S =1,C = B, et D = £ A dans le théoréeme 3.2.5, on obtient
l’inégalité
1
w(TS + ST) < §||T*T +TT*+ S*S + 55",

qui fournit une estimation du rayon numérique de la commutateur T'S — ST.

Théoréme 3.2.6. [17] Soit T, S € B(H), 0 <a <1, etr > 1. Alors
T+ SII" < 277 2T + [SP|] + TP 4 [P, (3.23)
Preuve. Pour tous vecteurs unitaires z,y € H, on a

(T + S)x,y)| < |(Tx,y)+ (Sx,y)| (par I'inégalité triangulaire)

< (|TPox, o) 2T POy, ) V2 4 (|SPx, o) 2| Sy, y) 2

(par théoreme 3.2.4)

e r * —a N\ T o r * —a N\ LT
< ((\T!2 2, 2)" + (T Py, ) ) N (<|5!2 z,z)" + (S Yy, y) )

(par lemme 3.1.1)
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Résultat pour deux opérateurs

2 5 par théoreme 2.3.1)

ar *|2(1—a)r ar *|2(1—a)r 1r
< ol-ifr (<|T|2 v, ) + (T Py y) + (S, @) + (1570 y,y>)
- 2

(<,T,2%$> ([T POy, y>)”7“ . (<\srwx,x> - <\s*|2<1—a>fy,y>>1“ :

(par la convexitée de la fonction f(t) = /" sur [0, 00)).

Alors,

(T + S)z, z)|"
< 2T H ISP, @)+ (T PO 4 STy, )

Maintenant l'inégalité (3.23) découle par le fait que pour tout 7' € B(H),
1T = sup{|(Tz, y)| : x,y € H, [[z]| = [ly| = 1}.
Soit x = y dans la preuve du théoreme 3.2.6, on peut facilement démontrer que
w' (T + 8) < 22| [T + |S]2or 4 | TP 4 | §* 2=y, (3.24)

En particulier, si T' = S, alors I'inégalité (3.24) réduit a I'inégalité (3.12). Un cas particulier

important du théoreme 3.2.6 affirme que A et B sont normaux, o = 1/2, et r > 1

1T+ S| < 27T + |S]"]l-
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Chapitre 4

Inégalités de type Jensen et de type

Hermite-Hadamard

Il a d’abord découvert par ch.Hermite dans 1881 .mais ce résultat n’a été nulle part
mentionné dans la littérature mathématique et n’était pas largement connu comme résultat

d’Hermite. L’inégalité est maintenant communément appelée I'inégalité Hermite-Hadamard

4.1 Inégalités de type Jensen

Définition 4.1.1. Une fonction f a valeurs réelles et continue sur un intervalle I est appelée

un, opérateur conveze si
(L =NA+AB) < (1= N)[f(A) + Af(B).
On appelle f est un opérateur concave si
F(L=NA+AB) > (1= N f(A) + A\f(B).

pour chaque opérateur A et B dans un espace de Hilbert dont les spectres sont contenus dans
I et pour tout \ € |0, 1]. Remarqueons qu’une fonction f est un opérateur cocave si —f est

un opérateur convexe.

Lemme 4.1.1. [14] Soit A et B deux opérateurs définis sur un espace de Hilbert H,
St

A<LB
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Inégalités de type Jensen pour les fonctions des opérateurs auto-adjoints

alors

(Az,x) < (Bz,x).

4.1.1 Inégalités de type Jensen pour les fonctions des opérateurs

auto-adjoints

Théoréme 4.1.1. [14] Soit A un opérateur auto-adjoint sur l’espace de Hilbert et on suppose
que o(A) C [m, M| pour quelques scalaires m, M avec m < M. Si f est une fonction conveze

sur [m, M|, alors
f((Az,2)) < (f(A)z, ) (MP)
pour tout x € H avec ||z|| = 1.

Théoreme 4.1.2. [14] Soient A; des opérateurs auto-adjoints avec o(A;) C [m,M],j €

{1,...,n} pour quelques scalaires m < M et x; € H,j € {1,...,n} avec Yy ||z;||* = 1. Si
i=1
f est une fonction convexe sur [m, M|, alors

f (Z (Ajfjal"ﬁ) < Z(f(Aj)ijal“j% (4.1)

Jj=1

Théoréme 4.1.3. [12] Soient A; des opérateurs auto-adjoints avec o(A;) C [m, M|, j €

{1,...,n} pour quelques scalaires m < M et x; € H,j € {1,...,n} avec > ||z;||* = 1. Si
j=1

[ est une fonction convexe continue définie sur [m, M|, alors

n

> (f(A)aj,x5) < i i — [f(M) > (A = mDay,x) + f(m) Y (MI = Aj)ay,x;) | (4.2)

J=1

=1 j=1
Théoréme 4.1.4. [12] Soient A; des opérateurs auto-adjoints avec o(A;) C [m,M], j €
{1,...,n} pour quelques scalaires m < M et z; € H,j € {1,...,n} avec i |z;]]? = 1. Si
f est une fonction conveze strictement deux fois différentiable sur [m, M]],_(lzlors pour tout
nombre réel positif o on a
> (f(Ajzj, ) <a (Z <Aj$j7$j>> + B, (4.3)
j=1 Jj=1
ou

B = psto + vy — af(lo),
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Inégalité de Jensen pour les fonctions convexes

fM) — flm) — Mf(m) —mf(M)

M—m 7 M—m

FHED) st m< PN (E) < M

to=q9 M si M < f'7H(E)

E

m si fTUEL) <
Théoréme 4.1.5. [14] Soient H et K des espaces de Hilbert. Soit f une fonction d valeurs
réelles continue sur un intervalle J. Soient A et A; des opérateurs auto-adjoints et C' un
opérateur sur H avec les spectres contenus dans J, pour tout j = 1,2,..., k. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est un opérateur conveze sur J ;
(i1) f(C*AC) < C*f(A)C pour tout opérateur auto-adjoint A : H — H et isométrie
C:K— H;
(1ii) f(C*AC) < C*f(A)C pour tout opérateur auto-adjoint A : H — H et isométrie
C:H— H;
(iv) f(ilC;AjCj) < ilC';f(Aj)Cj pour les opérateurs auto-adjoints A; : H — H et
j= j=
k

opérateurs linéaires bornés Cj : K — H, avec ) C;C; =1x(j=1,...,k);
j=1

N

k
(v) f(z1 CrA;C5) < > C5 f(A;)C; pour tous opérateurs auto-adjoints Aj : H — H et
J:

1

J
k

opérateurs linéaires bornés C; : H — H, avec ZlC;C'j =1y(j=1,...,k);
]:
k k
(vi) f(>° PjA;P;) < > Pif(A;)P; pour les opérateurs auto-adjoints A; - H — H et
j=1 j=1

k
projections P; : H — H, avec ) PF =1g(j=1,...,k).
j=1

4.1.2 Inégalité de Jensen pour les fonctions convexes

Théoréme 4.1.6. [12] Soit I un intervalle et f : I — R une fonction conveze et
différentiable sur T (Uintérieur de I), dont la dérivé f' est continue sur 1. Si A est

un opérateur auto-adjoint sur l’espace de Hilbert H avec o(A) C [m, M] C;, alors

0 < (f(A)z,z) — f((Az,z)) < (f'(A) Az, x) — (Az,7) (f'(A)z,2)  (44)
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Inégalité de Jensen pour les fonctions deux fois différentiables

pour tout x € H avec ||z|| = 1.

Preuve. f est convexe et différentiable, on a

ft) = fls) < [ —s)

pour tous t,s € [m, M].

Maintenant, si nous avons choisi dans cette inégalité s = (Ax,x) € [m, M| pour tout
x € H avec ||z|| = 1.

Or o(A) C [m, M|, alors on a

f(t) = f({Az, z)) < () (t — (Az, z)) (4.5)
pour tout t € [m, M| et tout x € H avec ||z]| =1
st nous firons x € H avec ||z|| =1 dans (4.5) et appliquons le lemme 4.1.1, alors on
a

([f(A) = f({Az, 2))1n]z, x) < (f'(A)(A - (Az, 2)) 1y, 2)

pour tout x € H avec ||z|| = 1, ce qui est clairement équivalente a l'inégalité souhaitée
(4.4)
Exemple 4.1.1. §i A est un opérateur défini positif sur ’espace de Hilbert H, et

f(t) =logt une fonction convexe. Alors on a l'inégalité suivante :
0 <In((Az,z)) — (In(A)z,z) < (Az,z) (A 'z, 2) — 1 (4.6)

pour tout x € H avec ||z|| =1

4.1.3 Inégalité de Jensen pour les fonctions deux fois différen-

tiables

Théoréme 4.1.7. [12] Soit A un opérateur défini positif sur un espace de Hilbert H et

o(A) C [m, M] pour quelques scalaires m, M avec 0 < m < M. Si f est une fonction deux

fois différentiable sur (m, M) et pour p € (—o0,0) U (1,4+00) on a pour vy <T' :

P
vy < —f"(t) <T pour tout t e (m, M), 4.7
plp—1) " A Y
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Cas scalaire

alors
V({APx,x) — (Az,2)") < (f(A)z,z) — f((Az, )
< T'((APz,x)(Ax, x)P) (4.8)
pour tout x € H avec ||z|| = 1.
Si
2P "
5 < - 1)f (t) <A pour tout te (m,M) (4.9)

et pour quelque 6 < A oup € (0,1), alors

5(<A:L‘,x>p - <Apx,$>) < <f(A)Z', $> - f(<A$, :L‘>)
A((Az, 7)? — (AP, 7)) (4.10)

IN

pour tout x € H avec ||z|| = 1.

Preuve. Considérons la fonction g, : (m, M) — R donnée par g,,(t) = f(t) — ~t*

telle que p € (—o00,0) U (1, 00). La fonction g, , est différentiable deux fois

g2, = f"(t) —yplp— 1)t">

pour tout ¢t € (m, M) et par (4.7) on en déduit que g, , est convexe sur (m, M).

Maintenant, appliquons l'inégalité de Mond-Pecaric (MP) pour g,, on a
0 < ((f(A) =vA)z, z) — [f({Az, x)) — v(Az, 2)"]

= (f(A)x,x) - f(<Ax7$>) - ’y[<Ap:L',x> - <Ax,:L‘>p]

qui est équivalent avec la premiere inégalité (4.8).

4.2 Les inégalités de type Hermite-Hadamard

4.2.1 Cas scalaire

Théoréme 4.2.1. 57 f : [ — R est une fonction convexe sur l’intervalle I , alors pour

tous a,b € I avec a # b on a la double inégalité suivante

f(“b)s : /abﬂt)dtsw (HH)

2 b—a 2
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Quelques inégalités pour les fonctions convexes

Preuve.Premiérement nous rappelons qu’une fonction f convexe est continue sur un
intervalle ouvert ]a, b], et admet les dérivés droite et gauche f*(x),f~ () pour tout = € (a, b).
Si f(zo) est différentiable dans zg, on a r(x) = f(zo) + f'(xo)(x — x0), sinon, il est évident
que, 7(z) = f(xo) + C(z — xo) pour tout C € [f~(xo), [T (x0)].

Maintenant, soit r(z) = f (“42) + C (z — 42), 2 = 42 € (a,b), alors on a r(z) < f(x).
Dans l'autre coté, par définition de la convexité, on a

S(z) = f(a) + W(z —a), alors on a f(z) < S(x).
D’ou

r(z) < fz) < S()

En intégrant les deux inégalités entre a et b

b b b
/r(x)dxg/ f(q:)dmg/ S(x)dx
d’une part on a

/abr(x)da: — /ab{f<a;rb>+0(m—a;bﬂdx
- f(a;b)(b—a)—i-C/ab(x—a;b)dx

- f(“;b)a)—a)

b b ~ t(a
/S(x)dx = /f(a)—i—%(x—a)dm

= Jap-a+ LD Moo

et d’autre part on a

b—a
BFOES U
Alors ,
(7)o [ < KO0 o),

4.2.2 Quelques inégalités pour les fonctions convexes

Théoréme 4.2.2. [13] Soit A un opérateur auto-adjoint sur [’espace de Hilbert H et o(A) C

[m, M| pour des scalaires m, M avec m < M. Si f est une fonction convexe sur [m, M], alors
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Quelques inégalités pour les fonctions convexes

RS TR (RS L VE T
2 - 2 ’
f({Az, ) + f(m + M — (Az, z))
- 2
> f(m;M> (4.11)
pour tout x € H avec ||z|| = 1.

Preuve. D’apres la convexité de f sur [m, M|, alors pour tout u € [m, M] on a I'inéga-

lité :

f(M)Zf<M_um+u_mM):f(U) (4.12)

et

M — — M — _
M_Zf(M)ﬂtj\l;_?Zlf(m)2f<M_:lM+A7”2_7:1m) = f(M+m—u) (4.13)

Si nous sommons les deux inégalités (4.12) et (4.13) on obtient
f(m) + F(M) = f(u) + f(M +m —u) (4.14)

pour tout u € [m, M|, qui n’est autre que I'inégalité (4.11).

Par I'inégalité de Mond-Pecaric avec le u = (Azx,x). on a

(f(lm+M)ly — Az, z) > f(m+ M — (Azx, x)).

Au méme temps avec 'inégalité (4.14) on obtient la deuxiéme inégalité dans (4.11).

La troisieme partie découle par la convexité de f, et la preuve est complete.

m~+M

Remarque 4.2.1. De plus, si x € H avec ||z|| =1 et (Az,x) # ™5

, alors on a aussi

F({Az,z))+f(m+M—(Az,x))
2

2 m+M—(Ax,z) M
= WAy f(Aa:,z) flu)du > f (M)

Remarque 4.2.2. Par l'inégalité (4.11) on a l'inégalité suivante

{f(m)Jrf(M) f(A) + J(m+ M)y — A) Zf(m+M> 1y

1y >
2 ]H— 2 2
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Quelques inégalités pour les fonctions convexes

ou f est une fonction convexe sur [m, M| et A est un opérateur auto-adjoint sur l’espace de

Hilbert H avec o(A) C [m, M| pour les scalaires m, M avec m < M.

Théoréme 4.2.3. [13] Soient A et B des opérateurs auto-adjoints sur ’espace de Hilbert
H. Supposons que les spectres de A et B sont dans lintervalle [m, M| pour des scalaires

m, M avec m < M . Si f est une fonction convezxe sur [m, M|, alors

(BB o - A +
< {[[ sta-na+ 1By o)
< SUT(A)n,2) + F(By )
< SUT(A),2) + (Bl ) (4.15)
g
f(<Ax,x>;<By,y>> . <f(A+ ByylH)m,x> (4.16)
< <U0f (1—1)A+t(By. y>1H)dt]xx>
pour tous =,y € H avee ||z|| = ||y]| = 1.

Remarque 4.2.3. [l est important de remarquer que, pour les inégalités (4.15) et (4.16) on

a pour toute fonction convexe f:[m, M] — R les résultas suivants :

f <A + (By,y>1H)

< [ 70 -0a By

2
1
< L7()+ (B (1.17)
pour tout y € H avec |ly|| =1 et pour les opérateurs A et B auto-adjoints avec spectres dans
[m, M].
En particulier, on a pour (4.17)
A+ (Ay,y)1 L
f < .0) H) < [ Ha-04+ gay i
0

< SUCA) + F(Ay )1
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Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonctions d’opérateurs convexes

pour tout y € H avec ||y|| =1 et

f<w> /f (1—t)A+tsly)dt <

pour tout s € [m, M.

SLF(A) + £(5)1n)

Corollaire 4.2.1. Soit A un opérateur auto-adjoint sur l’espace de Hilbert H et on suppose
que o(A) C [m, M| pour quelques scalaires m, M avec m < M. Si f est une fonction convezre

sur [m, M], alors

f((Az,z)) <

=)

[(f(A)z, z) + f((Az,2))] < (f(A)z, z).

IA

I
l\3|H/\/\
/\ 1 Kh

S~ —~
kh

}—l

|

@;.

:L

_|_

=

N

8

=

—_

=

QL

L

4.2.3 Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonctions

d’opérateurs convexes

L’inégalité suivante est satisfaite pour toute fonction convexe f définie sur R

b
(b—a)f (“;b)g/ f(t)dtg(b—a)w a,b € R (4.18)

soit X est un espace vectoriel , z,y € X, x # y .On définit le segment

[z, y] ={(1 —t)x +ty,t € [0,1]}
Remarque 4.2.4. Nous considérons la fonction f : [x,y] — R et la fonction associée
gy [0,1] — R,
9zy(t) = fI(1 =)z +ty],t € [0, 1].
[ est conveze sur [,y si et seulement si gy, est convexe sur [0,1].

Pour toute fonction convexe définie sur un segment [z, y] C X, on a I'inégalité intégrale

de Hermite-Hadamard

T +y f(@) + f(y)
f( ) /fl—t)a:+ty]dt<— (4.19)

2
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Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonctions d’opérateurs convexes

qui est une dérivée de I'inégalité classique de Hermite-Hadamard (4.18) pour la fonction
convexe g, : [0,1] — R.
Or f(z) = ||z||P (xr € X et 1 < p < o0) est une fonction convexe, en appliquant (4.19) pour

cette fonction f on obtient :

x+y [ ]l” + llylI”

/ 1=t + tylrar < S (4.20)

pour tous z,y € X.

Théoréeme 4.2.4. [14] Soit f : I — R est une fonction d’opérateurs convexe sur l'intervalle

1, alors pour les opérateurs auto-adjoints A et B avec spectres dans I, on a l’inégalité :

(557) = () (55)

< /l F((1—t)A + tB)dt

< Lr(A4E) . LA erm)
¢ SN+ 15) o

Preuve. Tout d’abord, on peut remarquer que I'intégrale fol f((1 —t)A+ tB)dt existe
pour les opérateurs auto-adjoints A et B avec spectres dans [ car f est continue.
Nous donnons ici deux preuves, la premiere utilise seulement la définition d’'une fonction
d’opérateurs convexes et la deuxieme utilise I'inégalité classique de Hermite-Hadamard pour
les fonctions a valeurs réelles.

1. Par la définition de fonctions d’opérateurs convexes on a la double inégalité :

¥ (C ; D) < %[f((l —1)C +tD)f((1 = £)D + tC)+] +
< SUF(C)+ (D) (422

pour tout ¢ € [0, 1] et pour tous opérateurs auto-adjoints C' et D avec les spectres dans I .

en intégrant I'inégalité (4.22) sur [0, 1] en tenant compte du fait que

/1 F((1=4)C +tD)dt = /1 F((1 =)D + tC)dt
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Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonctions d’opérateurs convexes

alors nous obtenons I'inégalité de Hermite-Hadamard pour les fonctions d’opérateurs convexes

f(C;D) S/Olf((l—t)CthD)dtg

cette inégalité est satisfaite pour tous opérateurs auto-adjoints C' et D avec des spectres

dans 1.

[F(C) + F(D)] (HHO)

DN | —

Maintenant, en utilisant le changement de variables u = 2t on a

/Oéf((l—t)AthB)dt:%/01f<(1—u)A+uA—gB> du

et par le changement de variables u = 2t — 1

A+ B

/;f((l—t)AHB)dt:%/Olf((l—u) MB)du.

En utilisant I'inégalité de Hermite-Hadamard (HHO) nous pouvons écrire

A+ B ! A+ B
f<3I ) < /Of((l—u)A—l—u ; )du

< s (132)

f(AZ?’B> < /Olf((l—u)A;B—IruB) du
s (439)

ce qui nous donne le résultat souhaité (4.21)

et

2. Maintenant considérons = € H, ||z|| = 1 et les opérateurs auto-adjoints A et B avec les

spectres dans I. On définit la fonction a valeurs réelles ¢, 4 5 : [0,1] — R par

¢ran(t) = (f(1-t)A+tB)r,x).

Or f est un opérateur convexe, alors pour tous t1,%, € [0,1] et o, 3 > 0 avec a4+ =1 on a

veaplaty + fta) = (f((1 = (aty + Bt2))A+ (aty + Sta) B)z, )
= (f(a[(1 =t1) + . B] + Bl(1 — t2) A + t2B])z, x)
< a(f([(1—t) + 1Bz, x) + B(f([(1 — t2) A+ 2 B])z, x)

= apap(t) + Bpsas(ts)
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Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonctions d’opérateurs convexes

On montre que Yz,A,B €St une fonction convexe dans [O, 1] .

Maintenant nous utilisons 1'inégalité de Hermite-Hadamard pour les fonctions a valeurs

g(a;b)ﬁbj%MZQQMsgggégﬂQ

réelles convexe

pour obtenir

Jun

1 2 02,4,8(0) + ©z.4,8(3)
Pz,AB (Z) < 2/ O ap(t)dt < 5 2
0
et 1 1
3 ©2,4,8(35) + 0ea8(1)
¢Ww<é>§2/m%ﬁﬂﬂﬁ§ 2
1 2
d’ou

() e

< /1 (f(1 =) A+ tB)x, z) dt

SIUCOUREE

La continuité de la fonction f nous donne :

/01 (f(Q=t)A+tB)x,z) dt = </01 f((1=t)A+tB)dtr, x>

pour tout x € H,||z|| = 1 et pour tous opérateurs auto-adjoints A et B avec les spectres

dans I, nous déduisons de (4.23)le résultat souhaité (4.21)

Corollaire 4.2.2. Avec les hypothéses dans le théoreme 4.2.4 on a l'inégalité :

A+B)<

/Olf((l—t)A+tB)dt—f(

- w _ /1 F(L—8)A + ¢B)dt (4.24)

Corollaire 4.2.3. Soit f : I C R — R est une fonction d’opérateurs convere dans un
intervalle I. Alors pour tous A,B deux opérateurs auto-adjoints distincts avec les spectres

dans I on a les bords dans l'ordre des opérateurs suivants :
A+ B C+ B A+ B
f _ _
[ (557) 0 (57) e =1 (557)
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Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonctions d’opérateurs convexes

et

f(C)+ f(D) _f(C;D)] ~ f(A)+ f(B) iy <A—gB>
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Résumé

Dans ce mémoire, nous sommes intéressé en particulier par quelques
inégalités entre opérateurs linéaires et applications. On a présenté les
notions préliminaires et les théoremes fondamentaux sur lesquels
basées ces inégalités.

On a étudié également les inégalités qui impliquent le rayon
numérique d'un opérateur et les inégalités de type Jensen et Hermite-
Hadamard.

Mots clés : inégalité, opérateur, rayon numérique, Jensen, Hermite-
Hadamard

Summary

In this memory, we particulary interested in the somme inequalitys
between linear operators and applications we started with some
preliminary on linear bounded operarors and their properties, initial
concepts and fondamental theore.

we have also studied the inequality that implies the numerecal radius
of operators and the Jensen and Hermite-Hadamard type inequalitys

Keywords : Inequality , operator , numerecal radius , Jensen ,

Hermite-Hadamard
Oy s gl Qe 9 Agdadl) il jipally Ablaial) cilan) il (31 5 S3al o3a
Ay il 8t g A alia guailad g5 gaaall duadl) & figall Jga cilaugatl)
Ll sl Jsa

clan) sia S 98 g gl Jhall) Chal Jadi Al isall clan) sia aaf b
Sl S g (g >




	asma & bechira.pdf
	asma & bechira.pdf
	Introduction générale
	Préliminaires
	Espace de Hilbert
	Opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert
	Norme d'un opérateur linéaire et borné
	Opérateur adjoint

	Puisssance et racine carré d'un opérateur
	Puissance d'un opérateur
	Racine carré d'un opérateur positif

	Quelques classes d'opérateurs
	Décomposition des opérateurs
	La décomposition polaire
	La décomposition cartésienne

	Spectre d'un opérateur
	Image et rayon numérique d'un opérateur 
	Image numérique
	Rayon numérique 
	Relation entre l'image numérique et le spectre d'un opérateur 
	Quelques propriétés des opérateurs auto-adjoints et normaux
	Image numérique et similarité


	Quelques inégalités d'opérateurs
	Inégalité de Cauchy-Schwarz
	Inégalité de Schwarz mixte pondérée et inégalité de Schwarz généralisée

	Inégalité de Young et Inégalité de Hlder 
	Inégalité de Young
	Inégalité de Hlder-McCarthy 
	Equivalence entre inégalités de Yong et Hlder-McCarthy 

	Inégalité de Lowner-Heinz et inégalité de Furuta
	Quelques résultats sur les inclusions
	Inégalités d'opérateurs associés avec inégalité de Kantorovich et inégalité de Holder-McCarthy 
	Inégalité de Selberg

	Les inégalités de rayons numériques des opérateurs 
	Quelques résultats
	Résultats pour deux opérateurs

	Inégalités de type Jensen et de type Hermite-Hadamard
	Inégalités de type Jensen
	Inégalités de type Jensen pour les fonctions des opérateurs auto-adjoints
	Inégalité de Jensen pour les fonctions convexes
	Inégalité de Jensen pour les fonctions deux fois différentiables

	Les inégalités de type Hermite-Hadamard
	Cas scalaire
	Quelques inégalités pour les fonctions convexes
	 Inégalité de type Hermite-Hadamard pour les fonctions d'opérateurs convexes


	Bibliographie



