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Notations générales

rf(x) : le gradient de f .

@f(x) : la dérivée partielle de f .

Jf (x) : la matrice jacobienne de f en x.

k:k : la norme.

j:j : la valeur absolue.

inf
x2|
f(x) : la borne inferieur de fonction f sur l�ensemble |.

sup
x2|

f(x) : la borne supérieur de fonction f sur l�ensemble |.

min : le minimum.

max : le maximum:
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Introduction générale

Introduction générale

Le mathématicien suisse L. Euler fut le premier à avoir étudié les intégrales doubles,

tant du point de vue de leur signi�cation voir que de leurs calculs. Son étude l�amena à se

poser la question suivante: que se produit-il si à une intégrale double, on fait un changement

de variables? Euler donna une interprétation formelle de ce résultat.

En 1773, J. L. Lagrange eut aussi besoin de la formule d�un changement de variables,

mais cette fois pour des intégrales triples. Suivant les idées de Euler, Lagrange obtint le

résultat en utilisant formellement les di¤érentielles, sans l�aide des approximations in�nitési-

males. Les intégrales multiples constituent la généralisation des intégrales dites simples :

c�est-à-dire les intégrales des fonctions plusieurs de variables (deux ou trois).

Nous allons nous intéresser dans cette mémoire au calcul pratique d�intégrales doubles

et triples sont très utiles dans de nombreux domaines de la Physique tels que la Mécanique

du solide.

Dans le premier chapitre on a fait un rappel sur l�intégrale simple au sens de reimann et

les fonctions des plusieurs variables.

Le deuxiéme chapitre, on a étudié l�intégrale double et le théorème de fubini et les

méthodes de calcule (changement de variable, coordonée polaires).

Le troisiéme chapitre, on a étudié l�intégrale double et le théorème de fubini et les

méthodes de calcule (changement de variable, coordonée polaires coordonnées cylindrique

sphérique ).

Le quatriéme chapitre, nous avons donnée des applications en physique (aire, volume,

centre de gravité ...etc).
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Chapitre 1

Rappels et notations des intégrales

simples

Dé�nition 1.0.1 (intégrale dé�nie)

1. Soit f dé�nie continue sur I = [a; b] telle que f(x) > 0:

Figure 1.0.1 :

On peut alors délimiter une surfase par: le graphe de f�l�axe Ox�les droitses x = a�

x = b�puis lui associer un nombre réel noté S appelé( l�unite de mesure étant un cube de

coté1).
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1. Rappels et notations des intégrales simples

2. Une valeur approchée In de S put être obtenue en partageant I en n parties égales

x0=a, xk=a+ k a�b
n
::::; xn = b, 4xi=xi+1-xi

Figure 1.0.2 :

3. Et en calculant la somme de aire des rectangles de base b�a
n
et de hauteurs

f (x1),...f (xn) ;

In =
b� a

n
f (x1) + ::::+ f (xk) + ::::+ f (xn) :

Figure 1.0.3 :
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1. Rappels et notations des intégrales simples

Dé�nition 1.0.2 (propriété admise) Si f est continue sur [a; b] alors:

lim
n!+1

nX
i=1

f (xi)4xi = I (f) : (1.0.1)

I (f) sera appellée intégrale dé�nie de la fonction f continue entre les bornes a et b.

Dé�nition 1.0.3 Soit f une fonction dé�nie et continue sur un intervalle [a; b]

le réel mote
R b
a
f (x) dx est appellé intégrale de a et b de f .

Signe intégrale

Soit f une fonction dé�nie et continue sur intervalle I contenant les réels a et b teleque

a � b:

* Si f est positive sur [a�b] =)
R b
a
f (x) dx > 0.

* Si f est négative sur [a�b] =)
R b
a
f (x) dx � 0.

Intégral et Aire

Soit f une fonction dé�nie et continue sur intervalle [a�b] et soit (Cf ) sa courbe représen-

tative.

Soit (D)�L�aire comprise entre l�axe des abscisses�a courbe (Cf ) et les droites d�equation

x = a et x = b.

* Si f est toujours positive sur [a�b] :
R b
a
f (x) dx = aire (D) (Unites d�aire).

* Si f est toujours négative sur [a�b] :
R b
a
f (x) dx = �aire (D).

* Si f a une signe variable sur [a�b] :
R b
a
f (x) dx = aire (D1)� aire (D2) + aire (D3).
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1. Rappels et notations des intégrales simples

Figure 1.0.4 :

1.0.1 Fonctions intégrables au sens de Riemann

Un grand nombre fonctions sont intégrables par le procédé de Riemann... On peut citer en

particulier:

* Toutes les fonctions dé�nies et monotones dans [a; b].

* Toutes les fonctions continues par morceaux dans [a; b] (C�est a dire les fonctions pour

lesquelles on peu trouver un nombre �ni de sousintervalle la fonction soit continue).

On voit donc apparaitre des fonctions qui ne sont pas intégrables par la méthode usuelle

des primitives mais qui le sont par le procédé de Reimann: une fonction intégrable dans

[a; b] au sens de Reimann ne posséde pas nécessairement une primitive dans [a; b].

On encadre l�aire cherchée, disons A, en utilisant d�une part les bornes gauches des sous

intervalles et d�autre part les bornes droites:

Iinf(n) � A � Isup (n) :

Iinf(n) =
NP
K=1

Aire des rectangles avec les bornes gauches.

Isup (n) =
NP
i=1

Aire des rectangles avec les bornes droites.

On voit ainsi aparraitre dans chaque «colonne» l�erreur maximmum commise: c�est

l�écart entre l�aire de rectangle «trop grand» et celle du rectangle «trop petit» .

On peut regrouper toutes ses erreurs en les faisant glisser dans la premiére collone la

somme des erreurs est alors representée par un rectangle de largeur b�a
n
et de hauteur

f(b)� f (a) :
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1. Rappels et notations des intégrales simples

Figure 1.0.5 :

Si on note � la somme des erreurs, on a :

� =
b� a

n
(f(b)� f(a)): (1.0.2)

Figure 1.0.6 :

Lorsque n ! 1, on a � ! 0 et le théorème des gendarmes permet d�être certain queR b
a
f(x)dx existe puisque:

Iinf(n) �
Z b

a

f(x)dx � Isup(n):

[1]
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1. Rappels et notations des intégrales simples

1.0.2 Fonctions intégrables

On vois aisément que les fonctions en escalier sont intégrables: on peut en e¤et choisir la

subdivition de telle que les sommes de Darboux soient constantes égales à la somme des

aires des rectangle dessinés par la courbe.

La proposition suivante que nous admettrons donne une autre classe bien plus importante

de fonctions intégrables.

1.0.3 Propriétes des intégrales

Relation de chasle Soit f une fonction dé�nie et continue sur un intervalle I pour tout

réel a�b et c de I :

Z b

a

f (x) dx+

Z c

b

f (x) dx =

Z c

a

f (x) dx: (1.0.3)

Linéarite de l�integrale Soient f et g deux fonctions dé�nies et continues sur un intervalle

I contenant a et b pour tout:

Z b

a

(�f (x) + �g (x)) dx = �

Z b

a

f (x) dx+ �

Z b

a

g (x) dx: (1.0.4)

Proposition 1.0.1 Soit f une fonction continue sur l�intervalle I = [a; b]. Alors f est

intégrable sur [a; b].

Intégration par parties Soit f : [a; b]! R et g : [a; b]! R deux fonctions intégrables et

dérivables sur l�intervalle [a; b]. Alors:

* Les fonction f 0 et g0 sont intégrables sur [a; b] :

* On a: Z b

a

f (t) g (t) dt = [f (t) g (t)]ba �
Z b

a

f 0 (t) g (t) dt: (1.0.5)

Idée générale on ne sait pas trouver une primitive de f (t) g0 (t). I�intégration par parties
permet de remplacer f (t) g0 (t) par f 0 (t) g (t) en espérant qu�il soit plus facile de
trouver une primitive de f 0 (t) g (t) :
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1.1. Fonction de plusieurs variables

chargement de variable Soit [a; b]! R une fonction intégrable par convention on pose:Z a

b

f (t) dt = �
Z b

a

f (t) dt: (1.0.6)

Proposition 1.0.2

Soit f : [c; d]! R une fonction intégrable.

Soit ' : [a; b]! R une application intégrable et dérivable telle que: ' ([a; b]) � [c; d].Z b

a

f (' (t))'0 (t) dt =
Z '(b)

'(a)

f (x) dx: (1.0.7)

1.1 Fonction de plusieurs variables

Les notions de fonction de plusieurs variables et de domaines de dé�nition sont introduites

de la manière que dans le cas de deux variables.

Le domaine de dé�nition d�une fonction f à trois variable x1; x2 et x3 est représenté par

un ensemble de point de l�espace et on note z = f(x1; x2; x3).

1.1.1 Dérivées partielles

Dé�nition 1.1.1 (Dérivées partielle) Soit une fonction à n variables x1; x2; :::; xn; si toutes

les variables sont �xées à la valeur xi0 sauf la variable x1, on obtient une fonction g de la

seule variable x1 dont on peut étudier la dérivabilité au point x10; si c�est le cas on note :

@f

@x1

����
x1=x10

=
@f

@x1
(x10) = g0(x10)

= lim
x1!x10

f(x1; x20; :::; xn0)� f(x10; x20; :::; xn0)

x1 � x10

= lim
h!0

f(x10 + h; x20; :::; xn0)� f(x10; x20; :::; xn0)

h
:

Le même raisonnement est appliqué pour les autres variables. Soit:
@f
@x1

���
xi=xin

= @f
@xi
(xi0) avec i = f1; 2; :::ng :

8



1.1. Fonction de plusieurs variables

Dé�nition 1.1.2 (Dérivée partielle seconde) Lorsque la fonction f admet une dérivée
@f
@xi

���
xi=xi0

en tout point de xi0 de Df � Rn, on dé�nit une nouvelle fonction à n variables

dont on peut examiner les dérivées partielles notées:

@f

@xj
(
@f

@xi
) =

@2f

@xj@xi
:

Dé�nition 1.1.3 On a alors une dérivée partielle d�ordre 2:

On peut ainsi calculer des dérivées succesives e¤ectuées.

Dé�nition 1.1.4 (Classe d�une fonction) Une fonction f dé�nie sur Df � Rn est de
classe C2 est dite de classe Cp surDf si elle admet des dérivées partielles d�ordre p continues.

Théorème 1.1.1 (Théorème de Schwarz) Si une fonction f dé�nit sur Df � Rn est de
classe C2, alors l�ordre des dérivations n�intervient pas. En d�autres termes :

@2f

@xi@xj
=

@2f

@xj@xi
:

Dé�nition 1.1.5 (Forme di¤érentielle) Sous condition d�existanse des dérivées par-

tielles
n
@f
@xi

o
de la fonction f on appelle forme di¤érentielle de la fonction la quantité :

�f =
i=nX
i=1

@f

@xi
dxi:

La quantité �f représente les variations de f pour des petits déplacements fdxig formule
utilisée par exemple en physique pour le calcul d�erreur.

Dé�nition 1.1.6 Soit f une fonction à trois variables x1; x2 et x3, pour lesquelles elles

dépendent de la variable u, soit xi = xi(u) avec i = f1; 2; 3g. On cherche alors à calculer la
dérivée partielle de f selon la variable u. Sous la condition d�existence des dérivées partielles

on peut alors montrer que:

@f

@u
=
@x1
@u

@f

@x1
+
@x2
@u

@f

@x2
+
@x3
@u

@f

@x3
: (1.1.1)

Exemple de dérivation des fonction composées Soit f une fonction à deux variables

x1 et x2, pour lesquelles elles dépendent des variables u1 et u2, soit xi = xi(u1; u2)

9



1.1. Fonction de plusieurs variables

avec i = f1; 2g. On cherche alors à calculer la dérivée partielle de f selon les variables
u1, u2. Sous la condition d�existence des dérivées partielles on peut alors montrer que:

@f

@u1
=
@x1
@u1

@f

@x1
+
@x2
@u1

@f

@x2
:

@f

@u2
=
@x1
@u2

@f

@x2
+
@x2
@u2

@f

@x2
:

[3]
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Chapitre 2

Intégrale double

Dans ce chapitre, on a dé�nit l�intégrale double et interprétation géométrique et ces pro-

priétées et le théorème de �bini, et on a aussi parlé du changement de variable et le cas des

coordonnées polaires.

2.1 Dé�nition d�intégrale double

Dé�nition 2.1.1 L�espace est rapporté au repère plan cartésien (Ox;Oy) dans lequel on

considère un domaine D limité par une courbe fermée � (�gure(2,1,1)). Décomposons D on

n domaines élémentaires �Di d�aire �A(i = 1; 2; :::; n) et soitMi(xi; yi) un point quelqonque

de �Di. Soit une fonction f(x; y) donnée dé�nie et continue sur D. Au point Mi 2 �Di

elle prend la valeur f(xi; yi). Considérons la somme : Sn =
i=nP
i=1

f(xi; yi)�Ai:

Dé�nition 2.1.2 (I0intégrale double) La limite lorsq�elle existe, de Sn quand n ! 1 et

que tous les �Di tendent vers zéro est appelée intégrale double ordinaire f(x; y) de f sur le

domaine D elle s�écrit :

I =

Z Z
D

f(x; y)dxdy = lim
n!1

i=nX
i=1

f(xi; yi)�Ai: (2.1.1)

11



2.2. Interprétation géométrique

Figure 2.1.1 :

2.2 Interprétation géométrique

Soit
P
la surface répresentative de la fonction z = f(x; y) (�gure(2,2,1)).

La somme : Sn =
i=nP
i=1

zi�Ai:

Répresenté une valeur approchée du volume V compris entre le plan (Ox;Oy), la surfaceP
et les droits paralléles à l�axe (Oz) s�appuyant sur le contour � de D. Lorsque n!1,

la limite correspond exactement au volume V ainsi :

I =

Z Z
D

z(x; y)dA = lim
n!1

i=nX
i=1

z(xi; yi)�Ai = V: (2.2.1)

Figure 2.2.1 :

[2]
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2.3. Propriétés algébriques de l�intégrale double

2.3 Propriétés algébriques de l�intégrale double

Dans ce paragraphe, nous donnerons quelques propriétés de nature algébrique de l�intégrale

double. Ces propriétés se démontrent facilement à partir des sommes de Darboux et de

Reimann.

L�intégrale double au sens de Reimann d�une fonction bornée sur un compact élémentaire

véri�e les propriétés suivantes :

L�intégrale double est linéaire

Soit D � R2 un domaine élémentaire et f , g deux fonctions intégrales. Alors pour tous réels
� et � on a :Z Z

D

(�f(x; y) + �g(x; y))dxdy = �

Z Z
D

f(x; y)dxdy + �

Z Z
D

g(x; y)dxdy: (2.3.1)

L�intégrale double est additif

Soient D1 et D2 sont deux domaines élémentaires de R2dont l�intersection D1 \D2 est vide

ou égale à une courbe plane. Alors pour toute fonction intégrable f : D1 [D2 ! R on a :Z Z
D1[D2

f(x; y)dxdy =

Z Z
D1

f(x; y)dxdy +

Z Z
D2

g(x; y)dxdy: (2.3.2)

L�intégrale double est croissante

* Si f(x; y) � 0 en tout point de D, avec f non identiquement nulle, alors
R R

D
f(x; y)dxdy

est strictement positive.

* Si 8(x; y) 2 D, f(x; y) � g(x; y) alors :Z Z
D

f(x; y)dxdy �
Z Z

D

g(x; y)dxdy: (2.3.3)

*
��R R

D
f(x; y)dxdy

�� � R R
D
jf(x; y)j dxdy:

Proposition 2.3.1 Soit D un domaine élémentaire et f : D ! R une fonction bornée

intégrable. Alors on a l�inégalité :

����Z Z
D

f(x; y)dxdy

���� � Z Z
D

jf(x; y)j dxdy � sup fjf(x; y)j =(x; y) 2 DgAire(D): (2.3.4)

13



2.4. Méthodes de calcul d�une intégrale double

En partuclier, si Aire(D) = 0 alors on a
R R

D
f(x; y)dxdy) = 0:

2.4 Méthodes de calcul d�une intégrale double

2.4.1 Théorème de Fubini

Soit a < b et c < d quatre nombres réels et f : [a; b]� [c; d]! R une fonction continue.

Alors, Z d

c

�Z b

a

f (x; y) dx

�
dy =

Z b

a

�Z d

c

f (x; y) dy

�
dx: (2.4.1)

Preuve. Soit " un nombre réel positif quelconque. Puisque la fonction

f : [a; b] � [c; d] ! R est continue, elle est uniformément continue sur [a; b] � [c; d], ce
qui implique l�existence d�une subdivision de [a; b] : a = x0 < x1 < ::: < xp = b et d�une

subdivision de [c; d] : c = y0 < y1 < ::: < yp = d telles que pour tout couple d�entiers

1 � i; j � p :

Mij �mij � " où Mij = max
(x;y)2[xi�1;xi]�[yj�1;yj ]

f (x; y) et mij = min
(x;y)2[xi�1;xi]�[yj�1;yj ]

f (x; y) :

Considérons à présent la fonction g : [c; d]! R dé�nie par g (y) =
R b
a
f (x; y) dx:

En constatant que pour tout y 2 [c; d] : g (y) =
pP
i=1

R xi
xi�1

f (x; y) dx

et que
R d
c
g (y) dy =

pP
j=1

R yj
yj�1

g (y) dy,

on peut écrire :Z d

c

�Z b

a

f (x; y) dx

�
dy =

pX
j=1

Z yj

yj�1

 
pX
i=1

Z xi

xj�1

f (x; y) dx

!
dy:

Où encore :
pX

i;j=1

Mij (xi � xi�1) (yj � yj�1) �
Z d

c

�Z b

a

f (x; y) dx

�
dy

�
pX

i;j=1

Mij (xi � xi�1) (yj � yj�1) :

De façon analogue, on a:
�X

i;j=1

Mij (xi � xi�1) (yj � yj�1) �
Z b

a

�Z d

c

f (x; y) dy

�
dx

�
pX

i;j=1

Mij (xi � xi�1) (yj � yj�1) :

14



2.4. Méthodes de calcul d�une intégrale double

Ainsi :����Z d

c

�Z b

a

f (x; y) dx

�
dy �

Z b

a

�Z d

c

f (x; y) dy

�
dx

���� � pX
i;j=1

(Mij �mij) (xi � xi�1) (yj � yj�1)

� " (b� a) (d� c) :

Ce résultat étant valable quel que soit le nombre réel " > 0, on peut donc conclure que:Z d

c

�Z b

a

f (x; y) dx

�
dy =

Z b

a

�Z d

c

f (x; y) dy

�
dx:

D�où le théoreme de fubini.

Théorème 2.4.1 [4]Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R2.

L�intégrale double I =
R R

D
f(x; y)dxdy se calcule par l�une ou l�autre des façons suiv-

antes :

Si l�on peut représenter le domaine D sous la forme :

D =
�
(x; y) 2 R2 =f1(x) � y � f2(x); a � x � b

	
:

Alors,

Figure 2.4.1 :

Z Z
D

f(x; y)dxdy =

bZ
a

264f2(x)Z
f1(x)

f(x; y)dy

375 dx: (2.4.2)
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2.4. Méthodes de calcul d�une intégrale double

Si l�on peut représenter le domaine D sous la forme

D =
�
(x; y) 2 R2 =g1(y) � x � g2(y); c � y � d

	
:

Alors, Z Z
D

f(x; y)dxdy =

dZ
c

264g2(x)Z
g1(x)

f(x; y)dx

375 dy: (2.4.3)

Si les deux représentation sont possibles, les deux résultats sont évidement égaux.

Exemple 2.4.1 Calculer l�intégrale
R R

D
(x2 + y2)dxdy avec D est le triangle de somme

(0; 1)(0;�1) et (1; 0)

Figure 2.4.2 :

Pour cela on va D analytiquement par les inégalités :

D = (x; y) 2 R2 telque: f0 � x � 1; x� 1 � y � 1� xgZ Z
D

(x2 + y2)dxdy =

1Z
0

1�x

(

Z
x�1

(x2 + y2)dy)dx =

1Z
0

�
x2y +

y3

3

�
dx =

1

3
:

2.4.2 Changement de variables

Soit f (x; y) une fonction continue sur le domaine D fermé et borné, en bijection avec un

domaine fermé et borné � au moyen des fonctions de classe �1

(u; v) 7�!

0@x = ' (u; v)

y =  (u; v)

1A :

16



2.4. Méthodes de calcul d�une intégrale double

Alors, Z Z
D

f (x; y) dxdy =

Z
D

f (x (u; v) ; y (u; v)) jJ j dudv: (2.4.4)

Où J : appelé jacobien, est le déterminant de la matrice :24@u (') @v (')

@u ( ) @v ( )

35
i:e : jJ j = @u (') @v ( )� @v (') @u ( ) :

Figure 2.4.3 :

Exemple 2.4.2 Calcule I =
R R

D
(x� 1)2dxdy sur le domaine :

D = f(x; y) : �1 � x+ y � 1;�2 � x� y � 2g :

En e¤ectuant le changement de variable u = x+y, v = x�y. Le domaine D en (u; v) est

donc le rectangle f�1 � u � 1;�2 � v � 2g. On a aussi x = u+v
2
, y = u�v

2
. Le jacobienne

de ce changement de variables est :

J =

24@x@u @x
@v

@y
@u

@x
@v

35 =
2412 1

2

1
2
�1
2

35 Dont le déterminant vaut �1
2
. Et donc :

I =
1

8

2Z
�2

24 1Z
�1

(u+ v � 2)2du

35 dv = 136

3
:

17



2.4. Méthodes de calcul d�une intégrale double

2.4.3 Cas des coordonnées polaires

[5] Le changement de variables en coordonnés polaires est donné par l�application :

(r; �) 7�!

24@rx @�x

@ry @�y

35 :

Figure 2.4.4 :

Où (r; �) 2 R+� � [0; 2�[ sont les coordonnées du point (x; y) 2 R2= f(a; b)g. Cette

aplication a jacobien :

J = det

������@rx @�x

@ry @�y

������ = det
������cos � �r sin �
sin � r cos �

������ = r cos2 (�) + r sin2 (�) = r: (2.4.5)

Z Z
D

f (x; y) dxdy =

Z Z
�

f (a+ r cos (�) ; b+ r sin (�)) rdrd�: (2.4.6)
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Chapitre 3

Intégrale triple

Dans ce chapitre, nous dé�nirons l�intégrale triple d�une fonction f(x; y; z) sur une région

bornée de R3 et nous présenterons quelques -une de ces propriétés. Nous conclurons ce

chapitre en discutant des coordonnées cylindriques et sphériques et du théoréme de change-

ment de variables pour l�intégrale triple dans ces cas particuliers.

3.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 3.1.1 Soit p = [a; b]� [c; d]� [e; f ] � R3

R3 un pavé de l�espace, et f : (x; y; z) 7! f (x; y; z) une fonction continue sur p pour

intégrer f , on procéde par approximations successives: on calcule des sommes de Riemann

pour des subdivisions de plus �nes du pavé p;ZZZ
p

f �
X

0�i�n�1
0�j�p�
0�k�q�1

f (xi;; yj; zk)�xi�yj�zk: (3.1.1)

ZZZ
p

f = lim
�xmax 7�!0
�ymax 7�!0
�zmax 7�!0

X
0�i�n�1
0�j�p�
0�k�q�1

f (xi;; yj; zk)�xi�yj�zk: (3.1.2)

On veut intégrer une fonction f continue sur un domaine D qui n�est pas un pavé.

On choisit un pavé p qui contient D.

On pose: pour (x; y; z) 2 p :

19



3.1. Dé�nitions et propriétés

�
f (x; y; z) =

��f(x;y;z) si (x;y;z)2D
0 sinon :

Si le domaine D est "sympathique", on dé�nit l�intégrale de f sur D en posant :ZZZ
D

f =

ZZZ
p

�
f:

Dé�nition 3.1.2 Une description hiérarchique du domaine �, partie fermée bornée de R3

, est de la forme :

(x; y; z) 2

8>>><>>>:
x 2 [a; b]

y 2 [u (x) ; v (x)]
z 2 [� (x; y) ; � (x; y)]

:

Où u; v; � et � sont des applications continues telles :

8x 2 [a; b] ; u (x) � v (x) et8x; y 2 [a; b]� [u(x); v(x)] ; �(x; y) � � (x; y) :

Figure 3.1.1 :

3.1.1 Propriétés de l�intégrale triple

1. Linéarité ZZZ
D

[�f + �g] = �

ZZZ
D

f + �

ZZZ
D

g (3.1.3)
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3.2. Méthodes de calcul d�une intégrale triple

2. Croissance, dont on déduit l�inégalité de la moyenne

m � f �M =) m� (D) �
ZZZ

D

f �M� (D) : (3.1.4)

3. Additivité sur les domaines

Si les intérieurs deD1 et D2 sont disjoints, alors,ZZZ
D1[D2

f =

ZZZ
D1

f +

ZZZ
D2

f: (3.1.5)

4. Positivité Si V est un compact élémentaire et f : V ! R est une fonction continue

positive alors on a: ZZZ
v

f (x; y; z) dxdydz � 0: (3.1.6)

Plus généralement, si deux fonctions continues f et g : V ! R véri�ent l�inégalité

f � g alors on a: ZZZ
v

f (x; y; z) dxdydz �
ZZZ

v

g (x; y; z) dxdydz: (3.1.7)

[2]

3.2 Méthodes de calcul d�une intégrale triple

3.2.1 Formule de Fubini

Théorème 3.2.1 (Formule de Fubini) Soit D � R2 un domaine élémentaire et '1; '2 :
D ! R deux fonctions

continues, et soit V � R3 un compact élémentaire dé�nit analytiquement par:

V = f(x; y; z) = (x; y) 2 D;'1 (x; y) � z � '2 (x; y)g :

L�intégrale triple d�une fonction continue f : V ! R est égale à :

RRR
V
f (x; y; z) dxdydz =

RR
D

�R '2(x;y)
'1(x;y)

f (x; y; z) dz
�
dxdy: (3.2.1)
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3.2. Méthodes de calcul d�une intégrale triple

Notons que si le domaine d�intégartion est dé�nit par l�expression analytique,

V 0 =
�
(x; y; z)R3= (y; z) 2 D0; �1 (y; z) � x � �2 (y; z)

	
:

Alors l�intégrale triple d�une fonction continue f : V ! R est donnée par la formule de

Fubini :

RRR
V 0f (x; y; z) dxdydz =

RR
D0

 Z �2(y;z)

�1(y;z)

f (x; y; z) dx

!
dydz: (3.2.2)

De même, quand le domaine d�intégration est dé�ni par l�expression analytique :

V 00 = f(x; y; z) = (x; z) 2 D00;  1 (x; z) � y �  2 (x; ; z)g ;

la formule de Fubini s�écrit sous la forme :

RRR
v00f (x; y; z) dxdydz =

RR
D00

�Z  2(x;z)

 1(x;z)

f (x; y; z) dy

�
dxdz: (3.2.3)

Exemple 3.2.1 Calculons le volume du domaine élémentaire V � R3 qui est limité par les
deux paraboloides de révolution dé�nies par les équations : z = x2+y2 et z = 4�3 (x2 + y2) :

Noton que le domaine V est limité par le graphe des deux fonctions '1 (x; y) = x2+y2 et

'2 (x; y) = 4� 3 (x2 + y2) dé�nies au-dessus du domaine élémentaire D � R2 qui est égale
à la projection du domaine V sur le plan Oxy. En e¤et, le domaine D � R2 est limité par
la est limité par la cintersection des graphes des fonctions '1et '2.

D�ou D = f(x; y) 2 R2=x2 + y2 � 1g et
V = f(x; y; z) 2 R2=(x; y) 2 D; x2 + y2 � z � 4� 3(x2 + y2)g :
Maintenant, si on applique la formule de Fubini à la description analytique du domaine

D on obtient :

V olume (v) =

ZZZ
v

dxdydz =

ZZ
D

 Z 4�3(x2+y2)

x2+y2
dz

!
dxdy

=

ZZ
D

�
4� 4

�
x2 + y2

��
dxdy

=

Z 2�

0

�Z 1

0

�
4� 4r2

�
rdr

�
d� = 2�:
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3.2. Méthodes de calcul d�une intégrale triple

3.2.2 Changement de variables

Un changement de variable permet parfois de simpl�er les calculs :

Soit une transformation T donnée par :

T :

8>>><>>>:
x = x (u; v; w) :

y = y (u; v; w) :

z = (u; v; w) :

(3.2.4)

Dé�nition 3.2.1 Jacobien de cette transformation est dé�nit par :

J (u; v; w) =
@ (x; y; z)

@ (x; y; z)
=

���������
@x
@u

@x
@v

@x
@w

@y
@u

@y
@v

@y
@v

@z
@u

@z
@v

@z
@w

��������� (3.2.5)

Proposition 3.2.1 Soit f une fonction continue dé�nie sur� et un systéme de coordonnées

T : R! � donné par : 8>>><>>>:
x = x (u; v; w)

y = y (u; v; w)

z = z (u; v; w)ZZZ
�

f (x; y; z) dxdydz =

ZZZ
R

f (x (u; v; w) ; y (u; v; w) ; z (u; v; w)) jJ (u; v; w)j dudvdw:
(3.2.6)

3.2.3 Coordonnées cylindriques

On rappelle qu�en dimension 3, les coordonnées cylindriques sont données par :8>>><>>>:
x = r cos �:

y = r sin �:

z = z:

Ici dV est obtenu en faisant varier r de dr; � de d� et z de dz; dV est un pseudo-parallé

lépipède,

tel que: dV = r dr d� dz:
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3.2. Méthodes de calcul d�une intégrale triple

Figure 3.2.1 :

On a donc :

I =

ZZZ
�

g (r; �; z) rdrd�dz:

Dans la pratique, on calcule souvent ainsi :

I =

Z �=�max

�=�min

 Z r=rmax(�)

r=rmin(�)

 Z z=zmax(r;�)

z=zmin(r;�)

rg (r; �; z) dz

!
dr

!
d�:

On notera l�ordre d�intégration. En e¤et, dans la pratique, il est souvent plus simple

de voir ce qui se passe à � fxé. Ceci revient à couper le domaine d�intégration par un plan

pivotanautour deOz. On coupe ensuite la section �� obtenue à r constant.

3.2.4 Coordonnées sphériques

On rappelle qu�en dimension 3, les coordonnées sphériques sont données par :8>>><>>>:
x = r sin � cos':

y = r sin � cos':

z = r cos �:

L�élément de volume est alors,

dV = r2 sin �drd�d':

et on a donc :

I =

ZZZ
�

h (r; �; ') r2 sin �drd�d'
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3.2. Méthodes de calcul d�une intégrale triple

Figure 3.2.2 :

et son calcul pratique se fait souvent de la manière suivante :

I =

Z '='max

'='min

 Z �=�max(')

�=�min(')

 Z r=rmax(�;')

r=rmin(�;')

r2h (r; �; ') dr

!
sin �d�

!
d':

3.2.5 Coordonnées cartésiennes

On procède par analogie avec les intégrales doubles. En coordonnées cartésiennes, l�élément

de volume dV s�obtient en faisant varier x de dx; y de dy et z de dz et donc dV = dx dy dz:

Ainsi on a : ZZZ
�

f(x; y; z)dxdydz

Représentons un certain domaine � pour établir le traitement de la recherche des bornes

d�intégration.

Pour un certain x �xé, variant entre xmin et xmax, on découpe dans � une surface �x:

On peut alors représenter �x dans le plan yOz. Puis le traitement sur �x se fait comme

avec les intégrales doubles.

On a alors,

I =

Z x=xmax

x=xmin

 Z y=ymax(x)

y=ymin(x)

�Z z=zmax(x;y)

z=zmin(x;y)

f (x; y; z) dz

�
dy

!
dx:

Bien-sûr, on peut intervertir les rôles de x; y et z: Ainsi, on a diférentes possibilités pour

le calcul I
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3.2. Méthodes de calcul d�une intégrale triple

Figure 3.2.3 :
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Chapitre 4

Applications

Ce chapitre sera très bref. Il existe un grand nombre d�applications de l�intègrale multiple.

Il su¢ t de penser aux notions d�espérance et de variance en probabilites où encore des

èquations intégrales. Beaucoup de ces applications seront discutèes dans d�autres livres. Ici

nous n�énumérerons que quelques-unes, sur toutreliées a la physique. Plusieurs quantitées

physiques peuvent être exprimées comme des intègrales multiples.

4.1 Moments d�inertie

Dé�nition 4.1.1 Le moment d�inertie de la plaque D par rapport à la droite � est dé�ni

par :

'� =

ZZ
D

[d (M;�)]2 � (x; y) dxdy:

Où d(M;�) représente la distance du point M(x; y) à la droite �.

Exemple 4.1.1 Ainsi '(oy) =
RR

D
x2� (x; y) dxdy:

De façon analogue, on a :

Dé�nition 4.1.2 Le moment d�inertie de la plaque D par rapport au point A est dé�ni par:
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4.2. Aire

'A =

ZZ
D

[d2 (M;�)]2 � (x; y) dxdy:

=

ZZ
D

(x� xA)
2 + (y � yA)

2 � (x; y) dxdy:

[4]

Exemple 4.1.2 Déterminer le moment d�inertie par rapport à l�axe (ox) d�une plaque de

masse surfacique constante � de forme elliptique, avec comme équation pour son bord

x2

a2
+ y2

b2
= 1: (a > 0; b > 0) :

Pour trouver la fonction qui intègre sur l�ensemble
n
(x; y) =x

2

a2
+ y2

b2
� 1
o
:

(Revoyez la dé�nition de moment d�inertie). On peut utiliser un changement de variable

adapté à la géométrie de l�ensemble d�intégration:

8<: x = a� cos �

y = b� sin �

avec 0 < � � 1 et 0 < � � 2�:

4.2 Aire

L�intégrale double
RR

A
dxdy est l�aire de A.

Exemple 4.2.1 Calculons l�aire d�un disque DR de rayon R > 0 : on se place dans un

système de coordonnées centré sur le centre du disque, qui a donc pour équation

x2 + y2 � R2: Donc :

Z Z
DR

dxdy =

Z 2�

0

Z R

0

rdrd� =

Z 2�

0

�
r2

2

�R
0

d� =
R2

2

Z 2�

0

d� = �R2:

Remarquons que dans ce cas on aurait pu utiliser directement ce qu�on a appris au

premier chapitre: si nous ne conservons que les valeurs positives de y, on obtiendra un

demi-disque, ensemble des points :

n
(x; y) 2 R=�R < x < R et 0 � y �

p
R2 � x2

o
:

28



4.2. Aire

C�est la surface sous la courbe de la fonction x �! f (x) =
p
R2 � x2 dans l�intervalle

[�R;R]. Comme c�est une fonction positive, l�aire correspondante égale l�intégraleZ R

�R

p
R2 � x2dx:

Pour calculer celle-ci, e¤ectuons le changement de variable x = R cos t: On souhaite que x

varie dans l�intervalle [�R;R] on prend donc t variant dans l�intervalle [0; �] par exemple. Là,
la fonction ' (t) = R cos t est continûment dérivable sur [0; �]. De plus

p
R2 � x2 = R sin t

car le sinus est positif ou nul sur [0; �]. On a donc, en e¤ectuant ce changement de variable:

Z R

�R

p
R2 � x2dx:

On pose

(x = R cos t) dx = (�R sin t) dt) :

Z R

�R

p
R2 � x2dx =

Z �

0

q
R2 � (R cos t)2 (�R sin t) dt

= �R2
Z �

0

sin2 tdt

= �R2
Z �

0

1� cos (2t)
2

dt = �R2
�
t

2
� sin (2t)

�2�
0

= �R2�
2
:

C�est l�aire d�un demi-disque, donc l�aire du disque entier est �R2.

Exemple 4.2.2 Calculons l�aire d�une ellipse " d�axes � et �, on se place dans un système

de coordonnées centré sur le centre de l�ellipse, qui a donc pour équationx
2

�
+ y2

�
� 1: Donc :

ZZ
"

dxdy =

Z 2�

0

Z 1

0

��rdrd� = ��

Z 2�

0

�
r2

2

�1
0

d� = ��
1

2

Z 2�

0

d� = ���:

Remarquons que dans ce cas on aurait pu utiliser directement ce qu�on a appris au

premier chapitre: si nous ne conservons que les valeurs positives de y, on obtiendra une

demi-ellipse, ensemble des points :
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4.3. Volume

(
(x; y) 2 R=� � � x � � et 0 � y � �

r
1� x2

�

)
:

C�est la surface sous la courbe de la fonction x ! f (x) = �
q
1� x2

�
dans l�intervalle

[��; �]. Comme c�est une fonction positive, l�aire correspondante égale l�intégralZ �

��
�

r
1� x2

�
dx.

Pour calculer celle-ci, e¤ectuons le changement de variable x = � cos t. On souhaite que

x varie dans l�intervalle [��; �], on prend donc t variant dans l�intervalle car le sinus est
positif ou nul sur par exemple: la fonction ' (x) = cos t. est continûment dérivable sur [0; �]:

De plus �
q
1� x2

�
= sin t car le sinus est positif ou nul sur [0; �] On a donc, en e¤ectuant

ce changement de variable : Z �

��
�

r
1�

�x
�

�2
dx.

On pose : x = � cos t ) dx = �� sin tdt:

Z �

��
�

r
1�

�x
�

�2
dx =

Z �

0

�

q
1� (� cos t)2 (�� sin tdt)

= ���
Z �

0

sin2 tdt

= ���
Z �

0

1� cos (2t)
2

dt

= ���
�
t

2
� sin (2t)

��
0

= ����
2
:

C�est l�aire d�une demi-ellipse, donc l�aire de l�ellipse entière est ���:

4.3 Volume

L�intégrale triple
RRR

v
dxdydz est le volume de V .

Exemple 4.3.1 Calculons le volume d�une boule BR de rayon R � 0 :
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4.4. Masse

ZZZ
BR

1dxdydz =

Z �
2

��
2

Z 2�

0

Z R

0

r2 cos (') drd�d'

=

 Z �
2

��
2

cos (') d'

!�Z 2�

0

1d�

��Z R

0

r2dr

�
= [sin (')]

�
2
��
2

[�]2�0

�
r3

3

�R
0

= 4�
R3

3
:

Remarquons que dans ce cas on aurait pu utiliser directement ce qu�on a appris pour les

intégrales doubles: le volume d�une boule de rayon R (sans restreindre la généralité nous

la supposerons centrée à l�origine) est le double du volume contenu entre le plan z = 0 et

l�hémisphère nord de la sphère de rayon R centrée en (0; 0; 0) : En résolvant l�équation de

cette sphère x2+ y2+ z2 = R2 pour z, nous pouvons décrire son hémisphère nord comme le

graphe de la fonction f (x; y) =
p
R2 � x2 � y2 dont le domaine est le disque DR de rayon

R, intersection de la boule avec le plan z = 0. Ce disque est un domaine limité par les

graphes des fonctions ' (x) = �
p
R2 � x2 et  (x) =

p
R2 � x2 sur l�intervalle [�R;R] Le

volume de la boule est donc :

2

Z
DR

f (x; y) dydx =

Z R

�R

Z p
R2�x2

�
p
R2�x2

p
R2 � x2 � y2dydx

=

Z R

�R

1

2

�
y +

�
R2 � x2

�
arctan

y

R2 �X2

�y=pR2�x2
y=�

p
R2�x2

dx

=

Z R

�R

�

2

�
R2 � x2

�
dx =

�
R2x� x3

3

�x=R
x=�R

=
4

3
�R3:

4.4 Masse

Si f(x; y) est la densité au point (x; y), l�intégrale double
RR

A
f (x; y) dxdy est la masse de

la partie A. De manière analogue, si f(x; y; z) est la densité au point (x; y; z); l�intégrale

triple
RRR

V
f(x; y; z)dxdydz est la masse de la partie A.

Dé�nition 4.4.1 : Les physiciens considèrent encore d�autres densités qui peuvent être

traitées de la même manière. Par exemple, si une charge électrique est répartie sur une
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4.5. Centre de gravité

région A et si la densité de charge (en unités par unités carrées) est donnée par �(x; y) en

un point (x; y) de A, alors la charge totale Q est donnée par :

ZZ
A

�(x; y)dxdy:

Par exemple, supposons qu�une charge est distribuée sur le domaine A de la �gure(4,3,1)

ci-contre de telle sorte que la densité de charge en (x; y) est �(x; y) = xy, mesurée en

coulombs par mètre carré (Cm�2).

Figure 4.4.1 :

Alors la charge totale est:

Q =

ZZ
A

�(x; y)dxdy =

Z 1

0

Z 1

x�1
xydxdy =

Z 1

0

�
x
y2

2

�1
x�1

dx

=
1

2

Z 1

0

x
�
1� (x� 1)2

�
dx =

1

2

Z 1

0

�
2x2 � x3

�
dx

=
1

2

�
2

3
x3 � 1

4
x4
�1
0

=
5

24
:

4.5 Centre de gravité

Si f(x; y) est la densité au point (x; y), le centre de gravité de la partie A se trouve en

(XG; YG) ainsi dé�nis

XG =

RR
A
xf (x; y) dxdyRR
A
f (x; y) dxdy

; YG =

RR
A
yf (x; y) dxdyRR

A
f (x; y) dxdy

:

32



4.5. Centre de gravité

Physiquement cela signi�e que la plaque A se comporte comme si toute sa masse était

concentrée en son centre d�inertie.Par exemple, elle est en équilibre horizontal lorsqu�elle

repose sur son centre d�inertie.

De manière analogue, si f(x; y; z) est la densité au point (x; y; z), le centre de gravité de

la partie A se trouve en (xG; yG; zG)

ainsi dé�nis

XG =

RRR
A
xf (x; y; z) dxdydzRRR
A
(x; y; z) dxdydz

:

YG =

RRR
A
yf (x; y; z) dxdydzRRR

A
f (x; y; z) dxdydz

:

ZG =

RRR
A
zf (x; y; z) dxdydzRRR

A
f (x; y; z) dxdydz

:

Exemple 4.5.1 On veut déterminer la masse et le centre d�inertie d�une �ne plaque de

métal triangulaire dont les sommets sont en (0; 0), (1; 0) et (0; 2); sachant que la fonction

densité est f(x; y) = 1+3x+y. Le triangle est représenté dans la �gure ci-contre (l�équation

de la frontière supérieure est y = 2� 2x).

La masse de la plaque de métal est:

m =

ZZ
f (x; y) dxdy =

Z 1

0

Z 2�2x

0

(1 + 3x+ y) dxdy

=

Z 1

0

�
y + 3xy +

y2

2

�2�2x
0

dx =

Z 1

0

"
(2� 2x) + 3x (2� 2x) + (2� 2x)

2

2

#
dx

= 4

Z 1

0

�
1� x2

�
dx = 4

�
x� x3

3

�1
0

=
8

3
:

Le moment de la plaque de métal entière par rapport à l�axe Ox est :ZZ
A

xf (x; y) dxdy =

Z 1

0

Z 2�2x

0

x (1 + 3x+ y) dxdy =

Z 1

0

�
xy + 3x2y +

xy2

2

�2�2x
0

dx

= 4

Z 1

0

�
x� x3

�
dx = 4

�
x2

2
� x4

4

�1
0

= 1:
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4.6. Exemples de calculs de volumes

Figure 4.5.1 :

Et le moment de la plaque de métal entière par rapport à l�axe Oy est :ZZ
A

yf (x; y) dxdy =

Z 1

0

Z 2�2x

0

y (1 + 3x+ y) dxdy =

Z 1

0

�
y2

2
+ 3x

y2

2
+
y3

3

�2�2x
0

dx

=
2

3

Z 1

0

(7� 9x� 3x2 + 5x3)dx = 2

3

�
7x� 9

2
x2 � x3 +

5

4
x4
�1
0

=
11

6
:

Les coordonnées du centre d�inertie sont donc (
1
8

3
;
11
6
8
3

) =
�
3
8
; 11
16

�
:

4.6 Exemples de calculs de volumes

Considérons un cylindre de hauteur H et de rayon R ainsi qu�une sphére de rayon r. On

sait que le volume de cylinre est V = �R2H alors que celui de la sphére est V = 3
4
�r3. On

peut maintenant démontrer ces résultats. Calculer l�intégrale triple de dV pour chacun de

ces solides en coordonnées cartésiennes dans le but de déterminer ces volumes est une tàche

fastidieuse! Par contre, exploiter le bon systéme de coordonnées pour évaluer les intégrales

rend les calculs trés simples.

volume d�un cylindre En calculant le volume en coordonnées cylindriques, on obtient:
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4.6. Exemples de calculs de volumes

V =

ZZZ
v

dv =

Z H

0

Z 2�

0

Z R

0

rdrd�dz

=

Z H

0

Z 2�

0

1

2
R2d�dz

=

Z H

0

1

2
R2 (2�) dz = �R2H:

Figure 4.6.1 :

Volume d�une sphére En calculant le volume en coordonnées sphériques, on trouve :

Figure 4.6.2 :

V =

ZZZ
v

dv =

Z 2�

0

Z �

0

Z r

0

R2 sin �dRd�d�

=

Z 2�

0

Z �

0

1

3
r3 sin �d�d�

=

Z 2�

0

1

3
r3 (2) d� =

4

3
�r3:
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4.7. Détermination du centre de gravité d�un solide

4.7 Détermination du centre de gravité d�un solide

On considère un objet qu�on assimile à un ensemble cubable D de R3:

Dé�nition 4.7.1 On appelle masse volumique (ou densité) au pointM 2 D le réel � (M) =

� (x; y; z) qui représente la masse par unité de volume de cet objet et qui peut dépendre de

la position de M (et aussi du matériau avec lequel est fait l�objet).

Dé�nition 4.7.2 On appelle masse totale du solide D de R3 de masse volumique � le

nombre réel positif m dé�ni par l�intégrale triple :

m =

ZZZ
D

� (M) dxdydz

où M décrit D.

Dé�nition 4.7.3 On appelle centre d�inertie (ou centre de gravité) du solide D de R3 de

masse volumique � le point G dont les coordonnées sont données par les intégrales triples :

xG =
1

m

ZZZ
D

� (M)xdxdydz

yG =
1

m

ZZZ
D

� (M) ydxdydz

zG =
1

m

ZZZ
D

� (M) zdxdydz

ce qui vectoriellement s�écrit :

�!
OG = xG

�!
i + yG

�!
j + zG

�!
k

=

�
1

m

ZZZ
D

� (M)xdxdydz

�
�!
i +

�
1

m

ZZZ
D

� (M) ydxdydz

�
�!
j

+

�
1

m

ZZZ
D

� (M) zdxdydz

�
�!
k

�!
OG =

1

m

ZZZ
D

� (M)
��!
OMdxdydz:

[4]
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4.8. Moments d�inertie

Exemple 4.7.1 Soit B une demi-boule homogène (de masse volumique constante égale �)

dé�nie par : B = f(x; y; z) 2 R3=x2 + y2 + z2 � R2; z � 0g :

Calcul les coordonnées de son centre de gravité G.

Pour des raisons de symétrie, on doit trouver xG = yG = 0 et utiliser, bien sûr, les

coordonnées sphériques pour calculer zG:

La masse de la demi-boule est m = 2
3
�R3� et

zG =
�

m

ZZZ
[0;R]�[0;2�]�[��2 ;�

2 ]
� sin��2 cos�d�d�d� =

3R

8
:

4.8 Moments d�inertie

Avec les mêmes notations que précédemment:

Dé�nition 4.8.1 Le moment d�inertie du solide D par rapport à la droite � est dé�ni par

:

'� =

ZZZ
D

[d (M;�)]2 � (x; y; z) dxdydz

où d (M;�) représente la distance du point M (x; y; z) à la droite �,

i.e. d (M;�) =



��!MH




 où H est le projeté orthogonal du point M sur la droite �:

Exemple 4.8.1 Calcul du moment d�inertie d�un cylindre de révolution homogène, par rap-

port

à son axe de révolution.

Soit le cylindre occupant l�ensemblefD = (x; y; z) =x2 + y2 � a2; 0 � z � hg
avec a > 0; h > 0:

'oz =

ZZZ
D

[d (M; (Oz))]2 �dxdydz

= �

ZZZ
D

�
x2 + y2

�
dxdydz

= �

ZZZ
�

�3d�d�dz:

En passant en coordonnées cylindriques avec :

� = f(�; �; z) =0 � � � a; 0 � � � 2�; 0 � z � hg :
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4.9. Volume

'oz = �:2�:h:

Z a

0

�3d�

=
1

2
��ha4

=
1

2
ma2:

où m = ��ha2 est la masse du cylindre.

4.9 Volume

Le volume d�un corps est donné par V =
RRR

D
dxdydz tel que D est le domaine délimité

par ce corps.

Exemple 4.9.1 Calculer le volume d�une sphère.

V =
RRR

x2+y2+z2�R2 dxdydz, d�après la propriété de la symétrie:

V = 8
RRR

D
dxdydz avec D = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 � R2;x � 0; y � 0 et z � 0g

d�où V = 8
R �

2

0
d'
R �

2

0
sin �d�

R R
0
r2dr = 4�

3
R3:

4.10 Masse, centre et moments d�inertie

Soit � la densité d�un solide qui occupe la région V , alors sa masse est donnée par:

M =
RRR

D
� (x; y; z) dxdydz:

Le centre de masse G est de coordonnées :8>>><>>>:
xG =

1
M

RRR
V
x� (x; y; z) dxdydz:

yG =
1
M

RRR
V
y� (x; y; z) dxdydz:

zG =
1
M

RRR
V
z� (x; y; z) dxdydz:

Les moments d�inertie par rapport aux trois axes sont :8>>><>>>:
Ix =

RRR
v
(y2 + z2)� (x; y; z) dxdydz:

Iy =
RRR

v
(x2 + z2)� (x; y; z) dxdydz:

Iz =
RRR

v
(x2 + y2)� (x; y; z) dxdydz:
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4.11. Notions d�électrostatique

Exemple 4.10.1 Déterminer le centre de masse d�un solide de densité constante, borné

par le cylindre parabolique x = y2 et les plans x = z; z = 0 et x = 1:

Figure 4.10.1 :

La masse est =
R 1
�1

�R 1
y2

�R x
0
�dz

�
dx
�
dy = 4�

5
, en raison de symétrie du domaine et �

par rapport au plan OXZ on a yG = 0:

et

xG =
1

M

ZZZ
V

x�dxdydz =
�

M

Z 1

�1

�Z 1

y2

�Z x

0

zdz

�
dx

�
dy =

5

7

zG =
1

M

ZZZ
V

z�dxdydz =
�

M

Z 1

�1

�Z 1

y2

�Z x

0

zdz

�
dx

�
dy =

5

14
:

4.11 Notions d�électrostatique

Figure 4.11.1 :
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4.11. Notions d�électrostatique

Soit une distribution de charges réparties dans un volume V telle qu�en un point courant

M de V; la densité de charge volumique vale � (M). Cela signi�e que pour un volume

élémentaire d3� autour d�un point M , la charge que porte le volume d3� vaut d3q = �d3� .

En un point P , le champ électrostatique généré par la charge d3q présente en M vaut,

d
�!
E (p) =

d3q�!ur
4�"0Mp2

=
� (M) d3�

4�"Mp2
ur

avec �!ur vecteur unitaire de même sens et même direction que
�!
Mp.

Pour obtenir le champ généré par l�intégralité des charges du volume V , on somme les

contributions de tous les volumes élémentaires de V , ce qui se fait à l�aide d�intégrales

suivant 3 dimensions x; y et z.

On note alors cette opération à l�aide d�une intégrale triple sur le volume V le champ

���!
E (P ) =

ZZZ
v

� (M)ur
4�"Mp2

d3�

électrostatique créé en P par la distribution vaut avec vecteur unitaire de même sens et

même direction que
�!
Mp.
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Conclusion Générale

Dans ce travail nous avons étudié les méthodes de calcule et changement de variable dans

quelques cas spéci�ques des intégrales multiples.

Les applications d�intégrales multiples sont trés nombreux domaine de la physique.

Finalement nous avons expliquer comment appliquer ces résultats pour les exemples

d�applications en physique.
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:الملخص

وكیفیة حسابھا التكامل الثنائي والثلاثي بالأخصدرسنا التكاملات المضاعفة والمذكرةه ذفي ھ
تبدیل وو استخدمنا فیھا طرق الحساب،أعلىتكاملات بسیطة بدرجة عن عبارةأنھاو لاحظنا 
.القطبیة الاسطوانیة الكرویة )الإحداثیاتالمتغیر (
.تطبیقیة في الفیزیاءأمثلةأعطیناالأخیرو في .لحساب المساحة و الحجمه النتائج ذوطبقنا ھ

.فیبینينظریة،التكامل الثلاثي،التكامل الثنائي:كلمات مفتاحیة

Résumé:

Dans cette mémoire nous avons étudié les intégrales multiples et
surtout l'intégrale double et triple et comment le  calculer (intégrales
simples superposées  ), et nous avons utilisé les méthodes de calcul
(changement de variable, coordonnée polaire, cylindrique sphérique ).
Et on appliqué ces résultats pour calculer la surface et le volume.
Et enfin on a donné des exemples pour les applications en physique
Les mot clés: intégrale double, intégrale triple, théorème de fubini .

Abstract:

In this memory we studied the integral multiple especially double and
triple, and how to calculate (integrals simples superpose ) and we used
the calculation method (changing of variable, cordoning polar,
cylindrical , spherical ), and we apply these results to calculate  the
surface, volume. Finally we added the examples of applications in
physique.
Keywords: integral double, integral triple,theorem of fubini .
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