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() : ensemble non vide.

Q : la fermeture de Q.

0N : la frontiere de €2

R : I’ensemble des nombres réels.

N : I’ensemble des nombres naturels.
C : I'ensemble des nombres complexes.
[o]
C(
B(

: désigne la partie entiere de «

[a,b],R) : Pensemble des fonctions continues de l'intervalle [a, b] dans R.
xg,7) : la boule ouverte de centre zy et de rayon r.

B(zo,r) : la boule fermée de centre z; et de rayon 7.

conv§) : Ienveloppe convexe d’un ensemble €.

convf) : 'enveloppe convexe fermé d’un ensemble €.

| . | - valeur absolue ou module.

a(.), 1(.),v(.) : la mesure de non-compacité de Kuratowski ou Hausdorf.
diam(A) : diametre de I'ensemble A.

[lloo = = sup{[lz(®)]| - £ € I}

AC([a,b]) : Tespace des fonctions absolument continues sur |a, b]
AC™([a,b]) : {f: Q2= C: f® € C([a,b]),k=0...n—1, f*V € AC([a,b])}

MNC' : mesure non-compacité.




Introduction générale

La théorie des mesures du non-compacité constitue une branche tres importante

d’analyse fonctionnelle non linéaire.

Il trouve beaucoup d’applications dans la théorie des opérateurs. Les mesures de non-compacité
jouent un role important dans la théorie du point fixe et ont de nombreuses applications dans
diverses branches d’analyse non linéaire, y compris les équations différentielles, intégrales.

En gros, une mesure du non-compacité est un fonction définie sur une famille de sous-ensembles
non vide et bornés d’'un certain espace métrique tel qu’il soit égal a zéro sur toute la famille
des ensembles relativement compacts. Le concept de mesure de non-compacité a été introduit
pour la premiére fois par Kuratowski [3] en 1930. En 1955, le mathématicien italien Darbo [4]
a utilisé la mesure de Kuratowski pour étudier une classe d’opérateurs condensants (opérateurs
a condensation) dont les propriétés peuvent étre caractérisé comme étant intermédiaire entre
ceux de la contraction et compact cartographies. D’autres mesures de non-compacité ont été
définies depuis lors. Le plus important ceux-ci est la mesure de non-compacité de Hausdorff
introduite par Goldenstein et al. [5] en 1957 (et plus tard étudié par Goldenstein et Markus),
la partie interne Mesure de non-compacité de Hausdorff introduite par ’Istratescu en 1972.

Le but de ce travail est d’appliquer la technique de mesure de non-compacité pour obtenir
I’existence des solutions a certaines équations différentielles,intégrales.

Cette mémoire réparti en trois chapitres.

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires”, contient un ensemble de définitions et ré-

sultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

Dans le deuxiéme chapitre, intitulé "Probleme aux limites pour des équations fraction-

naires”,on traitera l’existence des solutions pour les équations différentielles d’ordre fraction-
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naire de type Caputo suivant :

cD(t) = f(t,x +f0 (t,s,z(s))ds, 0<t<1, 1<a<?2
( ) — bz'(0) = (1)
= Iy h(s)g x(s))ds + A,

ou °D%, 1 < a < 2 est la dérivée fractionnelle de Caputo , f, g, et h est des fonctions données.
f:00;T] x C([0;1;R) x R — R, g € C([0,1],R), h € L*([0,1],R), a,b,A € Ry, a+b >0 et

m<0&—1

Dans Le troisieme chapitre, nous étudions une probleme de Cauchy d’équations différen-

tielles d’ ordre fractionnaire :

([ eDay(t) = f(t,y(t)), te T =[0,T], 1 <a <2
y(0) — (0) = / g(s,y(s))ds @
WD) =/(T) = [ his.p(s))ds

\

ou ‘D% 1 < a < 2 est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo , f, g, et h est des
fonctions données

F100;T) x C([0:1];R) x R — R, g € C([0,1],R), h € L'([0, 1], R).




Chapter 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations, définitions, résultats, lemmes et théorémes

nécessaires qui sont utiles pour la suite de cette étude.

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Espaces métriques

On dispose sur R de la distance usuelle

d . R+ X R+ — R+
On I'utilise pour définir la convergence des suites et la continuité des fonctions. Le but ici est
de généraliser cette notion.

Définition 1.1. Une distance sur un ensemble E est une application

d: ExE— R, telle que:
1. VYx,y € E,d(x,y) =0< x =y, ( séparation).
2. Vx,y € E,d(x,y) = d(y,x), (symétrie).
3. Va,y,z € E,d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2), (inégalité triangulaire).

Le couple (E,d) est appelé un espace métrique.
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Seconde inégalité triangulaire:
Yo,y € B, | da,y) - d(y, =) |< d(z, 2)

Définition 1.2. Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que A est bornée

si et seulement si
IM € Ry tel que V(z,y) € A*, ona d(z,y) < M.

Définition 1.3. Dans un espace métrique (E,d), on appelle boule ouverte (resp. boule fermé)

de centre a € X et de rayon r > 0, le sous-ensemble
B(a,r) ={x € E,d(a,z) <r} (resp.Bf(a,r)={z € E,d(a,z) <r}).

Définition 1.4. Soit A une partie non vide et bornée de E.

On appelle diameé “tre de A le nombre §(A) tel que

0(A) = sup d(z,y).

(z,y)€A?

Remarque 1.1.

5(0) = 0.
Pour A # B, 6(A, B) = sup{d(a,b)a € A,b € B}.
Définition 1.5. Soit (E,d) un espace métrique, A et B deux parties de E et x € F.

On définie la distance entre x et A par:

da(z) = inf d(x,y).

yeEA

On définie la distance entre A et B par:

d(A,B) = inf d(z,y).

r€AyEB
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Suites dans les espaces métriques

Définition 1.6 (Convergence).
Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,), € E une suite de points de E.

Soit v € E. On dit que (x,,), € E converge vers x si l'on a:
Ve >0,IN € E.Vne E:n> N = d(x,,x) <e.

Définition 1.7 (Suite de Cauchy).

Une suite (z,), € E est de Cauchy si et seulement si:
Ve > 0,3ng € N,Vn,m € N telqgue n,m > nyg= d(x,,x,) <ec.

Proposition 1.1.

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.
Définition 1.8 (Espace métrique complet). On dit que l’espace métrique (E,d) est complet
si toute suite de Cauchy converge.
Continuité dans ’espace métrique
Définition 1.9. Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques et f : E — E' est une
application,on dit que [ est continue en a € E si et seulement si

Ve > 0,3a > 0,Vx € E,d(x,a) < a = d'(f(z), f(a)) < e.

Remarque 1.2. L’application f est continue sur E si et seulement si elle est continue en tout
point a de E.

Définition 1.10 (Applications lipschitziennes).
Une application [ : (E,dg) — (E',dg) est dite lipschitzienne s’il existe une constante k > 0

telle que
\V/(ZL’,y> S E27 dE'(f(l'),f(y)) < kdE(x7y)

Remarque 1.3. Si la constante k < 1, on dit que f est une contraction.
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1.1.2 Espaces de Banach

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C.

Définition 1.11 (Norme).

Soit X un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans R, habituellement
notée ||.| vérifiant pour tous x,y dans E et tout o dans K:

o |zl =0<2z=0,

o laxll = || |lz| (homogénéité),

o lz+yll < |zl + ||yl (inégalité triangulaire).

Définition 1.12 (Espace vectoriel normé).
Un espace vectoriel E muni d'une norme ||.||, noté (E,||.||) sera appelé un espace vectoriel

normeé.
Remarque 1.4. Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Proposition 1.2. Soit A une partie de E et x un élément de E. Alors x est un élément de A

si et seulement si x est un limite d’une suite (z,)nen des éléments de A.
Définition 1.13. Soient (E, ||.|g) et (E',||.||r) deux espaces vectoriels normés et f : E — E’

est une application, on dit que f est continue en a € F si :

Ve > 0,30 >0,Vz € E, ||z —allp <a=|f(zx) - fla)||z <e.

1.1.3 Compacité et convexité

Définition 1.14 (Compacité). Un ensemble A de E est compact si de toute suite d’éléments

de A, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de A.

Définition 1.15 (Autre definition d’ensemble compact). Soit A un ensemble d’un espace
norme E, A est dit compact si de tout recouvrement de A par des ouverts de A on peut extaire

un sous-recouvrement fini, i.e.,
VV;,j € J (owverts); U C \JV;,IVjw), (k) =1,2,...,n telgue U C | Vjw)-
jedJ k=1

Proposition 1.3. 1. Si A est compact, alors A est fermé et borné.
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2. SiV est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé et borné.
On peut en fait énoncer un résultat bien plus général qui souligne la différence entre la

dimension finie et la dimension infinie.

Théorem 1.1. La boule unité fermée de V' est compacte si et seulement si V est de dimension

finie.

Définition 1.16. Un ensemble A de E est faiblement compact si de toute suite d’éléments de

A, on peut extraire une sous-suite converge faiblement vers un élément de A.

Définition 1.17. On dit que partie A de E relativement compact (faiblement relativement

compact) si et seulement si A est compact (faiblement compact).
Soient F, F' deux espaces de Banach et €2 une partie non vide de E.

Définition 1.18 (L’application compacte). Une application f : Q@ C E — F est dite

compacte si et seulement si l'image de tout ensemble borné X de ) est un ensemble relativement

compact de F, c’est-a-dire, f(X) est compact.

Définition 1.19. Une sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit conveze si et

seulement si :

V(z,y) € X,VA e [0,1], (1—XNz+ Iye X.
Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient tout segment passant par deux de ses points.

Lemme 1.1 ( d’Ascoli-Arzela ). Soit (E,d) un espace métrique compact, (F,d") un espace

métrique complet. Une partie A de C(E, F) est relativement compacte si et seulement si

1. l’ensemble A est borné, i.e. il existe une constante K > 0, tel que
|f(z)|] < K pour tout x € E et tout f € A.

2. A est équicontinue,i.e., pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

|21 — 22| <6 = ||f(x1) — fz2)|| <e Vay,ae € E et VfeA

3. Pour tout x € E, l’ensemble A(x) = {f(x); f € A} est relativement compact.
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1.2 Mesures de non-compacité

Dans cette section, nous définissons les mesures les plus connues de non-compacité et de rappel

brievement certaines de leurs propriétés de base.

Considérons F est un espace de Banach avec la norme ||.||. On noté par Mg la famille de
tous les sous-ensembles bornés non vides de E et par Ng sa sous-famille constituée de tous les

ensembles relativement compacts.

Définition 1.20. /8, 9/ On dit que application p: Mg — R, est une mesure de non-compacité

dans E s’il satisfait aux conditions suivantes:
1. La famille ker p = {X € Mg : u(X) = 0} est non vide et ker p C Ng.

2. X CY = pu(X) < uy).

4. p(ConvX) = p(X).
5. u(AX + (1 =NY) < Au(X) + (1 = Nu(Y) pour A € [0,1].

6. Si{X,}n>1 est une suite imbriquée. d’ensembles fermés de Mg tel que

lim u(X,,) = 0, alors Uensemble d’intersection Xoo = [ Xn est non vide.
n—00 n=1

La famille ker o décrit dans 1 est appelée le noyau de la mesure de non-compacité .
En remarquant ’ensemble d’intersection X, est un membre du noyau ker p.
En effet, puisque u(X) < u(X,) pour tout n € N. Alors u(X) = 0.
Cela donne X, € ker p.

Dans la suite, nous allons utiliser des mesures de non-compacité ayant des propriétés sup-
plémentaires.

Une mesure est dite sous linéaire si elle satisfait aux deux conditions suivantes:

7. p(AX) = [Nu(X), XeR.
8. u(X +Y) < u(X)+pu(Y).
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On dit qu’une mesure de non-compacité p a la propriété maximale si

9.u(X UY) = max{p(X), u(Y)}.

Une mesure de non-compacité sous-linéaire p qui a le maximum et est telle que kery = Ng est

appelé une mesure réguliere.

Proposition 1.4. [20] Invariance sous traduction: Soit X ensemble borné
(X + zo) = p(X), pour tout xy € E.

Dans cette section, nous définissons les mesures de non-compacité les plus connues et rap-
pelons brievement certaines de leurs propriétés de base. On commence par définir les mesures
de non compacité de Kuratowski et nous allons donner leurs propriétés fondamentales.

Soit E/ un espace métrique et {2 un sous ensemble non vide, borné de

1.2.1 Mesure de Kuratowski

Définition 1.21. [20]
La mesure de non compacité de Kuratowski, de I’ensemble 2, notée o(Q2) est l'inf des nombres

d > 0, tel que Q2 admet un recouvrement fini par des ensembles de diameétre inférieur a d, i.e.,

a(Q) = inf{d > 0,0 = UQZ tel que () < d} :

i=1

La fonction o définie sur l’ensemble des sous-ensembles non vide et borné de (X,d) est appelé

mesure de non-compacte de Kuratowsks.

Proposition 1.5. [20] Soit 2, Qy et Qy des sous-ensembles non vides et bornés d’un ensemble

espace métrique (X, d). alors

1. a() =0 & Q est compact, o Q désigne la fermeture de 2.
2. a(Q) = Q.

3. QG CQ= Oé(Ql> < Oé(QQ).
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4. Oé(Ql U QQ) = maX{Ql, QQ}
5. Oé(Ql N QQ) = min{Ql, Qg}

Proposition 1.6. [20] Soit 2, Oy et Qs des sous-ensembles non vides et bornés d’un espace de

Banach (X, ||.||) sur F (F =R ou C). Alors

1. o + Q) < o)) + a(Q).
2. a(l+2) =a(2),Vr € X.
3. a(A) = |Na(Q),VA e F.

4. afconvQ) = a(Q) ou conv(§Y) désigne l'enveloppe conveze de ’ensemble (2.

1.2.2 Mesure de Hausdorff

En général, le calcul de la valeur exacte de «(f2) est difficile. Une autre mesure de la non-
compacité, qui semble étre plus applicable, est dite la mesure de non-compacité de Hausdorff .

Il est défini comme suit.

Définition 1.22. Soit (X, d) un espace métrique complet. La mesure Hausdorff de la non-
compacité d'un sous-ensemble non vide et borné Q0 de X, notée x(Q2), est linf de tous les
nombres € > 0 tel que 2 puisse étre couvert par un nombre fini de balles avec des rayons < €,

c’est-a-dire

X(Q)=inf{e>0:QC UL, B(x;,r),x, € X,r; <ei=12,...,nneN.}

Le résultat suivant montre I’équivalence entre la mesure de non-compacité de Kuratowski
et la mesure de non-compacité de Hausdorff .

Pour la preuve de ces résultats, nous nous référons a [20].

Remarque 1.5. Dans le cas ou ) est un sous-ensemble non vide et non borné, alors

Les deux mesures de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff sont liées entre elles par

les inégalités suivantes:

10
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Théorem 1.2. Soient a et x les mesures de non-compacité de Kuratowski et de Hausdorff et

Q un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors

X(Q) < a(2) < 2x(Q).

Théorém 1.3. [31] Soit E un espace de Banach, B C C([a;b]; E) un sous-ensemble équicon-

tinu et borné, ou a;b € R. Alors,

p(B) = max p{(x(t) : z(.) € B)}.

te[a;b]
Remarque 1.6. Il est facile d’observer que la non-singularité découle directement de la réqu-

larité et la monotonie de la semi-additivité et la continuité de la lipschitzianité.

La mesure de non compacité de Kuratowski ou de Hausdorff sont invariantes par le passage

a la fermeture et ’enveloppe convexe, ce qu’affirme le théoréme suivant:

Théorém 1.4. Soient v une mesure de non compacité (Kuratowski ou de Hausdorff)et Q2 un

sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors,

Y(Q) = () = v(ConvQ),

ou Q est la fermeture de €).

1.2.3 k-contraction d’ensemble

Définition 1.23.
Soit f: E — F une application continue et bornée (i.e., f transforme les bornés de E en des

bornés de I ).

1. On dit que f est une k-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que,

n(f()) < ku(Q2),vQ € Mg.

2. f est appelée k-contraction stricte d’ensembles (ou contraction stricte d’ensembles) si:

0<k<l.

11
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3. f est dite condensante si:

p(f(€) < p(€Y),

pout tout Q@ borné et non relativement compact (u(§2) > 0).

Remarque 1.7. Il est évident que toute application f complétement continue, est une k— contraction

stricte d’ensembles et toute k— contraction stricte d’ensembles est condensante. De plus on a:

e f est condensante = f est une 1—contraction d’ensembles;

o est completement continue <  est une 0—contraction d’ensembles.
P

Lemme 1.2. [28] Soit D un sous-ensemble borné d’un espace de Banach X. Si f : X — X
est une application de la forme L+ T, ou L est une application linéaire et T est complétement
continue.

Alors,
a(f(D)) = alf(conv([D U{0}]).
Lemme 1.3. [9] Soit C' un sous-ensemble borné, fermé et convexe dans espace du Banach

C(J, E), pour tout V de C borné et équicontinu, on a a(V(x)) est continu et que

o ( /J V(:c)d:c) < /, oV (2))dz.

Lemme 1.4. [31] SiV C C(J, E) est un ensemble borné et équicontinu, alors

i. la fonction v : t — a(V (t)) est continue sur J, et ||v]| = sup ((V(¢))

0<t<T

a (/OT 2(s)ds: x € v) < /OTa(V(s))ds,oa V(s)={z(s):z € V},s€J

Lemme 1.5. [7] Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convexe de l’espace de Banach
C(J,X), G une fonction continue sur J x J et f une fonction de J x X — X qui satisfait les
conditions de Carathéodory, et supposons qu’il existe p € L*(J, Ry) tel que, pour chaque t € J

et chaque ensemble bornée B C X, on a

lim p(f(Jen x B)) < p(t)u(B); ici Jyp = [t —h,t] N J.

h—0t

12
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Si V' est un sous-ensemble équicontinu de D, alors

nl{ | K0 fGondsy e Vi) < [ 1K) |t (s)ds

1.3 Théoréemes de point fixe

Dans cette section, Nous allons juste nous concentrer sur plusieurs théoremes du point fixe que
nous appliquerons dans I’étude de 'existence des solutions aux problemes proposés. Dans ce
section on présente la théoreme de Darbo et quelques ses généralisations qui étude 'existance
du point fixe des applications continues sur un sous-ensembles non vides, bornés, fermés et
convexes des espaces de Banach. Maintenant nous rappelons le théoreme de point fixe suivant
qui est une version du point fixe classique théoreme pour les applications lipschitziennes dans

le contexte des mesures de non-compacité.

1.3.1 Théoréme de Brouwer

En 1912, Brouwer a énoncé son célebre théoréme qui est bien connu dans la théorie du point

fixe. Ce théoreme a beaucoup d’applications dans I'analyse.

Théoréem 1.5. [12] Soit A un sous ensembles non vide, fermé, borné et convere de R™ et
n > 1. Sil’application F : A — A est est continue, alors, F admet au moins un point fize dans

A.

1.3.2 Théoréme de Schauder

Plus tard en 1930, Schauder a prolongé le théoreme de Brouwer au cas de dimension infinie.

Théorém 1.6. [12] Soit X un espace de Banach réel; A une partie non vide, conveze, fermée
et bornée de X. Si lapplication F : A — A est compacte, alors F' admet au moins un point

fize dans A.

1.3.3 Théoréme de Darbo

En 1955, Darbo a formulé la généralisation suivante du théoreme de Schauder.

13
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Théorém 1.7. [27] Soit Q un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace Banach
E etT :Q — Q une k-contraction stricte d’ensembles, alors T admet au moins un point fize

dans €.

1.3.4 Théoréme de Sadovski

En 1967, Sadovski a généralisé le théoreme de Darbo pour les application condensante.

Théorém 1.8. [12] Soit Q un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe d’espace Banach

E et T :Q — Q une application condensante. Alors, T admet un point fize dans 2.

1.3.5 Théoréme de Monch

En 1980, Monch a généralisé les théoremes du point fixe de Schauder, de Darbo et de Sadowski

dans le théoréme suivant:

Théorém 1.9. [17] Soit D un sous espace fermé, borné et convexe d’un espace de Banach, tel
que O € D et soit N une application continue de D dans D.

Si Uimplication:
V =¢muN(V) ouV=NV)U0=~\V)=0.

est vérifiée pour tout sous ensemble V' de D, alors N admet un point fize dans D.

14
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1.4 Rappel sur le calcul fractionnaire

Le concept de dérivée fractionnaire est apparu pour la premiere fois dans une célebre corre-
spondance entre G.A. de L’Hospital et G.W. Leibniz, en 1695.

Beaucoup de mathématiciens ont développé ce domaine.Au cours des soixante dernieres an-
nées, le calcul fractionnaire avait joué un role trés important dans divers domaines tels que la
physique, la chimie, la mécanique, électricité, biologie, économie, théorie du controle, traitement
du signal et de 'image, biophysique, phénomenes de flux sanguin, aérodynamique, ajustement

de données expérimentales, etc.

Le plus important de ces modeles sont celles décrites par des équations différentielles con-

tenant des dérivés d’ordre fractionnaire.

De nouvelles théories et méthodes sont donc nécessaires a développer spécifiquement, dont
I’enquéte devient plus difficile. En comparant avec la théorie classique des équations différen-
tielles, les recherches sur la théorie des équations différentielles fractionnaires n’en sont qu’a

leur stade initial de développement.

1.4.1 Fonctions utiles

La fonction Gamma

Définition 1.24. On appelle fonction Gamma eulérienne (ot intégrale eulérienne de seconde

espece) la fonction notée I' définie par:

—+o00
[a) = / t*te~tdt,
0

ot o est un nombre complexe quelconque tel que Re(a) > 0.

Proposition 1.7. On a la relation suivante:
[Na+1) = al(a).

En particulier, on a

I'n+1)=n! VneN.

15
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1.4.2 Intégrale fractionnaire
Définition 1.25. [34] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f € C([a,b]) d’ordre

a € R, est définie par

o f(t) = ﬁ/ (t— )2 f(s)ds, a <t<s.

Proposition 1.8. On a les propriétés suivantes:
i) I°f(t) = f(2).
i) IIPf(t) = [“TP f(t).

i) Uopérateur intégral 1% est linéaire.

IONf(t) +g(t) = Mf(t) +1%g(t),a e R, X\ € C.

iiid) (I f)(t) = I (1),

Exemple 1.1. Soit f(t) = (t — a)™ alors:

1 f(t) = ﬁ / (t— )7 f(s)ds

1

= m/0 (t —s)* " (t —a)"ds.

A laide de changement de variable s = a + (t — a)x on obtient,

ITf(t) = %/{) (1— )" '2™dz.

_(t—a)m+a am
L s+

_ (t=a)" T () (m + 1)
 I(l(a+m+1)

D’ou
I'(m+1)

Ta+m+1) (t = a)y™™=.

18£(1) =

16
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1.4.3 Dériveées fractionnaires

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, dans cette partie on va citer celles

qui sont les plus utilisées .

Dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville

Définition 1.26. [34] Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée fractionnaire

d’ordre a (avec n —1 < o < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par:

t
D) = i [ 9 ()
(1.1)
— (Zt_’;([n—af(t)) _ Dn[n_af(t).
icin = |a]+1 et [a] désignant la partie entiére de a.

Propriétés

1. Composition avec ’intégrale fractionnaire

i) L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche

L’opérateur de dérivation fractionnaire
FED (I f () = f(1),

en général on a

RLDa1 (Iagf(t» :RL Dalfozgf(t)

et si ay — ap < 0,BL Dar=o2 f(t) = [271 f(¢),

17
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ii) En général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commutent pas

- t—a)n*
RLD—a1 RLDocz t __ RL Doz E : RLDaQ k (
(a t f( )) f p i|t ar(al_k+1>7

avecm—1<ay<m

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne commutent
que
si :f®)(a) = 0 pour tout k =0,1,2,...,n — 1.

j;; (RLDaf( )) :RL Dn+af(t),

mais
)kfozfn

" < f®(a)(t—a
RLDa =t _RL Dn+a — )
dt”f() /) g [(k —oz—n+1)

3. Pour 'opérateur différentiel fractionnaire Riemann-Liouville, on a les propriétés suivantes:

lim BEDf(t) = fF ().

a—n

lim ®Df(t) = fO0(1).

a—n—1

4. Linéarité.

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire o« € R, A € C

FED(AF(8) + g(1)) = ATEDf(t) +7F Dg(t).

5. Non-commutativité

I'opérateur de Riemann-Liouville est aussi non-commutative i.e :

DeD™f(t) = D**™ f(t)NegD™ D (¢).

18
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Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.27. [34] Pour une fonction donnée f sur lintervalle |a,b] la dérivée d’ordre

fractionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre o > 0 est définie par:

cD* ——1 t — gyt () ds
D10 = g [ (= s

icin = [a] +1 et [a] désignant la partie entiére de c.

Propriétés
Nous donnes les propriétés suivant:
1. La relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

On suppose que n—1 < o < n,m,n € N* a € R et soit la fonction f(t) telle que “D* f(t)

et BLD>f(t) existe, alors

n—1 ( a —a k—a
D fit) =" gty - Y T

k=0

On déduit que si f*)(a) =0 pour k =0,1,2,...;n — 1; on aura:

“Df(t) =" DS (1),

2. Composition avec ’opérateur d’intégration fractionnaire

Si f est une fonction continue on a:

—

n—

(E)(a)(t — a)*
DPIf = f et Do) = f(1)— 3 LAl

k!

£
Il

0

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

3. Non-commutativité
On suppose que n — 1 < a < n,m,n € N,a € R et soit la fonction f(t) telle que “D* f(t)

existe, alors:

cD*D™f(t) =¢ D™ f(#)NegD™ D f(t).
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4. Soitn—1<a<n,neN, aeclRetsoit f(t) telle que D f(t) existe alors:

lim D f(t) = f™)(t).

a—n

lim °Df(t) = f"0(t) — fOD(0).
a—n—
5. Linéarité.
La dérivation fractinnaire de Caputo est un opérateur lineaire.

Soitn—1<a<nneNaeClC.:
CDUAf(t) 4 g(t)) = A°Df(t) +° D(t).

Exemple 1.2. La différentiation de la fonction constante pour l'opérateur de Caputo est

1 t
cD% — t— n—a—1 (n)d = 0.
c T —a) /0 (t —x) c"™dx
Alors D% =0, ¢ = const.
Et pour Riemann-Liouville:
RLpe. = ﬁtQNer, ¢ = const.

Lemme 1.6. Soit a > 0, alors l’équation différentielles
‘Df(t) =0,

admet le solution

f(t) =y + cit + Cgif2 4+ .4 Cn_ltn_17

telque: ¢; € Rji=0,1,2,--- . n—1,n=[a]+ 1.
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ou

ft) = ct* P ept® 2+ L ent™ N,
pour ¢; € Ri=0,1,2,--- /N, N=[a] + 1.

Lemme 1.7. Soit a > 0, alors
I1°°D*f(t) = f(t) + co+ert + ot + -+ + ey g t"

pourc; € Ryi=0,1,2,....,n—1,n=[a] +1,

ou

I°°DYf(t) = f(t) + crt® P+ cot® 2+ -+ ent?,

pour ¢; € Rji=0,1,2,...,N et N =[a] + 1.
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Chapter 2

Application 1

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier I'existence de solutions pour des équations fraction-

naires différentialles avec conditions intégralles aux bord, sous la forme suivante:

cDo(t) = f(t,x )+ [T k(t, s, x(s))ds, 0<t<1, 1<a<?2
( ) — 0a'(0) = (2.1)
= [ h(s)g 2(s))ds + A,

ou ‘D% 1 < a < 2 est la dérivation fractionnelle de Caputo, f, g,et h sont des fonctions

données.
f:00;1] x C([0;1;R) x R — R, g € C([0,1],R), h € Ll([O, 1,R), a,b,A € R, a+b> 0 et
m < a-—1.

Lemme 2.1. La fonction x € C*([0,T]) est une solution de(2.1) si et seulement si elle est une

solution de l’équation intégrale suivante:

() = FL[/;@—S)M(f(s,x(s)) +/Osk(s,7,x(7>>d7)ds}

at +b
a+b

[/01h(s)g(s,x(s))ds—i—)\—ﬁ(/01(1—5)”‘1f(s,x(s))ds+/01(1—s)a1 /Osk(s,T,a:(T)des]

Preuve. On a

I“(°Dx(t)) = x(t) — o — 1t = ﬁ[/o f(s,z(s))ds —|—/0 /OS k(s,T,z(7)drds],
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ce que implique que

x(t) = co+clt—|— /fsa: ds—l—// s, 7, z(7)drds].

En passant aux conditions aux limites, on obtient
ax(0) — bx'(0) = acy — bey = 0,

et

2(l) = ota+ (>U1<1—s>a—1f<s,x<s>>ds+ S5 = 8) Y [2 k(s, 7, @(7)drds]
- fo x(s))ds + A

donc on obtient

b
a+b

[/01 h(s)g(s,x(s))ds—i—)\—ﬁ(/01(1—S)a_1f(5,x(s))ds—i—/ol(l—s)a_l /08 k(s, 7,z (7)drds),

Co =

et

o =2 [/01 h(s)g(s,x(s))ds—i—)\—ﬁ(/01(1—S)a_1f(5,x(s))ds—i—/ol(l—s)a_l /08 k(s,7,z(7)drds)

a+b

En conséquente, on obtient

z(t) = F—(/o (t —s)* 1 f(s,2(s))ds +/0 (t —s)>? /OS k(s,T,x(T)des)
at+b

HE [ s andsir - ([ st atendst [ 1= [ ks atrras).

Alors nous pouvons écrire

- /01 G(t,s) (f(s,x(s)) + /OS k(s, 7, z(T ))dT)dS + at::(/o h(s)g(s,z(s))ds + )\>,
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B 1 (a+b)(t—s) P+ (at+b)(1 -5t 0<s<t<1
Gl o) = (@+0)l(@) | (at +b)(1 — )1, 0<t<s<l1 22)
O
Lemme 2.2. G est une fonction satisfaite
G(t,s) < %
Preuve. esi0 <s<t<1
1 a—1 a—1
G(t,s) = CEDING [(a+b)(t—s5)"" + (at +b)(1—s5)*]
L =l 4 (a —s)et
OO R (S
1 a—1 a—1
< m[(t )" )L =)
R G-t S — 2(1 — )t
< Fglt =9 = 9] = T
cara—1>0, t<1.
esi0<t<s<1,
G(t, 8) = m[(at + b)(l — S)ail]
< m[(a +0)(1—s)*7]
1 a1 2(1—=s)ot
St T
O

Pour établir notre réslutat principal concernant l'existence de solutions de (2.1), nous im-
posons des conditions appropriées aux fonctions impliquées dans ce probléme. A savoir, nous

supposons qie
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1. [A4] : il existe ¢ € L>([0,1]), tel que
|f(t2@) = f(ty(E)] < e(t)]z —yl,
et pour tout sous- ensemble bornée A de X, on a

1(f(E,A)) < oy (A).
2. [Ag]: il existe ¢ € L>([0,1]), tel que
[k (t, 5, u(s)) = k(t,5,0(s)] < ¢(t)|u =],
et pour tout sous- ensemble bornée B de X, on a
V(k(t, s, B)) < ¢0y(B).
3. [As]: il existe ¥ € L>([0,1]), tel que
lg(t, 2(t)) — g(t, y()] < )|z -yl
et pour tout sous- ensemble bornée B de X, on a

Y(g(t, C) < Yoy (C),

olt oo = sup [p(t)], o= sup |[(t)| et o = sup |p()].
tel0,1] te(0,1] te(0,1]

Théorém 2.1. Sous les hypothéses [A1] — [As] le probleme (2.1) admet une solution si

a7y %0+ 00) + hlldo +A < 1.

Preuve. On transformé le probléme (2.1) au probléme de point fixé. On considérer 'opérateur

T:C([0,1], X) — C([0,1], X) qui définie par

at+b
a+b

Tx(t):/olG(t, s)(f(s,:c(s))+/Osk(s,r,:c(r))dr>ds+ (/01 h(s)g(s,x(s))ds—i—)\).
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En clair, les points fixes de 'opérateur T sont des solutions de le probléme (2.1).

On montre que T satisfait les hypothéses de Théoreme (2.1).

Le preuve séra donné en trois étapes.
étape 1: T est continue.
Soit (x,) est une suite tel que z,, — z dans C([0, 1], X).

Danc pour tout t € [0, 1] on a

0

(/01 h(s) (g(S,xn(s)) - Q(S,x(S))>ds

IT () (1) — T(x)(t)] = )/01 G(t,5)( (5, wn(s)) = f(s,2(5)) ) ds + (/ (K(s. 7 (7)) = k(s 7, 2(7) ) dr

at +b
_|_
a+b

< / G (t, 9)[1/ (5, 2a(8)) — F(5, 2())]ds + / k(s (7)) — K(s, 7 2(r))|dr
n / (8195, 2a(s)) — g5, 2())|ds.

Par (A1), (A2) et (A3), on a

T(e)(t) — T(@)(#)] < / 1G(t, 9)lolza(s) — z(s)|ds + /  bola(s) — x(s)|dr
n / () [boln(s) — (s)]ds

< [F(a Y (w0 + ¢o) + [[1l| L1tbo]|zn(s) — z(s)].
Donc
2
[T () (t) = T(2)(O)] < [F(a Y (w0 + @o) + |hll L1tbo]|zn(s) — (s)].
Depuis z,, — z, pour tout ¢ € [0, 1].
T (z,) (t) — T(x)(t)|]]| — 0, si n— 00,

donc
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IT (@) (1) = T(2)(D)gy = 0. si n— oo.

Donc, T' est continue.

Soit r est une constante tel que

m[(% +¢o)+ [FHE ]+ Ao+ 9"+ A<,

et

f*= sup |f(t,0)], ¢ = sup |g(s,0)], K" = sup |k(¢,0,0)]
te(0,1] s€[0,1] te(0,1]

définie B, = {z € C([0,1], X) : ||z < r}.

Il est clair que B, est une sous-ensemble borné, fermée et convexe C(]0, 1], X).

étape 2: T donc nous allons monter ce T(B,.) C B,.

Soit x € B, on montre que Tx € B, . On a, pour chaque t € [0, 1].

T(2)(t)| = ‘/01 G(t,s)f(s,2(s))ds + /Osk:(s,f,x(f))df

at +b
a+b

(/0 h(s)g(s, x(s))ds + N)|.
Par (A1) ,(A2) et (A43), on a pour tout ¢ € [0, 1]

|f @t x(8)] = [t x(t)) — f(2,0) + f(£,0)]
< |f(t,(t) — f(£,0)| + [ (2,0)|
< wolz| + f7,
et
|k(t, s;2(8))| = |k(t,s,2(s)) — k(t,0,0) + k(¢,0,0)|
< |k(t, s, x(s)) — k(t,0,0)| + |k(t,0,0)]

S ¢0|37| + k*v

(2.3)

(2.4)
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et
l9(t, 2(1))] = lg(t, (1)) — 9(t,0) + g(£,0)
< lglt, (1)) — g(t,0)| + |g(¢, )] (2.5)
< tholz| + g".
Donc
720l < T (ot G0+ +K) & (lbllor + )+,

il s’ensuit que pour tout ¢t € [0, 1] on a
|Tx(t)|| <r alors T(B,) C B,.

. étape 3: T'(B,) est bornée et équicontinue.
Selon I’étape 2, on a

T(B,) ={T(z) :z € B,} C B,.

Donc pour tout € B, on a ||T(z)||s < r, ce qui signifie que T'(B,) est borné.
Soit t1,ty € [0,1], 4 <ty et soit x € T'(B,) alors

at2+b

S hts.a(s)ds +3)

a+

|T(x)(tz) — T(x)(t1)| :|/0 G(ta, s)[f (s, z(s)) + /S |k(s, 7, 2(7))dr]ds +
/ G(t1, s)[f (s, z( / |k(s, 7, z(T))dr]ds + atlj_bb(/o h(s)g(s,z(s))ds + )
y/ (t2,5) — G(tr, 9)] |/ (5. 2(s / k(s 7, 2(r))drds

+b/ h(s)g(s,z(s ))(tg—tl)ds+)\a+b(t2—t1)|
/ (Gta, ) — G(tr, 8)] | F(s)llds
b [ byt s + 30— )

Selon (2.3),(2.4) et (2.5) on a

1T () (t2) = T(x)(t)]] < (w0 + Go)r + 7+ k7) /0 (G(t2,s) = G(ty, 5)] ds

n a(or + g.)
a+b

/O B (12 — t2)ds + At — ).
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Comme t, — t1, le membre de droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Alors T est équicontine.

Soit V. C T'B,, tel que: V ={Tz,z € B,} donc V C conv(T'(V)U{0})

, la sous-ensemble V' est bornée et équicontinue, d’ou la fonction v :— p(v(t)) € R est continus

on [0,1]. En utilisant le lemme 1.4 et les propriétés de la mesure u, on a, pour tout ¢ € [0, 1].

u(T(V)(t) = p((T)(t),z € V)
_ (/01 G(t, s)[f(t, x(t)) + /0 \k(s, 7, z(7))dr]ds
at +b ( /01 h(s)g(s,z(s))ds + )\) X € V)

a+b

< </01 G(t,s)[f(t,z(t)) + /OS |k(s,T,2(T))dr]ds,x € V)
+u (“H b(/ol A(s)g(s. 2(s))ds + ) .z € v)

a+b

at+b

< [ atn (o) + [ s matoar ) ds+ 52 sy ot o) + 3 s

Puis par (A1), (A2) ,(A3) et les lemmes de mesure de non-compacité implique que pour chaque
s € [0,1],
p(f(talt)+ [ (s, o(r))dr), o € V) < unla(®).a € V) + don(a(t) o € V)
0
< (o + ¢o)ulx(t), 2 € V).

Et
,u(g(ac(s)),x S V) < %M(I(S)?x € V)?
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donc

at +b

<%/ B(s)u(z(s))ds + A)

at—i—b

(T (V)(1)) §(900+¢o)/0 G(t, s)u((x(s)))ds + —

SWMW@AG@@MWDd+ <%/ B(s)u(V(s))ds + \)

—3%w+¢wl(r—$”%@M&H[:M$M$®+A)

pj

IN

( %+%%w%mm+m>mm.

Alors
2
ol < (g 0+ )+ Gl +)) Dol

on obtient ||v]« = 0, c’est-a-dire v(t) = 0, pour tout ¢ € [0,1], puis V(¢) est rélativement
compact dans X. Au vu de lemme d’Ascoli - Arzela, V' est rélativement compact dans B,.
En appliquans maintenant le Théoreme de Monch, on conclue que T a un point fixe qui est une

solution du probléme (2.1). Ceci termine la preuve.

O
Enfin, on presente un exemple numérique illustrant les résultats obtenus dans ce section.
Exemple:Considérons le probléme de valeur limite fractionnaire suivant:
( cD3a(t) = 5 Ee(t) fo tarctan(t + sint + x(s))ds, t € [0,1]
z(0) — 52'(0) =0
(0) - 52/(0) 06

2(1) = 2 [§ g (a(s) + 1+ 22(s))ds

ou
f(t,x) 10 1it2 (t), k(t,s,z) = Zfe_t arctan(t +sint +x(s)), t €[0,1], = € C([0,1], X)
h(s) =s,g(s,x) %(s _: 1)2<£L'(S) +/1+22%(s)), geC(X,X),a=15a=10b=5.
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ClairaLH)<oz—l
1 t 1 ¢
tx)— flt,y)| < — S —

Y|

1 ¢
101 +¢2

|$—y|7

et en fait, observons d’abord qu’en utilisant les outils standards du calcule différentiel on peut
facilement montrer que

1
[k(t, 5,0) = k(t,5,9)| < 75¢ v = yl,

et
9(t,2) — g(t,9)] = 2| L@~y + VIT 22 — VI T 52|
’ ’ 5(t+1)2'2
2 1 1 Tty
== —(z—y)(1+
5(t+1)2|2( ) \/1—|—x2+\/1+y2)|
1 ’ |
— Xr — .
=10+ Y
Donc
1 ¢ 1 1
t:_— _—_t et
0 =1015 YO=1¢ " YO= 55512
et
1 1 1
900—%7 ¢0—1—07 1/)0—E

En conséquent, les conditions (A1), (A2) et (A3) sont satisfaites

2

hll 71 A0. 1.
p(a+1)(¢o+¢o)+|l 11t + A = 0.308 <

D’aprés les hypothéses, le probléme admet au moins une solution sur [0, 1].
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Application 2

Ce chapitre est consacré a létude de lexistence des solutions du probleme aux limites avec des

conditions intégrales suivant :

“Dy(t) = f(t,y(t),t € J=10,1],1 <a <2 (3.1)
y(0) = (0) = / 9(s,y(s))ds, (3.2)

y(1) —y(1) = / h(s, y(s))ds, (3.3)

ot “D® la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f, get h: Jx E — E sont des fonctions
données vérifiants certaines hypotheses qui seront précisées plus tard et E est un espace de
Banach avec la norme ||.||. Nous consacrons la premiere section a 'éxistence des solutions du
probleme 3.1-3.3 qui est basé sur le Théoreme du point fixe de Ménch et la deuxiéme section

sera réservée a un exemple illustrant ’applicabilité des conditions imposées.

3.1 Existence des Solutions

Nous commencons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution du prob-

leme .

Définition 3.1. Une fonction y € ACY(J, E) est dite une solution de 3.1-3.3 si elle satisfait

[’équation 3.1 sur J, et les conditions 3.2-3.3.

Lemme 3.1. Soit 1 < a <2 et g,p1,p2 1 J — E des fonctions continues. Le probléme auz
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limites linéaire

“Dy(t) = o(t),t € J=[0,T],1 <a <2 (3.4)
mwvwzlpmm, (3.5)
y@%ﬂﬂzépﬁﬂ% (3.6)

a une solution unique donnée par

y(t) = P(t) +/0 G(t, s)o(s)ds,

P(t) = %/O p1(s)ds + % i p2(s)ds,
et
(t=s)" (A+)T -5 (A+)(T -5 )
Git,s) =4 L) (t +2)(a) (+2a-1) & =51 .
) _(1—f—t)(T—s)a1_(1+t)(T_8)a2 A
(t+2)0'(e) (t+2)0(a — 1) , TS

Lemme 3.2. Le probléme auz limites 3.1-3.3 a une solution y, si et seulement siy € C(J, F)

satisfait I’équation intégrale

y@=%®+ACW@ﬂMMW&

Py(t) = %/0 g(s)d8+ % i h(S)dS,
et
(t—s)! DT =s) Tt (AT - 5)22 .
Git,s) =4 L@ (t +2)l(a) (+20a-1) * == .
) _(l—i—t)(T—s)O‘1_(1+t)(T_S)a2 R
(t+2)I(a) (t+2)0(a—1) » TS

Remarque 3.1. [l est clair que la fonction t — fOT |G(t,s)||ds est continue sur J, et est donc

T
& = sup {/ 1G(t,9)||ds, ¢ € J} |
0

33

bornée. Soit




Application 2

Nous introduisons les hypotheses suivantes :
(H1) Les fonctions f,g,h:J x E — E satisfont aux conditions de Carathéodory.

(H2) IIs existent pys,py, prn € L™ (J,RY) tel que
LFE& DI <pr@lylp-pt € Jiy € E,

lg(t, ) < pg®)llyllppt e J;y € E,

[ht | < pu()|lyllppt € J;y € E.

(H3) Pour p.p.t € J et chaque ensemble borné B C E nous avons
Y(f(t, B)) < ps(t)y(B),

1(9(t, B)) < py(t)y(B),

v(h(t, B)) < pu(t)y(B),
Théorém 3.1. Supposons que les hypothéses (H1) - (H3) sont vérifiées.Si

T(T+1)

- S+ G o < 3.9
T2 [[[pgllzoe + ([Pl o] + GllpsllL~ < 00, (3.9)

alors le probleme aux limites 3.1-3.3 a au moins une solution.

Proof. On transforme le probléme 3.1-3.3 en un probleme de point fixe. Considerons I’operateur

N:C(J,E) = C(J,E) défini par :

(V) () = P, (1) + / G(t, 5)f (5, y(s))ds

ol

Pty = L) / g5, 9(5))ds + L [ h(s,y(s))ds,

T—2 T—-2),
et la fonction G(t, s) est donnée par 3.8. D’apres le Lemme 3.2 les points fixes de I'opérateur

N sont les solutions du probleme 3.2. Soit R > 0 et considérer ’ensemble

Dr={y e C(J.E): [lyllw < R}.
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Il est clair que le sous-ensemble Dy est fermé, borné, et convexe. Nous allons montrer que N

satisfait les hypotheses du Théoreme. La preuve sera donnée en trois étapes.

Etape 1 : N est continu
Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C(J, E). Alors, pour chaque t € J:

N0 = NOI < 5 [ ot 0u() = s, (5Dl
s M (s) = s s

+/0 Gt )I1F (5,9 () — f(5,9(5)) | ds

Soit p > 0 tel que

[Ynlloe < o, lylloe < p-

Par (H2) nous avons
lg(s,yn(s)) = g(s, ()l < 20p4(s) = 01(s);01 € L'(J,RY),

1h(s,yn(s)) = h(s, y(s))| < 2ppn(s) = oa(s);02 € L'(J,RT),

(G(t, )£ (s, u(s)) = f(s,y(s))ll < 2|G(t, 5)lpps(s) = o3(s); 03 € L' (J,RY).

Puisque f, g et h sont des fonctions Carathéodory, le théoréeme de convergence dominée

de Lebesgue implique que

|IN(yn)—N(y)||oc — 0 quand n — 0.

Etape 2 : N est un opérteur de Dy dans lui-méme.
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Pour chaque y € Dg par (H2) et 3.9 nous avons pour chaque t € J

o) < 75 [ lats.ulas T
;jl M@MWW+A\QWWﬂMMM%
< [7“ Yl + 75D ol + Bl

IN

Etape 3 : N(Dpg) est bornée et équicontinue.
Par I'étape 2, il est évident que N(Dg) C C(J, E) est bornée.
Pour I'équicontinuité de N(Dg). Soit t1,ty € J, t; <ty et y € Dg. Alors

t1 ty —t1

V) e) = el = =2 [ atssuonds + 2 [ ns.pt)as

+A[@%@—G@wm@w@wﬂ
to — 11
T+ 2

+mmﬂum/’M%m,> Gt 5)|ds
0

R [[Ipgllz + Ipnllzs + Glipylloe |
T

Comme t; — t5 le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

Maintenant, soit V' un sous-ensemble de Dpg telles que V' C conv(N(y)U0). V est borné et
équicontinu, et donc la fonction v — v(t) = y(V(¢)) est continue. Par (H3), et les propriétés

de la mesure v nous avons pour chaque t € J:

o) < AVV)(B) N {0)
< AVV)) )
< [ T envinas+ [ 175 menvinas
= [ 16l (vis)as
< Z%?fé?yyﬂgmv@>+-Z§?§§9upmumv@»+—@npﬂumvw>
< ol e Dyl + lnllze + loslse)
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Ceci signifie que

T(T + 1)
ol - (1 - [—mpgum T lpallo= + prHLoo]D <0

Par 3.9 il s’ensuit que ||v|[z~ = 0, c’est-a-dire v(t) = 0 pour chaque t € J et V (t) est relative-
ment compact dans E. selon le Lemme d’Ascoli- Arzela, V' est relativement compact dans Dpg.
Appliquons maintenant le Théoreme, nous concluons que N a un point fixe qui est une solution

du probléme 3.1-3.3. [

3.2 Exemple:

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer ['utilité de nos principaux résultats.

Considérons le probleme fractionnaire aux limites suivant :

2
Doy, (t) = )|, =1[0,1],1 <2
1
) =50 = [ =l (e)lds (3.10)
1
2
(M) =oT) = [ Gralmlds

ou n € N. Posons
E = ll = {y = <y17y27'--ayn7 ) : Z |yn’ < OO}
n=1

avec la norme

Iylle =" lyal-
n=1

Yy = (yl,yg, ey YUny ) et f = (fl,fg, ...,fn, ),

2
ft,zn) = 195t (t,zn) € J X E,
g(t,[[’n) = m.’ﬂn, (t,l’n) e J x s

2
h(t, .Z'n) = mxn, (t,mn) I~ :] X E,
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Il est clair que les conditions (H1) et (H2) sont vérifiées avec

2 1 2

Pt = qg e Pelt) = 5 ) = 3

De (3.7) la fonction G est donnée par

(t—s)*'  (A+)(1—s)" (A4+H(01—s)
G(t,s) = T@)  30(a) " araon o 0SSt
(t,s) = _(1—}-75)(1—3)0‘*1_(1+t)(1_8)a72 o
31(a) 30(a — 1) , 1<

Donc nous avons

/01 G(t,s)ds = /OtG(t, s)ds—i-/tl G(t, s)ds

t +(1+t)(1—t)a_ (1+1)
Fa+1) 3l(a+1) A(a+1)

1+0)1 -t (1+1)
(

30(a)  30(a)
A+ =nr A+ -t
3l(a+1) 30()
Un calcul simple donne
~ 3 2

ST+ T

La condition 3.9 est satisfaite avec T'= 1. En effet

T(T +1) 11

2
- (oo} oo} oo < - - -
T a Pl + lIpnllze + lIpsllze] 3 [6 + 41 +

3., 2
100(a+ 1) 100(«)

s, 3 2
07100 (4 1) ' 100 (a)

< 1

est satisfaite pour chaque o € (1,2]. Alors d’apres le Théoreme 3.1, le probleme 3.10 a une

solution sur [0, 1] .
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Conclusion générale

Dans ce travail, I'objectif est I’étude d’existence des solutions pour quelques classes des équa-
tions différentielles avec conditions intégrales dans des espaces de Banach de dimension fini ou
infinie. Et spécifiquement en utilisant dans cette étude la technique de mesure de non- com-

pacité combiné avec les théorémes du point fixe et en particulier le point fixe de Monch.

Cette technique est souvent utilisée dans plusieurs branches de I’analyse non linéaire.Pour
obtenir 'existence des solutions, des conditions suffisantes seront considérées dans I’étude des
différentes classes de ces problemes aux limites.Et nous allons essayer de présenter les résultats
que nous avons obtenus grace a notre étude de I’existence de solutions a certaines des différents
types des problemes d’équations différentielles avec conditions intégrales. Et nous avons conclu

ce travail en donnant des exemples pratiques de chaque probleme pour confirmer ce travail.
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Résumé
Dans ce travail, nous allons présenté les résultats que nous avons obtenus grace a notre étude
de I'existence de solutions a certaines des différents types des probléemes d’équations différen-
tielles d’ordre fractionnaire avec conditions intégrales , impliquant des dérivées de Caputo et
de Riemann-Liouville avec des conditions aux limites dans des espaces de Banach muni de
leurs topologies faibles sur des domaines bornés.
Notre principal outil est la technique de la mesure de non compacité combiné avec les théo-
remes du point fixe et en particulier le point fixe de Monch.
Cette technique est souvent utile dans I’existence de solutions de plusieurs types d’équations
différentielles.

\_
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-

Summary
In this work, we will present the results that we obtained through our study of the existence
of solutions to some of the different types of fractional order differential equation problems
with conditions integrals, involving Caputo and Riemann-Liouville derivatives with boundary
conditions in Banach spaces provided with their weak topologies on bounded domains.
Our main tool is the combined non-compactness measurement technique with the fixed point
theorems and in particular the Monch fixed point.
This technique is often useful in the existence of solutions types of differential or integral
equations.
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