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Résumé

L’objective de ce mémoire est d’étudier un probléme quasi-statique décrivant le
contact avec frottement, et usure entre un corps piézoélectrique et une fondation en
mouvement. Le matériau est modélisé par une loi de comportement électro-viscoélastique
a mémoire longue et endommagement. L’usure de la surface de contact due au frot-
tement est prise en compte et est décrite par la condition différentielle d’Archard. Le
contact est modélisé avec la condition de compliance normale et la loi de frottement
associée. Dans notre travail on a présenté une formulation variationnelle du probléme
puis on a établié 'existence et 1'unicité de la solution sous des hypothéses sur les don-
nées. La démonstration est basée sur des arguments d’inéquation évolutive parabolique,
d’inégalité variationnelle elliptique et du point fixe de Banach.

Mots clés : probléme quasi-statique, viscoélastique, endommagement, compliance nor-

male, frottement, usure, point fixe, solution faible.



Abstract

The objective of this thesis is to study a quasi-static problem describing the contact
with friction and wear between a piezoelectric body and a moving foundation. The
material is modeled by an electro-viscoelastic constitutive law with long memory and
damage. Wear of the contact surface due to friction is taken into account and is des-
cribed by Archard’s differential condition. The contact is modeled with the condition
of normal compliance and the associated law of friction. In our work we presented a
variational formulation of the problem then we established the existence and unique-
ness of the solution under assumptions on the data. The proof is based on arguments
of parabolic evolutionary inequality, elliptical variational inequality and Banach fixed
point.

Keywords : quasi-static problem, viscoelastic, damage, normal compliance, friction,

wear, fixed point, weak solution.
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INTRODUCTION GENERALE

La piézoélectricité traduit 'aptitude qui présentent certains cristallins a se po-
lariser sous ’action d’une contrainte mécanique (effet direct) ou bien a se déformer
lorsqu’il leur est appliqué un champ électrique (effet inverse). La piézoélectricité ne
peut se manifester, ni pour des corps conducteurs, ni pour des corps a haut degré de
symétrie, autrement dit, tous les matériaux piézoélectriques sont anisotropes. Ceci si-
gnifie qu’ils possédent des propriétés physiques variant selon la direction considérée.
Bien qu’ayant été prédit par Coulomb et découvert par Becquerel en 1879, I'effet piézo-
électrique n’a été correctement expliqué par expérimentation qu’en 1880 par les fréres
Jacques et Pierre Curie. Par la suite le formalisme de la piézoélectricité a été développé
par P. Duhem, F. Pockels et particulierement par W. Voigt en 1894 [33].

Les matériaux piézoélectriques sont des matériaux intelligents (adaptatifs) ; ils ont
surtout trouvé application dans le controle des vibrations dans les domaines de ’au-
tomobile (injecteurs), 1'aérospatiale, le controle de forme (ailes d’avion, miroirs des
télescopes) ainsi que dans le contrdle en acoustique des nuisances sonores : le quartz
est largement utilisé dans le domaine des télécommunications en tant que filtre contro-
leur ou générateur de fréquence. Actuellement, il y a de nouvelles applications dans le
domaine de la médecine, du suivi de grossesse aux problémes cardiaques en passant par
I'examen du tube digestif, le principe est le méme que celui du sonar. Dans la plupart
des systémes de la mécanique des structures, il existe des situations dans lesquelles un
corps (piézoélectrique) déformable entre en contact avec d’autres corps |15, 14] : dans

un contexte médical, la modélisation correcte de l'interaction entre les outils de chi-
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rurgie et les organes est de premiére importance pour réaliser des simulations réalistes.
Des modéles généraux pour des matériaux viscoélastiques avec effets piézoélectriques
peuvent étre trouvés plus récemment dans [4, 21, 24|, et pour les modéles des matériaux
¢lectro-viscoélastiques & mémoire longue sont cités dans |14, 20, 28|.

Ce travail se donne pour étudier d’'un probléme de contact entre un corps piézo-
électrique et une fondation conductrice, il est évident que le caractére de ce contact
peut jouer un role fondamental dans le comportement de la structure : sa déforma-
tion, son mouvement, la distribution des efforts, etc.... Avant ’application de forces sur
un corps, la surface de contact réelle sur laquelle les corps se touchent est inconnue;
par ailleurs, les conditions de frontiére sur cette surface inconnue fait intervenir des
efforts et des déplacements inconnus. En conséquence, les modéles mathématiques de
contact impliquent des systémes d’inégalités ou d’équations non linéaires (non linéari-
tés géométriques ou matérielles). L’abondance de ce type de problémes a fait prendre
un essor considérable mais relativement récent a I’étude mécanique, mathématique et
numérique de la Mécanique du Contact, engendrant de nombreux ouvrages sur le su-
jet, voir par exemple [4, 6, 12, 22, 30|. Signorini fut le premier & énoncer un probléme
de contact entre un corps déformable et une fondation rigide, ce probléme fut résolu
pour la premiére fois par Fichera en 1964 (voir [19]). La Théorie Mathématique de la
Mécanique du Contact débute avec Duvaut et Lions, qui présentérent des formulations
variationnelles des problémes de contact et des résultats d’existence et d’unicité (voir
[17]).

Dans tous les travaux, 'endomagemment du matériau est décrit par une fonction
ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque [ il n’ya pas d’endomagemment dans le ma-
tériau, lorsque [ = 0, le matériau est complétement endommagé et lorsque 0 < 5 < 1,
il a un d’endomagemment partiel et le systéme a une capacité réduite. Certains pro-

blémes de contact avec endommagement ont été étudiés dans [3, 14, 15, 16, 20, 26, 30].

Notre travail, qui s’inspire de article |26, représente une contribution & I’ana-
lyse d’'un probléme de contact en tenant compte de I'effet piézoélectrique du matériau.
Nous considérons un modéle mathématique pour le processus de contact avec com-

pliance normale et frottement lorsque 'usure de la surface de contact due au frotte-
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ment est prise en compte comme dans [31, 32]. L’étude se fait lorsque le contact est
avec une fondation conductrice et de matériau électro-viscoélastique & mémoire longue,
défini par un opérateur de relaxation. Nous dérivons la formulation variationnelle et
prouvons l'existence et l'unicité de la solution faible du modeéle. Sous I’hypothése de
petite transformation nous étudions un processus est supposé étre électriquement sta-
tique, c’est-a-dire que tous les effets du rayonnement sont négligés et mécaniquement
quasi-statique. Les conditions aux limites sont compliance normale et avec frottement
et usure. Les conditions électriques sont introduites dans le cas ou la fondation est
conductrice. Notre étude de phénomeéne de contact comprend les étapes suivantes : la
modélisation mathématique, ’analyse variationnelle incluant de résultat d’existence et
d’unicité de la solution.

Ce mémoire se compose de trois chapitres : Le premier chapitre introduit des nota-
tions générales de la mécanique nécessaire pour une bonne compréhension de la suite
du probléme traité. Nous commencgons par le cadre physique et le modéle mathéma-
tique utilisé. Dans le deuxiéme chapitre nous rappelons les espaces fonctionnels et les
principales notations utilisées, pour ceci on a utilisé |1, 10]. Ensuite nous passons aux ré-
sultats fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant les équations variationnelles,
les équations et les inéquations d’évolution, les lemmes de Gronwall et de certains
théorémes trés utiles dans notre travail (voir |2, 3, 14]). Enfin on a consacré le der-
nier chapitre pour étudier un probléme de contact avec compliance normale entre un
corps électro-viscoélastique et une fondation avec frottement et usure ; nous présentons
une formulation variationnelle du probléme et nous démontrons ’existence et 1'unicité

d’une solution faible, en utilisant les techniques de point fixe et de monotonie.



NOTATIONS PRINCIPALES

Si Q est un domaine de R?(d = 2, 3), on note par

2 2 "R &

Fl(l = 1,_3, a, b)
mes[;(j =1,a)

I’ensemble des nombres réels,

I’ensemble des nombres réels ou imaginaire,

I’adhérence de (2,

la frontiére de 2 supposée réguliére,

une partie mesurable de la frontiére I',

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I';,

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,
les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o,
I’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €,
'espace L*(Q)<,

'espace H'(Q)?,

'espace L2(2)4x4,

'espace {c € H/Divo € H},

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I,

Pespace Hz(T'),

Pespace dual de Hz (),

I’espace dual de Hr,

'espace {¢ € HY(Q)/¢ = 0surT,},

Vespace {D = (D;) /D; € L*(Q2),divD € L*(Q)},



Notations principales

~v: Hy — Hyr TDapplication trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(g le produit scalaire de H,
(. )prey le produit de dualité entre H' et H,

(RIS la norme de H,

De plus, si [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < 0o, on note par

C(0,T;H) I'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H,
CY0,T; H) I'espace des fonctions continument dérivables sur [0, 7] dans H,

LP(0,T; H) I'espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,
T
telles que / |u(t)||%dt < +oo avec les modifications usuelles si p = +o0.
0

||'||LP(O,T;H) la norme de LP(0,T; H),
WHrP(0,T; H) Tespace de Sobolev de paramétres k et p,
H-HW’W(O,T;H) la norme de kap(()’ T; H).

Autre notations :

U, U les dérivées premiére et seconde de u par rapport au temps,
Vo le gradient de ¢,

Dive divergence de o,

div D divergence du vecteur D,

e(u)  le tenseur de déformation,

S 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R,
A" puissance n de 'opérateur A,

c,C des constantes génériques strictements positives,

L% fonction indicatrice de K,

p-p- presque partout,

i.e. c’est-a-dire.



CHAPITRE 1

MODELISATION DU CONTACT PIEZOELECTRIQUE

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique de contact ou nous allons
introduire le cadre physique utilisé dans ce mémoire, nous commencons de rappe-
ler I’équation de mouvement de Cauchy et décrire les lois de comportement électro-
viscoélastiques et électro-viscoélastiques avec mémoire longue et endommagement. Par
ailleurs nous précisons les conditions aux limites de contact concernant les problémes

étudiés dans ce mémoire.

1.1 Cadre physique

Nous considérons un corps matériel piézoélectrique déformable qui occupe un do-
maine borné Q C R?(d = 2,3) avec une frontiére lipschitzienne T', partitionnée en
trois parties mesurables I';,I'y et '3, correspondant aux conditions aux limites méca-
niques tel que mesI'y > 0. D’autre part, I'y U5 est divisée en deux parties disjointes
et mesurables I', et I', correspondant aux conditions aux limites électriques telle que
mes[', > 0. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré
sur I'1 dans une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité fy
et dans (2 agissent des forces volumiques de densité f; et des charges électriques de
densité volumiques gg. On suppose que fy et fy varient trés lentement par rapport au
temps. Le corps est soumis a ’action de potentiel nul sur la partie I', de la frontiére,

ainsi qu’a l'action des charges électriques de densité surfacique g, agissent sur la partie
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Iy (voir figure 1.1).

FIGURE 1.1 — Corps piézoélectrique en contact avec une fondation

Soit T' > 0 et soit [0, 7] 'intervalle de temps en question. Nous considérons de contact
avec compliance normale et frottement, lorsque I'usure de la surface de contact due au
frottement est prise en compte. On étudie 1’évolution de ces propriétés dans l'intervalle
de temps [0, T, sous '’hypothése des petites transformations.

” "N

Nous désignons par S? I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R?; re-

présente le produit scalaire sur R?, S et ||.|| représentent respectivement la norme sur
R? et S

Dans ce qui suit les indices ¢ et 7 sont compris entre 1 et d ; la convention de sommation
sur des indices répétés est adoptée et I'indice qui suit une virgule indique une dérivée
partielle par rapport a la composante correspondante de la variable indépendante. Nous
avons

u-v=u; v, l|lv]] :(vw)%, Vu,v € R%

o-r=0ymy  rl=(r-m2 Vores,

Pour un vecteur v, nous notons par v, et v, les composantes normale et tangentielle
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a la frontiére définies par

vy, =0V -V,
(1.1)

Vr =0V — U, - V.
Nous désignons par o = o(z,t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des
déplacements et par e(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les
notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport
azeQettel0T)
Nous avons aussi Pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par o, et o, les
traces normale et tangentielle d’une fonction ¢ € H;, on rappelle que lorsque o est une
fonction réguliére alors :

o, = (ov) - v,

(1.2)
0. =0V — 0, .
En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation
(ov)-v =00, + 07 - Uy, (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire dans ’établissement de formulation
variationnelle de probléme mécanique de contact.
En outre, les points au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rapport
au temps; par exemple

o odu . d*u

U=—, U=—,

dt dt?

ou 1 désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. Pour le
champ des vitesses u les notations u, et ., représentent respectivement les vitesses

normale et tangentielle & la frontiére, c’est-a-dire
Uy, =U- V,
Uyr = U — Uy - V.
Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans I’hypothése des pe-

tites transformations
o) = (W), eyu) = g+ ), 10 < d, (1.4
en outre, le champ électrique est défini par la relation suivante
E(p) ==V =—(v) (1.5)

8



Chapitre 1 Modéle mathématique

1.2 Phénomeénes mécaniques

Dans cette section exact, la note traite de trois phénomeénes, a savoir aux ’endom-
magement, I'usure et le frottement.
L’endommagement
L’endommagement est un phénomeéne trés important en ingénierie, car il affecte di-
rectement la structure des machines. Il existe une littérature abondante sur ce sujet.
Des modéles introduisant I'influence de 'endommagement interne du matériau ont été
investi mathéma-tiquement.
L’usure
L’usure est un probléme majeur pour les matériaux. Lorsque un corp entrent en contact
avec frottement et glissement, les surfaces en contact s’en retrouvent usées, la surface
la plus rigide use l'autre.
Le frottement
Le frottement est causé par les irrégularités d’une surface. Bien qu’une surface puisse
paraitre lisse & l'oeil nu, des petites aspérités (des irrégularités) sont présentes sur la
surface d’un objet lorsqu’on le regarde au microscope. Il faut également considérer la
force normale. Cette force est en lien direct avec la force gravitationnelle, puisqu’elle
est généralement en action-réaction. Plus la force normale est grande, plus la force de
frottement sera grande.

Nous allons maintenant décrire le modéle mathématique associé au cadre physique

que nous avons vu au paragraphe précédent.

1.3 Modéle mathématique

Nous commencons avec le modéle mathématique qui décrit I’évolution du corps dans
le cadre physique de la figure 1.1. Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné
Q) C R? avec une surface frontiére 92 = I' supposée assez réguliére. Du point de vue
mécanique, on étudie le nouvel état d’équilibre du corps résultant de ’application des
forces volumiques dans €2 et des force surfacique sur une partie de la frontiére 2, dans un
intervalle de temps [0, 7']. Les fonctions inconnues de notre probléme P sont le champ

des déplacements u : Q x [0, 7] — R, le champ des contraintes o : Q x [0, 7] — S%, le
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champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R, le champ de déplacements électriques
D :Q x[0,T] = R? le champ d’endommagement 3 : Q x [0,7] — R et le champ
d'usure ¢ : I's x [0, 7] — R.

On sait qu’en général, ’évolution d’un corps matériel est décrite par 1’équation de

mouvement de cauchy
Divo + fo=pii  dans Q x (0,7, (1.6)

ou p: 2 — R, désigne la densité de masse, et "Div" représente 'opérateur divergence
pour le tenseurs; Divo = (oy;,). Le processus d’évolution défini par (1.6) s’appelle
processus dynamique. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier,
par exemple, dans la cas ou le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport

au temps, le terme pii peut étre négligé, dans ce cas 1’équation (1.6) devient
Diveo + fo =0 dans 2 x (0,7). (1.7)

L’équation (1.7) s’appelle I’équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par
(1.7) s’appelle processus quasi-statique.

Nous rappelons que dans le cadre physique, fq et f, varient trés lentement par rapport
au temps, par conséquent, nous supposons que les accélérations dans le systéme sont
négligeables, nous plagons donc le cas quasi-statique et nous utilisons ’équation (1.7).

Puisque le corps est encastré sur 'y, le champ des déplacements s’annule
u=0 sur I'y x (0,7). (1.8)
La condition aux limites en traction est
ov = fo sur I'y x (0,7), (1.9)

f2 étant une donnée du probléme.

Le potentiel électrique s’annule sur la partie I';, de la frontiére

=0 sur I'y x (0,7). (1.10)
Tandis que sur I'y, une charge électrique de densité ¢y est prescrite,

D-v=gqg sur I'y x (0,7). (1.11)

Ce modele piézoélectrique (1.7)-(1.11) sera complété ultérieurement par les conditions

aux limites sur la surface de contact I's.
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Chapitre 1 Lois de comportement piézoélectriques

1.4 Lois de comportement piézoélectriques

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le ten-
seur des déformations et leurs dérivées. Dans la description des phénomeénes purement
électro-mécaniques, par loi de comportement (ou loi constitutive) nous comprenons
dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o, le tenseur des déforma-
tions infinitésimales €(u). Cette définition se modifie légérement dans la description des

phénomeénes électro-mécaniques.

Nous présentons par la suite les lois de comportement de matériaux électro-
viscoélastiques, pour ceci nous prenons en considération le champ de contraintes o =
(0ij), le champ de déplacements mécaniques v = (u;), le champ de déplacements élec-
triques D = (D;), le champ électrique E(¢) = —V, le tenseur piézoélectrique &,
Iopérateur de viscosité A, I'opérateur d’élasticité F, 'opérateur de permittivité élec-
trique B et la fonction de relaxation M. Ceci est naturellement il lui faut ajouté d’autres

relations qui caractérisent le comportement de chaque type de solide.

1.4.1 Loide comportement des matériaux électro-viscoélastiques

Nous considérons ici une catégorie de matériaux ou le tenseur des contraintes o et
le vecteur des déplacements électriques D sont reliés par la loi de comportement

o = Ac(it) + Fe(u) — EE(p), (1.12)

D = &s(u) + BE(yp),

dans laquelle 'opérateur A est I'opérateur de viscosité, F est 'opérateur d’élasticité
pas forcement linéaire, £ = (e;;x) est le tenseur piézoélectrique, B = (b;;) est le tenseur
de la permittivité électrique et E(p) = — 3/ ¢ représente le champ électrique, par

ailleurs £* = (ef;;) = (exi;) dénote le transposé du tenseur £ telle que

Eov=0Ev VoecShvecR? (1.13)
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Chapitre 1 Conditions aux limites de contact et lois de frottement avec usure

1.4.2 Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

avec mémoire longue et endommagement

La loi de comportement d’un matériau électro-viscoélastique avec mémoire longue

et endommagement est donnée par

o = As(u(t)) + F(e(u(t), B(t)) — E°E(p) - /0 M(t = s)e(u(s)) ds,
D = &Es(u) + BE(yp),

(1.14)

ou A et F sont des opérateurs de viscosité et d’élasticité qui sont pas forcément linéaire,
€ = (eiji) est le tenseur piézoélectrique, B est le tenseur de la permittivité électrique,
E(¢) = —V représente le champ électrique, enfin, M est un tenseur de relaxation
qui représente une fonction constitutive non linéaire et décrit le comportement électro-
viscoélastique du matériau.

Nous utilisons la loi (1.14) dans le probléme P qu’on va étudier dans le troisiéme
chapitre de ce mémoire.

[ représente le champ d’endommagement est modélilsé par
B—ke A B+ 0V 3 S(e(u),8) dans Q x (0,7,

ou k. est un coefficient positif et OV est le sous-différentiel de la fonction indicatrice

de I'ensemble K des fonctions d’endommagement admissibles donné par

K={¢c H(Q)/0<&<1p.p. dans Q}. (1.15)

1.5 Conditions aux limites de contact et lois de frot-
tement avec usure

Dans ce paragraphe, nous exposons en détails les conditions aux limites que nous
utilisons dans le probléme de contact en petites déformations. Nous décrivons aussi
bien I'aspect mathématique que mécanique de ces conditions.

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes
normales du champ des déplacements wu,, des vitesses u, ou des contraintes o,. Par

loi de frottement nous comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o, et

12



Chapitre 1 Conditions aux limites de contact et lois de frottement avec usure

le déplacement tangentiel u, ou la vitesse tangentiel ... Notons ici que o, s’appelle
aussi force de frottement.

Nous décrivons maintenant briévement les conditions aux limites sur la surface de
contact I's. Nous introduisons la fonction dusure ¢ : I's x [0,7] — R qui mesure
I'usure accumulée de la surface. L’évolution de 'usure de la surface de contact est régie
par une version simplifiée de la loi d’Archard (voir |31, 32|). La forme rapide de la loi

d’Archard est

¢ = kappy R (||ir — ™)), (1.16)

ou k1 > 0 est un coefficient d’usure, p, est une fonction imposée de la compliance
normale, ;1 > 0 est le coefficient de frottement, v* est la vitesse tangentielle de la
fondation, |u, — v*| représente la vitesse de glissement entre la surface de contact et la
fondation et R* : R, — R, est 'opérateur de troncature défini par

T st r <R,

R (r) =

R st r > R,
ol R étant une constante positive fixe. Nous voyons que le taux d’usure est supposé
étre proportionnel & la contrainte de contact et a la vitesse de glissement. Pour des
raisons de simplicité, nous supposons dans la suite de la section que le mouvement de
la fondation est uniforme. Rappelons que dans le cas de I'usure et p, = p,(u, —h — (),

une version de la compliance normale est donnée par :

—0, =p,(u, —h—=Q), o]l <pu(u, —h (), (1.17)

ol h représente 1’écart initial entre le corps et la fondation. Nous modélisons le contact
par frottement entre le corps électro-viscoélastique et la fondation avec une version de

la loi de frottement de Coulomb. Puisqu’il n'y a qu'un contact glissant il s’ensuit que

(Ur —v")

o, = —upyl (1.18)

iy — v
ces relations fixent des contraintes sur I’évolution de la contrainte tangentielle, en parti-

culier, la contrainte tangentielle est dans la direction opposée a la vitesse de glissement

relative @, — v*.

13



Chapitre 1 Conditions aux limites de contact et lois de frottement avec usure

1.6 Conditions électriques a la surface de contact

Dans ce paragraphe nous allons énoncer les conditions de contact électrique, asso-
ciées aux problémes électro-mécaniques, sur la partie I's de la surface. Nous supposons
que la fondation est condictrice et son potentiel est maintenu a ¢y :

La condition électrique sur I's est donnée par :

D.v :¢(uu _h_C)QSL((zD_QDO) sur I'3 x (OaT)v (119)

ol ¢ et p sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition
représente une condition régularisée qui peut étre obtenue a partir des considérations
suivantes : Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point de la surface (i.e. u, < h), il n'y
a pas des charges électriques sur la surface de contact et le champ de la composante

normale du déplacement électrique disparait i.e.
u, <h=Dv=0. (1.20)

Durant le processus de contact, (i.e. wu, > h) la composante normale du champ de
déplacement électrique ou la charge électrique libre est supposée étre proportionnelle a
la différence de potentiel entre la surface du corps et la fondation, avec une constante

positive k comme facteur de proportionnalité. Ainsi,
u, > h= Dv==Fk(p—p). (1.21)
Combinons (1.20) et (1.21) pour obtenir

Dv= kX[O,oo[(uz/ —h)(¢ — o), (1.22)

oll X[0,0] st la fonction caractéristique de I'intervalle [0, oo[, qui est donnée par :

0 st r<0,
X[0,00] (r) =
1 st r>0.
La condition (1.22) décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte
semblable & la condition bien connue de contact de signorini. Les deux conditions

peuvent étre considérées comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications. Pour

la rendre plus réaliste, nous régularisons la condition(1.22) par la condition (1.19) dans
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Chapitre 1 Conditions aux limites de contact et lois de frottement avec usure

laquelle ¢ est une fonction réguliére qui va étre décrite ci-dessous et ¢, est une fonction

de troncation,

or(s) =4 s si —L<s<IL, (1.23)

ou L est une constante positive trés grande. De cette facon, la différence ¢ — ¢ est
remplacé par ¢r(¢ — ¢o) : Notons que cette troncation ne pose aucune limitation
pratique sur ’application du modele puisque L peut étre arbitrairement grand et donc
dans les applications ¢ (¢ — vo) = ¢ — ©o.

Les raisons de la régularisation (1.19) de (1.22) sont mathématiques. Premiérement,
nous avons besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques lorsque le
contact est établi et donc nous régularisons la fonction Ay dans (1.22) par une
fonction lipschitzienne : Un choix possible est l’'exemple suivant :

.
0 st r >0,

1
Y(r) =< kér si 0<r< 5 (1.24)
, 1
\k: st r< 5

ou ¢ > 0 est un parameétre assez grand. Ce choix veut dire que durant le processus du
contact, la conductivité électrique augmente avec le contact a travers les aspérités de la
surface, et se stabilise quand la pénétration u, — h atteint la valeur —. Deuxiémement,

J

nous avons besoin du terme ¢, (¢ — @) pour rendre le terme ¢ — ¢q borné.
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CHAPITRE 2

OUTILS MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mé-
moire, et donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Partout dans ce chapitre
Q) est un domaine borné et lipschitzien de R(d = 2,3), de frontiére I" représentable
localement comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de R,
étant situé localement d’un seul c6té de I'. Par ailleurs, nous considérons une partition
I" en trois parties mesurables disjointes 'y, 'y et I's d'un c6té et une partition de I'yUT'y

en deux parties ouvertes I', et I'y, d’un autre coté, telles que mesI'y > 0 et mesI’, > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions &
valeurs réelles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, contintiment
différentiables, les espaces de Hilbert, les fonctions p intégrables et les espaces de So-
bolev, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques & la mécanique au
prochaine section. Nous rappelons par la suite les définitions et quelques propriétés de
ces espaces. Nous ne donnons pas de démonstrations afin de pas rallonger la longueur

de ce chapitre.
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Chapitre 2 Espaces fonctionnels

2.1.1 Fonctions continues et continiiment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur €2 est noté par C(£2) et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par :

lWlle@ = sup{lv(@)], = € Q}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et posséde une unique extension

continue sur . Pour tout entier k, I'espace C*(Q) donné par
CH(Q) = {v e C(Q)/D* € C(Q) pour |a| <k},

est 'espace des fonctions k fois continument différentiable sur Q. Il est aussi un espace

de Banach s’il est muni de la norme

olles@y = D D0l c)-

lal <k

L’espace C'*°(£2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
C=(Q) = () C* Q).
k=0

Nous pouvons maintenant parler de ’espace des fonctions indéfiniment différentiables

sur I'ensemble a support compact inclus dans €2, défini par

C5°() = {v € C(Q)/supp v C O,

ou supp v = {v € C®°(Q)/v(x) # 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un

sous ensemble propre de €2, on dit que v est une fonction a support compact dans 2.

2.1.2 Espaces LP(Q2)

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de
Lebesgue et la définition de L'(f2); espace des fonctions intégrables sur €2, muni de

la norme définie par

ol = / fo(x)|da.
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Chapitre 2 Espaces fonctionnels

Définition 2.1.1. L’espace des fonctions p-intégrables dans € peut étre défini par :

LP(Q) = {v mesurables sur Q & valeurs dans K/ |v|P € L'(Q)}.

Grace a Uinégalité de Minkowski, LP(S)) c’est un espace normé, dont la norme noté

1
ol = ( [ foPdz)”
Q

On appelle Uespace de Lebesgue L*°(Q2) 'ensemble

|lvllze, est définie par :

L) = {v: Q — R mesurable; 3 C > 0, |v(x)| < C p.p. sur Q},

munt de la norme définie par

0]l o) = inf{C; |v(z)] < C p.p. sur Q}.

2.1.3 Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H ie. (.,.)g :
H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z I'application de H — R, définie par :

1
Il {la= (u, ) (2.1)
On rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz :
|(w, 0)u| <[l |l vlla, Yu,ve H. (2.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par
(2.1). Soit H' l'espace dual de H c’est a dire I'espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

[0, 0) i 1|
| n|g= sup ———HD
veH—-{0} ||U||H

ot {.,.) ', représente le produit de dualité entre H' et H.
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Chapitre 2 Espaces fonctionnels

2.1.4 Espace de Sobolev

L’espace de Sobolev a permis de résoudre de bon nombre des problémes concernant
les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur I'espaces de Sobolev

H'(Q) défini par :
HY(Q) = {u e L*(Q)/u, € L*(Q), i=1,d}.

On note par Vu le vecteur de composante u,;. On a Vu € L2(2)? pour tout
ue HY(Q).

On sait que H'(Q) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire

(u, U)Hl(ﬂ) = (u, U)L?(Q) + (Wi, Vi )L2(Q)7

et la norme associée
I o= (0 ) ey
alors on a
| u H?fl(Q)IH u Hi%m + [ Vu Hi?(ﬂ)d :

On a les résultats suivants :

Théoréme 2.1.1. (de densité).
C () est dense dans H*(Q).
Théoréme 2.1.2. (Rellich).
HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 2.1.3. (trace de Sobolev).
11 existe une application linéaire et continue § : H'(Q) — L2(T') telle que du = ulp

pour tout u € C1(Q).

Remarque 2.1.1. L’espace L2(T") ci-dessus représente lespaces de fonctions réelles
sur T qui sont L? pour la mesure superficielle dT'. L’application § s’appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l'application u — u|p

définir pour u € C*(Q).
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Remarque 2.1.2. On note que lapplication de trace § : H'(Q) — L*T) est un

opérateur compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00|, nous définissons l’espace
de Sobolev W*P(Q) par :

WEP(Q) = {u € LP(Q)| Va, |a| < k; v, € LP(Q), tel que ,v, = D*u},

Remarque 2.1.3. Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier

D%u et v,.

La norme sur I'espace W*?(Q)) est donnée par

3=

si 1<p<oo,

( >, || D%u ||€p(9) )

|| u HW’“P(Q): o<k

max || D%u || (o) si p=oo.
|| <k
Pour p = 2, on note par H*(Q) I'espace W*2(Q) et la norme précédente provient
d’un produit scalaire.

Pour plus des détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur, par exemple,

a[1, 10].

2.2 Espaces liés au probléme a étudier

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u

et o :

/

H={u=(u) /u; € L2(Q)} = L2(Q)%,
H={0=(0y) | 0ij = 0j; € L2(Q)} = L2(Q)%*,
Hy = {u= () / =(u) € H} = H'(Q)",

Hy = {0 € H / Dive = (04;;) € H}.
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Les espaces H,H, H, et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants :
(u, )H—/uzvzdx Yu,v € H,

iTiidr Y € H,
/QUJT] o, T (2.4)

u, ) g + (e(u),e(v))y Vu,v € Hy,

(u U)H1

(
(0,7)3, = (0,7)y + (Dive,Divr)y Vo, 7 € Hy,

\

oue: Hy — H et Div: H; — H sont respectivement les opérateurs de déformation et

de divergence, définis par

() = (23 (w), €i5(u) = 5 (usy +u3:), Dive = (035).

Les normes sur les espaces H,H, H; et H; sont notées par || - ||, || - lln, || - &, et
|| - |3, respectivement.

Puisque la frontiére I' est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour
désigner la trace yv de v sur I'. Rappelons que I'application de trace v : H; — L?(I")? est
linéaire et continue, mais n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est
notée par Hp = H2(T')% ce sous-espace s'injecte continiment dans L2(I')%. Désignons
par Hy le dual de Hy, et (-, '>H’Fpr le produit de dualité entre Hy et Hp. Pour tout

o € Hy, il existe un élément ov € Hy tel que :
(ov, ’yU)H vy = (0,€(v))y + (Divo,v)y Vv € Hy. (2.5)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule

(ov, 7”>H’FxHF = /O'V -vda Vv € Hy. (2.6)
r

Donc, pour ¢ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(0,6(v))y + (Divo,v)g = /01/ -vda Vv € Hj. (2.7)

r
Par ailleurs, soient u et v deux fonctions assez réguliéres, elles vérifient la formule de

Green suivante :

/Auvdx—/Vu Vvda:—l—/—vda (2.8)
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Nous introduisons au présent un sous-espace fermé de Hy, dont la définition est donnée
ci-aprés

V={veH /v=0 surly}. (2.9)

Soit mesI'y > 0. Alors il existe une constante cx > 0 dépendant uniquement de €2 et

I'y vérifie 'inégalité suivante, dite inégalité de Korn
le() Iz cx [ vllm YoeV. (2.10)

Une preuve de cette inégalité peut étre trouver dans ([27] p.79)

Nous considérons sur I'espace V, le produit scalaire donné par

(u,v)v = (e(u),e(v))n Yu,v € V. (2.11)
Soit || - ||v la norme associée, i.e.
v llv=Ile(v) ||lu Vv e V. (2.12)
Par l'inégalité de Korn et (2.4), il vient que || - ||, et || - |[v sont des normes
équivalentes sur V et ainsi (V,|| - ||v) est un espace de Hilbert.

En effet, d’aprés (2.4)
(u, 0) i, = (w,0) i + (e(u), £(0)) -

Alors
1
ol = (lollF + lle()liF)? -

En utilisant (2.10) et (2.12), il résulte
e llvllm <[lvllv= 1)l (2.13)

Alors || - ||, équivalent || - ||4.
En outre, d’aprés le théoréme de trace de Sobolev, on trouve qu’il existe une constante

co > 0 dépendante uniquement de Q,I'; et I's telle que :
| v 2y co || v [y Yv e V. (2.14)

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnus élec-

triques (Le champ des déplacements électriques D et le potentiel électrique ) de
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probléme électro-mécanique qui va étre introduit dans ce mémoire. Soient les espaces

W={pe H Q) /d=0surl,},
W ={D = (D;) / D; € L?(Q),divD € L*(Q)},

ou divD = D;;. Ces espaces W et VW sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par

(p, ¢ w—/ch,V¢dx (D, E)w /Dde—i—/leD div Edzx. (2.15)
Q

Soient || - [[w et || - | les normes associées;
Ie lw=Il Vo llu, I D Iy=I D Ili + || divD [If2q - (2.16)
Puisque mesT', > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,

| Vé lu=crll ¢ o), YoeW, (2.17)

ol cp > 0 est une constante qui ne dépend que de €2 et I',. Une démonstration de
I'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé, par exemple dans [10].

Il s’ensuit de (2.16), et (2.17) que || - ||g1(q) et || - ||w sont des normes équivalentes sur
W et donc (W, || - ||w) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace

de Sobolev, il existe une constante ay dépendant uniquement de 2, I', et I's telle que

DIl 2y < aoll@llw, Vo€ W. (2.18)

Aussi, rappelons que lorsque D € W est une fonction réguliére, la formule de Green

est satisfaite

(D, Vo) + (div D, @) 120 /D vpda Vo € H'(Q). (2.19)

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions dé-
finies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel. Soit

0<T < ooetsoit (X, | -] x) un espace de Banach réel.
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Définition 2.3.1. Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous-
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,)nen de fonctions appartenant &

Ce(0,T; X) telle que ||un(t) — u(t)||x — 0 quand n — +o0, pour tout t € [0;T|/E.

Définition 2.3.2. Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable en t, €

du
(0,T) s’il existe un élément E(to) € X appelé la dérivée forte de u en ty, tel que

lim Hl< (to+ 1) — u(t)) — 22

n0 at (0l =0

Définition 2.3.3. Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite

(Un)nen de fonctions appartenant a C.(0,T; X) telle que

1m1/ﬁmAﬂ—u@mﬂﬁ=u

n—-4o0o

Théoréme 2.3.1. (Bochner). Une fonction u : [0,T] — X mesurable et intégrable si

et seulement sit — ||u(t)||x : [0,T] — Ry est intégrable. Dans ce cas

I vl < [ o

2.3.1 Espace de Lebesgue LP(0,7; X)

Soit 1 < p < oo. L’espace de Lebesgue LP(0,T; X) est I'ensemble des classes de
fonctions u : [0,T] — X mesurables, telles que Uapplication t — ||u(t)||x appartient

LP(0,T). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

||| e 0,x;7) / llu(t)|% dt si 1<p< oo,
||| o 0,x;7) = inf{c >0 / Hu( Mx <c pp. t€(0,T)} si p=oc.

Proposition 2.3.1. 1. L?(0,7; X)(1 < p < 00) est un espace de Banach.

2. 81 X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X) est

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u,v)r2(0,7:x) :/o (u(t),v(t))xdt.

3. L7(0,T;X) C L10,T; X), avec injection continue, 1 < q¢ <r < 0.
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4. Si X est un espace de Hilbert, alors
LP(0,T; X) = LU0, T; X), si 1<p,q< oo,
LY0,T; X) = L™®(0,T; X),
ou LP(0,T; X)) représente le dual de l’espace LP(0,T;X),1 <p < 0.

Définition 2.3.4. Soit u,w € L'(0,T;X). La fonction w s’appelle la dérivée généra-

lisée d’ordre n de u sur (0,T) si

/OT o™ (Hu(t)dt = (—1)" /OTgo(t)w(t)dt, Yo € C>(0,T)

C(0,T) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables a support compact

dans (0,T). Nous écrivons w = pourn =1 et w = u™ pour n > 2.

2.3.2 Espace de Sobolev W*?(0,T; X)

Définition 2.3.5. Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev W'P(0,T; X) est l’espace des
fonction u : [0, T] — X telles que u € LP(0,T; X) et u € LP(0,T; X). WHP(0,T; X) est

un espace de Banach munt de la norme
[ullwrrrx) = llullzrorx) + il Leorx)-
En particulier, WH2(0,T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.

Définition 2.3.6. Une fonction u : [0;T] — X est dite absolument continue si quelque
soit € > 0, il existe § = d(e) tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints,
inclus dans [0;T], tels que 3 (b — a;) <6 on a ) |u(b;) —u(a)|y <e.
Théoréme 2.3.2. Soit 1 < p < 00, X un espace de Banach réflexif et soit u €
LP(0,T;X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ue Wh(0,T; X).

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la

dérivée forte dans LP(0,T; X).

3. Il existe ug € X et g € LP(0,T; X), telles que
t
u(t) = ug +/ g(s)ds Vvt e[0,T].
0
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Théoréme 2.3.3. Si la fonction u appartient a l'espace W'P(0,T; X), p € [1,00].

Nous avons alors :
t
1 JJu(t) — u(s)]|x < / la(r)||xdr 0<s<t<T,

2. si de plus p < oo, on a
t
[u(t) —uls)lk < (t - 8)”/ [a(r)|lxdr 0<s<t<T,
3. sip=o00, on a
[u(t) —u(s)l[x < lulleorxy 0<s<t<T.

Théoréme 2.3.4. Dans le cas ou U'espace (H, (.,.)y) est un espace de Hilbert et si la

fonction u appartient a l'espace WY2(0,T; H), alors

1
1. la fonction t — §||u(t)|]%, est une fonction absolument continue sur l'intervalle

10,71
2 SOl = (o) u()n b+ €0, T
5. Sl = 5O + [ (0. ut)nds Ve .7

Ces quelques propriétés achévent cette section. Pour plus de détails sur les résultats

dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par exemple aux références|27, §]

2.4 Eléments d’analyse non linéaire dans un espace

de Hilbert

Nous commongons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement
monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert A muni du
produit scalaire (.,.)y et la norme associée || - ||z et H l'espace dual de H en notant

par (.,.) . pour le produit de dualité entre H et H .

Définition 2.4.1. L’opérateur A: H — H' est dite :

1. monotone si

(Au — Av,u —vygrxg >0 Yu,v € H;
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2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u — V) g > mlu — |3 VYu,v € H;
3. de Lipschitz sl existe L > 0
|Au — Av||gr < Llju —v||lg  Vu,v € H.

4. hemicontinu si pour toute suite numérique (\,) C R telle que A\, — X\ lorsque

n — +00 on a
(A(u+ M), w) g g = (Alu+ Av), w) g quand n — +o0.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :
Proposition 2.4.1. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Théoréme 2.4.1. Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — H un opérateur lipschit-
zien et fortement monotone. Alors, pour chaque f € H, il existe un élément unique

u € H tel que Au = f.

Le théoréeme 2.4.1 montre que si A : H — H un opérateur lipschitzien et fortement
monotone défini sur un espace H de Hilbert, alors A est inversible. Les propriétés de

son inverse, noté A~!, sont données par le résultat suivant.

Proposition 2.4.2. Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — H un opérateur
lipschitzien et fortement monotone. Alors, A~' : H — H est un opérateur lipschitzien

et fortement monotone.

Théoréme 2.4.2. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz,
K un convexe fermé non-vide de H et f € H. Alors l'inéquation variationnelle ellip-

tique de premiére espéce admet une solution unique.

Définition 2.4.2. Soit une fonction j : H — R.

1. La fonction j est dite propre si elle n’est pas identiquement a +oo, c’est-a-dire s’il
existe u € H tel que j(u) < +00, et si elle ne prend jamais la valeur —oo.

2. La fonction J est dite conveze si

jltu+ (1 — ) < tj(u) + (1 — 1)), Yu,0 e H, Yt e [0,1].
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3. La fonction J est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en u de l’espace H, si

pour toute suite (uy), d’éléments de H convergeant vers u dans H, elle vérifie

liminf j(u,) > j(u). (2.20)

n—oo

4. La fonction j est dite s.c.i. sur H si elle est s.c.i. pour tout point de H.

Proposition 2.4.3. Si la fonction j : X — R est convexe, propre et semi-continue

inférieurement alors elle faiblement semi-continue inférieurement et réciproquement.

Théoréme 2.4.3. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz
et j une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement et f € H. Alors

["inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce admet une solution unique.

Soit H un espace de Hilbert doté du produit scalaire (.,.)y et la norme associé ||.]|.
Soit maintenant un opérateur A: H — H, K C H, j : H — |—00, +00] une fonction
propre et f € H. Plusieurs problémes aux limites des équations aux dérivées partielles
en mécanique des milieux continus conduisent a une probléme mathématique ayant la

forme suivantes : Trouver u tel que
ue H (Au,v—u)g+j)—ju) > (f,v—u)g Yve H. (2.21)
Ce probléeme est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce sur H.

Théoréme 2.4.4. Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz
et j une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement et f € H. Alors

linéquation variationnelle elliptique de seconde espéce admet une solution unique.

Les démonstrations de ces théorémes de cette section peut étre trouvée par exemple

dans [18, 21, 23].

2.5 'Triplet de Gelfand

Tout d’abord, nous rappelons le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet. L’im-
portance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur un espace de Hilbert

H peut se représenter a 'aide du produit scalaire.
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Théoréme 2.5.1. (Représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un espace de Hilbert

et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H unique tel que

<¢7U>H’><H = (f, U)H Vv € H.

On a de plus
1@l =11 fu-

Pour une démonstration de ce théoréme voir par exemple ([10] p. 81-82) . L’appli-
cation ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier H et H'. Soit
maintenant H un espace de Hilbert réel tel que V' dense dans H et 'injection V' C H
est continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V, on peut alors prolonger H
dans V' gréace au procédé suivant : étant donné f € H, l'application v € V — (f,v)y
est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V' ; on la note T'f € V' de sorte
que

(Tf,v)vixv = (f,v)g, VfeH, YveV.
On vérifie que T : H — V' posséde les propriétés suivantes
W) NTflv<Clflla VfeH.
(2) T est injective.
(3) T(H) est dense dans V.

En général T n’est pas surjective de H sur V'. A 'aide de T' on prolonge H dans V' et
on a le schéma

VCH=H cCV, (2.22)

ol les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de

Gelfand. On dit que H est 'espace pivot.

Maintenant, nous donnons un théoréme trés important pour étudier le propléeme P

qu’on va étudier dans le troisiéme chapitre de ce mémoire.

Théoréme 2.5.2. Soit V C H C V' est un triple de Gelfand, K est un sous-ensemble
fermé non vide et convexe de' V', et soit A : V. — V' est un opérateur linéaire, symétrique

et continu qui satisfait
3Cy € R et O3 > 0 telle que (Av, v)yixy + Collv||3 > Csllvll}, Vv e V.
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Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T;V"), il existe une unique fonction u qui satisfaite

uwe L*0,T;V)NC0,T; HynWh(0,T; V') (2.23)

u(t) € K, vt € [0, 1), (2.24)

(W), v — u(®))vrxy + (Aut), v — u®))vixy
> (f(t),v —ult)yxv, VveK,ppte(0,T), (2.25)

u(0) = up. (2.26)

Siug € K et f € L?(0,T; H), alors il existe une unique fonction u qui satisfaite (2.24)
- (2.26) et vérifie uw € WH2(0,T; H) N L*(0,T; V)

Sous différentiabilité.
Si X désigne un espace de Hilbert et K un sous ensemble de I'espace X. Considérons

la fonction ¥ définie par

0 St u e K,
Vi (u) =
+oo  si ué¢ K,
on appelle ¥ fonction indicatrice. Nous savons que ’ensemble K est fermé, non vide

et convexe si et seulement si sa fonction indicatrice ¥k est une fonction propre, convexe

et semi-continue inférieurement.

Définition 2.5.1. Soit une fonction j: X — R et u un élément de lespace X tel que
j(u) # oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté 0j(u), est l'ensemble défini

par
dj(u) ={u" € X'/j(v) > j(u) + (v, v — u)xxx, Yv € X}.

Rappelons que le crochet (.,.)x/«x désigne le produit de dualité entre X' et X. Tout
élément v’ de 'ensemble 0j(u) est appelé sous gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si 0j(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable

si elle l’est en tout point u de ’espace X. Soit K un sous-ensemble convexe non vide
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de l’espace X. Considérons la fonction indicatrice Vg de l’ensemble K, nous avons
de suite que si u & K alors Oy (u) = 0. Supposons alors que u € K, il vient que si
u € O (u) alors (u',v—u) xwx <0, pour tout v € K. Nous pouvons ainsi caractériser
le sous-différentiel OV (u) d’une fonction indicatrice Vi d’un ensemble convexe K non

vide en u € K par

M (u) ={u € X' /(v ;v —u)xwx <0,Vv e K}. (2.27)

2.6 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans cette thése
pour démontrer 'existence et 'unicité. Soit X un espace de Banach muni de la norme
|.llx, & C X une partie de X et soit A : K — X un opérateur défini sur K. On

s'intéresse a l'existence d’une solution de I’équation
Au=u, uwek. (2.28)
Une telle solution de (2.28) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 2.6.1. (Théoréme du point fize de Banach). Soit K une partie non
vide et fermé de l'espace de Banach X et soit A : K — K wune contractante, i.e,
3k €]0, 1] tel que

[Au — Av||x < Ek|lu—2|x, u,veK.

Alors il exists un unique élément u € K tel que Au = u, i.e, A posséde un point fize
unique dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théoréme de point fixe de Banach que nous
présentons ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de 'opérateur A sont définies récursive-

ment par

A=A (A”’l) pour n > 2.

Théoréme 2.6.2. Sous les mémes conditions du Théoreme 2.6.1, on suppose que A™
est une contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fize unique

dans K.

Les démonstrations des théorémes 2.6.1 et 2.6.2 peuvent étre trouver dans [21].
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2.7 Lemme de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution. Pour
avoir plus de détails sur le rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter
par exemple [22|. Notons par ailleurs que dans certains paragraphes de ce mémoire,

!

nous allons utiliser la version " presque partout" qu’on note par p.p. de ces lemmes.

Lemme 2.7.1. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €0, 7] soit a > 0 une constante, et 1 € C([0,T];R) est une fonction telle que

1. Si
o) <a+ [ moyis+ [nsuis el
alors
W(t) < (a + /Otm(s)ds) exp (/Otn(s)ds) vt € [0,T].
2. 9%
o) <mit)+a- [ vis e 0.1
alors

[ vs <t [Fmsas vie .1

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 2.7.1. Soient n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et
soit a > 0. Siy € C([0, T];R) est une fonction telle que
t
P(t) < a+/ n(s)y(s)ds ¥t e [0,T],
0
alors
t
Y(t) < a-exp (/ n(s)ds) Vt € (0,77,
0
Le corollaire 2.7.1 est souvent utilisé pour montrer 1'unicité de la solution, de la

facon suivante. On suppose deux solutions, en notant par v la norme de la différence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer v sous la forme

wwsﬁ%@wwm vt € 0,71,

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire 2.7.1 donne immédiatement

la nullité de .
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CHAPITRE 3

PROBLEME ELECTRO-VISCOELASTIQUE AVEC
USURE ET ENDOMMAGEMENT

N ous dérivons dans ce chapitre un modéle mathématique dans un processus quasi-
statique d’un probléme de contact avec compliance normale pour de matériau électro-
viscoélastique, nous supposons que le contact est modélisé avec conditions d’usure et
d’endommagement. Ce chapitre comporte trois sections, dans la premiére nous écri-
vons le probléme mécanique, ensuite dans la deuxiéme nous présentons la formulation
variationnelle du probléme, enfin, dans la troisiéme section, nous prouvons l’existence

et I'unicité de la solution du probléme.

3.1 Formulation mécanique du probléme

Le probléeme peut se formuler de la maniére suivante
Probléme P. Trouver un champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R%, un champ des
contraintes o : Q x [0, 7] — S, un champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0, 7] — R, un
champ des déplacements électriques D : Q x [0, T] — R, un champ d’endommagement

B :Qx1[0,T] = R et qu'un champ d’usure ¢ : T's x [0,7] — R tels que

33



Chapitre 3 Formulation mécanique du probléme

o= Ae(i) + F(e(u), 5) + /Ot M(t —s)e(u(s))ds +E v p dans Q x (0,7), (3.1)

D=CE8s(u)— By dans Q x (0,7), (3.2)
B —kAB + 0V (B) 3 S(e(u), B) dans Q x (0,7), (3.3)
Divo + fo =0 dans Q x (0,7), (3.4)
divD = qq dans Q x (0,7), (3.5)
u=0 sur I'y x (0,7, (3.6)
ov = fo sur I'y x (0,7), (3.7)
(
—0y = Pv
lorll < upy
(e — %) sur I's x (0,7, (3.8)
Or = =Py Si Uy # 0
[r — v¥]]
(¢ = kappy B ([Jir — o)),
o8 =0 sur I' x (0,7), (3.9)
v
=0 sur T'y, x (0,7, (3.10)
Dv=q sur I'y x (0,7), (3.11)
D‘V = ¢(UV - h - C)gbL(SO - 900) sur F3 X (Oa T)7 (312)
u(0) =up,  BO)=pH, ¢0)=0 dans Q. (3.13)

Les équations (3.1) et (3.2) représentent la loi électro-viscoélastique & mémoire longue
et endommagement, les équations (3.3) décrit 1’évolution d’endommagement ou S la
fonction source d’endommage, k. est un coefficient positif et 0¥, est le sous-différentiel
de la fonction indicatrice de I’ensemble admissible K des fonctions d’endommagement
défini par (1.15), les équations (3.4) et (3.5) représentent les équations d’équilibre
de contraintes et de déplacements électriques, tandis que les équations (3.6) et (3.7)
représentent les conditions aux limites de déplacements et de tractions, 1'équation (3.8)
représente une condition de contact et une loi de frottement et loi d’Archad, ou ky > 0
est une coefficent d’usure, p = p (¢, ||4, — v*||) et p, est une fonction de la compliance
normale, ot p, = p,(u, —h — (). L’équation (3.9) représente des conditions aux limites

0 :
de neumann homogéne pour le champ d’endommagement sur I', o a—ﬁ est la dérivée
v
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normale de /3. Les équations (3.10) et (3.11) représentent des conditions aux limites
électriques, les équation (3.12) est la condition de conatact électrique sur I's. Dans
I'équation (3.13) ug et [y sont des conditions initiales données de déplacements et
d’endommagement et ((0) = 0 signifie qu’au moment initial le corps ne subit aucune

usure antérieure.

3.2 Formulation variationnelle du probléme

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme P on introduit le sous-espace
fermé V de H(Q2)? défini par (2.9). Nous énongons des hypothéses pour les données,
pour ceci nous supposons que :

L’opérateur de viscosité A : 2 x S¢ — S satisfait

(
(a) il existe une constante L4 > 0 telle que

[A(z,e1) — A(z,€2)|| < Laller — &2
Ver,e0 €SY pp. €,

(b) il existe une constante my4 > 0 telle que

(A(z,61) — A(z,29)) - (61 — £2) > mua ||er — &%, (3.14)
Vei,e0 €SY pp.z€Q,

(c) lapplication = +— A(x,e) est Lebesgue mesurable dans (2,

pour tout € € S¢,

| (d) lapplication  — A(z,0) € H.

L’opérateur d’élasticité F : Q x S x R — S? vérifie
(
(a) il existe une constante Lz > 0 telle que

| F (2, e1,m1) — F (z,€2,m2)[| < L ([[er — 2| + [r1 —72]),
Ver,e0 € S4Vr, 19 €R, p.p. = € Q,
(3.15)
(b) lapplication x — F(x,e,r) est Lebesgue mesurable dans (2,

pour tout € € S% et r € xR,

(¢) lapplication z — F(z,0,0) € H.
\
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La fonction d’endommagement de la source S :  x S x R — R vérifie
(
(a) il existe une constante Lg > 0 telle que

|S (x,e1,7m1) — S (x,69,72)| < Lg (|ler — &2 + |1 — 7o),

Vei,e0 € S4 Y, ER, pp. x €9,

(3.16)
(b) pour tout ¢ € S? et r € R,
l'application z +— S(z,e,7) est Lebesgue mesurable dans €2,
\(c) I'application z — S(z,0,0) € L*(Q).
L’opérateur de relaxation M satisfait
M e C0,T;Hoo), (3.17)
oll H est I'espace du champ de tenseur du quatriéme ordre donné par :
Hoo ={E = (Eiji)/Eijit = Eriij € L>(Q), 1 <4,j,k, 1 <d},
qui est un espace de Banach réel muni de la norme :
1Bl = a1 Bl oy
La fonction de compliance normale p, : I's x R — R, satisfait
( (a) il existe une constant L, > 0 telle que
Do (z,u1) — pu(x,ug)| < Ly|ug —us| Yuy,ug € Rp.p. z€Q,
(b) pour tout u € R, z — p,(z,u) est Lebesgue mesurable, (3.18)
(¢) pu(z,u) =0 pour tout u < 0,p.p. z € ['s,
\(d) po(z,u) < pi pour tout u € R, p.p. = €T}
La fonction de le coefficient de frottement p : I's x R? — R, satisfait
( (a) il existe une constant L, > 0 telle que
l(z, a1, b1) — p(, az, ba)| < Ly (Jar — as| + [by — bel)
Yai,as,b1,b0 € R p.p. x € I's,
(3.19)

(b) lapplication x +— u(x,a,b) est Lebesgue mesurable sur I's,

Va,b € R,

(¢) u(z,a,b) < p* Va,b€R,p.p.z €l
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L’opérateur de permittivité électrique B = (b;;) : Q x R? — R? satisfait

.

(b) bij = bjs, bij € L>(2),

(c) il existe une constante mp > 0 telle que

| BEE> mp||E|?> VE = (E;) € R p.p. z € Q.

L’opérateur piézoélectrique £ : Q x S — R? satisfait

La fonction de conductivité électrique de surface ¢ : I's x R — R,

;

On suppose aussi que les forces de corps et les tractions de surface satisfont

(a) E(x)T = (ewyr(T)T)i) VT = (1) € S p.p. x e,

(b) Cijk = €ikj € LOO(Q)

(a) il existe une constant L, > 0 telle que

[Y(z,u1) — (2, uz)| < Ly|ur — ug] Vui,ug € R, p.p. z €1,

(b) il existe une constant Ny > 0 telle que

[(x,u)] < Ny Yu e R p.p. v €Ty,

(c) lapplication x +— v (z,u) est Lebesgue mesurable dans I's

pour tout u € R,

\ (d) lapplication x — 1(z,u) = 0 pour tout u < 0.

fo€ C(0,T; H), fa € C(0,T; L*(I'y)%).

q € C(0,T; L*(Q)), ¢ € C(0,T; L*(Ty)).

(a) B(x)E = (b(x)E;) VE=(E;) €eRpp. z€Q,

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Nous supposons que la fonction d’écart h, le potentiel donné de la fondation g, le

chamq de déplacement initial ug et le champ d’endommagement initial 3, satisfont

h€L2<F3),hZO p.p.xefg, @OELZ(Fg), erv, 506[(.

On définit la forme bilinéaire a :H'(Q) x H*(Q2) — R par

a(¢, V) = rﬁe/ch.Vﬁ dx.
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Ensuite, nous définissons les quatre applications f : [0,7] — V, ¢ : [0,T] — W,

J:VXVXVxL*T3) —>Rety:V xW x L*T'3) — W par

(f(t),v)v = /Q fo(t)vdz + : fo(t)vda,

mawmwzlﬁMWMx—/qxwwm

Ty

J(u,v,w, () :/ Py (U, —h — {) w,da

s

+//mww—h—éwwfﬂﬂwm
s

(7(“7 ¥, C)a ¢)W - . ¢(uu —h— C)QSL((P - @0)¢da

Pour tout u,v,w € V,{ € L*(T'3), 0, ¢ € Wet t € [0,T].

La fonctionnelle j : V x V x V x L?(I'3) — R satisfait

pour tout g,w € V et ¢ € L*(T3) : v+ j(g,w, v, ()
est propre, convexe et semi-continu inférieurement sur V.

On remarque que les conditions (3.23) et (3.24) impliquent

feC,1T;,v), qe C0,T;W).

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Pour la formule variationnelle dépendante des deux variables mécanique u et o, la

formule de Green (2.7) permet de donner, pour u € V

(0,e(v—1))y + (Divo,v —4)y = /au-(v—ﬂ)da Yo eV,

r
ou encore d’aprés (3.4)
(o,e(v —10))5 — (fo,v—U)g = /0'1/ (v —1u)da Yv e V.
r

Mais on a

/Fm/-(v—u)da:/Flaw(v—u)da—i—/FQm/-(v—u)da—l—/rgol/-(v—U)da.
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En utilisant (3.6) et (3.7), il devient

/au-(v—u)da: fg-(v—u)da—l—/m/-(v—u)da.
r Iy Is

La formule (1.3) donne

/ ov-(v—1)da = / o, (v, — 0, )da + / o-(v; —u,)da.
FS FB Fg
On a d’aprés (3.8)

/ o, (v, —,)da = —/ po(v, — u,)da,
F3 I_‘3

et comme p, = p,(u, — h — (), alors

/1_‘3 JV(UV - uu)da = - /1_‘3 pu(uu —h— C)Uuda + /1_‘3 pu(uu) —h— C)uudaa

ainsi

/ o, (v — u,)da = / o (v — v+ 0" — 4, )da = / o, (v, —v*)da — / o, (i, —v*)da.
I's I's I's I's

Si 4, # v*, on a d’aprés (3.8)

[t = ]|

/ o (v, —t,) = —/ ,upl,M(vT —v")da +/ ,up,,u(m —v")da
F3 F3 - F3

e Ly W ot IR
S o o

. * . * |2
Ur — U % Ur — U
- P b TN / P s
F3 FS

[t = v*]] [t —v*]]

= [ wlor = lda+ [ plits v da
I's

I's
Alors, comme p, = p,(u, —h — (), on a
/ o (v; =ty )da > _/ Upu(uu_h_o“UT_v*Hda""/ ppy (u, —h = Q) ||, —v*||da.
I's I's I's
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Si 4, = v*, on a d’aprés (3.8)

/ o (v; — U, )da = / o (v, —v)da
F3 1—‘3

>~ [ Jou(o, — v")||da
I's

> [ =l - v"da
I's

Z/ —ppy||v- — v*||da.
I's

Donc

/ UT(UT—uT)daz—/ ,up,,(u,,—h—C)HvT—v*Hda—l—/ ppy(u, —h —Q)|ju, —v*||da.
I's I's I's

Enfin, en utilisant (3.27), il résulte, d’aprés la définition (3.29) de la fonction j, pour
te 0,7

(o(t), e(v —a(t))y + j(ult), a(t),v,¢(t) — jlut),u(t), u(t), C(t))
> (f(t),v—u(t))v Yo eV,

Pour la formule variationnelle dépendante des deux variables électriques, la formule

de Green (2.19) permet de donner, pour D € H
(D,Vo)u + (divD, d)r20) = /D.ngda, Vo € H'(Q).
r

Or pour le dire
/DV¢d$+/divD¢dx = /D.ngda, Vo € H'(Q), (3.33)
Q Q r
ou

/ D.voda = D.voda + D.voda + D.voda.
r T,

Iy I's

Pour ¢ € W on a
¢ =0surl,.

Alors, il résulte selon (3.11 ) et (3.12)

[ Dvoda= [ woda+ [ 0t~ - Ooule— eolda
T Ty I's

Donc d’aprés (3.5), 'équation (3.33) devient
[ ovots+ [ aode = [ modat [ ot o - Qonte - puida
Q Q Iy I's
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Ou encore

/ DVodr = — / Q0bda + / édat | P((u — o — Obrle — wo)da.
Q Q Ty I's

Il vient, d’aprés la définition (3.28) et (3.30) pour t € [0, 7]

Pour la formulation variationnelle dépendante de la fonction source d’endommagement,

en utilisant (3.3)
OVk(B) 3 S(e(u),B)—B+k.AB  dans Qx (0,7).
Nous utilisons la définition (2.27) de la fonction de sous-différentiel
(S(e(u), B) — 5 +kAB,E — 5)L2(Q) = (S(e(u), B),€ - ﬁ)L?(Q) - (575 —B)r2
+ke<Aﬁ7§ - B)LQ(Q) < 07
la formule de Green (2.8) donne
9p
@336 8) =~ [ Vav(E- Do+ [ Tie - Bda
Finalement, on a d’aprés (3.9) et (3.26)
B(t) € K, (B(1),€ = B(t)) 12 + alB(t), € — B(1))
> (S(e(u(t)), B(1)), € = ﬁ(t))wm,% € Kpp te(0,T)

Enfin, on obtient la formulation variationnelle du probléme P.

Probléme PV. Trouver un champ des déplacements u : [0,7] — V, un champ des
contraintes o : [0,7] — H;, un champ de potentiel électrique ¢ : [0,7] — W, un
champ des déplacements électriques D : [0,7] — W, un champ d’ endommagement
B :10,T] — HY Q) et une fonction d'usure ¢ : [0,7] — L*(T3), telle que pour tout
te0,7]

o(t) = Ae(a(t)) + F(e(u / M(t — s)e(u(s))ds + £ 7 o), (3.34)

(o(t),e(v —u(t))n + j(ult), a(t), v, C(t) — j(ult), u(t), u(t), ¢(t))
> (f(t),v—a(t))v Vo €V, (3.35)
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D(t) = E=(u(t)) - B v ¢(t), (3.36)

B(t) € K, (B(t), & = (1)) L2() + a(B(t), € — B(1))

> (S(e(u(t)), B(), & — B(1)) 20, VE € Kp.p. Vi € [0,T), (3.38)
é = kl/L(Ca |1l7. - U*Dpu(uu —h— C)R*(‘UT - U*Da (339)
u(0) = uo, B(0) = Bo, ¢(0) = 0. (3.40)

On remarque que le probléme variationnel PV est formulé en termes de champ des
déplacements, de champ des contraintes, de champ de potentiel électrique, de champ
des déplacements électriques, de champ d’endommagement et d’une fonction d’usure.
Les fonctions u, o, ¢, D, 3 et ¢ qui satisfont (3.34)-(3.40) sont appelées solution faible du
probléme de contact P. L’existence de la solution unique au probléme PV est énoncée

et prouvée dans la section suivante.

3.3 Existence et unicité de la solution

L’objectif principal de cette section est de prouver 'existence et 1'unicité.

Théoréme 3.3.1

D’aprés les hypotheses (3.14)-(3.25) et (3.31) sont veérifiées. Alors si ¢gpiL,, < ma

mpcCr

et Ny < 5—, il existe une solution unique {u,o,¢, D, 3,(} au probléme PV. De
a

0
plus la solution satisfait

ue CH0,T;V), (3.41)

o€ C(0,T;H,), (3.42)

p € C0,T; W), (3.43)

D e C(0,T; W), (3.44)

Be HY0,T; L*(Q)) N L*0,T; H(Q)), (3.45)
¢ € CH0,T; L*(Ty)). (3.46)
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Nous concluons que sous les hypothéses (3.14)-(3.25) et si ¢2pi L, < m et Ny < mB;F
a

le probléme mécanique P admet une unique solution faible (u, o, p, D, 3, () vérifiant
(3.41)-(3.46). La preuve du théoréme 3.3.1 s’effectuer en plusieurs étapes, que nous
démontrerons dans ce qui suit. Ci dessous, ¢ désigne une constant positive générique
qui peut dépendre de 2, I'1, I's, I's, A, £, F, M, B, ¥, p,, i et T mais ne dépend pas
de t ni du reste des données d’entrée et dont sa valeur peut changer d’un endroit a

lautre.

Premiére étape

Soient ¢ € C(0,T;L*('3)), n € C(0,T;H), g € C(0,T;V) et w € C(0,T;V) de
données. On considére le probléme variationnel suivant :
Probléme P, : Trouver le champ de déplacements v¢yg,, @ [0,7] — V et un champ

de contraintes o¢ygy ¢ [0,7] — H telle que pour tout ¢ € [0, 7]
Tengw(t) = A (Vengu(t)) +n(t), (3.47)
(0cngw(t), €(V = Vengu (1)) (9(1), w(t), v, C(1)) = 5(g(t), w(t), vengu (L), C(¢))
> (f(t), v — vengw(t))v YveV. (3.48)
Pour étudier le probléeme PV, on a besoin du lemme suivant.
Lemme 3.3.1. Le probleme PViy,g0 a une unique solution (Veygw, Ocngw)telle que
Vengw € C(0,T5V), Tengw € C(0,T;Hy). (3.49)

Preuve :

Nous définissons I'opérateur A : V' — V par
(Au,v)y = (A(e(u)),e(v))y Vu,v e V. (3.50)
D’aprés (3.50), on a
(Au — Av, Au — Av)y = (Ae(u) — Ae(v), e(Au — Av))y.
Alors, selon (3.14)(a), on trouve

[Au — Avlly, < [|(Ae(u) — Az(v)[llle(Au — Av) |3,
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< Lalle(u) = e(v)l[xlle(Au — Av)|lx,
donc, d’aprés (2.11)
< Lallu = vflv[[Au — Avllv,

d’ou
|Au — Avlly < Laljlu —vl||v Yu,v € V. (3.51)
Ce qui montre que A : V' — V est un opérateur de Lipschitz. Ainsi, d’aprés (3.50) et
(3.14)(b) on trouve
(Au— Av,u —v)y = (Ae(u) — Ae(v),e(u) —e(v))x

> malle(u) = e(v)|,;
selon (2.11), il résulte
(Au—Av,u—v)y >2mallu—olly, ~ Vu,veV, (3.52)

alors A : V — V est un opérateur fortement monotone sur V.
De plus, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz 2.5.1, nous pouvons défini

un élément F' € C(0,7;V) par

(F<t>7U)V = (f(t)av)V - (77(75)75(1)))7{-

Comme A est un opérateur fortement monotone et lipschitzien sur V et comme la
fonctionnelle v — j(g(t), w(t),v, () est semi-continue inférieurement, convexe et propre,
alors il découle du théoréme 2.4.4 qu’il existe une unique fonction wveyg, () € V qui

vérifie

(Avengu(t), v — vengw(t))v +3(g(t), w(t), v, (1)) — j(g(t), w(t), vengw(t), C(¢))
> (F(t),v — vepgu(t))v, Vv eV (3.53)

Nous utilisons la relation (3.47), 'hypothése (3.14) et les propriétés du tenseur de
déformation pour obtenir que o¢yg,(t) € H. Avec 'hypothése de régularité (3.23) sur
fo on voit que Div o¢y,4,(t) € H. Donc o¢pgu(t) € Hi.
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Soit t1,ty € [0,T], notons veygw(t:) = vi,g(t:) = gi,w(ts) = wi, ((t;) = G,n(t;) =
ni,o(t;) = oy, f(t;) = fi pour i = 1,2. En utilisant la relation (3.53) on trouve que

(AUhUZ - U1)V > _j<glawluv2a <1) +j(91,w1,U17C1) + (f17U2 - U1<t))V - (77175(7)2 - Ul))?—lv

et

(Avg, vy — vo)y > —J(ga, wa, v1,(2) + J(ga, wa, V2, G2) + (f1,v1 — v2(t))v — (M1, €(v1 — v2)n,

alors
(—Avy,v1 — v9)y + (Avg, v1 — va)y = (Avy — Avy, v — v2)y,
donc
—(Avy — Avg, v1 — vo)y > — j(g1, wi,v2,C1) + 5 (g1, w1, v1, (1)
— j(g2,wa,v1, () + 7(ga, w2, v, (o)
- (fl — fo,v1 — U2)V - (772 - 77176(7)1 - U2)>H-
Alors

(AU1 — Avg,vq — U2)V < j(917w1,1}2, Cl) - j(gluwl,UhCl) +j(92,w2,?f1, CQ) - j(92;w2av2,C2)

+ (f1 = fov1 —v2)v + (M2 — M1, e(v1 — v2) ) (3.54)

De la définition de la fonctionnelle j donnée par (3.29) et comme est convexe, propre

et semi-continue inférieurement sur V on a

j(91,w1,v27C1) - j(Qla“ﬂy”l;Cl) +j(927w2,017€2) - j(92,w2,1’27C2)

= / [(pl/<gll/ —h— CI) - pu(QQu —h— <2>](U21/ - Ulzz>da
T's
+ / l1pv (910 = b = G) = ppu(g20 = h = G)([var — v ]| = [[orr — v1l)da,
s
L’estimation (3.52) et les hypothéses (3.18),(3.19) et (2.21) nous donnent

*

mallvr — vollv < L, (14 p*)cgllgr — gollv + cgpi Lullwr — wol|y

+(Ly + Lupl + Lopt)eollé — Gllizay) + lm — mella + 111 — Fellv. (3.55)
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L’inégalité (3.47) et la régularité des fonctions f, g, w, ( et n montrent que
Vengw € C(0,T5V).
D’aprés ’hypothése (3.14) et la relation (3.49) on a

o1 — oallz < c(flvr — vallv + |l — n2ll2), (3.56)

et selon (3.53) on a
Div O¢nguw(t) + f0<t> =0. (357)

La régularité des fonctions n, v, fy et les relations (3.56) et (3.57) montrent que
O¢ngw € C(O, T, 7‘[1) O

Soient ¢ € C(0,T; L*(T3)), g € C(0,T;V) et n € C(0,T;H) des données. On considére
I'opérateur suivant

Aeyg  C(0,T3V) — C(0,T5V),

défini par
Agngw = Ucngw- (3.58)

Lemme 3.3.2. Soient les hypothéses (3.17)-(3.27) wérifient. Alors lopérateur Acyq
admet un point fize unique we,, € C(0,7;V).

Preuve :
Soient wy,wy € C(0,7;V) . On utilise la notation v; = v¢ygw, pour @ = 1,2. De la

difinition (3.58) on avons
[Acngwi (t) = Agngwa(B)llv = [lva(t) = va(t) [l ¥ € [0, T]. (3.59)

En utilisant de arguments similaires a ceux utilisés la preuve de(3.55) telle que : g,(, 7

et f sont fixe, on trouver
mallor(t) — v2(t)|lv < cgpyLuflwi(t) —wa(t)|lv V€ [0,T]. (3.60)

Cela montre que pour ¢3piL, < ma, A¢yy est un opérateur contractante dans Pespace
de Banach C'(0,7; V). On suppose w¢,, est le point fixe unique donné au lemme 3.3.2,

soit vy € (0,75 V) la fonction définie par veny = Vengu,,- Nous avons Ae,wepg = Weng
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et A¢ngWeng = Vengue,,» donc en choisissant w = we,, dans (3.53) et pour tout v € V,t €

0,T], on voit que v¢,, satisfait
¢ng

(Avgng (1), v=vng () v+ (g(t), Veng(t), v, C(£)) =7 (g(t), Veng (), veng (), C(2)) = (F(£), v—vng(t))v

(3.61)
On note uc,, € C*(0,T;V) la fonction
t
uCng(t) = Ug —f-/ vgng(s)ds Vt - [O,T] (362)
0
Et définissons 'opérateur A¢, : C'(0,7;V) — C(0,T;V) par
Aeng = tgng- (3.63)

Lemme 3.3.3. Soient les hypothéses (3.17)-(3.27) vérifient. Alors Uopérateur A¢,, ad-
met un point fize unique gc, € C(0,T;V).

Preuve :
Soient g1,92 € C(0,7;V). Pour simplifier I’écriture on utilise la notation v; = v¢yg,
et u; = U¢yg, pour ¢ = 1,2. En utilisant des arguments similaires a ceux utilisés dans

(3.62), on obtient pour tout s € [0, T]

(ma = cgpp L) [o(s) = va(s) v < G Lu(1+ p7)llgr(s) — ga(s)llv-

On utilisant or (3.61)-(3.62)

1+ u
[Ang1(t) = Acyga(B)|lv < ( ey, / llg1(s) s)|lvdrds Yt e [0,T]. (3.64)
0y

Lo (1 + 1)
(ma — copyLy)

En réitérant n fois cette inégalité, telle que on pose C' =

t s
142,0:0) = 82,02(0llv <€ [ € [ a1(s) - ga(s) s
0 0
t s
142,16 = 2020 < C* [ [ ls) = ga(s) s
0 JO

t s r
185,00 = 88,020l <€ [ [ [ o1(6) = gas) iaras
0 Jo JO
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t s h
IAZ g1 (£) — A% go(8) v < cn/o /0 .......... /0 1g1(5) — go(s)l|d.....didrds.

~
n integrals

t s h
”A?ngl — A?yQQHC(O,TW') S Canl — gQ(S)HC(O,T;V)/ / .......... / dk’ ..... dldrds
0 0 0

Vv
n integrals

On sait que :

/ ds=r, r€[0,T]
0

S r S 82
/ / drds = / rdr = —,
o Jo 0 2

t s r 3 3
/ / / dldrds = e t—,
o Jo Jo 6 3!
t s h "
/ / ......... / dk........ dldrds = —,
o Jo 0 n!

1AZ,91 — AL, g2llcoryvy < o 191 — g2llco,mv)-

et que

et que

nous déduisons :

On obtient qu’une puissance de A¢, est un opérateur contractante dans ’espace de
Banach C'(0,7; V). ce qui conclut la preuve.

Considérons maintenant le probléme suivant :

Probléme PV;,. Trouver un champ des déplacements u¢, : [0,7] — V tels que pour

tout ¢ € [0, 7]

(Ae(ticy (1)), £(v = gy (t))gy + (1), (v =ty (2))5,
+ 7 (ucn(t), ey (8), v, () — J(ucn(t), tign(t), tign(t), € (1)) (3.65)
> (f(t),v = ucy(t))y, VoeV,

Uy (0) = up. (3.66)
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Lemme 3.3.4. Le probléme PV;, admet une solution unique qui satisfait la régularité

(3.41).

Preuve :
Pour chaque ¢ € C(0,T;L*(T'3)) et n € C(0,T;H), on note g¢,, € C(0,T;V) le point
fixe obtenu au lemme 3.3.3 et soit uc, la fonction définie par(3.62), alors, nous avons

Acy9en = Gy, d'aprés (3.62) et (3.63) il s’ensuit que

Uy = 9e- (3.67)

Par conséquent, en prenant g = g¢, dans (3.61) et en utilisant (3.50) et (3.62) on voit
que u¢, est une solution unique du probleme PV, satisfaisant la régularité exprimée

en (3.41).

Deuxiéme étape

Dans la deuxiéme étape, soit ¢ € C(0,T; L*(T'3)) et n € C(0,T;H), on utilise la
champ de déplacement wuc, défini en (3.62) et considérons la variationnelle suivante
probléme.
problem QV;, : Trouver le champ de potentiel électrique ¢¢, : [0,7] — W tel que
Yt € (0,7

(BVoey(t), Vo) + ((uey(t), pen(t), C(1), d)w
—(Ee(ucy(t), Vo)u = (¢(t), 9)w Vo € W, (3.68)

Lemme 3.3.5. QV;, a une unique solution @¢, qui satisfait la régularité exprimée
en (3.43)(3.44). De plus, si peq €t @en2 sont les solutions de (3.67) correspondant &
n,ne € C(0,T;H) alors, il existe ¢ > 0, tel que

[em () = en, (Dllw < ellucy, () = uey, (O)]lv - V€ [0,T]. (3.69)

Preuve :
Soit t € [0,T)]. Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz 2.5.1 pour définir

l'opérateur Ag,(t) : W — W par

(Aen(O)p, d)w = (B, Vo) i =(Ec(uey(t), Vo) +(7(uey (1), ¢, C(1)), O)w - Yoo, & € W.
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Soit 1,y € W. D’aprés (3.20)—(3.22) et la définition (3.30) on trouve

(Acvy% - ACW‘P% Y1 — 902)W = (BV% — BV, V(% - 902))1{ +(7(U<n(t)a Y1 — P1, C(t))7 Y1 — 902)W

d’aprés (3.20) et l'inégalité de Friedrichs-Poincaré (2.17) on a

(BVg1 — BV 2, V(p1 — 02))u = mp||[ V(o1 — 2)llinq)

> mpch|ler — oty

donc

(BV1 — BV, V(g1 — 02))u = mpch |1 — ol (3.70)

D’autre part et d’aprés (3.30) on a

(Y(uen(t), o1 — @1, C(1)), 1 — p2)w = ; Y(uey —h —€)or(p1 — @2), 1 — ada,

selon (3.22)(b) et (2.18)

Y(uey —h —e)or(wr — w2)(p1 — p2)da > —Nw/ (1 — ¢2)°da

Fg FS
= —Nylle1 — 902H%2(r3)
> —Nyag|ler — ol

Donc

(Acnpr — Acppa, 1 — p2)w > cllor — @alliy

ol ¢ = mpcy — Nya?.

Il est facile de démontrer que A¢,(t) est de Lipschitz. Alors Ag,(t) est un opérateur
fortement monotone et lipschitzien sur W.

D’apreés le théoréme 2.4.1 il existe un unique élément ¢¢, (t) € W tel que A¢,y(t) e, (t) =
q(t).

Nous concluons que ¢¢, est I'unique solution de QV,. on va démontrer que ¢, €
C(0,T;W). Soit t1,ts € [0,T], notons @en(t;) = i, uey(ts) = wi, q(ts) = g, C(t:) =G
pour ¢ = 1,2., d’aprés le problem QV¢,, on a

(BVp1 — BV s, V(o1 — 02))a + (Y(ur, o1, (1) — 7(uz, 02,(2), 1 — 02)w

+(Ee(ug —u1), V(er — @2))n = (@1 — ¢2, 01 — 92)w.
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Chapitre 3 Existence et unicité de la solution

On utilise la définition 3.30 de la fonction v, (3.22)(a), (1.23),(2.14) et (2.18) et comme
|62(s)| < L, alors

(7(“17901, Cl) - ’Y(U% <P27C2)7<P1 - 802)W < LLwCoCLOHm - UQHVH% - 902HW

+LLyad||& — Gllwller — allw,
d’aprés (3.21)
(Ee(uz) — Ee(ur), V(o1 — p2))u < [|Ee(uz) — Ee(un)||u ||V (e1 — @2)llu

< celle(ug) — e(ur)llallor = @2llw

< cgllur = wallvier = pallw,

ol cg est une constante positive qui dépend du tenseur piézoélectrique £. et que

(Q1 — Q2,1 — 902)W < HQ1 - Q2HWH901 - 802HW-

D’apreés le résulta (3.70), donc

mpchllor—pallw < (cetLLycoao) lur—usllv+llgr —gallw+LLyaol|Gr—Call 2 ry)- (3.71)

I1 découle de l'inégalité (3.71)

lor = w2llw < e(ljur —uzllv + llgn = @2llw + [1¢0 = Call L2y )- (3.72)

Puisque u € C1(0,T;V),q € C(0,T;W),¢ € C(0,T; L*(T'3)) 'inégalité (3.72) implique
que ¢, € C(0,T5W).
Soit n1,m2 € C(0,T;H) et notons ey = @i, Ucyi = w; pour ¢ = 1,2. On utiliser (3.68)

et des arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de (3.72) pour obtenir

o1 — @allw < cllur — ugllv

pour tout ¢ € [0, 7. O

Troisiéme étape

Dans la troisiéme étape, on pose § € C(0,T; L*(Q)) étre donné et considérer la

probléme variationnel suivant pour le champ d’endommagement.
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Chapitre 3 Existence et unicité de la solution

Problem PV} : Trouver 3y : [0, 7] — H'(Q2) telle que

Bo(t) € K, (Ba(t), € — Bo(t))12() + alBa(t), & — Bo(t)) (3.73)
> (0(t), = Bo(t)) 2 V&€ K, pp. te(0,T),

Be(0) = fo

Lemme 3.3.6. Le probleme PVy admet une solution unique By qui satisfait
By € H'(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)).

Preuve :
L’inclusion de (H'(Q),|.|| 1)) dans (L*(Q), ||.|[12(0)) est continue et dense. On note
(H'(Q2))" T'espace dual de H(2) et identifier le dual de L?*(Q) avec lui-méme, nous

pouvons écrire le triplet de Gelfand
H'(Q) Cc L*(Q) C (H'(Q)).

Nous utilisons la notation (5,&) 1)y xmi(e) pour 'appariement de la dualité entre

(HY(Q)) et H*(2). nous avons

(B, &) @y <m @) = (8,8 r2@), Bel*Q), e H(Q)

On sait que 'ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non
vide, ferme et comvexe dans H'(Q) ainsi, le champ d’endommagement initial 3y € K.
Maintenant, en utilisant la définition 3.26 de la forme bilineaire a, pour tout ¢, & €

H'(2), on a

a(p, &) = a(&, ¢),

et

ek </ 'W’%)é </ !vamx)é

< kellollm @ 1€l m @),
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Chapitre 3 Existence et unicité de la solution

donc, a est continue et symetrique. Ainsi, pour tout ¢ € H'() nous avons
a(p, @) = kel Vel 7,
alors
a(p, ) + (ke + Dlleliz@) > ke(IVell + ellio @),

Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme 2.5.2 sont vérifiées. Alors,
pour tout By € K et § € L?(0,T; H'(R)), il existe une fonction unique 3y satisfait
Bg € HY(0,T; L*(2)) N L*(0,T; H(2)). O

Enfin, on considére lopérateur A : C(0,T;H x L*(Q)) — C(0,T;H x L*(Q)) dé-

fini par
Ac(n,0)(t) = (AL (,0)(t), AP (1, 0)(t)) € H x L*(€), (3.74)
AD (1, 6)(t) = F(e(uen). o) + E°Vipen(t) + /0 Mt = s)e(ugy(s))ds,  (3.75)
AL (0, 0)(t) = S(e(ucy(t)), Bo(t)). (3.76)

Ici, pour tout (n,0) € C(0,T;H x L*(Q)),ucy, ey €t Py représentent les champ de
déplacements, le champ de potentiel électrique et le champ d’endommagement obtenus

en lemmes 3.3.4-3.3.6 respectivement.

Lemme 3.3.7. L’opérateur A admet un point fivze unique (n¢,0;) € C(0,T;H x
L*(2)).

Preuve.
Soit (ne1, 0c1), (N2, 0ca) € C(0,T;H x L*(£2)). On utilise la notation : ne = 1,0 =

i, Ui = U, Ui = Vyy = Vi, Py = @5 €t Bg; = [ pour ¢ = 1,2. On utilise les hypotheses

(3.15),(3.17) et (3.21)

1AL (1, 00) () — ALY (12, 02) ()13, <IF(e(wa), Br) — Fe(uz), Bo) |13, + 1€°Vipr (t) — EVipa(t)|1%

T / 1M (t — 8)e(ur(s) — un(s)) |2
< C(lur(t) = w2 + 181(2) = Bol)| s

+/O Jur(t) — ua(8)|[3-dt + [o1(t) — w2 () [[30)-
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Chapitre 3 Existence et unicité de la solution

Rappelons que u,, et w,, désignent la normale et la composante tangentielle de la

fonction u, respectivement. Par un argument similaire de (3.76) et (3.16) il résulte que

1A (1, 01) (8) = AL (02, 02) (1) 20 < Cllun(t) — w2 (@) + [181(8) = Bo() 20,

donc

(3.77)

1Ac(n1, 00)(8) = A2, 02) ()3 120) < Clllun () — ua(®F + 181(E) — Ba(t) 20

(3.78)

n /0 ua (8) — ua(8) |2t + |1 (t) — o (B)[|3)-

D’aprés (3.62) on a
t
[ur (t) = ua ()l < / [o1(s) = va(s)lvds
0
t 1 t 1
<([ I —wlast([ vk,
donc
t
[l (t) — wa (B3 < 0/ [vi(s) = va(s) [V ds.
0
On utilise (3.69), il résulte du lemme 3.3.5

le1 () = 2Dl < Cllua(t) —ua ()17,

selon (3.73), on conclut

(B1 — o, B — B2) 12 + a(Bi — B2, b1 — B2)
< (01 — 02, 81 — B2) 1210 p.p-t€(0,7),

(3.79)

(3.80)

on utilise les conditions initiale 51(0) = B2(0) = oy, I'inégalité a(f; — B2, 1 — P2) > 0

et la théoréme 2.3.4 on a

1 t
3181 = Bl < [ 6109 = 0a(5) 51 (9) = ooz,

ce qui implique

161 = BallZaey < / 101(5) — 0(5) |2y dls + / 11(5) — Ba(5)) 220 s,
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d’aprés l'inégalité de Gronwall (2.7.1), il résulte
nm—wmﬁsclmm@—%@ﬁmms vie 0,7 (381)
Les inégalités (3.78) et (3.79) donne
1A (1, 01)(8) = A2, 02) ()15 20y < Cllua(t) — w25 + 181(8) = Ba()I72 0
[ ) — w0179
< C(/Ot lvi(t) = va(B)l[5-ds + (181 () — Ba(t) 720,
on utilise (3.55) et (3.81)
[ A1, 00)(t) — Ac(n2, 02) (8) | x22(0) < C/Ot (71, 61)(5) = (112, 02) ()| 3y 200y ds-

En réitérant m fois cette inégalité ( en utilisent la méme méthode de lemme 3.3.3)

cmrm

m)!

IAZ (1, 01) — AL (02, 02) | B0 0 L2 (52)) < 171, 61) = (112, 0212 0,100 202

Ainsi, pour m suffisamment grand, A" est une contraction sur l'espace de Banach

C(0,T;H x L*(§2), donc A; a unique point fixe. O

Quatriéme étape

Soit ¢ € C(0,T; L*(T3)). Dans cette étape, on considére le probléme variationnel
suivant.
Probléme PV;. Trouver un champ de déplacements u, : [0,7] — V, un champ de
contraintes o, : [0,7] — H;, un champ de potentiel électrique ¢, : [0,7] — W et un
champ de déplacements électriques D¢ : [0,7] — W et un champ d’endommagement

Be [0, T) — HY () telle que pour tout ¢ € [0, 7]

szwmm+fMWwﬁw»+9wmw+Awm—@wmmw7 (3.82)

(0¢(t); (v = e (t)))gy + 5 (uc(t), e (1), v, (1)) = 5uc(t), (1), i (1), C(¢))
> (f(t),v—1uc(t)), VYveV, (3.83)

De(t) = Ee(uc(t)) — BYg(1), (3.80)
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(Dc(t), Vo) = (V(uc(t), gc(t),C(1), @)y, — (a(t), @)y, Vo €W, (3.85)

Be(t) € K, (Be(t), € = Be(t)) 2oy + alBe(t), € — Be(t))
> (S(e(uc(t), Be(t), € = Be() oy VEEK (3.86)
UC(O) = U(),BC(O) = 50 (387)
Lemme 3.3.8. Le probléme PV, a une solution unique (uc¢, o, pc, De, Be) satisfaisant
(3.41)-(3.45).

Preuve.
Soit (n¢,0:) € C(0,T; H x L*(2)) le point fixe de A défini par (3.74)-(3.76) et notons
U = Ucne, P¢ = Pene, Be = Po, les solutions aux problémes PV, et QV;, obtenues dans

les lemmes 3.3.4-3.3.6 respectivement pour (1, 0) = (n¢, 0¢).
oc(t) = Ae(ic(t)) + Fe(uc(t), Be(t)) + E"Vipc(t)
—i—/t M(t — s)e(uc(s))ds, Vt € [0,T7,
D(t) = Ee(u¢(t) — BV (t),Vt € [0,T]

L’équation Aél)(nc, 0;) =nc et A?) (n¢,0¢) = 6¢, combinée & (3.75) et(3.76)

montre que (uc,o¢, ¢, D, B¢) vérifie (3.84)-(3.86). Ensuite, (3.86) et les régularités
(3.41)-(3.42) découle des lemmes 3.3.4 - 3.3.6 et les hypothéses sur A, F, M et £ qui
conclut de la partie d’existence du lemme 3.3.8.

La partie unicité du lemme 3.3.8 est une conséquence de 'unicité du point fixe de
lopérateur A défini par (3.75)-(3.82) et I'unique solvabilité des probleme PV, et
QVine etPVp, .

Cinquiéme étape
Considérons maintenant lopérateur 7 : C'(0,T; L*(T3)) — C(0,T; L*(T'3)) défini
par

T¢(t) = k1/0 (G Nl = v [)pu(w — h = QR*(|lir —v7|[)ds - VE € [0,T].  (3.88)

Pour la démonstration du théoréme 3.3 dans cette derniére étape, nous avons besoin

du lemme suivant.
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Chapitre 3 Existence et unicité de la solution

Lemme 3.3.9. Lopérateur T admet un point fize unique ¢* € C'(0,T; L*(T'3).

Preuve.
Soient ¢, (, € C(0,T; L*(T'3) et notons (u;, 0y, @i, D;),i = 1,2 les solutions du probléme
PV: pour ¢ = @, i.e. u; = ug, v; = U, 0; = 0¢,, i = ¢, et Dy = D¢,. De plus, on
désignera dans la suite par ¢ diverses constantes positive qui peuvent dépendre de k;
et v*. On utilise des arguments similaires a ceux utilisés dans la preuve de la relation

(3.55) pour trouver

lvi(s) = va(s)llv < e ([lua(s) = ua(s)llv + 1Gi(s) = Ca(s) L2y - (3.89)

En utilisant P'inégalité 2ab < a? + b* et on intégre cette inégalité par rapport au fil du

temps, on obtient

/0 o (s)—va(s)|[2 ds
<c (/ Hu1 — 'LL2 HVdS + / HCl HLQ FB)dS) (390)

Puisque u;(0) = u2(0) = up, on obtient
lus(t) — w2 (B3 < C/t [v1(s) — vol [y ds
< [ )~ wlds +e [ 166) - GOl (391
En appliquant I'inégalité de Gronwall, on en déduit que
o 6) = a0 < ¢ [ 165) = o) s (3.92)
I1 découle de (3.90), (3.91) et (3.92)
[ 1) = o) ds < e [ 166) = o) s (3.99)
D’autre part, depuis
TG(t) =k /OtM(Ci(S% iz (s) = 0" [[)pv (win(s) = h = Gi(s))R*(libir (s) — v7|)ds.
pour i = 1,2,la relation (3.69) pour obtenir pour s € [0, 7]
ITG() = TGO 2w < ¢ / (In(9) = v + 165) = G ley) .
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Réitérer cette ingalité m fois ( en utilisent la méme méthode de lemme 3.3.3) nous
déduisons :

(cT)

m/!

IT7¢ = TGl b0 r02ms)) <

m t
/0 16— Gl o zoparay 5. (3.94)

Cela implique pour m suffisamment grand, 7™ est un opérateur contractante sur
I'espace de Banach C(0,T; L?(T'3)). Alors l'opérateur 7 a un point fixe unique ¢* €
C(0,T; L3(Ty)). O

Démonstration du théoréme 3.3.1

Soit ¢* € C(0,T; L*(T'3)) le point fixe de 'opérateur 7 donné par (3.88), en utilisant
(3.82)-(3.85) et (3.86) pour vérifier que (o*,u*, ¢*, D* 5*) est la solution unique du

probléme PV, ou 0% = o¢+,u* = uc-, 9" = pex, D* = D¢+ et * = B¢« satisfont la
régularité (3.41)-(3.46).
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CONCLUSION GENERALE

L’objective de ce mémoire est d’étudier un probléme quasi-statique décrivant le
contact avec frottement, et usure entre un corps piézoélectrique et une fondation en
mouvement. Le matériau est modélisé par une loi de comportement électro-viscoélastique
a mémoire longue et endommagement. LL’usure de la surface de contact due au frot-
tement est prise en compte et est décrite par la condition différentielle d’Archard. Le
contact est modélisé avec la condition de compliance normale et la loi de frottement
associée. Dans notre travail on a présenté une formulation variationnelle du probléme
puis on a établié 'existence et 1'unicité de la solution sous des hypothéses sur les don-
nées. La démonstration est basée sur des arguments d’inéquation évolutive parabolique,

d’inégalité variationnelle elliptique et du point fixe de Banach.
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