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Notations
Ve

(1)
B (xq,1)

B(xzg, )

: voisinage de .

: produit scalaire.

: la boule ouverte de centre zy et de rayon 7.
: la boule fermée centrée en zy et de rayon 7.
: hémispheére supérieur.

: hémispheére inférieur.

: la boule unitée fermée dans R".

: la sphere dans R"™.

: la sphere de centre xy et de rayon r.

: la projection sur C'

: ensemble des fonctions continues des X dans Y.

: 'ensemble des fonctions continues et bornées de X dans Y.
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Introduction générale

Dans ce travail, on étudie quelques théorémes du point fixe, et quelques unes de leurs ap-
plications (aux équations différentielles). Etant donnés un ensemble E et une application
f: F — FE, ces théoremes donnent certaines conditions sous les quelles f admet un point
fixe dans E. Ces théorémes sont importants dans les mathématiques car il y a plusieurs ap-
plications, par exemple pour trouver les racines d'un polynéme, ou pour montrer I’existence
des solutions numériques des équations différentielles.

Le Théoréme du Point Fixe de Picard dit qu’une contraction d’un espace métrique
complet a un point fixe unique. Ce théoréme donne un comportement régulier du point fixe
par rapport aux parameétres. De plus, il fournit un algorithme d’approximation du point fixe
comme limite d’une suite itérée. Mais d’une part, montrer que la fonction est contractante
peut entrainer de laborieux calculs. D’autre part, les conditions sur la fonction et ’espace
étudiés restreignent le nombre de cas auxquels on peut appliquer le théoréme.

Le Théoréme du Point Fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une appli-
cation continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement
unique. Il n’est pas donc nécessaire d’établir des estimées sur la fonction, mais simplement
sa continuité.

Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas qu’avec le Théoréme de Picard (par
exemple, l'identité). Par contre, ce théoréme ne donne aucun des avantages du théoréme
précédent.

On applique dans ce rapport ces théorémes au Probléme de Cauchy : étant données
une condition initiale (zg,ty) et une équation différentielle %x = f(x,t), existe-il une so-
lution, et est-elle unique 7 Les réponses & ces questions sont données par le théoréme de

Cauchy-Lipschitz et de Cauchy-Arzela (si f est seulement continue). On retrouve que ces



Introduction générale

comportements différents résultent des différences entre les théorémes du point fixe de Picard

et de Schauder.



Chapitre 1

Rappels en tous genres

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble non vide, une distance sur E est une fonction d :
E x E — R, définie E X E a valeurs dans l’ensemble R des nombres réels, vérifiant les

propriétés survantes:

*Vr,y € E:d(z,y) > 0 [positive]

*Vr e E:d(x,y) =0 si seulment si x = y [séparation]

*Vr,y € E:d(z,y) = d(y, z) [symétrique]

*Vr,y,z € E:d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) [inégalité triangulaire]

Pour z,y € FE donné, le nombre réel positif d(z,y) est appelé distance de z a y.

Définition 1.1.2 Soit (E,d) un espace métrique et (u,), une suite d’éléments de E. On

dit que (uy), converge versl si:
Ve >0,dN €e N/Vn e Nyn > N = d(u,,l) < ¢;
ce qu’on note par lim,,_,, u, = [

Définition 1.1.3 Soit (E,d) un espace métrique et soit (u,), une suite [’éléments de E.

On dit que “la suite (u,), est de cauchy” si I’ on a:

Ve > 0,3N € N/V(m,n) € N> m >n> N = d(tm, u,) < €.



1.2. Espace Topologique

Définition 1.1.4 On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet lorsque toute suite de

Couchy de E est convergente dans E.

Définition 1.1.5 (Fonction de Lipschitz) On dit que la fonction f vérifie la condition
de Lipschitz par rapport a y sur lintervalle U si

‘v’(x,yl), (x7y1> cU: |f(x,y1) - f(xay2>| <k |y1 - y2|

k : est appelé le constant de Lipschitz.

1.2 Espace Topologique

Définition 1.2.1 On appelle espace topologique E. la donneé d’un ensemble E et d’une
famille de parties appeleés les parties ouverties de la topologie vérifiant les propriétés suiv-
antes:

-E lui-méme et la partie vide () sont ouvertes.

-Tout intersection d’un nombre fini d’ensemble ouverts est ouverte.

-Tout réunion d’une famille quelconque d’ensembles ouverts est ouverte.
Définition 1.2.2 (Voisinage)

Soit E un espace topologique. Un voisinages V de x € E est un ensemble tel qu’il existe
un owvert U avec x € U C V.

On note par V(z) l’ensemble des voisinages de .

1.3 Applications contractantes

Définition 1.3.1 Une application f d’un espace métrique (E,d) dans un autre espace
métrique (F,0) est dite contractante si elle est Lipschitzienne de rapport k < 1, c’est-a-

dire sl existe un réel k < 1, tel que pour tous x ety € K
5 (F(x), F(y)) < kd(z,y)

On écrit F' est k-contractante.



1.4. Applications continues

1.4 Applications continues

Définition 1.4.1 Soient E et ' deux espases metriques, on dit qu’une application f : £ —
F' est continue en un point a € E si” f(x)tend vers f(a) lorsque x tend vers a ” atrement
dit si:

Ve > 0,30 > 0,V € E,d(z,a) <= d(f(z), f(a)) <e
on dit que l'application f est continue sur E si elle est continue en tout point de F
Proposition 1.4.1 Soit [a,b] un intervalle non vide de R et h une fonction de classe C*
définie de [a,b] dans lui-méme vérifiant

’h/(x)‘ <k<1,Vz€la,bl.

Alors, h est une application contractante sur |a, b|.

Preuve. Pour tous z et y contenus dans I'intervalle [a, b] et distincts, on sait qu’il existe

un réel ¢ strictement compris entre x et y tel que
1) = h)] = 1) |e =y,

d’ou le résultat. m

1.5 Norme et espace vectoriel normé

Définition 1.5.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps R. On appelle norme sur l’espace
E toute fonction (||.||) définie sur E & valeur dans R, vérifiant les propriétés suivantes:
*Vo e E:| x||> 0 [positivité]
*|| @ ||= 0 si seulment si x = 0 [séparation]
*Yee ENAek:|| Az ||=| M||| = || [homogénété|
*Wexe ENVy € E:|| a+y ||<||x || + || y || [inégalité triangulaire ou inégalité de convexité]

Pour x € E donné, le nombre réel || x ||> 0 est appelé norme de x.

1.6 Espace de Banach

Définition 1.6.1 On appelle espace de Banach tout un espace vectoriel normé complet.



1.7. Produit scalaire

1.7 Produit scalaire

Définition 1.7.1 Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur E est une
fonction f: E x E — R, vérifiant les cing propriétés:
1NVz € E,Vy € E, Yw € E:f(z +y,w) = f(z,y) + f(y,w)

[additivité par rapport o la premiére variable, la seconde étant fixée quelconquel.

2Vr € E,Vy € E,YA € R: f(Ax,y) = Af(z,y) [homogénénéité par rapport a la premiére].
3Vre ENVy e E: f(x,y) = f(y,x) [symétrie].

4-Vr € E: f(x,y) > 0 [positivité].

5-f(x,x) = 0 = x = 0 [séparation,mais on dit plutot que f est définie].

Pour z € E |y € E donnés le nombre réel (> 0,< 0,ou = 0) f(z,y) s’appelle le produit

scalaire de x et y (ou bien de x par y).

Définition 1.7.2 Soit E un espace vectoriel réel et soit (. | .) un produit scalaire sur E. On

associe au produit scalaire une norme (dite associée) en posant

Vee Efla| V(x| z)=[(z])].

1.8 Ensemble convexe

Définition 1.8.1 Soit E un espace vectoriel surk = R, et soit A C E. On dit que A est

convexe Si:

V(z,y) € A2ZVA€[0,1]: Az + (1 — Ny € A.

1.9 Homéomorphisme

Définition. On appelle homéomorphisme d’un espace topologique E sur un autre espace
topologique F une application f : E — F bijective, continue et dont inverse f1: F — E

est continue.



Chapitre 2

Théorémes du point fixe

2.1 Théoréme du point fixe de Picard

Théoréme 2.1.1 Soient (E,d) un espace metrique complet, et f : E — E une application
contractante, i.e. Lipchitzienne de rapport k < 1.
Alors, f admet un unique piont fixe a € E. De plus, pour tout piont initial vo € E, la suite

itérée (T, )nen, avec xg € E quelconque et x,1 = f(x,) converge vers a.

Preuve. 1-Existence
Soit x¢ un piont initial quelconque et (x,,) la suite itérée associée.
On a
d(zn,2,,,) =d(f(zn-1), [(2,)) < kd (z,_,, x,)

On va montrer par réccurence sur n que

d(Tp, Tpi1) < K'd(z,,x1) (2.1.1)

-Initialisation:Evident pour n =0

-Généralisation:Supposons que pour un certain entier n



2.1. Théoréme du point fixe de Picard

quelconque mais fixé on ait la proporiété(2.1.1). Alors

d (l‘n-‘rl? xn+2) = d (f(xn)v f(*rn—l—l))
kd (2, Tpi1)

IA

IN

kE™d (I’o, l‘l)

IN

]{?n+1d (I‘O, l’l)

ce qui achéve la récurrence.

On a alors Vm > n

Zd ry,w-1) < Zkl (20, 1)
De plus, pour tout n > m, > ;" 1l<:l <SSk = dou

n

d m) <
('T’.n“%. >_1_k

d (zo, 1)

On en déduit alors que (z,) est une suite de Cauchy. Comme (F,d) est complet, la suite
(x,,) converge vers un point limite a € F.

De plus on a f(x,) — f(a) quand n — oo car f est continue et f(x,) = x,41. Or 2,41 — a
quand n — oo, d’ou par unicité de la limite on a f(a) = a

2-Unicité

Soit T et ¥ deux points fixe de f, qui satisfant donc 7 = f(7) et ¥ = f(y). Alors

d(f(T), f () = d(Z,y) < kd(z,y) <= (1 - k)d(z,y) <0,
dow: (1 —k)d(z,y) =0,0r 1 —k > 0. Comme k < 1, donc

dz,y)=0<—=T=7

Contre-exemples. Les exempls suivant montrent que chacune des hypothéses du

théoréme est réellement nécessair.



2.2. Un autre Théoréme du Point Fixe

1.X n’est pas stable par f: f(z) = Va2 + 1 sur x = [0,1].

Or X est fermé donc R, et complet car R est complet. de plus, f'(z) = $§+ - <1=

sup,cx | f'(z)] < 1= f est contratante. Mais f n’a pas de point fixe car f ([0,1]) = [1, \/5] ,

i.e X n’est pas stable par f.

2.f n’est pas cotratcante: f(x) = 22+ 1 sur X = [0, 0o].

Or f: X — X, et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet. Mais
sup,cx |f'(x)] = 1 donc f n’est pas contratante.

3.X n’est pas complet: f(z) = # sur r = }0, ﬂ )

Or f(]0,%]) = ]O,VTﬂ C ]0,2], et sup,ex |f'(z)] = 1 < 1; donc, f est contratante
Mais X n’est pas fermé dans R donc pas complet.

Corollaire 2.1.1 Une application d’un espace métrique complet dans lui-méme dont une

itérée est contractante posséde un point fize unique.

Preuve. Soit (F,d) un espace métrique complet, et f : £ — FE une application. On
suppose qu’'une itérée de f est contractante, c’est-a-dire qu’il existe un entier n > 1 telque
f"=fofofo..of (nfacteurs) soit Lipschitzienne de rapport & < 1. D’apres le théoréme

précédent, f™ posséde un point fixe unique z. On a

f@) = f(f"(x) = () = f"(f(2)),
donc f(Z) est un point fixe def™. Mais, comme Z est I'unique point fixe de f", on a f(z) = &
ce qui exprime que T est un point fixe de f. Supposons que ¥ soit un autre point fixe de f.

On voit immédiatement que ¥ est aussi un point fixe de f". Donc, en raison de 'unicité du

point fixe de f*, z=19. =

2.2 Un autre Théoréme du Point Fixe

Le théoréme suivant donne l'existence d’un point fixe (mais pas nécessairement 1'unicité)

pour une fonction continue sur convexe compact dans un espace de dimension finie.

Théoréme 2.2.1 Soit K une partie non vide, compacte et convexe de R" et f : K — K

une fonction continue. Il existe v € K tel que

flx) ==z



2.2. Un autre Théoréme du Point Fixe

Remarque 2.2.1 Les parties convezxes et compactes de R sont les segments. Le théoréme

de Brouwer prend donc dans le cas n =1 la forme particuliére suivante:
Théoréme 2.2.2 Si f : [a,b] — [a,b] est continue, alors il existe x € [a,b] tel que
f(x) = .

Preuve. Si f est continue de [a, b] dans lui-méme, la fonction g : © — f(z) —x continue,
prend en «a la valeur f(a) —a > 0 et en b la valeur f(b) —b < 0. Alors par le théoréme
des valeurs intermédiaires, la fonction g s’annule en un point zy tel que : g(z9) = 0 donc
f(zo) — xg = 0, que est un point fixe de f.

Afin de démontrer le théoréme(2.2.1), on va d’abord le réduire dans le cas ot K = B(0, 1).

2.2.1 Reétractions

Définition 2.2.1 Un ensemble A d’un espace topologique E est une rétracte de E s’il existe

une application continue r: E — A tel que r(a) = a; pour tout a € A.
L’application r est dite une rétraction.

Définition 2.2.2 On dit qu’un espace topologique E a la propriété du point fixe si toute

fonction continue f : E — E admet un point fize.

Théoréme 2.2.3 Si E a la propriété du point fize et A est une rétraction de E alors A a

la propriété de point fize.

Preuve. Soit f : A — A une application continue et r : F — A une rétraction.

Montrons que f a un point fixe dans A. Remarquons d’abord que
for:E—ACE.
Comme FE a la propriété de point fixe, il existe zo € E avec
(for)(zg) = .

Ce pendant, f(r(xg)) € A et par conséquent zo € A. Mais comme xy € Aet r: E — A une

rétraction, alors r (xg) = xo. Par conséquent, f (zg) = zg, 29 € A. ®

10



2.2. Un autre Théoréme du Point Fixe

Théoréme 2.2.4 (Brouwer) Si E a la propriété de point fize et E est homéomorphe a
F, alors F' a la propriété de point fize.

Preuve. Soit h : E — F' un homéomorphisme et supposons que g : ' — F' est continue.

Montrons que g a un point fixe dans F'. Remarquons que
hlogoh:E —FE
est continue. Comme FE a la propriété du point fixe, il existe g € E avec
(A" o goh) () = wo.
Donc, g (o) = yo ot yo = h (zo) . ™

Définition 2.2.3 Soit A C R"™. L’application f : A — R" est dit non nulle si f(x) #
0,Vx € A, et normé si

If (@)] = 1,vz € A,

le champ f : S" ' — R™ est dit tangent ¢ S™ ! si
(z,f(z)) =0,Vo € S"
La sphére unité S™ C R peut-étre divisé en hémisphére supérieur
Sti={(r,2n41) € S" : Ty > 0},
et hémisphére l'inférieur
S ={(z,2pq1) € " Ty <0}

Soit la sphére unité

Srli=81ngs"
et soit e,11:=(0,-,0,1) (pole nord) et —e, 1 := (0,--,0,—1) (pdle sud).

Théoréme 2.2.5 [8/La boule fermé B™ dans R™ a la propriété du point fize. Considérons

le produit scalaire

(z,y) = sz‘yu
i=1

11



2.2. Un autre Théoréme du Point Fixe

et la norme

el = (o, 22

Aussi, B™ et S"! désignent respectivement, la boule unitée fermée et la sphére dans R

B":={z € R":|lz| <1} et "= {z € R": |[z] = 1}

Théoréme 2.2.6 Soit C' un sous ensemble non vide, fermé et convexe dans R™. Alors C

est retract dans R™.
Preuve. Pour tout x € R”, il existe un unique point y = Po(z) € C avec
| = yll = inf{||lz —ul|,u € C}.
Ou, Pg est la projection sur C. =
Théoréme 2.2.7 Il n'existe pas de rétraction B(0,1) sur S(0,1).

Preuve. (=)

Si une telle rétraction F existe alors —F : B(0,1) — B(0,1) n’a pas de point fixe. En
effet, s'il existe z € B(0,1) tel que F(x) = —x. alors # € S(0,1) et donc x = —F(z) = —u,
ce qui est impossible.

(<)

Si f:B(0,1) — B(0,1) est continue et n’a pas de point fixe, alors
F:B(0,1) — S(0,1)

r—x+t(x— f(x))

ou t, est le seul ¢t > 0 tel que
lz = t(z — fF@)|* =1 = [|l=]|* + 2t (z, 2 — f(2)) + £ |z = f(2)]|

On trouve

— (z,z — f(x)) + \/(fc,:v — f(@)* + lle = f@)]° (1~ |l2]]*)

t, = 5
|z — f(z)ll

12



2.2. Un autre Théoréme du Point Fixe

donc F est continue. De plus, si z € S(0,1), alors||z|| = 1, donc
- —lwz— f@)) + [z, 2 — f(2))]
lz = f ()]
Or

(w,2 = f(2)) = ||2[|* = (z, f(2)) = 1 = ||z[| . [| ()| = O
dout, =0et Vo € 5(0,1), F(z) =z. =
Contre-exemples. De la méme fagon que pour le théoréme(2.1) nous allons voir que
chaque hypothése du théoréme a également son importance ici :

1. Partie K convexe et compacte de R, f : K — K sans point fixe :

K =10,2];

0 siz=1

o ={

1 sinon
2. Partie € convexe non compacte de R et f : E — E continue sans point fixe :
E=10,2;f(x)=5+1
3. Partie K compacte non convexe de R et f : K — K continue sans point fixe :
K =10,5]u[32];
T+ % si0<z< %

fx) =

1 : 3
) SlaS%SQ

2.2.2 Le cas K=B(0,1)

On dit qu’'un espace topologique a la propriété du point fixe si toute fonction continue
f: E — E posséde un point fixe. Nous allons prouver que la boule B(0, 1) a la propriété du
point fixe en toute dimension n € N*. On note ici B, (resp. S,) la boule unité fermée de
R™ (resp. la sphére unité de R™). notre preuve est basée sur I’études des champs de vecteurs

sur S,,.

Définition 2.2.4 On appelle champ de vecteurs sur la sphére S, _1 toute fonction continue
V: telle que, pour tout x € S,_1 — R" soit tangent en x a S,,_1, c’est-a-dire orthogonal &

x.

Lemme 2.2.1 Sil existe une rétraction de Bs, sur Ss,_1, il existe un champ de vecteurs

partout non nul sur Ss,.

13



2.2. Un autre Théoréme du Point Fixe

Preuve. On suppose que p est la rétraction de By, sur Sy, 1 et on note

T R2n+1 s RZn

(l’l, T, ...x2n+1) (d (Il, T, xgn)

qui envoie Sy, sur By,. Il existe un champ de vecteurs V' :S5, 1 +— S5,_1 (partout non nul).

En effet, si on pose

V(ﬁl, T, ...[L’Qn) [d (ZL‘Q, —X1, 1’47_1‘37...1'27“ —l’zn_l)

on a que V est continue, ||V (z)||* = ||lz||2 = 1 et (V(z), ) = 0.

La fonction f :y — V opom(y) est alors continue sur Sy, a valeurs dans Sy, 1 C Sa,.
Si, pour un y € So,, f(y) = Ly, alorsy € Sy, donc w(y) = y, et po w(y) = p(y), d’ou
fly) = V(y) = +ty, ce qui contre dit le fait que (V(y),y) = 0, et on en déduit alors que
Yy € Son, f(y) ¢ {y—y}, [ étant une fonction continue de Sy, dansSs,, la foncion V'

définie par

Est continue et vérifie, Vy € S,

V'(w),y) = fw), ) llylI> =0

Donc V' est bien un champ de vecteurs sur Ss,. Et il est partout non nul car si on avait
V'(z) = 0, f(x) serait colinéaire ax et appartiendrait a Sa,, i.e. f(z) = £z, ce qui est
impossible.

Le théoréme suivant, dont la preuve se trouve en annexe, achéve la preuve du théoréeme

de Brouwer en dimension paire d’aprés les théorémes (2.1.1) et (2.2.7). =

Théoréme 2.2.8 [7/Sur la sphére Sy, tout champ de vecteurs s’annule en au moins un

point.

Théoréme 2.2.9 (Brouwer). La boule B, a la propriété du point fize pour tout n € N.
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2.3. Théoréme de Schauder

Preuve. Comme ce théoréeme est déja démontré pour n pair, il ne reste plus qu’a
montrer que si B, a la propriété du point fixe, alors B,, ’aussi.

Soient la fonction f : B, — B, continue et 7 la projection définie par

7 (21, Tay .. Tpi1) — (21, To, ...y

On a alors m(B,+1) = By, et de plus f o7 est continue de B, ;1 dans B,, C B,;;. Dong, il
existe y € B, 11 tel que (fom)(y) =y. Alorsy € B, donc m(y) = y. On en déduit que y est

un point fixe de f sur B,,. =

2.3 Théoréme de Schauder

Ce théoréeme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer l'existence d'un

point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.

Théoréme 2.3.1 (Schauder). Soient E un espace de Banach et K C E convezxe et

compact. Alors toute application continue f : K — K posséde un point fixe.

Preuve. Soit f : K — K une application continue. Comme K est compact, f est

uniformément continue; donc, si on € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout x,y € K, on ait
| f(z) = fy) < e, dés que || = —y [|< 6.
De plus, il existe un ensemble fini des points {z1, ........ z,} C K tel que les boules ouvertes
de rayon ¢ centrées aux z; recouvrent K; ie. K C Uj<j<,B(2;0). Si on désigne L :=V
ect (f(z;))1<j<p, alors L est de dimension finie, et K* := K N L est compact convexe de
dimension finie.

Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue ¥, : £ — R par

0 sillz—x:||>6
") EEIE

1-— M sinon

et on voit que ¥; est strictement positive sur B (:171-, 5) et nulle dehors.

On a donc, pour tout =z € K, Z?Zl U,(xz) > 0, et donc on peut définir sur K les fonctions

15



2.3. Théoréme de Schauder

continues positives ¢, par

V()
P () = #
21 V()

pour lesquelles on a » ", ¥;(x) = 1, pour tout z € K.
On pose alors, pour z € K, g(z) = >0, ;(z)f(2;), g est continue (car elle est la somme
des fonctions continues), et prend ses valeurs dans K*(g(x) car est un barycentre des f(z;)).
Donc, si on prend la restriction g+ : K* — K*, par le théréme (2.2.9) posséde un point
fixe y € K*.
De plus,

p

FW) =y = 1) = 9l) = 2@, W) = >_ @)

Jj=1

=21 0;(W)(f(y) — f(x)))
Or si ¢;(y) # 0 alors ||y — x| < 6, et donc || f(y) — f(z;)]| < e. Donc, on a, pour tout

J: |05 W) (F(y) = f(2;))|| < ep;(y), et donc
| fly) —y[I< Z ;) (f(y) = flzy)) I< ij(y) =¢

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € K tel que ||f(ym) — yml|| < 27
Et puisque K est compact, de la suite (ym,)mez On peut extraire une sous-suite y,,, qui

converge que f(y*) = y*, i.e. est un point fixe de f € K. m

16



Chapitre 3

Applications

3.1 Application du théoréme de picard

Ce théoréme est une application du théoréme(2.1.1). En effet, nous verrons qu’'une fagon
de le démontrer est d’appliquer le théoréme précédent avec(3.1.1) un ensemble de fonctions
et © une application bien choisie

Soit I’équation différentiélle

y/ = f<$5y>

y(zo0) = Yo

(3.1.1)

Question. Comment peut-on trouver la condition de Lipchitz

Si la dérivée f, (dérivée par rapport a y) existe et verifie (M un nombre réel positif)

|fo(z,y)| < M

Alors f est satisfait la condition de Lipschitz.

Preuve. On a

Ve,y e U : ‘fl’/(x,y)} <M

17



3.1. Application du théoréme de picard

En appliquant le théoréme des accroisements finis pour les deux point (x,y;) et (x,y2) on

trouve

flz,y) — f(,y2) = f;(% Q) (y1 — y2) telle que y1 < ¢ < ya
|f(x,y1)—f(x,y2)| = |fg;(x7<)“(y1_y2)|
< My: —

Donc f verifie la condition de Lipshitz avec k = M =

Proposition 3.1.1 Soit L’équation différentielle v = f(x,y) avec la condition initiale

y(zo) = yo Le probléme de Cauchy

v (2) = f(z,y(x))

(3.1.2)
y(o) = Yo
Ou f est une fonction continue.
est équivalent a 1’équation intégrale
va) =w+ [ Flt®) (3.1
o

Preuve. (=)
Supposons maintenant que y est une solution de (3.1.2). On a alors ¥/'(z) = f(x,y(x))
et y(xg) = yo On peut intégrer y'par rapport a car y'(t) = f(t,y(t)) et t — f(t,y(t)) est

continue sur un segment et donc intégrable sur le méme segment. Alors, on obtient

/ "y (1)t = / " Pt y(@)dt = OIZE, = u(t) - y(t) = y(x) — vo
Donc, on a bien
y(x) = yo + / F(ty(0))dt

(=)

Par dérivation de I’équation intégrale (3.1.3), on obtient

Vo= [ jf(t,y(t))dt] ~ flay())

/
L’équation (3.1.3) satisfait aussi la condition unitiale

y() = yo + / " F(ty()dt = o, car / Y f ey ()i = 0

o
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3.1. Application du théoréme de picard

Résumer

Toute solution du probléme de Cauchy (3.1.2) est une solution de I’équation intégrale.
Théoréme 3.1.1 (Cauchy)

Soit U un domaine défini comme suit

U= {(z,y) €R*/|x— x| < a,|y— ol <b}

ou (g, %) un point fixe de R?, si la fonction f(z, y) est continue et vérifie la condition de

Lipschitz par rapport & y, on a

|f(z,y(z)) = flxo —yo)| < |y — ol

k : appelé le constant de Lipschitz.
Alors I’équation (3.1.1) admet une seule solution y = ¢(x) sur l'intérvalle [zg — T, x¢ + T
ouT = min{|zg — al,|xe — b} vérifiant la condition unitiale y(z¢) = yo.

Preuve. On utilise la méthode des approximations successives. On a

y, - f(xmy)

t) = yo ' t,y(t))dt 3.1.4
o e = [ o) (3.14)

On cherche a trouver la solution approchée de I’équation (3.1.4). Nous prenons I’approximation
de degré 0 de la fonction y, ¢(xg) = yo si x € [xvg—T,x0+ T] Cela signifie que yo +
[ f(t,@o(t))dt est bien définie en fonction de z, On définie p; par

%@=m+/3m%@w

telle que ¢, (x) est continue sur Uintervalle [zq — T,z + T et vérifie ¢, (x¢) = yo.

Définissons par récurrence

%@=%+/7w%ﬁww (3.15)

Cette derniére relation représent une suite de fonctions {, ()}, continues sur I'intervalle

[z — T, xo + T, vérifiant la condition initial ¢, (z9) = yo. ®
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3.1. Application du théoréme de picard

Alors il faut montrer que :

1-La suite ¢, (x) converge uniformément vers la solution exacte.

2-La limite de la suite ¢, (z) est une solution de ’équation intégrale3.1.4.
3-La solution est unique (la limite de la série ¢, (2) unique).

1-Pour montrer la convergence uniforme

Preuve. on construie la serie

Sn= @+ (1 — o) + (2 — 1) + (3 — ) + oo + (6n = Pn-1)
on a .
Sn = gy + Z(% — ¥i-1)
i=1
Sn(x) = ¢, (x),Vo € [xg—T, 20+ T

Cela signifie que la série et la suite convergent vers la méme limite.

Comme |, (z) — ¢o(z)] < M |z — xo|. Alors, en appliquant la condition de Lipschitz, on-

trouve

al) — on(2)| = /x[f(t,sol(t))—f(t,%(t))]dt

0
< k[ lei(@) = @o()]

2 2
o = @o[" lw = wol”

< kM/ It — to| dt = kM Y 5
xo *

Comme |z — zo| < T, |py(z) — ()| < k]‘g,T2 Par récurrence

M/{}n_lTn

[Pu(®) = Pua(2)| < ——

Sn =y + (01 — o) + (P — 1) + (P53 — ©3) + oo + (0 — Pn1)

kMT?  k*MT? kM
+ Fo b ———

< o+ MT + 5 A o
M M (T2 M (KT M (kT)"
_ Moy MW)m ML) MRDT
T TR A TR S ey
M M (KT)? M (kT)? M (kT)"
— ot |y AL MRD)T o M)
vot oo (B + o+ g et
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3.1. Application du théoréme de picard

converge vers yo + 2 (exp(kT) — 1) quand n tend vers +oco. Donc la série est unifor-
mément convergente, alors la suite ¢, (z) est uniformément convergente sur l'intervalle
[xg — T, 29+ T]. Comme ¢, (x) est une suite des fonctions continues. Donc, la limite est
une fonction continue sur Uintervalle [xg — T, zo +T]. m

2- Montrons que ¢(z) est la solution de ’équation intégrale (3.1.4).

Preuve. Comme la fonction f(z,y) est continue sur U. Alors, f(z,¢(x)) converge
vers f(x,¢(x)) quand n tend vers +o0o. Par passage a la limite pour les deux nombres de

I'équation (3.1.5). On trouve

o) = o+ / " f s olt))de (3.1.6)

Alors ¢(z) est une solution de I’équation intégrale (3.1.6), donc une solution du probléme
de Cauchy. Comme |p, () — 30| < b, Vn =0,1,2, ..., alors |p(x) — yo| < b Donc, la fonction
() est solution de I’équation différentielle ' = f(z,y), reste dans le domaine U et realise

la condition suivant

Yo(zo) =40 (¥ = (2,20, 0))-

3-L’unicité de la limite
Preuve. Soit ¢*(z) une autre solution de 1’équation intégrale (3.1.4), y = ¢*(x, zo, yo)

sur Uintervalle [zo — T, zo + T*] telle que T* < T',*(x) = yo + [, f(t,¢*(t))dt On a

o (z) — 9™ (x)] < /f’»‘ [f(t,gpnfl(t)) — f(t, go*(t))] dt pour tout n =1,2,3,...n

o

De la relation (3.1.4), on trouve

[or(2) =@ ()] < k[ lpo(t) — (1))
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3.2. Le théoréme de Cauchy-Arzela

par récurrence, on trouve que pour tout n € N.

2
eule) ~ (@) < drpr 2ol

M (k|z — o))"
k n!

converge vers 0 quand n tend vers 400, quelque soit © € [zg — T, xo + T]. Enfin, |¢, () — ¢*(z)|

converge vers 0 quand n tend vers +oo donc ¢(x) — ¢*(x) = 0, alors p(x) = p*(z). =

3.2 Le théoréme de Cauchy-Arzela

On reprend maintenant le probléme de Cauchy pour I'équation ¢y = F(¢,y(t)), mais ici on
ne sait pas si F' est lipchitzienne. le théoréme de schauder nous donnera ’existence d’une

solution, mais pas nécessairment 1'unicité.

Théoréme 3.2.1 [6/Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques avec Y complet. Alors
'ensemble CY(X,Y) est complet pour la distance uniforme do(f, g) = sup,ex {dy (f(z), g(x))}.

Théoréme 3.2.2 (Ascoli)[6]. Soient (X,dx) un espace métrique compact et (Y,dy) un

espace métrique. On se donne un sous ensemble F' de C°(X,Y) tel que:

1.Vz € X, {f(x), fe F} est compact dans Y
2.La famille F' est équicontinue, i.e. Ve > 0,39 > 0 tel que Vz,2’ € X,Vf € F on a
dx(z,2") <0 = dy(f(2), (') <e

Alors F' est compact dans C°(X,Y) (muni de la distance uniforme).
Théoréme 3.2.3 (Cauchy-Arzela).

Soient :

-E un espace vecteur normé de dimension finie;
-U un ouvert de R x E;

-F une fonction continue de U dans E;

-(to, o) un point de U,

22



3.2. Le théoréme de Cauchy-Arzela

Alors I'équation différentielle ' = F(¢; x) a une solution au voisinage de (g, zg), i.e. il
existe un nombre p > 0 et une fonction f : [tg — p, to + p] — F de classe C' avec f(ty) = o,
telle que pour t € [ty — p, to + p];

L.(t, f(t) e U

2.£(t) = F(t, (1))

Preuve. Soit M >|| F(to, xo) ||. Quitte a remplace U par 'ensemble ouvert {(t;x) € U : || F(t;x)|| < M
on peut supposer que F' est majorée en norme par M sur U. Il existe donc r > 0et h > 0
tels que U D [to — h, to + h] X B(wo,r), et on choisit p = min(h, 1) > 0.

On considére ’ensemble K des fonctions M-Lipschitziennes de intervalle J = [ty — p, to + p]
dans F qui valent xg en ty, que ’on munit de la norme uniforme. Si f et g sont dans K et
s € [0,1], alors sf+ (1 — s) g € K donc K est convexe. Si (f;)ien est une suite de Cauchy de
K pour la norme uniforme, alors d’aprés le théoreme(3.2.1), il existe une fonction continue
f:J — E telle que f; converge uniformément vers f.

On a alors

f() = hm fz (to) = T

1——+00
et Vi, ¢ € J,
£ £ = i (1) S ()] < M|t~

et donc f € K. On en déduit que K est fermé pour la norme uniforme dans C° (J, E) .

De plus, pour tout t € J et tout f € K, on a

1f (£) — o] :iLiHloo | fit), filto) | S M [t—to|<Mp<r

ce qui montre que K (t) = {f(t): f € K} est contenu dans la boule B(zg,7), et donc
K (t) est relativement compact. Et puisque K est uniformément équicontinu, il résulte du
théoréme(3.2.2) que K est compact.
On peut alors définir une application ® : K — C' (J, F), en posant
t
PO =20+ [ Flsf(s)ds
En effet, si f € K, alors f (s) € B(wg,r) pour tout s € .J, ce qui montre que la fonction
s — F(s, f(s)) est bien définie et continue sur .J, a valeurs dans F, et posséde une primitive

P (f) de classe C', valant xq en t,. Puisque la fonction g = @ (f) vérifie ¢’ (t) = F(¢, f (1)),
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3.2. Le théoréme de Cauchy-Arzela

on a que ||¢ (t) || < M, c’est-a-dire que g est M-Lipschitzienne sur J. De plus, g (tg) = .
Donc, ® (K) C K.Enfin, comme F est uniformément continue sur le compact J x B(xg,),
pour tout £ > 0 il existe § > 0 tel que pour tout (s, ) et (s',2) appartenant & J x B(zg,7),
on ait

max (| s — &' |||z —2|)) <0 =||F(s,z) — F(s,2)] < %

Alors, si f et f; appartiennent a K et si

If— fill <o

onaVs e J
€

1E (s, f(s)) = F (s, fr(s) | < p
Donc,

1® () (1) — @ (£) (B)] = | / F (s, f () = F (s, fy () ds|

<lt—to|sw|F (s.f (s)) = F (s, i(9) | < p% _

pour tout ¢ € J. Ceci montre que || P (f)—P(f1) || <e,ie. &: K — K est une application
continue. Donc, d’aprés le Théoréme(2.4.1), il existe un point fixe f € J de @, c’est-a-dire

que f est une solution au probléeme de Cauchy. m
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Résumé

On étudie dans ce travail quelgues théoremes du point fixe et quelques
une de leurs applications aux équations différentielles.
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intégrale

Abstract

Through this work we tackled some theories of the fixed point and some
of its practices as well to solve the problems of differential equations
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