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Introduction générale

Introduction générale

Etant donné un ensemble X muni de deux distances d, d’ qui donnent naissance a deux
espaces métriques (X, d), (X, d"), une application bijective f de (X, d) dans (X, d) & inverse
continue, pour tout ouvert O de (X, d) correspand un ouvert U = f(O) de (X, d’) et recipro-
quement. Par conséquent, toutes les notions dont la définition ne depend que des ouverts
seront les mémes pour les deux espaces métriques. Ces notions, telles que: les fermeés, les
voisinages, les ensembles denses, la continuité ou la discontinuité, sont dites topologiques
ou invariantes par homéomorphisme.

D’autre part un certain nombre de notions dépendent de maniére essentielle de la struc-
ture métrique: distance entre point, distance d’un point a un ensemble, diameétre... Elles
sont toute fois invariantes par isométrie.

Un certain nombre de notions appartiennent a une autre catégorie, ce sont des notions
qui ne sont pas invariantes sous 'effet d’un homéomorphisme, mais qui sont invariantes sous
I’homéomorphisme plus particuliers, ceux qui sont uniformément continues ainsi que leurs
inverses.

Parmis ces notions: les applications uniformément continues, suite de Cauchy, espaces
localement compacts.

Nous proposons dans ce travail d’introduire les différents types d’équivalences entre les
distances et les espaces métriques ainsi que les espaces normés, qui nous permetterons
d’affiner 'idée de classification introduite ci-dessus.

Le premier chapitre est consacré aux notions topologiques preliminaires conserant les
espaces métriques et les espaces normés, qui fournissent un outil indispensable dans notre
étude .

Dans le deuxiéme chapitre, aprés avoir exposé les différents types d’équivalences entre
les distances sur le méme espace, on propose de spécifier les caractéres préservés par chaque
type.

Dans la premiére partie du troisiéme chapitre nous allons étendre ces types d’équivalence
entre deux espaces métriques et comme cas particulier entre deux espaces normés dont nous
verons qu’il n’exite qui un seul type d’équivalence, Nous terminons dans la deuxiéme partie

du troiséme chapitre par quelques exemples consernant chaque type d’équivalence.



Chapitre 1

Notions et propriétés topologiques

préliminaires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & donner quelques notations et définitions principales
des espaces métriques et des espaces normés. Aussi, nous allons cité les différents types de

continuité dans ’espaces métriques et les espaces normés.

1.1 Espace métrique

1.1.1 Définitions

Distance

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application d:X x X —

R, telle que, pour tous x,y,z dans X:

IWVr,ye X:d(z,y) =0<=x=y.
i)Vr,y € X:d(x,y) =d(y,x); (symétrique)
ii)Ve,y,z € X 1 d(x,2) <d(z,y) +d(y,2); (inégalité traingulaire).

Espace métrique

Définition 1.1.2 Un espace métrique est un ensemble X sur lequel est définie une distance

d et on note (X, d).



1.1. Espace métrique

Restriction

Définition 1.1.3 Soient (X, d) un espace métrique et S un sous-ensemble de X . On définit
ds: S xS — Ry pards(x,y) = d(z,y) pour tout x,y € S (c’est-a-dire dg est la restriction
de d sur le sous-ensemble S). dg est une distance sur S, appelée la distance induite sur S
par d.

Surespace

Définition 1.1.4 Suppossons que (X,d) et (X', d") sont des espaces métrique. On dit que
X est un sous-espaces métriques de X', et que X' est un surespace métrique de X si, et
seulement si, X est un sous-ensemble de X'et d est une restriction de d'. Nous notons
souvent a condition qu’elle ne conduit a aucune confusion, par la méme lettre pour désigner

la distance sur un sous-espace et la distance sur son surespace.

1.1.2 Propriétés de distance

(X, d) est un espace métrique

Les boules

La boule ouverte

Définition 1.1.5 On appelle boule ouverte de centre xq et de rayon r l’ensemble

é(ng) ={xe X |d(x,xy) <r}

La boule fermée

Définition 1.1.6 On appelle boule fermée de centre xq et de rayon r l’ensemble

B(xor)={r e X |d(xozx) <r}



1.1. Espace métrique

Sphére

Définition 1.1.7 On appelle sphére de centre xq et de rayon r [’ensemble

S(zor) =4z e X |d(zg,z) =71}

Distance d’une partie

Définition 1.1.8 Pour tout x € X et A une partie non vide de X. On appelle distance de

x a A et on note d(x, A) le nombre réel défini par:

inf {d(z,y);y € A}. On pose d(x, p) = +o00

Diameétre

Définition 1.1.9 Soient (X,d) un espace métrique et A une partie non vide de X. Le
diameétre de A noté par Diam(A) est la quantité défini par:

sup{d(z,y); (xz,y) € A x A} € [0,40o0]

Par convention le diamétre de ’ensemble vide (¢) est 0.

1.1.3 Notions topologiques
Ouverts

Définition 1.1.10 Une partie A de X est appelée ouvert si toutes fois qu’elle contient un

point x de X, elle contient au moins une boule ouverte centrée en x c-a-d:
(Vxe A)(Ir >0)B(x,r) C A
Théoréme 1.1.1 Soit (X,d) espace métrique-On a les affirmations suivantes:

i) O est un ouvert.
i7) Une réunion d’ouverts est un ouvert.
i1i) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

iv) ¢ et X sont ouverts. (Voir [1] ,Voir [4])



1.1. Espace métrique

Théoréme 1.1.2 Soient X un espace métrique et O un sous-ensemble non vide de X. Les

propriétés suivantes sont équivalentes:

i) O est ouvert dans X;
i1) Pour chaque z € X, O inclus une boule ouverte de X centrée en X;
i7i) O est une union des boules ouvertes de X.voir [9]

Fermeée

Définition 1.1.11 Soit (X, d) un espace métrique. On appelle fermé, toute partie A de X,

son complémentaire X\ A est ouvert.
Théoréme 1.1.3 Les affirmations suivantes sont vrais dans un espace métrique (X ,d):

i) ¢, X sont fermé.

i1) L’intersection d’une famille arbitraire d’ensemble fermé est fermé.

i11) La réunion d’une famille finie des fermés est fermé- (Voir [3], Voir [7])
Voisinage
Définition 1.1.12 On appelle V' un voisinage d’un élément a de X, toute partie V de X
contenant un ouvert qui contient a, {a € O C V'}-

Intérieur

Définition 1.1.13 On appelle intérieur d’une partie A d’un espace métrique (X, d) et on

note A la réunion de tous les ouverts de X contenue dans A.

Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X tel que

A={reA3Ir>0B(zxr)C A}

Extérieur

Définition 1.1.14 On appelle extérieur d’une partie A d’un espace métrique (X, d) et on

note Ex(A) lintérieur de X\ A.



1.1. Espace métrique

Frontiére

Définition 1.1.15 On appelle frontiére de A et noter Fr(A) = /_l—jl, I’ensemble des points

de X qui n’appartiennent nit a son intérieur ni a son extérieur.

Remarque 1.1.1 Pour qu’ un point a appartient & la frontiére de A, il faut et il suffit que

tout voisinage de a contient des points de A et de son complémentaire.

Adhérence

Définition 1.1.16 On appelle adhérence de A, et on note A Uintersection de toutes les
parties fermées de X qui contiennent A. Elle est donc fermée et c’est alors évidemment la

plus petite partie fermée de X qui contienne A.
Remarque 1.1.2 On peut définir l'adhérence de A par :

i) La réunion de son intérieur et sa frontiére, autrement dit le complémentaire de son
extérieur;

i1) L’ensemble des points de X dont tout voisinages rencontre A-

Point Adhérence

Définition 1.1.17 Soit A C X ; un point x € X est un point adhérent de A si tout voisinage

de x rencontre A. L’ensemble des points adhérents a A s appelle I’adhérence de A et on note

A

Point d’accumulation

Définition 1.1.18 Soit (X, d) un espace métrique, z € X et S est un sous-ensemble de
X, on dit que z est un point d’accumulation si, seulement si, infd(z,y) =0, y € S\ {z}.

L’ensemble des points de S d’accumulation dans X est notée par acc(S).

Partie dense

Définition 1.1.19 Soit (X,d) un espace métrique, A et B deux partie non vide de X; A

est dite dense par rapport a B si:



1.1. Espace métrique

Vb € B, Ve >0, Ja = a. € A tel que d(a.,b) < e

Si A est dense par rapport a ’espace X tout entier, on dit que A est partie dense dans

X (on se contente parfois de dire A est dense dans X).

Théoréme 1.1.4 Supposons que X est un espace métrique et A est un ensemble de X. Les

propriétés suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout x € X, d(z, A) = 0;
ii) A = X;
it1i) ANU # ¢ tel que U est un ouvert sur X.Voir [2]

1.1.4 Les grandes notions topologique
Espace métrique complet

Suite

Définition 1.1.20 Soit (X, d) est espace métrique. Une suite attribue & chaque n € N un
élément uniquement déterminé dans X. Si f(n) = x,, il est d’usage de désigner la suite par

le symbole {x, }, oy -

Sous-Suite

Définition 1.1.21 Soit (z,) une suite de X.On dit qu’une suite (y,) est une sous-suite
de (xy) s’il existe une application strictement croissante ¢ : N — N telle que y, = Ty,

Vn € N. On notera que ¢(n) > n pour tout n € N.

La limite

Définition 1.1.22 Soit d une distance de X, {x,, }, .y une suite de X- On dit que x est la

limite de {xy }, oy, i

Ve >0, Ing : d(x,,x) < e Vn > ng



1.1. Espace métrique

On dit que {x,}, .y est convergente vers x, et on écrit x, — x si, et seulement si:

lim d(x,,x2) =0

n—-+00
Si (x,) converge vers l, alors toute sous-suite de (x,) converge aussi vers l.
Suite de Cauchy
Définition 1.1.23 Soit (X, d) un espace métrique. Soit (xy), ., une suite de X.

.On dit que (z,,),cy est suite de Cauchy dans (X, d) si:

Ve >0, dng >0, Vm,n € Ny m >nget n>ng: d(z,xm,) <e¢

Théoréme 1.1.5 Supposons que {x, },en est une suite convergente dans un espace métrique

(X,d) alors:

i) La limite x = lim =z, est unique.
n—-+o0o
i1) Toute sous-suite de {z, }nen converge vers z.

i11) {&p }nen est une suite de Cauchy. Voir [5]
Proposition 1.1.1 Soit (X, d) un espace métrique.

(z,) est une suite de Cauchy si, et seulement si, pour tout r > 0, il existe m € N* et
r € X telle que:
{z, : n>m} C By(z,r)

Espace complet

Définition 1.1.24 On dit que (X,d) est un espace métrique complet si toute suite de

Cauchy dans X est convergente:



1.1. Espace métrique

Ensemble borné

Définition 1.1.25 Supposons que (X, d) est un espace métrique et S C X, on dit que S est

borné s’il existe un nombre b > 0 tel que d(z,y) < b pour tout x,y € S.

Théoréme 1.1.6 On suppose que (X, d) est un espace métrique non-vide, x € X et S C X.

Les affirmations suivantes sont équivalentes:

i) diam(S) < oo;
i) Il existe une boule de X centré a = qui inclut S

i17) 1l existe une boule de X qui inclut S - Voir [9]

Ensemble Totalement bornée

Définition 1.1.26 On suppose que (X, d) est un espace métrique, S un sous-ensemble de
X. On dit que S est totalement borné de X si, et seulement si, ¥V r € R, il existe un

ensemble finit des boules de S de rayon r qui couvre S - .

Théoréme 1.1.7 Soient (X,d) un espace métrique non vide, v € X et S C X. Les affir-

mations suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout r € R, il existe un ensemble finit des boules de S de rayon r qui couvre S;

i1) Pour tout r € R, il existe un ensemble finit des boules de X de rayon r qui couvre
S;

i1i) Chaque suite dE S a une sous-suite de Cauchy.Voir [8]

Théoréme 1.1.8 Soient (X,d) un espace métrique, x € X et S C X- Les affiramations

sutvantes sont équivalentes:

i) X admet un point x vérifie: Vs € X' d(z, s) = d(x, X") dans chaque surespace métrique
X' de X;
i1) Chaque suite borné dans X a une sous-suite convergente en X;

i11) X est complet et chaque sous-ensemble bornée de X est totalement borné. Voir [10]



1.1. Espace métrique

Espace métrique Compact

Définition 1.1.27 Un recouvrement ouvert d’un espace métrique X est une famille d’ouverts
O; de X, 1 € I, dont la réunion est X. Le recouvrement est dit fini (resp. dénombrable)

lorsque ’ensemble I est fini (resp. dénombrable).

Proposition 1.1.2 Soit (X,d) un espace mérique. X est compact s’il vérifie pour tout

recouvrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement fini.

Remarque 1.1.3 On peut définir l’espace compact d’autre fagon: pour qu’un espace métrique
(X, d) compact si, et seulement si, il est borné et X est un sous-ensemble de X'qui admet

un point = tel que d(s,z) = d(s,X) Vs € X'.

Théoréme 1.1.9 Soit (X,d) un espace métrique. Les affermations suivantes sont équiva-

lentes:
1. (X, d) est compact;
2. (X,d) est fermé;
3. (X, d) est complet et totalement borné;
4. Chaque ensemble infini X a au moins un point accumulation;

5. Toute suite dans X contient une suite convergente. Voir [7]

Localement compact

Définition 1.1.28 Un espace métrique (X, d) est dit localement compact si chaque point

r € X a un voisinage B(z,r) de telle sorte que la fermeture B(x,r) est compact.

Sous-ensemble compact

Définition 1.1.29 Un sous-ensemble S d’espace métrique (X, d) est dite un sous-ensemble

compact si, et seulement si, le sous-espace (S, ds) est compact.

10



1.2. Applications continues

Espace métrique connexe

Définition 1.1.30 On dit que X est un espace métrique connexe si, et seulement si, X ne
peut pas étre exprimé comme ['union de deux sous-ensembles non vides ouverts disjoints de

lui-méme-

1.2 Applications continues

1.2.1 Applications continues
Définition 1.2.1 Soient (X,d), (X', d’) deux espaces métriques

1. L’application f : X — X’ est continue en a € X si:

Ve >0, 35 > 0, tel quef(é(a,é)) C B(f(a),¢)

2. L’application f: X — X’ est dite continue si elle est continue en tout point de X.

Remarque 1.2.1 On peut exprimer la définition précédente o l’aide des distances comme

suite:

Ve > 0,39 > 0 tel que si x € X et vérifie d (a,z) < 0 alors d'(f(a), f(z)) < e

Théoréme 1.2.1 Soient (X,d), (X', d") et (X",d") des espaces métriques, f : X — X',
g: X' — X" des applications. Si f et g sont continues sur X et f(X) = X' respectivement,

alors go f est continue en X.Voir [1].

Théoréme 1.2.2 Soient (X,d), (X', d') deuz espaces métriques, f : X — X' une application.

Les propriétés suivante sont équivalentes:

i) Pour tout ouvert O de X', 'image inverse f~! (O) est ouvert de X;

i1) Pour tout ensemble F' fermé de X', I'image inverse f~! (F) est fermé en X;

ii1) Pour toute boule ouvert B de X', 'image inverse f~! (B) est un ouvert en X;

iv) La fonction f est continue pour touts les points de X;

v) Pour toute suite (x,) de X qui est convergente en X, la suite (f (z,)) est convergente

en X' vers f| lim z, |. Voir [6]

T—-+00

11



1.2. Applications continues

Remarque 1.2.2 [l est fauz de croire que l'image directe d’une suite de Cauchy par une

application continue est une suite de Cauchy.

Théoréme 1.2.3 Supposons X et X' sont des espaces métriques, X est connexe et f :

X — X' est continue:

Toute les images de X par f sont connexe. Voir [9]

1.2.2 Homéomorphisme

Définition 1.2.2 Soit (X,d), (X', d’) deux espaces métriques, une application f : X — X'

est dite un homéomorphisme si elle est bijective et bicontinue c-a-dire (f et f ~'sont continue) .

Définition 1.2.3 Soit (X,d), (X', d") deuz espaces métriques,une application f : X — X'

est dite une 1sométrie si:

Vr,y € X, d(f(z), f(y)) = d(z,y)

Proposition 1.2.1 Une isométrie est un homéomorphisme.

1.2.3 Continuité uniforme

Définition 1.2.4 Soient (X, d), (X,d') sont deux espaces métriques et f : X — X'une
application, on suppose que S C X. On dit que f est uniformément continue sur S si, et

seulement si:

Ve € RT,30 € RY tel que Vz, z € S pour lequel d(z,z) < 0 = d'(f(2), f(x)) < e.

Théoréme 1.2.4 Soient (X, d), (X', d') et (X”,d") des espaces métriques et f : X — X',
g : X' — X" des applications. Si f et g sont uniformément continue sur X et f(X)

respectivement, alors g o f est uniformément continue en X. Voir [6]

Théoréme 1.2.5 Soient (X,d), (X', d') des espaces métriques et S C X, f: X — X'.

12



1.2. Applications continues

i) Si f est uniformément continue sur S alors f|; est continue.

i1)Si f est uniformément continue sur X alors f|; est uniformément continue en S.

Voir|[1]

Théoréme 1.2.6 Supposons X et X' sont des espaces métriques, X est compact et f :

X — X' est continue. Alors f est uniformément continue sur X et le sous-espace f(X)

de X'est compact. (Voir [1], Voir [7])
Théoréme 1.2.7 Supposons X et X' sont des espaces métriques et X est compact.

Supposons f : X — X' est injective et continue. Alors f~! : Im(f) — X est uniformé-

ment continue. Voir [6]
Théoréme 1.2.8 Soit (X,d), (X,d") deuz espaces métrique, (X, d) complet.

Il existe une application bijective f : X — X’ tel que f est continue et f~lest uniformé-

ment continue. Donc X'est complet.Voir [7]

1.2.4 Application Lipschitzienne

Définition 1.2.5 Soient (X,d), (X', d') deux espaces métriques et f : X — X' une appli-
cation, s’il existe k € R tel que: d'(f(a), f(b)) < kd(a,b) pour tout a,b € X

donc f est dite une application Lipschitzienne sur X de rapport k.

Théoréme 1.2.9 Soient (X,d), (X', d")et (X”,d") des espaces métriques, f : X — X' et
g: X' — X7 des applications. Si f et g sont Lipschitziennes sur X et f(X) de rapport k et

[ réspectivement,alors g o f est une application Lipschitzienne sur X de rapport kl. Voir [5]

Théoréme 1.2.10 Soient (X, d), (X', d’) des espaces métriques, [ : X — X' est une appli-

cation:

f application Lipschitzienne = f uniformément continue = f continue-Voir [7]
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1.3. Espace normé

1.3 Espace normé

Définition 1.3.1 Une espace vectoriel normé (X, ||.||) est un espace vectoriel X surk =R
ou C muni d’une application ||.||: X x X — k, appellée norme, qui satisfait, pour tout = et

y € X, les propriétes suivantes :
1. ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si, et seulement si, x = 0; (séparation)
2. || Az]| = |A ||z]] V A € k; (homogenété)
3. lz 4yl < |zl + |lyl| ; (inégalité triangulaire)

Théoréme 1.3.1 Soit f une application linéaire entre deux k-espaces vectoriel mormés

(X, |11 et (X1, )|.I") Les affirmations suivantes sont équivalentes:

1. f est continue;
2. f est continue en zéro;
3. f est bornée sur la boule d’unite fermée :B; (Ox, 1);

4. f est Lipschitzienne. Voir [3]

Théoréme 1.3.2 Supposons X est un espace vectoriel normé. Les affirmations suivantes

sont équivalentes:

1. X est de dimension finie;
2. X est localement compact;

3. La boule d’unité fermée de X est compact. Voir [2]
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Chapitre 2

Différentes types d’équivalences entre

les distances

Concernant ce chapitre, nous allons examiner les différents types d’équivalences entre les
distances, comme un cas particulier de ce que nous allons aborder dans le troisiéme chapitre,
définies sur le méme ensemble qui sont topologiquement équivalente, uniformément équiva-
lente et Lipschitz-équivalente.

En outre, nous allons spécifié les propriétés de chaque type d’équivalence et déterminé

la relation entre ces types.

2.1 Equivalence topologique

2.1.1 Définitions et propriétés équivalentes

Définition 2.1.1 On suppose que X est un ensemble, d et d' sont des distances sur X. On

dit que:

1. d est topologiquement plus fine que d’ et que d’ est topologiquement moins fine que d

si, et seulement si, chaque ouvert de (X, d’) est un ouvert de (X, d).

2. d et d’' sont topologiquement équivalentes si, et seulement si, d est & la méme fois plus

fine et moins fine que d'.
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2.1. Equivalence topologique

3. d et d' ne sont pas comparable si, et seulement si, d est ni topologiquement plus fine

ni topologiquement moins fine que d'.

Théoréme 2.1.1 Soient X un ensemble, d et d'deux distances sur X, donc les affirmations

suivantes sont équivalentes:

1. Chaque boule ouverte de (X, d) est inclus dans une boule ouverte de (X, d) du méme

centre;
2. Chaque ouvert de (X, d’) est un ouvert de (X, d);
3. Chaque fermé de (X, d’) est un fermé de (X, d);
4. L’application identité de (X, d) dans (X, d’) est continue;

5. Chaque suite qui est convergente dans (X, d) est convergente dans (X, d’) et converge

vers la méme limite. Voir [8]

Preuve. Pour montrer que (1) implique (2) de théoréme(2.1.1):

On suppose que (1) est vérifié;

Soit U un ouvert dans (X, d’) et, soit C' ’ensemble de toutes les boules ouvertes de (X, d)
qui sont inclu dans U,

Il est claire que UC' C U;

Soit maintenant x € U, d’aprés la définition (1.1.10) il existe alors une boule ouverte
dans (X, d’) de centre x inclus dans U;

D’aprés (1) il existe alors une boule ouverte dans (X, d) de centre x inclus dans cette
boule donc x € UC' ce qui implique U = U {z} C UC;

ainsi d’apreés le théoréeme (1.1.2) U est ouvert dans (X, d);

et par suite 2 est vérifié.

(3) est un conséquence directe de (2) (vu la définition (1.1.11));

L’équivalence entre (3) et (4) découle immédiatement du théoréme (1.2.2)

Dans le but de la démonstration de I'implication de (4) sur (5)

Supposons que (x,,) est une suite qui est convergente dans (X, d) de limite z.
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2.1. Equivalence topologique

Si 'application identité de (X, d) dans (X,d') est continue, alors (x,) converge vers z
dans (X, d'), d’aprés le théoreme (1.2.2);

pour montrer que la proposition (4) implique la proposition (5):

Est un résultat immeédiatement du théoréme (1.2.2). Alors (4) et (5) sont équivalentes;

On suppose que (4) est vérifié, alors on a 'application f = I; 4 est continue;

Soit B (x0,7) une boule ouverte de (X, d);

o

D’aprés le théoréme (1.2.2) f~1 <§ (o, r)) = B (xg,r) est une ouverte dans (X, d);

o
aussi d’aprés le théoréeme (1.1.2) B (xzg,r) est inclus dans une boule ouverte de méme
centre;
par suite (1) est vérifie. m

Du théoréme (2.1.1) résulte le corollaire suivant:

Corollaire 2.1.1 Soient d et d deuz distances sur l’ensemble X. Les affirmations suivantes

sont équivalentes:
1. d et d' sont topologiquement équivalentes;
2. Les topologies de (X, d) et (X,d') sont identiques;
3. Tout fermés de (X, d) est fermé dans (X, d');
4. L’application identité de (X, d) dans (X, d’) de (X,d’) dans (X, d) sont continues;
5. Chaque suite convergente de (X,d) est convergente dans (X,d’) et converge vers la
méme limite.
Théoréme 2.1.2 Supposons que X est un ensemble. L’équivalence topologique est une

relation d’équivalence dans l’ensemble de toutes les distances sur X .Voir [8]

Preuve. 1l est claire que ’équivalence topologique est réflexive, symétrique;
donc il suffit démontrer qu’elle est transitive:
Supposons que d, d’, d”’ sont des distances sur X, et que d est topologiquement plus fine

que d’' et d' est topologiquement plus fine que d”. Donc I'application identité

Id,d’ . (X, d) — (X, d/)
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2.1. Equivalence topologique

et Iy g : (X,d) — (X,d") sont des applications continues, alors leur composition est aussi
continue d’aprés le théoréme (1.2.5) ce que signifie que d est topologiquement plus fine que
d”, le méme, si d est topologiquement moins fine que d’ et d’ est topologiquement moins fine
que d”. Alors d est topologiquement moins fine que d”; donc I’équivalence topologique est
transitive;

Donc I’équivalence topologique est une relation d’équivalence. m

2.1.2 Les caractéres présérvés par 1’équivalence topologique

Théoréme 2.1.3 X est un ensemble, et d, d sont deux distances sur X. Les affirmations

suivantes sont équivalentes:

1.Chaque application de X dans un espace métrique qui est continue par rapport a d’
est continue par rapport a d, I’espace de retour est supposé muni de la méme distance.

2.Chaque application d’un espace métrique dans X qui est continue par rapport a d est
continue par rapport a d’, Pespace de départ est supposé muni de la méme distance.Voir [8]

Preuve. Soit W est un espace métrique.

1.0n suppose que (1) est vérifié; f : (W, 0) — X une application est continue par rapport
ad;

Soit 'application I:(X,d') — (X, d’) est continue;

ainsi d’apreés (1) (avec (W, 0) = (X, d')), application I':(X,d) — (X, d’) est continue;

par suite, d’aprés le théoreme (1.2.1) Papplication I’ o f (W, d) — (X, d’) est continue;

donc f est continue par rapport a d’;

2.0n suppose que (2) est vérifié;

f: X — (W,0) une application est continue par rapport a d’;

Soit Iapplication I:(X,d) — (X, d) est continue;

ainsi d’aprés (2) (avec (W,0) = (X, d)), 'application I':(X,d") — (X, d) est continue;

puis, d’aprés le théoréme (1.2.1) Papplication I’ o f (X, d) — (W, 6) est continue;

donc f est continue par rapport a d;

Finalement en déduit que (1) et (2) sont équivalentes. m
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2.1. Equivalence topologique

Théoréme 2.1.4 Supposons que (X,d); (X, d') des espaces métrique. L’équivalence topologique

produisent les mémes:

1. Ouverts.

2. Fermés.

3. Sous-ensembles compacts.

4. Sous-ensembles localement compacts.
5. Sous-ensemble connexes.

6. Les mémes ensembles dense.Voir [8]

Preuve. (1) et (2) résultat du théoréme (2.1.1);

(3) 11 découle immeédiatement du théoréeme (1.2.7);

(4)Suppose que x € S, puisque S est localement compact par rapport a d, il existe un
ouvert O de (S,d) et un sous-ensemble compact K de (S,d) tel que x € O C K. Donc
K est compact sur (X, d) et il existe un ouvert V de (X,d) tel que O = SN V. D’aprés
le théoréme (2.1.1) I’équivalence topologique préserve 'ouvert et d’aprés laffirmation (3)
de ce théoreme 1’équivalence topologique préserve la compacité. Donc V' est un ouvert sur
(X,d') et K est un compact sur (X,d’) ainsi O est un ouvert dans (S,d’) et K étant un
sous-ensemble de (X, d') est compact dans (S, d"). Puisque x est arbitraire dans X, il résulte
que (S,d') est localememt compact.

(4) 11 est un résultat immédiatement de le théoréeme (1.2.3);

Supposons que S est dense dans (X, d) et O est ouvert dans (X, d’). Alors O est ouvert
dans (X,d) d’aprés (1). Ainsi SN U # ¢ d’apreés le théoréme (1.1.3) et puisque O est un

ouvert arbitraire de (X, d’), S est dense (X, d') I'inverse est prouvé de la méme maniére. m
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2.2. Equivalence uniforme

2.2 Equivalence uniforme

2.2.1 Définitions et propriétés équivalentes

Définition 2.2.1 On suppose que X est un ensemble, d et d' sont deux distances sur X.
On dit que d est uniformément plus fine que d et d est uniformément moins fine que d
si, et seulement si, 15 : (X,d) — (X', d’) est uniformément continue. Alors d et d' sont

uniformément équivalentes.

Théoréme 2.2.1 X est un ensemble. L’équivalence uniforme des distances est une relation

d’équivalence en X.Voir [§]

Preuve. Il est claire que ’équivalence uniforme est réflexive et symétrique;

donc il suffit démontrer qu’elle est transitive:

Soient d, d' et d” des distances sur X; d est uniformément plus fine que d'et d’' est
uniformément plus fine que d”. Les applications identité suivantes Iy : (X, d) — (X,d’) et

Iy a(X,d') — (X,d") sont uniformément continue.d’aprés le théoréeme (1.2.5)
-[d,d’ o Id’,d"(Xu d) — (X, d”)
est uniformément continue, donc 1’équivalence uniforme est transitive.

donc I’équivalence uniforme est une relation d’équivalence- m

2.2.2 Relations avec 1’équivalence topologique

Théoréme 2.2.2 Soient X est un ensemble, d et d' des distances en X . La topologie induite

muni par les distances d et d' :

1) Si d est uniformément plus fine que d’, donc d est topologiquement plus fine que d'.
2) Si d et d’ sont uniformément équivalentes, donc elles sont topologiquement équivalentes. Voir [10]
Preuve. 1)Si d est uniformément plus fine que d’, alors 'application identité I;q :

(X,d) — (X, d’) est uniformément continue alors il est continue. donc d est topologiquement

plus fine que d'.
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2.2. Equivalence uniforme

2) Si d et d' sont uniformément équivalentes, alors d est uniformément plus fine que d'.

D’aprés (1) d est topologiquement plus fine que d’, donc elles sont topologiquement

équivalentes. m

Corollaire 2.2.1 Ainsi on déduit du théoréme (2.2.5) que: [’équivalence uniforme préserve

les mémes caractéres préservé par l’équivalence topologique.

Remarque 2.2.1 Soient X un ensemble, d et d deux distances dans X. d et d sont

topologiquement équivalentes n'implique pas qu’ils sont uniformément équivalentes.
Exemple 2.2.1 Soient d(z,y) = |z —y| et d'(z,y) = |23 — y?| des distances.
On montre que d et d’ sont topologiquement équivalentes:

Nous établissons tout d’abord ’encadrement

VreR, Yy e R, 1/2(2” +4%) |z —y| < |2 = y*| <3/2(2® +¢°) |z -y (2.2.1)
On écrit
2% —?| = [(z — ) (@® + 2y + ¥°)| = |2 — y| [2® + 2y + ¥

donc
(2% = |zy| +y°) [z —y| < |2° = *| < (@ + |oy| + 7) |z — ¥

comme on sait que |zy| < 1/2(z% + y?), on obtient le résultat.

Supposons maintenant que O est un ouvert pour d, alors
Vo € O,3r > 0 tel que éd(x,r) =lx—rx+r[CO
Si & = 0 alors la boule de rayon ¢ de centre x pour d’ est exactement
Bu(z,8) = } 513, 51/3[

Donc, en prenant § = 73, on obtient que By (x,9) C O.
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2.2. Equivalence uniforme

Si maintenant z # 0; alors (2.2.1) implique que |z — y| < 2 |z® — y3| /z?, donc
By (z,72/2) C By(z,r) C O

Ainsi, O est également un ouvert pour d'.

Réciproquement, si O est un ouvert pour d’, alors

Vo € O,3r > 0 tel que éd/(x,r) cU

Si x = 0,alors

Bgl (I7 T) - ] _T1/37 7,1/3 [ - Bd(‘r? 7,,1/3)

donc By(z,7/3) € O. Si x # 0, alors I'inégalité (2.2.1) implique que
Vo > 0 et Vy tel que

v =yl <0, |27 — | <3/2(2® + (|2 +6)*) o — y| < 3/2(2* + (|z] + 6)*)d
pour 0 > 0 assez petit, ce majorant est plus petit que r. Donc
By (z,0) C By(z,7) C O
Ainsi, U est un ouvert pour d.on a donc prouvé que d etd’ définissent les mémes ouverts.

Supposons maintenant que d et d’ sont uniformément équivalentes. Ceci implique que

Ve >0,30 > 0,|z —y| <= ‘:cg’—yg} <e
Fixons y = x + §/2,0n a alors

Vo e R, (z+6/2)% -2 <¢

or

(x+0/2)% — 2® = 3/22%0 + 3/426* + 1/85° > 3/22%5

Ainsi, en prenant z > 0, on obtient Va > 0, 322§ < 2¢
ceci est contradictoire, il suffit pour le voir de choisir = 1/2¢/(39).

pour 6 > 0 assez petit, ce majorant est plus petit que r. Donc

édl<$,5) C §d<$,7”) cO
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2.2. Equivalence uniforme

Ainsi O est un ouvert pour d, on a donc prouvé que d et d' définissent les mémes ouverts.
Donc d et d’ sont topologiquement équivalentes-
Supposons maintenant que d et d’ sont uniformément équivalentes

Ceci implique que

Ve>0, 30 >0, |[z—y| <= |a:3—y3| <e
Fixons y = = + ¢/2,0n a alors
Vr €R,(z+6/2)% -2 <¢
or
(4 6/2)% — 2® = 3/20%6 + 3/426% + 1/86° > 3/22%5

Ainsi, en prenant x > 0, on obtient Vz > 0, 3220 < 2¢ ceci est contradictoire;

11 suffit pour le voir de choisir z = /2¢/(30).

Donc d et d’' ne sont pas uniformément équivalentes.

2.2.3 Caractéres préservés par uniformément équivalente

On va spécifier les caractéres préservés par uniformément équivalente. En plus (Vu le corol-

laire (2.2.1) de ceux cités dans les théoremes (2.1.3), (2.1.4)).

Théoréme 2.2.3 Soit (X,d), (X', d") deuz espaces métriques f : X — X' est uniformément

continue alors:

i) f fait correspondre chaque suite de Cauchy de X sur une suite de Cauchy de X'.

ii) f fait correspondre que sous-ensemble totalement borné de X sur un sous-ensemble
totalement borné de X'.

iii) f correspondre que chaque sous-ensemble compact de X sur un sous-ensemble com-
pact de X'.voir [§]

Preuve. i) On suppose que (z,,) est suite de Cauchy dans (X, d);

Soit e >036>0,Va,be X :d(a,b) <e=d(f(a), f(b)) <9;
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2.2. Equivalence uniforme

Puisque que (z,,) est suite de Cauchy, il existe une boule ouverte de X de rayon inférieur
ad/2;

(d’aprés la proposition (1.1.1)) ainsi on a:

Jr e X, Vm e N* {z,lneN:n>m}C By(z,5/2)

Alors
FlzaneN:n>m)) ={f(@)neN: n>m}C f (éd (:B,(S/Z)) (2.2.2)
puisque
Vay, 20 € By (2,6/2) 1 d (21, 15) < d(z1,2) +d (x,20) <6/2+6/2=16
par suite

Vyr = f(21),92 = f (72) € f (éd (95;5/2)) cd'(y1,12) < €

Donc il existe une boule ouverte By (z,¢) dans (X', d') telle que

f (éd (z, 5/2)) C By (2,¢) (2.2.3)

d’aprés (2.2.2) et (2.2.3) {f (z,) [n € N:n > m} C By (z,¢), et ceci pour tout & > 0;

Donc d’aprés la proposition (1.1.1) f (x,) est une suite de Cauchy.

ii) On suppose que S est sous-ensemble totalement borné en X.

Soit (y,) une suite dans f(S),Vn € N : I'ensemble SN f~*({y,}) de X non vide. On
choisit une suite (x,,) avec z,, € SN f~*({yn}), Vn € N. Alors f (z,,) = (yn), Vn € N;

D’aprés le théoréme (1.1.7), (x,) admet une sous-suite de Cauchy (z,,,, );

Donc d’aprés (i), f (2, ) qu’on note (y,,, ) est une sous-suite de Cauchy de (y,);

Puisque (y,,) est une suite arbitraire de f (.5), (ii) découle du théoréme(1.1.7)

iii) On suppose que S est compact, S est borné et admet un point s € S, Vz € X telle
que d(z,s) = d(z,S) d’aprés la remarque (1.1.3) ;

donc d’aprés le théoreme (1.1.8) S est totalement borné d’out f(.S) est totalement borné
(d’aprés (ii)) et par suite S est borné;

Soit (y,) une suite arbitraire en f(5), et (on utilise les mémes étapes dans (ii)), on

choisit une suite (z,) dans S telle que f(z,) = (y,) Vn € N.
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2.2. Equivalence uniforme

maintenant x, est borné parce que S est borné;

donc d’aprés le théoréme (1.1.8) il existe une sous-suite de (x,) convergente, I'image:
f de cette sous-suite est donc sous-suite convergente de (y,), d’aprés le théoréme (1.2.2),
puisque f est continue d’aprés le théoréeme (1.2.5) puisque (y,) est arbitraire en f(X).
Cela signifie que f(X) satisfait d’aprés le théoréme (1.1.8) et il admet par suite un point
s € f(9), Vz € X telle que d(z,s) = d(z, f(S)) donc f(X) est compact d’aprés la remarque
(11.2). m

Théoréme 2.2.4 Supposons que X est un ensemble et d,d sont des distances uniformé-

ment équivalentes sur X. alors (X, d) et (X,d") admettent les mémes:

1. Suites de Cauchy.

2. Ensembles totallement borné.

3. Ensembles complets.

4. Application uniforemément continue d’espace métrique (W, ) dans (X, d’).

5. Application uniforemément continue d’espace métrique (X, d) dans (W, ) .Voir [§]

Preuve. Les conditions (1), (2) découlent immédiatement du théoréme (2.2.3);

3) Soit X est un ensemble complet par rapport a d 1’équivalence uniforme admet les
mémes suites convergente et les mémes suites de Cauchy. Ainsi le résultat découle du
théoréeme (1.2.8)

4) f: (W,0) — X une application est uniformément continue par rapport a d;

Soit 'application I:(X,d') — (X, d’) est uniformément continue;

et (avec (W,6) = (X, d')), Papplication I":(X,d) — (X,d') est uniformément continue;

par suite, d’aprés le théoréme (1.2.5) 'application I’ o f (W, §) — (X, d') est uniformeé-
ment continue;

donc f est uniformément continue par rapport a d’;

5)Soit f: X — (W, d) une application est uniformément continue par rapport a d’;

(avec (W,0) = (X, d)) lapplication I":(X,d") — (X, d) est uniformément continue;
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2.3. Equivalence Lipschitzienne

puis, d’aprés le théoréme (1.2.5) 'application I’ o f (X,d) — (W,¢) est uniformément
continue;

donc f est uniformément continue par rapport a d; =

2.3 Equivalence Lipschitzienne

2.3.1 Définitions et propriétés équivalentes

Définition 2.3.1 Soient X est un ensemble,d et d des distances sur X.

.On dit que d est Lipschitzienne plus fine que d’', et d’ est Lipschitzienne moins fine
que d.siet seulement si I'application identité de (X, d) dans (X’,d’) est une application
Lipschitzienne.

.On dit que d et d’ sont Lipschitz-équivalentes si, et seulement si chacune de d et d est

Lipschitzienne plus fine que 'autre.
Remarque 2.3.1 On peut définir I’équivalence Lipschitzienne par un autre facon:

Il existe deux constantes M > m > 0 telle que

md(z,y) < d'(z,y) < Md(z,y), Yo,y € X

et on dit que d et d’ sont Lipschitz-équivalentes.

Théoréme 2.3.1 Soit X un ensemble. L’équivalence Lipschitzienne est une relation d’équivalence

sur l’ensemble de toutes les distances sur X.Voir [8]

Preuve. Il est claire que ’équivalence Lipschitzienne est réflexive, symétrique;

donc il suffit démontrer qu’elle est transitive:

Supposons que d, d et d”’ sont des distances sur X, soient les applications identités
suivantes: Izo : (X,d) — (X,d") et Iy o : (X,d) — (X,d") sont des applications
Lipschitzienne, alors d’aprés le théoréme (1.2.9) leur composition: 144 : (X,d) — (X, d")
est aussi Lipschitzienne; donc ’équivalence Lipschitzienne est transitive-

Donc I'équivalence Lipschitzienne est une relation d’équivalence. m
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2.3. Equivalence Lipschitzienne

Théoréme 2.3.2 Supposons que X est un ensemble, d et d' des distances sur X. Supposons

que d est Lipschitzienne plus fine d', alors chaque ensemble borné de (X, d) est borné dans

(X, d").Voir [10]

Preuve. Soit k € RT, tel que d'(a,b) < k d(a,b); pour tout a,b € X.
Supposons que A est ensemble de X bornée en (X, d). Puis, pour chaque a,b € A, nous

avons d'(a,b) < k d(a,b) < k diamy(A) < oo, de sorte que A est bornée en (X,d'). =
2.3.2 Relations avec 1’équivalence uniforme

Théoréme 2.3.3 Supposons que X est un ensemble, d et dI des distances sur X.

1) Si d est Lipschitzienne plus fine que d', alors d est uniformément plus fine que d'.

2) Si d et df sont Lipschitz-équivalentes, alors elles sont uniformément équivalentes. Voir [10]

Preuve. 1) On suppose que d est Lipschitzienne plus fine que d',et soit k € R* telle
que d'(a,b) < kd(a,b) pour toute a,b € X.

Soit € > 0, on pose § = ¢/k alors, pour toute a,b € X et d(a,b) < d,onad(a,b) < kd = e.
Donc d est uniformément plus fine que d'.

2) Supposons que d et d’ sont Lipschitz-équivalentes, alors d’aprés (1) d et d’ sont

uniformément équivalentes. m

Remarque 2.3.2 Soient X un ensemble, d et d des distances sur X. d et d' sont unifor-

mément équivalentes, mais pas Lipschitz-équivalentes.
Exemple 2.3.1 On a d et d des distances, d et d' sont uniformément équivalentes:

On prouver que [ est uniformément continue, donc que

Ve >0, 36 > 0, tel que |x—y|<(5:>u<e
1+ |z —yl

il suffit pour cela de choisir ¢ = ¢.En effect, on a alors, si |z — y| < 0 = ¢,

lz —y €
< <e
Lt|e—yl 14z —y

27



2.3. Equivalence Lipschitzienne

Pour démontrer que la réciproque de I est uniformément continue, on doit prouver que

|z —yl

Ve >0, 36 > 0, tel que ————
Ty

<d=lr—y|<e
Pour cela, on choisit § = min(1, §).on a alors, si d'(z,y) < ¢
[z —y| <L+ |z —y|) <

(I+fr—y) < -(1+1)=¢

DO | ™
DN ™

Supposons maintenant que d et d’ sont Lipschitz-équivalentes. Alors AM > 0 tel que

|z — |

Vi eR, VyeR, |z —y| < M—" T

On fixe alors y = 0, et on obtient alors que |z| (1 + |z|) < M |z|, donc

Ve>0,1+4x< M

Ce qui est contradictoire (on peut par exemple prendre x = M). Donc d et d/ ne sont

pas Lipschitz-équivalentes.

2.3.3 Caractéres préservés par 1’équivalence Lipschitzienne

Théoréme 2.3.4 Supposons que X est un ensemble, d et d' sont des distances Lipschitzi-

enne sur X. Alors (X,d) et (X,d) admettent les mémes:

i) Sous-ensemble S qui posséde la propiété suivante:

X admet un point z vérifie: Vs € S d(z,s) = d(zx, S).

i1) Application Lipschitzienne d’espace métrique (W, ) dans (X, d’).

i1i) Application Lipschitzienne d’espace métrique (X, d) dans (W, 6) . Voir [10]
Preuve. i) il est claire d’aprés le théoréme (1.1.8).

ii) et iii) se démontre de la méme fagon interprété dans le cas de I’équivalence uniforme.
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Chapitre 3

les types d’équivalences entre les

Espaces metriques et normés

Et pour ce dernier chapitre, nous allons premiérement examiné 1’équivalence des normes
comme un cas particulier des équivalences cités dans le deuxiéme chapitre. Ensuite, nous
allons travaillé sur les différents types d’équivalences entre les espaces métriques.

Enfin, nous avons cité quelques exemples appliqués afin de montrer la relation entre ces

types d’équivalences.

3.1 Equivalence des normes

Définition 3.1.1 Soient X est un espace vectoriel normé muni de deuz normes ||.|, ||| ,

d et d' les distances induites par ces normes respectivement:

On dit que |||, [|- ||/sont topologiquement (uniformément, Lipschitzienne respectivement)
équivalentes si, et seulement si, les distances d, d’ sont topologiquement (uniformément,

Lipschitzienne respectivement) équivalentes.

Théoréme 3.1.1 On suppose que X est un espace vectoriel normé. Deux mnormes sont

topologiquement équivalentes si, et seulement si, elles sont Lipschitz-équivalentes.Voir [8]
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3.1. Equivalence des normes

Preuve. Si les normes sont topologiquement équivalentes alors il existe deux applica-
tions identité sont continue depuis que I'identités sont linéaire et d’aprés le théoréme(1.3.1)
alors les deux applications sont Lipschitzienne;

Si les normes sont Lipschitz-équivalents alors elles sont uniformément équivalentes et

topologiquement équivalentes. m

Remarque 3.1.1 Vu le théoréme (3.1.1), les différents types d’équivalences entre les normes
sont confondu, et par suite, on ne parle que de deux normes équivalentes ( non topologique-

ment ou uniformément ou Lipschizienne équivalentes).

Théoréme 3.1.2 Soit X un espace vectoriel normé de dimension finie tout les normes sur

X sont équivalentes-voir [5]

Preuve. Soit S une base de X, chaque vecteur V' de X est représenté uniquement

comme une somme E Av,s8 pour certains scalaire A, s vérifie que I'application

ses
v Z | Av.s]

ses
est une norme surX. qu’on note par |||
i)
Ve X AN, =0 A=0g

I[-1l, = Z’/\v,s’ =0<|A\s| =0 A=0;

seS

YA€ X Va € K |laN||; = |a] |\,

[aA[l, = Z [adys| = Z ] [Av,s| = |ef Z [ Au,s| = laf [[Ausll,

seS seS SES
iif)

V(A A2) € X2 A+ Aolly < [l + A2l

1A+ Aally = D 1A+ Aal D (Awws] + [Aaws])

seS sES
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3.2. Les types d’équivalences entre les Espaces Metriques

< Z(‘)\lv,s + Z Aa,..|)

ses seS

< [Aally + [l

Donc |||/, est une norme.

On suppose [|.|| est une norme sur X .l’ensemble {||S||,,s € S} est fini et a un élément
maximum;

Soit m le maximum de cet ensemble, par 'inégalité triangulaire de ||.|| pour chaque
v e X ona:

loll, = D AvsS|| <m Y sl =mll,
s€S 1 s€S
donc ||.||, est Lipschitzienne plus fine que ||.|| et ||.|| : (X, ||.]l;) — R est Lipschitzienne

alors continue;

Soit C' = {x € X\ ||z||; = 1} est fermé parce qu’elle est le frontiere de boule d’unité
de (X, ||.]|;) donc elle est compact d’aprés (le théoréme (1.1.10),(1.1.9)) alors d’apres le
théoréme (1.2.7) Iensemble{||z||; x € C'} est compact dans R*. Il ne contient pas 0; donc
il existe & € R* tel que k < ||z|| pour tout = € C il est résultat des propriétés des normes
que

lvll; < &7 ol Vo € X

Depuis que ||.||; est moins fine que ||.| donc ces normes arbitraire sur X .il est résultat

de (théoreme 2.3.1) que toutes les normes sur X sont équivalentes. m

3.2 Les types d’équivalences entre les Espaces Metriques

3.2.1 Equivalence topologique

Définition 3.2.1 On dit que (X,d) et (X', d') sont homéomorphes ou topologiquement
équivalentes si, et seulement s’il existe une application bijective f : X — X' qui est

continue et posséde inverse continue, une telle application est appellée un homéomorphisme.
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3.2. Les types d’équivalences entre les Espaces Metriques

Théoréme 3.2.1 On suppose que (X, d)et (X', d') sont des espaces métriques.
Si X et X’ sont homéomorphes, alors tout homéomorphisme entre eux préservent:
1. Les ouvets.
2. Les fermés.
3. Les ensembles denses.
4. Les ensembles connexes.
5. Les suites convergentes et leur limites.
6. Les applications continues.voir [10]

Preuve. Puisque toutes les caractéres cités dans le théoréme sont definies par les ouverts,
il suffit de montrer que I’homéomorphisme préserve les ouverts.

En effet, si O est un ouvert de (X, d) alors I'image de O par f, qu'on note par U est
U=(f""(0);

C’est a dire 'image réciproque d’un ouvert par une application continue, il est donc

ouvert d’aprés le théoréeme (1.2.2) =

3.2.2 Equivalence uniforme
Définition 3.2.2 soient (X, d) et (X', d') deuzx espaces métriques

On dit que (X,d), (X',d’) sont uniformément équivalentes si, et seulement s’il existe
une application bijective f : X — X’ appelée équivalence uniforme que f est uniformément

continue ainsi que son inverse.

Remarque 3.2.1 D’aprés que ’application uniformement continue implique qu’il est con-
tinue, donc on a que tout les caractéres préservés par l’équivalente topologique est préservés

par ’équivalence uniforme.

Vu la remarque (3.2.1),0n va cité les caracteéres préservés par I’équivalence uniforme, en
plus de ceux énnoncé dans le théoréeme (3.2.2), dont la démonstration resemble a celle du

théoréme (2.2.3) .
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3.2. Les types d’équivalences entre les Espaces Metriques

Théoréme 3.2.2 Supposons que (X,d) et (X,d") sont deux espaces métriques uniformé-

ment équivalentes- Alors (X,d) et (X', d") admettent les mémes:

1. Suites de Cauchy.
2. Ensembles totalement bornées.
3. Sous-espaces complet.

4. Applications uniformément continue-voir [8]

3.2.3 Equivalence Lipschitzienne
Définition 3.2.3 Supposons que (X,d) et (X', d') sont deuz espaces métriques;

On dit que (X,d), (X', d') sont Lipschitz-équivalentes si,et seulement s’il existe une

application bijective f : X — X’ telle que f et f~! sont des applications Lipschitzienne-

Remarque 3.2.2 D’aprés que l'application Lipschitzienne implique qu’il est uniformément
continue, donc on a que tout les caractéres préservés par l’équivalence uniforme est présérvés

par I’équivalence Lipschitzienne.

Vu la remarque (3.2.2),0n va cité les caractéres préservés par I’équivalence uniforme, en
plus de ceux énnoncé dans le théoréme (3.2.3), dont la démonstration resemble a celle du

théoreme (2.3.4).

Théoréme 3.2.3 (X,d) et (X,d') sont deux espaces métriques; L’équivalence Lipschitzi-

enne entre (X,d) et (X,d') préservent les affirmations suivantes:
1. Sous-ensemble S qui possede la propiété suivante:
X admet un point x vérifie: Vs € S d(z, s) = d(x, S).
1. Les ensembles bornées.
2. Les applications Lipschitzienne-voir [10]
Remarque 3.2.3 Soient (X, d) et (X,d') deuzx espaces métriques;

Les differentes types d’équivalence entre les distances sont des cas particuliér de I’équivalence

entre les espaces métriques -
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3.3. Les exemples de I'équivalence des distances

3.3 Les exemples de 1’équivalence des distances
Exemple 3.3.1 Soit X =]0,4+00[. On définit deuz distances sur X par:
d(z,y) = |z —y| et d'(z,y) =|1/z—1/y|

On affirme que les deux distances sont topologiquement équivalentes.
En fait, on devrait montrer que l'application f = I : (X,d) — (X', d’) est continue en
tout point a € X,

or ceci est vérifié puisque 'application z —— 1/z est continue en a, ce qui s’écrit:

Ve>0,0>0Ve>0: |z—a|<d=|1/z—1/a] <¢

Pour ce qui est de la continuité de ’application inverse:
ft=1;:(X,d) — (X,d), remarquons que l'application  — 1/x est continue en

1/a, ce qui s’écrit:

Ve>0,3p>0,Ve>0: |[z—1/a|<p=|1/x—a|l<e

En posant t = 1/x
Ve>0,3p>0,Vt>0: |1/t—1/a|<p=|t—a|<e

D’ou, la continuité de I'application inverse f~' = I;: (X, d") — (X, d).
Exemple 3.3.2 Soit ¢ : R, — R, tel que ¢(t) = min(1,1),
0<d(z,y) <1 (3.3.1)

Soient d et d’ des distances sur X, avec d’ = ¢ o d;
On montre que d et d sont uniformément équivalentes;

Montrons que /; 4 est continue uniformément:

Vr > 03ds > 0 tel que d'(z,y) < s = ¢od(z,y) <s=min(l,d(z,y)) <s=d(z,y) <s=r
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3.3. Les exemples de I'équivalence des distances

Aprés on montre que la réciproque de I, 4 est uniformément continue;

On a d’aprés(3.3.1) d' (z,y) = min(1,d(x,y) = d(z,y)
Vr' > 03s" > 0 tel que d(z,y) < &' = min(1,d(z,y)) < &' = d(z,y) < s’ =1
Donc d et d’ sont uniformément équivalentes-

Exemple 3.3.3 Soient (d,,)nen distances décroissantes: et bornées, d(x,y) = > 27 "d,(x,y)

distance sur X.

On montre que d et (d,),en sont Lipschitz-équivalentes:

Supposons que n fixée de N, alors

d(z,y) =27"d,(x,y) + ZQ’kdk(a:, Y)

de sorte que

27", (z,y) < d(z,y)

donc

dy(z,y) < 2"d(x,y) (3.3.2)

d’autre part

d,y) =Y 2 di(w,y) + Y 2 Fdi(x,y)

k<n k>n

S Z 27kakdk (‘Ta y) + Z 2ikdk<x7 y)

k<n k>n
< <Z 2"“%) dn(,y) + (Z 2"“) dy (. y)
k<n k>n

< (Z 2 oy + Z 2’“) dy(z,y)

k<n k>n
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3.3. Les exemples de I'équivalence des distances

En posant 8=}, 27Fay, 4+ >,.,, 27" on obtient

= 1/Bd(z,y) < dp(z,y) (3.3.3)

Alors, d’apreés (3.3.2) et (3.3.3) nous déduisons que d et d,, sont Lipschitz-équivalentes.
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Résumé

De ce travail, aprés avoir introduit les différents types
d'équivalences entre les distances et les espaces métriques aussi
que les espaces normés: equivalence topologique, uniforme et
Lipschitzienne, nous allons examiner les caracteres préserves
par chaque type d'équivalence aussi que la relation entre eux. On
terminera ce travail par I'exposition de quelgues exemples.

Les mots clé
Espace métrique- espace normé- distance- équivalence
Topologique - équivalence Uniforme - équivalence
Lipschitzienne.

Abstract

In this work, after having introduced the different types of equivalences
between metric spaces and distances as the normed spaces: topological
equivalence, uniform and Lipschitz, we will examine the characters
preserved by each type of equivalence as the relation between them. This
work will be completed by the exposure of a few examples.

The key words
Metric space- normed space- distance- Topological equivalent -
Uniform equivalent-Lipchitz-equivalent.
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