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Introduction

Introduction générale

L�algèbre est la branche des mathématiques qui étudie les structures algébriques. Elle

joue un rôle essentiel dans l�évolution de la Mathématique, ainsi qui elle participe, d�une

façon e¢ cace, dans la résolution des di¢ cultés et des problèmes, dans les di¤érents domaines

ainsi : l�économie, la physique, la médcine, la programation, les satellites arti�ciels,etc.

De ce fait, les mathématiciens ont distingué deux grandes parties de l�algébre : l�algébre

générale et l�algébre linéaire. D�abord l�algébre linéaire s�interesse aux espaces vectoriels et

les applications linéaires. Quant à l�algébre générale se base sur les structures algébriques,

surtout la structure du groupe, la structure d�anneau, la structure du corps.

Parlant alors, dans notre travail d�une théorie qui fait partie de l�algébre générale c�est

la théorie des anneaux.

L�étude des anneaux trouve son origine dans l�école allemande du XIXe siècle. Elle est

développée par les mathématiciens Dedekind, Hilbert, Fraenkel et Noether.

Elle naît de l�étude des équations algebriques, des nombres algébriques et de la recherche

d�une démonstration du grand théorème de Fermat. Elle conduira à un développement

important de l�algèbre générale et de la géomètrie algébrique.

Dans notre travail, nous allons donné une petite idée sur les éléments de la théorie des

anneaux, ce mémoire comporte deux chapitres:

Le premier pour les notions et théorèmes sur les ensembles, relations, et applications.

Le second est pour les groupes, les anneaux et ideaux et quelques types d�anneaux

(anneaux de pôlynomes, anneaux de matrices).
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Notations et conventions

Notations et conventions
2 appartient à.

=2 n�appartient pas à.

; ensemble vide.

= égal.

6= est di¤érent de.

fxg ensemble à un élément x.

� est une partie de.
P (E) ensemble des parties de E:

{EP complémentaire de P dans E:

\ intersection.

[ réunion.

� di¤érence.

4 di¤érence symétrique.

E � F produit cartésien de E et F:

< relation équivalence.
x<y couple (x; y) véri�ant la relation <:
x � y (modn) x congru à y modulo n:
E�< ensemble quotient de E par <:
Z�nZ anneau des classes résiduelles modulo n:

f : E �! F application de E dans F:

f (x) image d�un élément.

g � f application composée.

f �1 (x) image réciproque d�un élément.

sup
x2p

(x) borne supérieure de p:

inf
x2p
(x) borne inférieure de p:

Im (u) image d�une application linéaire.

ker (u) noyau d�une application linéaire.

F (A; F ) espace vectoriel des applications d�un ensemble A dans un espace vectoriel F:
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Notations et conventions

L (E; F ) espace vectoriel des applications linéaires d�un espace vectoriel E dans un

espace vectoriel F:

dimE dimension d�un espace vectoriel.

Mn (A) matrice associée à un endomorphisme A dans une base a.

x � y produit scalaire.

(G; �) un groupe.
G� �G le produit direct de deux groupes.

eG élément neutre de groupe G:

(A; +; �) un anneau.X
la somme .
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Chapitre 1

Eléments de la théorie des ensembles

et relations

1.1 Les ensembles

Dé�nition 1.1.1 On appelle ensemble E toute collection d�objets�appelés éléments de

l�ensemble E:

Si le nombre de ces objets est �ni�on l�appelle cardinal de E et on le note Card (E).

Si E posséde une in�nité d�élémentes�on dit qu�il est de cardinal in�ni et on note

Card (E) =1�

Dé�nition 1.1.2 Si un objet x est un élément de E�on dit que x appartient à E et note

x 2 E: Si x n�est pas un élément de E�on note x =2 E:

Dé�nition 1.1.3 L�ensemble qui ne contient aucun élément est appellé l�ensemble vide,

noté ; ou par fois fg. On remarquera bien que E = f;g n�est pas l�ensemble vide puisqu�il
contient un élément:

Exemple 1.1.1 N =l�ensemble des nombres entiers positifs : f1�2�3:::::g
Z = l�ensemble des nombres entiers relatifs : f::::::� 2�� 1�0�1�2::::::g
Q =l�ensemble des nombres rationnels

R =l�ensemble des nombres réels

C =l�ensemble des nombres complexes

4



1.1. Les ensembles

1.1.1 Les quanti�cateurs

On utilise les symboles suivants :

1. 9 le quanti�cateur existentiel�on écrit 9x pour lire il existe au moins x .

2. 8 le quanti�cateur universel �on écrit 8x pour lire pour tout x.

3. on écrit 9!x pour lire il existe un unique x.

En utilisant ces quanti�cateurs pour un ensemble A; on a :

* A = ; () 8x (x =2 A) :
* A est un singleton () 9!x (x 2 A).

1.1.2 Parties d�un ensemble

Dé�nition 1.1.4 On dit qu�un ensemble A est inclus dans un ensemble B�si tout élément

de A est un élément de B�noté A � B et on a formellement :

A � B () 8x (x 2 A =) x 2 B) :
Quand A n�est pas une partie de B, on note A * B et on a formellement :

A  B () 9x ((x 2 A) ^ (x =2 B)) :

Dé�nition 1.1.5 L�ensemble de toutes les parties d�un ensemble A est noté P (A).

Exemple 1.1.2 Soit A = fa, b, cg alors P (A) = f;, fag , fbg , fcg , fa, bg , fa, cg , fb, cg , Ag.

Proposition 1.1.1 Soit A un ensemle alors ; 2 P (A) et A 2 P (A).

Dé�nition 1.1.6 A est strictement inclus dans B, on note A ( B, si et seulement si :

A est inclus dans B sans lui être égal.

Théorème 1.1.1 Soient A, B, C des ensembles quelconques alors :

1. A � A:

2. Si (A � B) ^ (B � A) alors A = B:

3. Si (A � B) ^ (B � C) alors A � C:
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1.1. Les ensembles

1.1.3 Opérations sur les ensembles

Dé�nition 1.1.7 Soient A et B deux ensembles :

- La réunion de A et de B est l�ensemble, qui contient tous les éléments de A ainsi que

tous les éléments de B, noté A [B:
Formellement on a : A [B = fx; (x 2 A) _ (x 2 B)g :
-L�intersection de A et de B est l�ensemble, qui contient les éléments communs

à A et B, noté A \B:
Formellement on a : A \B = fx; (x 2 A) ^ (x 2 B)g :

Exemple 1.1.3 Soient A = fa, b, c, 1, 2, 3g et B = fa, d, e, 1, 4, 5g alors :
A \B = fa, 1g :
A [B = fa, b, c, d, e, 1, 2, 3, 4, 5g :

Proposition 1.1.2 [15]. Soient A et B deux ensembles alors :

� (A \B � A) ^ (A \B � B)

� (A � A [B) ^ (B � A [B)

Proposition 1.1.3 [15]. Soient A, B, C trois ensembles on a :

A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C) et A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C) :

Dé�nition 1.1.8 - La di¤érence de A et de B est l�ensemble qu�on note AnB, qui contient
tous les éléments de A qui ne sont pas dans B:

- La di¤érence symétrique de A et de B est ensemble qu�on note A4B, formé de la di¤érence
de A [B et de A \B:

Dé�nition 1.1.9 Soit E un ensemble et A un sous ensemble de E.

On appelle complémentaire de A dans E l�ensemble, noté {EA, constitué des éléments
de E qui n�appartiennent pas à A:

Formellement on a : {EA = fx 2 E; x =2 Ag :

Exemple 1.1.4 Soient E = f1, a, �, 3, 
, x, b, lg et A = f1, a, �, bg alors :
{EA = f3, 
, x, lg :

6



1.1. Les ensembles

Remarque 1.1.1 Si A \ B = ;, on dit que A et B sont deux ensembles disjoints, et si de

plus E = A [ B on dit que A est le complémentaire de B dans E ou que A et B sont deux

ensembles complémentaires dans E, et on note :

A = {EB ou B = {EA noté aussi A = EnB:

Proposition 1.1.4 Soit E un ensemble et A, B des sous ensembles de E, on a :

1. {E
�
{EA

�
= A:

2. Si A � B alors {EB � {EA:

3. {E (A [B) = {EA \ {EB:

4. {E (A \B) = {EA [ {EB:

Dé�nition 1.1.10 Soient A et B deux ensembles non vide, on note A� B l�ensemble des

couples ordonnés (x, y) tels que x 2 A et y 2 B: Il est appellé produit cartésien des ensembles
A et B on convient que :

8 (x, y), (x1, y1) 2 A�B: (x, y) = (x1, y1)() ((x = x1) ^ (y = y1)).

Exemple 1.1.5 Soient A = f1, 5, ag et B = fb, c, dg alors :
A�B = f(1, b) , (1, c) , (1, d) , (5, b) , (5, c) , (5, d) , (a, b) , (a, c) , (a, d)g
B � A = f(b, 1) , (c, 1) , (d, 1) , (b, 5) , (c, 5) , (d, 5) , (b, a) , (c, a) , (d, a)g :

Remarque 1.1.2 A�B = B � A si et seulement si A = B:

Dé�nition 1.1.11 Soit E un ensemble, A1:::An des parties de E, on dit que la famille

A1:::An est une partition de E si :

1. 8i 2 f1; :::; ng, i 6= j =) Ai \ Aj = ; les parties Ai sont 2 à 2 disjointes.

2. A1 [ A2 [ ::: [ An = E:

Exemple 1.1.6 A1 = ]�1, 2], A2 = ]2, 3], A3 = ]3, +1[ forment une partition de R:

7



1.2. Applications et fonctions

1.2 Applications et fonctions

Dé�nition 1.2.1 On appelle application d�un ensemble E dans un ensemble F , toute

correspondance f entre les éléments de E et ceux de F qui à tout élément x 2 E fait

correspondre un unique élément y 2 F on note f (x) :
y = f (x) est appellé image de x et x est un antécédant de y:

On représente l�application f de E dans F par f : E �! F:

E est appellé ensemble de départ et F l�ensemble d�arrivée de l�application f .

Une correspondance entre E et F est représenteé par : f : E  F:

Une application f entre E et F est aussi représenteé par : f : E �! F
x 7�!f(x)

Dé�nition 1.2.2 Formellement une correspondance f entre deux ensembles non vides est

une application si et seulement si : 8x, x1 2 E ((x = x1) =) (f (x) = f (x1))) :

Exemple 1.2.1

Cette correspondance n�est pas une application car il existe un élément d 2 E qui n�a

pas d�image dans F:

Dé�nition 1.2.3 On appelle fonction de E dans F toute application f d�un sous ensemble

Df � E dans F , Df est appellé (ensemble de dé�nition de f ).

8



1.2. Applications et fonctions

Remarque 1.2.1 Toutes les notions données pour les applications peuvent être adaptées

pour les fonctions.

Exemple 1.2.2 L�application IdE : E �! E telleque 8x 2 E : IdE (x) = x
est appellée application identité sur E:

Dé�nition 1.2.4 On dit que deux applications f et g sont égales si :

1. Elles ont le même ensemble de départ E:

2. Elles ont le même ensemble d�arrivée F:

3. 8x 2 E : f (x) = g (x) :

Exemple 1.2.3 On concidère les applications suivantes : f : R �! R
x 7�!x2

; g : R �! R+
x 7�!x2

h : R+ �! R
x 7�!x2

; k : R+ �! R+
x 7�!x2

alors :

f 6= g car elles n�ont pas le même ensemble d�arrivée.
f 6= h car elles n�ont pas le même ensemble de départ.
f 6= k car elles n�ont pas ni le même ensemble de départ ni le même ensemble d�arrivée

1.2.1 Compositions des applications

Dé�nition 1.2.5 Soient f : E �! F et g : F �! G, on note g � f l�application de E
dans G dé�nie par : 8x 2 E g � f (x) = g (f (x)) cette application est appellée composé de
f et g:

Exemple 1.2.4 Etant données les applications f et g : f : R �! R+
x 7�!x2

et g : R+ ! R+
x 7�!x3

alors

g � f : R! R+
x 7�!(x2)3=x6

et f � g : R+ �! R+
x 7�!(x3)2=x6

il est claire que f � g 6= g � f .

9



1.2. Applications et fonctions

1.2.2 Restriction et prolongement d�une application

Dé�nition 1.2.6 Etant donnée une application f : E ! F

1. On appelle restriction de f à un sous ensemble non vide X de E

l�application g : X �! F telleque : 8x 2 X g (x) = f (x) on note g = f X :

2. Etant donné un ensemble G telque E � G.

On appelle prolongement de l�application f à l�ensemble G, toute application h de G

dans F tellque f est la restriction de h à E:

Exemple 1.2.5 Etant donnée l�application f : R+ �! R
x 7�!log(x)

alors :

g : R �! R
x 7�!log jxj

et h : R �! R
x 7�!log(2jxj�x)

sont deux prolongements di¤érents de f à R:

1.2.3 Image directe et image réciproque

Dé�nition 1.2.7 Soit f : E ! F une application pour toute partie A � E, on appelle

image directe de A par f l�ensemble f (A) = fy 2 F�9x 2 A f (x) = yg et pour toute partie
B de F , on appelle image réciproque de B par f l�ensemble f�1 (B) = fx 2 E�f (x) 2 Bg :

Exemple 1.2.6 Soit f : R! R dé�nie par f (x) = x2 soit B = [1, 2]

on a alors f�1 (B) =
�
�
p
2, � 1

�
[
�
1,
p
2
�
:

Soit maintenant A =
�
1,
p
2
�
on a f (A) = [1, 2] = B on remarque alors :

f�1 (f (A)) 6= A:

Proposition 1.2.1 [12] Soient f : E ! F , A, B � E et M , N � F alors :

1. f (A [B) = f (A) [ f (B) :

2. f (A \B) � f (A) \ f (B) :

3. f�1 (M [N) = f�1 (M) [ f�1 (N) :

10



1.2. Applications et fonctions

4. f�1 (M \N) = f�1 (M) \ f�1 (N) :

5. f�1
�
{FM

�
= {Ef�1 (M) :

Preuve. 1. Soit y 2 F alors y 2 f (A [B)() 9x 2 A [B; y = f (x)
() 9x [((x 2 A) _ (x 2 B)) ^ (y 2 f (A))]
() 9x [((x 2 A) ^ (y 2 f (A))) _ ((x 2 B) ^ (y 2 f (A)))]
() (y 2 f (A) _ (y 2 f (B))), y 2 f (A) [ f (B) :
3. Soit x 2 E alors : x 2 f�1 (M [N)() f (x) 2M[N () (f (x) 2M)_(f (x) 2 N)
() (x 2 f�1 (M)) _ (x 2 f�1 (N))() x 2 f�1 (M) [ f�1 (N)
5. Soit x 2 E alors : x 2 f�1

�
{FM

�
() f (x) 2 {FM () (f (x) 2 F ) ^ (f (x) =2M)

() (x 2 E) ^ (x =2 f�1 (M))() x 2 {Ef�1 (M) :

1.2.4 Applications injectives, surjectives, bijectives

Dé�nition 1.2.8 Soit f : E ! F une application, on dit que f est :

i) injective si 8x; y 2 E, f (x) = f (y) =) x = y:

ii) surjective si 8y 2 F , 9x 2 E, f (x) = y:
iii) bijective si f est injective et surjective.

Lemme 1.2.1 Soit f : E ! F une application alors les propositions suivantes

sont équivalentes :

1. f est bijective.

2. f est injective et surjective.

Proposition 1.2.2 Soient f : E ! F et g : F ! G alors :

i) (f injective ) ^ (g injective ) =) (g � f injective ) :
ii) (f surjective) ^ (g surjective) =) (g � f surjective) :
iii) (f bijective) ^ (g bijective) =)

�
g � f bijective et (g � f)�1 = f�1 � g�1

�
:

Preuve. On a g � f : E ! G :

i) Supposons f et g injectives et montrons que g � f est injective soient

11



1.2. Applications et fonctions

x, x1 2 E alors : x 6= x1 =) f (x) 6= f (x1) car f injective =) g (f (x)) 6= g (f (x1)) car
g injective =) g � f (x) 6= g � f (x1) :
Ce qui montre que g � f est injective

ii) Supposons f et g surjectives et montrons que g � f est surjective soit z 2 G
g étant surjective, il existe y 2 F tel que z = g (y), comme y 2 F
et f est surjective alors il existe x 2 E tel que y = f (x).
Donc z = g (f (x)) et on déduit que :

8z 2 G 9x 2 E; z = g � f (x) ce qui montre que g � f est surjective.

iii) De i) et ii) on déduit que si f et g sont bijectives alors g � f est bijective

montrons que (g � f)�1 = f�1 � g�1

d�aprés ii) pour z 2 G, z = g (y) ; y = f (x) et z = g � f (x), comme f , g et g � f sont

bijectives alors y = g�1 (z) ; x = f�1 (y) et x = (g � f)�1 (z) par suite : 8z 2 G
(g � f)�1 (z) = x = f�1 (y) = f�1 (g�1 (z)) = f�1 � g�1 (z) donc (g � f)�1 = f�1 � g�1:

Proposition 1.2.3 Etant données deux applications f : E ! F et g : �F ! G telles que

F � �Falors :

1. (g � f injective ) =) f injective.

2. (g � f surjective) =) g surjective.

3. Si f (E) = �F alors (g � f injective ) =) g injective.

Preuve. Comme F � �F alors g � f : E ! G est bien dé�nie

1. Supposons que g � f est injective et montrons que f est injective soint x, �x 2 E
alors :

f (x) = f (�x) =) g (f (x)) = g (f (�x)) car g est une application

=) g � f (x) = g � f (�x) =) x = �x car g � f est injective.

Donc : 8x, �x 2 E (f (x) = f (�x)) =) (x = �x) ce qui montre que f est injective.

2. Supposons que g � f est surjective et montrons que g est surjective soit z 2 G alors
g � f surjective =) 9x 2 E : g � f (x) = z =) 9x 2 E : g (f (x)) = z
=) 9y = f (x) 2 F ; g (y) = z:
Donc : 8z 2 G 9y 2 F ; g (y) = z ce qui montre que g est surjective.
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1.3. Relations binaires

3. Soient f : E ! F et g : �F ! �G avec �F = f (E) supposons que g � f est tels que

y = f (x) et �y = f (�x) donc :

g (y) = g (�y) =) g (f (x)) = g (f (�x)) =) g � f (x) = g � f (�x)
=) x = �x car g � f est injective =) f (x) = f (�x) car f application =) y = �y:

1.2.5 Caractérisation de l�injectivité et de la surjectivité

Proposition 1.2.4 Soit f : E ! F une application alors les propositions suivantes sont

équivalentes :

i) f est injective.

ii) 8A, B � E : f (A \B) = f (A) \ f (B).
iii) 8A � E : f�1 (f (A)) = A.

Proposition 1.2.5 Soit f : E ! F une application alors les propositions suivantes sont

équivalentes :

i) f est surjective.

ii) 8B � F : f (f�1 (B)) = B.

1.3 Relations binaires

Dé�nition 1.3.1 Etant donnée une relation binaire < entre les éléments d�un ensemble

non vide E, on dit que :

1. < est re�exive () 8x 2 E (x<x).

2. < est transitive () 8x, y, z 2 E ((x<y) ^ (y<z) =) (x<z)).

3. < est symétrique () 8x, y 2 E ((x<y) =) (y<x)).

4. < est Anti-symétrique () 8x, y 2 E (((x<y) ^ (y<x)) =) x = y).

13



1.3. Relations binaires

1.3.1 Relation d�équivalence

Dé�nition 1.3.2 Soit E un ensemble et < un relation binaire sur E, on dit que < est une
relation d�équivalence si < est re�exive, symétrique et transitive.

Exemple 1.3.1 Soient Z l�ensemble des entiers relatifs, et n un nombre entier

strictement supérieur à 1.

La relation dé�nie par les couples (x, y) tels que n divise x�y est une relation d�équivalence
dans Z, appelée congruence modulo n, et notée x � y (modn).

Dé�nition 1.3.3 Si < est relation d�équivalence sur un ensemble E.

Pour tout x 2 E on note : �x = fy 2 E=x<yg.
Cet ensemble s�appelle la classe d�équivalence de x mod<.

Proposition 1.3.1 [12] Soit E un ensemble et < une relation d�équivalence sur E

i) Si x; y 2 E tels que �x 6= �y alors �x \ �y = ;.
ii) (x<y)() (�x = �y).

Dé�nition 1.3.4 Soit E un ensemble et < une relation d�équivalence sur E.
On appelle ensemble quotient de E par < l�ensemble des classes d�équivalences
des éléments de Emod<, on note cet ensemble E=< (c�est un sous-ensemble de P (E)).

Exemple 1.3.2 Soit <5 la relation dé�nie dans Z ensemble des entiers relatifs par :
x � y (mod 5) qui se lit (x est congru à y mod 5) ce qui veut dire (x� y est divisible par 5)
alors <5 est une relation d�équivalence dans Z, il y a exactement cinq classes d�équivalence

distinctes dans Zl<5

A0 = f:::::, � 10, � 5, 0, 5, 10, :::::g
A1 = f:::::, � 9, � 4, 1, 6, 11, :::::g
A2 = f:::::, � 8, � 3, 2, 7, 12, :::::g
A3 = f:::::, � 7, � 2, 3, 8, 13, :::::g
A4 = f:::::, � 6, � 1, 4, 9, 14, :::::g
Chaque entier x peut s�écrire de manière unique sous la forme x = 5q + r avec

0 6 r 6 4 < 5, remarquons que x 2 Er ou r est le reste de la devision de x par 5.
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1.3. Relations binaires

Décomposition d�une application

Etant donnée une application f : E ! F , on note E�< le quotient de E par la relation <
et pour toute classe �x on pose ~f (�x) = f (x), alors :

~f est une application de E�< dans f injective et le diagramme suivant est commutatif.
f = s � ~f S(x) = �x = x:

Partition et relation d�équivalence

Dé�nition 1.3.5 Soit E un ensemble, on appelle partition de E toute partie fEigi2I
de P (E) telle que :

1. 8i 2 I, Ei 6= ;.

2. 8i 6= j, Ei \ Ej = ;.

3. [
i>1
Ei = E.

Théorème 1.3.1 [12] Soit < une relation d�équivalence dans A, l�ensemble quotient A=<
est une partition de A, c�est à dire chaque a 2 A appartient à un élément de A/< et les

éléments de A=< sont deux à deux disjoints.
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1.3. Relations binaires

Exemple 1.3.3 D�après l�exemple 1.3.2 nous remarquons les classes d�équivalence sont

disjointes deux à deux et que Z = A0 [ A1 [ A2 [ A3 [ A4

1.3.2 Relation d�ordre

Dé�nition 1.3.6 On dit qu�une relation binaire < sur E est une relation d�ordre si elle est
Ré�exive, Transitive, Anti-Symétrique.

Dans la littérature, les relations d�ordre sont souvent notées �.
Si x � y, on dit que x est inférieur ou égal à y ou que y est supérieur ou égal à x.
On dit aussi que x est plus petit (ou égal ) que y et y est plus grand (ou égal ) que x.

Exemple 1.3.4 .

1. Soit E un ensemble. La relation A � B est une relation d�ordre sur P (E).

2. La relation n divise m est une relation d�ordre sur N�.

3. Soit E l�ensemble des fonctions d�un ensemble A vers R : la relation g � f signi�ant

8x 2 A, g (x) � f (x) est une relation d�ordre.

Dé�nition 1.3.7 Soit � une relation d�ordre sur un ensemble E.

1. On dit que deux éléments x et y de E sont comparables si : x � y ou y � x.

2. On dit que � est une relation d�ordre total , ou que E est totalement ordonné par �,
si tous les éléments de E sont deux à deux comparables. Si non, on dit que la relation

� est une relation d�ordre partiel ou que E est partiellement ordonné par �.

Plus petit, plus grand élément

Dé�nition 1.3.8 Soit (E, �) un ensemble ordonné et A 2 P (E).

1. On dit que m 2 A est le plus petit élément de A si 8y 2 A (m � y).

2. On dit que M 2 A est le plus grand élément de A si 8y 2 A (y �M).
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1.3. Relations binaires

Proposition 1.3.2 [15] Soit (E, �) un ensemble ordonné et A 2 P (E) alors si A possède
un plus petit ou un plus grand élément, il est unique.

Preuve. .8>>><>>>:
(m plus petit élément de A)

^
( �m plus petit élément de A)

=)

8>>><>>>:
m � �m

^
�m � m

(Anti-symetrie) =) m = �m

d�ou l�unicité du plus petit élément de A, s�il existe.

Le même type de raisonnement nous montre l�unicité du plus grand élément de A, s�il

existe.

Eléments minimaux et éléments maximaux

Dé�nition 1.3.9 Soit (E;�) un ensemble ordonné et A 2 P (E) :

1. On dit qu�un élément m 2 A est un élément minimal dans A s�il n�ya pas dans A

un élément plus petit que m.

Ceci est formellement équivalent à : 8y 2 A (y � m =) y = m).

2. On dit qu�un élément M 2 A est un élément maximal dans A s�il n�ya pas dans A

un élément plus grand que M .

Ceci est formellement équivalent à : 8y 2 A (M � y =) y =M) :

Exemple 1.3.5 Soit A = ff1, 2, 3g , f0, 4g , f1, 3, 5g , f1, 5g , f1, 3g , f5, 3g , f0, 5, 6, 7gg,
alors :

1. Les éléments minimaux de A sont : f0; 4g ; f1; 5g ; f1; 3g ; f5; 3g et f0; 5; 6; 7g :

2. Les éléments maximaux de A sont : f0; 4g ; f1; 2; 3g ; f1; 3; 5g et f0; 5; 6; 7g :

3. A n�a pas de plus petit élément.

4. A n�a pas de plus grand élément.

Proposition 1.3.3 [15] Soit (E, �) un ensemble ordonné et m; M 2 E, alors :
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1.3. Relations binaires

1. m plus petit élément de A =) m est le seul élément minimal dans A:

2. M plus grand élément de A =) M est le seul élément maximal dans A:

Borne inférieure, borne supérieure

Dé�nition 1.3.10 Soit (E, �) un ensemble ordonné, A une partie de E.

� On appelle minorant de l�ensemble A, tout élément m 2 E tel que 8x 2 A; m � x:

� On appelle majorant de l�ensemble A, tout élément M 2 E tel que 8x 2 A; x �M:

Dé�nition 1.3.11 Soit A une partie d�un ensemble ordonné E:

1. Soit S l�ensemble des majorants de A. Si S admet un plus petit élément � alors �

est appelé borne supérieure de A. On note supA = � �M:

2. Soit I l�ensemble des minorants de A. Si I admet un plus grand élément � alors �

est appelé borne inférieure de A: On note inf A = m � �:

Dé�nition 1.3.12 La borne supérieure est le plus petit des majorans et la borne inférieure

est le plus grand des minorans.

D�une manière plus formalisée (ce qui est utile dans certaines démonstrations) ; on a :

� = supA()

8<: 8a 2 A; a � �
8M 2 E; majorants de A; � �M:

� = inf A()

8<: 8a 2 A; � � a
8m 2 E; minirant de A; m � �:

Proposition 1.3.4 [15] Soit A une partie d�un ensemble ordonné E :

1. supA 2 A si et seulement si A possède un maximum.

Dans ce cas, supA est le maximum.

2. inf A 2 A si et seulement si A possède un minimum.

18



1.3. Relations binaires

Dans ce cas, inf A est le minimum.

Théorème 1.3.2 [12].

1. Toute partie non vide et majorée admet une borne supérieure.

2. Toute partie non vide et minorée admet une borne inférieure.

Diagramme de Hasse

� Le diagramme de Hasse d�un ensemble ordonné s�obtient en procédant de proche en
proche à partir des éléments maximaux et de leurs prédécesseurs immédiats.

� Le diagramme d�un ensemble totalement ordonné s�appelle une chaîne.

� Une partie A d�un ensemble ordonné est une chaîne maximale si :

1. C�est une chaîne de E:

2. Il n�existe pas de chaîne B telle que AB:

Dessiner un diagramme de Hasse

� On représente les éléments de l�ordre par des points.

� Si un élément x est plus grand qu�un autre élément y selon � � �.

On place la représentation de x plus haute que celle de y:

� Le fait que deux éléments sont en relation est représenté par un segment entre ces
deux points . Du fait de la disposition des points, on n�a pas besion d�orienter ces

segments avec une �èche (on sait qu�on va du bas vers le haut) :

� Pour ne pas charger le schéma, on ne représente pas toute la relation d�ordre, mais
seulement sa réduction ré�ixive et transitive : d�une part si x � y, mais qu�il existe z
di¤érent de x et de y tel que (x � z)^ (z � y) ; alors on ne trace pas le segment entre
x et y; d�autre part on ne représente pas les boucles d�un élément vers lui-même.
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1.3. Relations binaires

� On veille autant que possible à ne pas croiser les segments. En cas d�ordre in�ni, on
peut néanmoins aussi utiliser le diagramme de Hasse pour représenter une restriction

�nie de l�ordre.

Exemple 1.3.6 Le diagramme de Hasse :

Ici, on a représenté un ensemble ordonné de 11 éléments avec trois éléments maximaux,

et un minimun(qui est donc aussi un minorant de l�ensemble et sa borne inférieure) :
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Chapitre 2

Lois de composition interne, groupes

et anneaux

Les anneaux sont des structures mathématiques munies de deux lois internes. La théorie

des groupes nous aidera à dégager certaines informations sur la nature réelle des anneaux

et leurs propriétés.

2.1 Lois de composition interne

Dé�nition 2.1.1 On appelle loi de composition interne (l.c.i.) sur un emsemble E toute

application de E � E dans E:

Notation 2.1.1 On utilise les symboles �; +; �; �; �; ?; | pour désigner une l.c.i.

Exemple 2.1.1 La somme dans C est une loi de composition interne.

La di¤érence dans N ne l�est pas.

Dé�nition 2.1.2 Soit � une l.c.i. sur un ensemble E. On dit que :

1) � est associative ssi : 8 (x; y; z) 2 E3; (x � y) � z = x � (y � z)

2) � est commutative ssi : 8 (x; y) 2 E2; x � y = y � x
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2.1. Lois de composition interne

Dé�nition 2.1.3 Lorsqu�un ensemble E est muni d�une l.c.i. �
On appelle magma le couple (E; �) :

Notation 2.1.2 [18] Soit (E; �) un magma associatif (ou (E; �) ou (E; +)) :

Pour n 2 N� et x1; :::; xn; n élément de E, on abrège l�écriture :

x1 � x2 � :::� xn en
nY
i=1

xi

x1 + x2 + :::+ xn en
nX
i=1

xi

Proposition 2.1.1 [18] Soit (E; +) un magma associatif et commutatif. On a :

1. 8n 2 N�;

8<: 8 (x1; ::::xn) 2 En

8 (y1; ::::yn) 2 En
;

nX
i=1

(xi + yi) =
nX
i=1

xi +
nX
i=1

yi

2. 8n; p 2 N�; 8 (xij)1�i�n
1�j�p

2 En:p;
nX
i=1

 
pX
j=1

xij

!
=

pX
j=1

 
nX
i=1

xij

!

Dé�nition 2.1.4 Soit � un élément d�un magma (E; �). On dit que :

1. � est régulier à gauche pour � (ou simpli�able à gauche) ssi :

8x; y 2 E; � � x = � � y =) x = y

2. � est régulier à droite pour � (ou simpli�able à droite) ssi :

8x; y 2 E; x � � = y � � =) x = y

3. � est régulier pour � ssi il l�est à gauche et à droite.

Dé�nition 2.1.5 Soient (E; �) un magma et e 2 E: On dit que :

1. e est un élément neutre à gauche pour � ssi : 8x 2 E; e � x = x:

2. e est un élément neutre à droite pour � ssi : 8x 2 E; x � e = x:

3. e est un élément neutre ssi il l�est à gauche et à droite.
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2.1. Lois de composition interne

2.1.1 Unicité de l�inverse (du symétrique)

Proposition 2.1.2 [15] Soit � une loi de composition interne dans un ensemble E,
associative et admettant un élément neutre e, alors si a et b sont deux éléments inversibles

(symétrisables) il en sera de même de (a � b) et on a :

(a � b)�1 = b�1 � a�1

Preuve. Soient a; b 2 E deux éléments inversibles, alors : comme (a � b)(a � b)�1 = e
on à :

(a � b) � (b�1 � a�1) = (a � (b � b�1)) � a�1 (car � est associative)
= (a � e) � a�1

= a � a�1

= e

De la même manière on montre que (b�1 � a�1) � (a � b) = e
d�où on déduit que (a � b) est inversible et que (a � b)�1 = b�1 � a�1:

Proposition 2.1.3 [15] Soit � une loi de composition interne associative admettant un
élément neutre e dans E, alors tout élément symétrisable dans (E; �) est régulier.

Preuve. Soit x 2 E un élément symétrisable dans E, alors x�1 existe et pour tous a

et b dans E, on a :

a � x = b � x =) (a � x) � x�1 = (b � x) � x�1

=) a � (x � x�1) = b � (x � x�1) car � est associative
=) a � e = b � e
=) a = b:

Ce qui montre que x est régulier à droite de �:
De la même manière on montre que x est régulier à gauche de �:

Remarque 2.1.1 Si x est symétrisable à droite, respectivement à gauche, alors x est

régulier à droite, respectivement à gauche de �:
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2.2. Structure de Groupe

2.1.2 Morphisme des magmas

Dé�nition 2.1.6 Soient (E; �) et (F; |) deux magmas.

1. Un morphisme du magma (E; �) dans (F; |) est une application f : E ! F

telle que : 8x; y 2 E; f(x � y) = f (x) | f (y) :

2. Un isomorphisme du magma (E; �) vers (F; |) est un morphisme de magmas

qui est bijectif.

3. Un endomorphisme du magma (E; �) est un morphisme de magma(E; �)

vers lui-même.

4. Un automorphisme dumagma (E; �) est un endomorphisme bijectif de magma (E; �) :

Exemple 2.1.2 .

1. ' : (F (R, R) , +)! (R, +) ; f 7�! f (0) est un morphisme de magma.

2. L�application (C, +)! (C, +) ; z 7�! �z est un automorphisme de magma.

2.2 Structure de Groupe

Dé�nition 2.2.1 On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d�une loi

de composition interne � telle que :

1) � est associative .

2) � posséde un élément neutre e.

3) Tout élément de E est symetrisable.

Si de plus � est commutative, on dit que (G; �) est un groupe commutatif,
ou groupe Abélien.
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2.2. Structure de Groupe

Dé�nition 2.2.2 Si (G; �) est un groupe �ni, on appelle ordre de G le cardinal de G; on

note : jGj = CardG:

Proposition 2.2.1 [18] Dans un groupe, tous les éléments sont réguliers.

Preuve. Soient x, y, z de (G, �). Supposons x � y = x � z:
Comme x admet un inverse x�1 alors x�1 � (x � y) = x�1 � (x � z)
et ainsi (x�1 � x) � y = (x�1 � x) � z (car la loi � est associative).
Il vient e � y = e � z ce qui donne y = z:

Exemple 2.2.1 On dé�nit l�opération � par :

8x; y 2 ]�1; 1[ ; x � y = x+ y

1 + xy
.

Montrer que (]�1; 1[ ; �) est un groupe abélien.

1. � est une loi de composition interne dans]�1; 1[ :

Soient x; y 2 ]�1; 1[ ; alors : (jxj < 1) ^ (jyj < 1)
donc (jxyj = jxj jyj < 1) par suite 1 + xy > 1� jxyj > 0.
Ainsi 8x; y 2 ]�1; 1[:

� �1 < x et �1 < y =) (x+ 1) > 0 et (y + 1) > 0

(x+ 1)(y + 1) > 0 =) xy + y + x+ 1 > 0

�1� xy < x+ y =) �(1 + xy) < x+ y ...(1).

� x < 1 et y < 1 =) (x� 1) < 0 et (y � 1) < 0

(x� 1)(y � 1) > 0 =) xy � x� y + 1 > 0
x+ y < xy + 1...(2).

�(1 + xy) < x+ y < (1 + xy) comme xy + 1 6= 0
�1 < x+y

xy+1
< 1 8x, y 2 ]�1, 1[ =) x � y 2 ]�1, 1[ :

2. � est commutative.
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2.2. Structure de Groupe

D�après la commutativé de l�addition et de la multiplication dans R on a :

8x; y 2 ]�1; 1[ ; x � y = x+ y

1 + xy
= y+x

1+yx
= y � x

Ce qui montre que � est commutative.

3. � est associative.

Soient x; y; z 2 ]�1; 1[ ; alors

(x � y) � z = (x � y)+z
1+ (x � y) z =

x+y

1+xy
+z

1+x
x+y
1+xy

z

=

(x+ y) + z (1 + xy)

1 + xy
(1 + xy) + (x+ y) z

1 + xy

=
(x+ y) + z (1 + xy)

(1 + xy) + (x+ y) z
=
x+y + z+xyz

1+xy + xz+yz
; 1+xy 6= 0

et on a : x � (y � z) = x+ (y � z)
1 + x (y � z) =

x+
y + z

1 + yz

1 + x
y + z

1 + yz

=

x (1 + yz) + (y + z)

1 + yz
(1 + yz) + x (y + z)

1 + yz

=
x (1 + yz) + (y + z)

(1 + yz) + x (y + z)
; 1 + yz 6= 0:

=
(x+ xyz) + (y + z)

(1 + yz) + (xy + xz)
=

x+y + z + xyz

1 + xy + xz + yz
en comparant les deux expressions on obtient :

8x; y; z 2 ]�1; 1[ ; (x � y) � z = x � (y � z)
d�où on déduit que � est associative.

4. � admet un élément neutre.

Soit e 2 R; alors : (e élément neutre de �)() (8x 2 ]�1; 1[ ; e � x = x � e = x)
comme � est commutative et x � e = x

() x+ e

1 + xe
= x

() x+ e = x+ x2e

() e = x2e

() e (1� x2) = 0
() (e = 0)_ (x = �1) mais x 6= �1:

on déduit que e = 0 est l�élément neutre de �:
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2.2. Structure de Groupe

5. Tout élément de ]�1; 1[ est symétrisable.

Soient x 2 ]�1; 1[ et �x 2 R; alors :
x � �x = e() x+ �x

1 + x�x
= 0() x+ �x = 0() �x = x:

Comme � est commutative on déduit que tout élément x 2 ]�1; 1[ est symétrisable et
son symétrique est �x = �x 2 ]�1; 1[ :
De 1., 2., 3., 4. et 5. on déduit que (]�1; 1[ ; �) est un groupe abélien.

2.2.1 Groupes à deux éléments

Soit G = fa; bg un ensemble à deux éléments,dé�nit toutes les lois de composition interne
dans G qui lui confèrent une structure de groupe.

Soit � une loi de composition sur G, alors pour que (G; �) soit un groupe; il faut que
� soit interne dans G et admette un élément neutre qui peut être a ou b; donc � doit être
dé�nie de la sorte :

1. Si a est l�élément neutre de �, alors :

a. a � a = a

b. a � b = b

c. b � a = b

reste à dé�nir b � b, or pour que (G; �) soit un groupe il faut que tout élément soit
inversible, en particulier il faut trouver b�1: Si on pose b � b = b; alors on remarque que
8x 2 G; b � x 6= a, donc b ne sera pas inversible, ce qui nous amène à poser :

d. b � b = a:

Ainsi, on a dé�ni une l.c.i. dans G avec un élément neutre a, reste à voir si la loi ainsi

dé�nie est associative. On a :

(a � a) � a = a � a = a � (a � a)
(a � a) � b = a � b = a � (a � b)
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(a � b) � a = b � a = a � b = a � (b � a)
(a � b) � b = b � b = a = a � a = a � (b � b)
En remarquant que la loi est commutative on déduit que

(b � a) � a = b � (a � b)
(b � a) � b = b � (a � b)
ce qui montre que : 8x; y; z 2 G; x � (y � z) = (x � y) � z
donc � est associative dans G, et par suite (G; �) est un groupe.

2. Si b est l�élément neutre de �, alors de la même manière on construit la loi �

comme suit :

a. b � b = b

b. b � a = a

c. a � b = a

d. a � a = b

D�après ce qui précède : il existe deux groupes à deux éléments et formellement on les

dé�nit ainsi :
� a b

a a b

b b a

et

� a b

a b a

b a b

2.2.2 Sous groupes

Dé�nition 2.2.3 Soit (G; �) un groupe, on appelle sous groupe de (G; �) tout sous
ensemble non vide �G de G tel que la restriction de � à �G en fait un groupe.

Comme � est associative dans G alors sa restriction à �G est aussi associative,

par suite �G 6= ; est un sous groupe de (G; �) s�il est stable par rapport à � et à l�opération
d�inversion, c�est à dire :8<: 8a; b 2 �G; a � b 2 �G

8a 2 �G; a�1 2 �G

Il est claire que si (G; �) est un groupe, alors G est un sous groupe de G:
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Proposition 2.2.2 [15] Soient (G; �) un groupe et �G � G, alors :

�G est un sous groupe de �G () 8a; b 2 �G; a � b�1 2 �G

Remarque 2.2.1 Si e est l�élément neutre d�un groupe (G; �), alors tout sous groupe de
G contient e et on déduit la propriété suivante.

Proposition 2.2.3 [15] Soient (G; �) un groupe, e l�élément neutre de � et �G un sous

ensemble de G, alors �G est un sous groupe de �G et seulement si :8<: e 2 �G

8x; y 2 �G; x � y�1 2 �G:

Dé�nition 2.2.4 Soit (G; �) un groupe.
On dit que �G est un sous groupe propre de G si �G 6= feg et �G 6= G .

Exemple 2.2.2 Soit n =2 N; alors nZ = fn:p; p 2 Zg est un sous groupe de Z:

En e¤et :

1. 0 2 nZ; car : 9p = 0 2 Z; 0 = n:p

2. Soient x; y 2 nZ; alors il existe p1; p2 2 Z tels que x = n:p1 et y = n:p2; donc

x� y = n:p1 � n:p2 = n: (p1 � p2) = n:p 2 nZ:

Par suite 8x; y 2 nZ; x� y 2 nZ:
De 1. et 2. on déduit que nZ est un sous groupe de Z:

Remarque 2.2.2 Pour n 2 N= f0; 1g ; nZ est un sous groupe propre de Z:

Proposition 2.2.4 [6] Soit G un groupe et fHigi2I une famille de sous-groupes de G;
alors \

i2I
Hi est un sous-groupe de G:

Preuve. Soient x; y 2 \
i2I
Hi, pour tout i 2 I on a x; y 2 Hi comme Hi est un

sous-groupe alors xy�1 2 Hi pour tout i. Donc xy�1 2 \
i2I
Hi .

Remarque 2.2.3 En général [
i2I
Hi n�est pas un sous-groupe de G. Soient les sous-groupes

de G = (Z; +) : H1 = 3Z et H2 = 8Z: Comme 3 + 8 = 11 =2 H1 [H2 alors :
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H1 [H2 n�est pas un sous-groupe de Z:

Proposition 2.2.5 [6] Soient G un groupe et F = fHigi2I une famille de sous-groupes de
G ordonnée par inclusion alors [

i2I
Hi est un sous-groupe de G:

Preuve. Soient x; y 2 [
i2I
Hi, il existe j; k 2 I tels que x 2 Hj et y 2 Hk,

supposons que Hk � Hj alors xy�1 2 Hj donc xy�1 2 [
i2I
Hi

2.2.3 Groupes Quotients

Soient (G; �) un groupe et �G un sous groupe de G. On dé�nit une relation binaire < sur
G par : 8a; b 2 G; a � b�1 2 �G

Proposition 2.2.6 [15] < est une relation d�équivalence sur G.

Proposition 2.2.7 [15] Si � est commutative, alors � est une loi de composition interne

dans G� �G:

Proposition 2.2.8 [15] Si (G; �) est un groupe abélien, alors
�
G� �G; �

�
est un groupe

abélien, appelé groupe quotient de G par �G:

Exemple 2.2.3 On sait que dans le groupe commutatif (Z, +); pour tout n 2 N; nZ est
un sous groupe de Z, donc on peut parler du groupe quotient nZ = Z�nZ:

2.2.4 Morphisme des groupes

Dé�nition 2.2.5 Une application ' d�un groupe multiplicatif G dans un groupe multiplicatif
�G est un morphisme de groupe si :

' (xy) = ' (x)' (y) ; 8x; y 2 G: (��)
Posons y = x�1 dans l�expression (��), il vient que
' (1G) = 1 �G et ' (x

�1) = ' (x)�1

De plus les sous ensembles suivants appelés respectivement noyou et image de ' sont

des sous groupes respectifs de G et �G

ker (') = fx 2 G : ' (x) = 1 �Gg
Im (') = fy 2 G : 9x 2 G et ' (x) = yg :
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Dé�nition 2.2.6 Soient G et �G deux groupes.

� Un épimorphisme est un morphisme surjerctif.

� Un isomorphisme entre G et �G est un morphisme bijectif entre les deux groupes.

� Un endomorphisme de G est un morphisme de G dans lui même. On notera par

End (G) le groupe des endomorphismes de G muni de la loi (f:g) (x) = f (x) g (x) :

� Un automorphisme de G est un endomorphisme bijectif de G:

L�ensemble des automorphismes de G muni de la loi � est un groupe noté (Aut (G) ; �) :

2.2.5 Homomorphisme des groupes

Dans ce paragraphe, on considère (G; �) et (H; �) deux groupes, avec e et h leurs éléments
neutres respectifs.

Dé�nition 2.2.7 Une application f : G �! H est appelée homomorphisme de G dans H

si : 8a; b 2 G; f (a � b) = f (a) � f (b) :

Dé�nition 2.2.8 Soit f : G �! H un homomorphisme de groupe.

On appelle noyau de f l�ensemble ker f = f�1 (fhg) = fa 2 G; f (a) = hg

et l�image de f l�ensemble Im f = f (G) = ff (a) ; a 2 Gg :

Remarque 2.2.4 Im f est un sous groupe de (H; �) et ker f est un sous groupe de (G; �) :

Proposition 2.2.9 [15] Soit f : G �! H un homomorphisme de groupe, alors :

1. f est injective si et seulement si ker f = feg :

2. f est surjective si et seulement si Im f = H:

3. f est un isomorphisme si et seulement si f �1 existe et est un homomorphisme de

groupe de H dans G:
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2.3 Structure d�anneaux

Dé�nition 2.3.1 Un anneau est un ensemble A non vide muni de deux lois de composition

interne ? et � telles que :

1. (A; ?) soit un groupe abélien (on note 0 son élément neutre)

2. La loi � soit associative et admette un élément neutre (on le note 1) ; élément dit
l�unité de A:

3. La loi � soit distributive par rapport à la loi ?; i.e.

8x; y; z 2 A; x � (y ? z) = (x � y) ? (x � z) :
Si de plus :

4. La loi � est commutative, on dit que l�anneau (A; ?; �) est commutatif.

Exemple 2.3.1 .

1. Les anneaux suivants (Z; +; �), (Q; +; �), (R; +; �), (C; +; �)

sont tous commutatifs.

2. Soit n un entier naturel strictement positif. On a l�anneau commutatif (Z�nZ; +; �) :

Dé�nition 2.3.2 Soit A un anneau et a 2 A:

On dit que a est inversible si et seulement s�il existe b 2 A tel que ab = 1:
On dit que a est diviseur de 0 si et seulement si a 6= 0 et il existe b 6= 0 tel que ab = 0:
On dit que a est nilpotent si et seulement s�il existe n 2 N tel que an = 0:

Dé�nition 2.3.3 Soit A un anneau.

On dit que A est intègre si A 6= f0g et ne possède pas de diviseurs de 0:
On dit que A est réduit si A ne possède pas d�autres éléments nipotents que 0:
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2.3.1 Régles de calcul dans un anneau

Soit (A; +; �) un anneau, alors on a les régles de calcul suivantes :

Proposition 2.3.1 [15] Pour tous x; y et z 2 A :

1) 0A � x = x � 0A = 0A

2) x � (�y) = (�x) � y = � (x � y)

3) x � (y � z) = (x � y)� (x � z)

4) (y � z) � x = (y � x)� (z � x)

Dé�nition 2.3.4 Soit (A; +; �) un anneau commutatif. On dit que y 2 A� divise x 2 A,
ou que y est un diviseur de x ou que x est divisible par y, si 9z 2 A�, x = y � z

Remarque 2.3.1 Soit (A; ?; �) un anneau :

1. Pour la première loi ? : on note x ? y = x+ y et ainsi,

pour tout entier n 2 N; on pose nx = x+ :::+ x| {z }
n fois

.

2. Pour la deuxième loi � : on note x � y = xy et ainsi,

pour tout entier n 2 N; on pose xn = x� :::� x| {z }
n fois

Théorème 2.3.1 [6] Dans un anneau commutatif (A; +; �), on a la formule du binôme
de Newton :

(x+ y)n =

nX
k=0

Cknx
kyn�k; 8n 2 N, x, y 2 A:
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2.3.2 Sous-anneaux

Dé�nition 2.3.5 Soit A un anneau. On dit qu�une partie B de A est un sous-anneau de

A si les conditions suivantes sont satisfaites :

1) 8x; y 2 B; x� y 2 B

2) 8x; y 2 B; x � y 2 B

3) 1 2 B

Remarque 2.3.2 .

Un sous-anneau de l�anneau A est donc en particulier un sous-groupe de (A; +) :

2.3.3 Morphisme des anneaux

Dé�nition 2.3.6 Soient A, B deux anneaux unitaires munis chacuns de deux lois notées

+ et � et ' une application de A sur B.

On dit que ' est un morphisme d�anneaux si pour tout (x, y) 2 A2 on a :

' (x+ y) = ' (x) + ' (y), ' (xy) = ' (x)' (y).

Le noyau ker' et l�image Im' du morphisme '; sont dé�nis par :

ker' = fx 2 A : ' (x) = 1Bg Im' = fy 2 B : 9x 2 A et y = ' (x)g :

Proposition 2.3.2 [6] Le noyau du morphisme d�anneaux ' : A �! B est un sous-anneau

de A: De même, l�image de ' est un sous-anneau de B:

Preuve. Puisque ker' est un sous-groupe de A, il su¢ t de montrer que ker' est stable

pour la multiplication. Soient a, b 2 ker'; alors ' (a) = ' (b) = 1B.
Donc : ' (ab) = ' (a)' (b) = 1B =) ab 2 ker':

2.3.4 Homomorphisme d�anneaux

Soient (A; +; �) et (B; �; 
) deux anneaux et f : A �! B .

Dé�nition 2.3.7 On dit que f est un homomorphisme d�anneaux si :
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8x; y 2 A, f (x+ y) = f (x)� f (y) et f (x � y) = f (x)
 f (y)
Si A = B on dit que f est un endomorphisme d�anneaux de A:

Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d�anneaux.

Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme d�anneaux .

Dé�nition 2.3.8 Soient A et B deux anneaux unitaires, on dit qu�un homomorphisme

d�anneaux f de A dans B est unitaire si f (1A) = 1B:

Proposition 2.3.3 [15] Soit f : A! B un homomorphisme d�anneaux, alors f est injectif

si et seulement si ker f = f0Ag

Si A et B sont deux anneaux unitaires et f un homomorphisme d�anneaux surjectif,

alors f est unitaire .

2.3.5 Idéaux d�un anneau

Dé�nition 2.3.9 Soient A un anneau et I � A. On dit que I est un idéal à gauche

(resp. à droite)de A si et seulement si :

1. (I; +) est un sous-groupe de (A; +) :

2. 8� 2 A; 8x 2 I; �x 2 I:

Dé�nition 2.3.10 Si I est un idéal à gauche et un idéal à droite de A, on dit que I est

un idéal bilatère de A ou plus simplement un idéal de A:

Remarque 2.3.3 f0g et A sont des idéaux de A:

Si I est un idéal di¢ rent de A; on dira que c�est un idéal propre.

Exemple 2.3.2 Les idéaux de Z sont les ensembles nZ �n 2 Z+:

Proposition 2.3.4 [19] Soit A un anneau et I � A

I est un idéal si et seulement si

8<: 8�; � 2 I; � + � 2 I
8� 2 I; 8x 2 A, �x 2 I

:
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Proposition 2.3.5 [5] Soient A et B deux anneaux et f : A �! B un morphisme

d�anneaux. On a :

1. f (A) est un anneau.

2. Si I est un idéal de B, f �1 (I) est un idéal de A:

3. En particulier ker (f) est un idéal de A:

4. Si I est un idéal de A alors f (I) est un idéal de f (A), donc de B si f est surjective.

Opérations sur les idéaux

Considérons deux idéaux I; J . On dé�nit les opérations suivantes :

Dé�nition 2.3.11 La somme de I et J est l�ensemble I + J = fa+ b j a 2 I et b 2 Jg,
c�est un idéal (à gauche, à droite, bilatère ) de A applé somme des idéaux I et J .

L�ensemble IJ = fsomme �nie de ab j a 2 I et b 2 Jg est un idéal de A appelé produit
de deux idéaux bilatères I et J:

Remarque 2.3.4 .

1. L�intersection I \ J est un idéal de A; appelé intersection des deux idéaux.

2. On montre facilement que IJ � I \ J: On pourrait aussi dé�nir le produit d�un idéal
à gauche par un idéal à droite, dans cet ordre.

Générateurs d�un idéal

Dé�nition 2.3.12 Si S est une partie de A, l�intersection des idéaux à gauche (resp à

droite, bilatère) contenant S; est un idéal, et on dit que S engendre cet idéal, ou encore que

les éléments de S sont les générateurs de cet idéal.

Exemple 2.3.3 Si S = fa1; :::; ang, on notera (a1; :::; an) l�idéal engendré par S:
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2.3.6 Anneaux quotients

Soient A un anneau commutatif non nul et I un idéal de A. Alors la relation dé�nie par :

x<y () x� y 2 I est une relation d�équivalence sur A.

L�ensemble quotient, noté A =I, muni des deux lois quotients est un anneau commutatif

appelé anneau quotient de A par I:

Il est clair que :

� A =I = fx+ I = x 2 Ag

� L�élément neutre de l�addition est : �0 = I:

� L�élément neutre de la multiplication est : �1 = 1 + I:

Dé�nition 2.3.13 Soient A un anneau et I un idéal bilatère de A.

Le groupe qoutient A = I peut être muni d�une structure d�anneau au moyen de

la multiplication dé�nie par :

(x+ I)� (y + I) = (x � y) + I
C�est par dé�nition l�anneau quotient de A par I:

Exemple 2.3.4 Si A = Z ( l�anneau des entiers ) et I = nZ pour un certain entier n,

l�anneau quotient A = I est l�anneau Z=nZ:

2.3.7 Idéaux premiers. Idéaux maximaux

On supposera dans ce paragraphe que les anneaux sont tous commutatifs.

Dé�nition 2.3.14 Un idéal p de A est dit premier si p 6= A et si
(8x; y 2 A), (xy 2 p =) x 2 p ou y 2 p) :

Un idéal m de A est dit maximal si m 6= A et si (I �m =) I = m).

Proposition 2.3.6 Soit A un anneau commutatif .

Soit P un idéal de A: On dit que P est premier si l�anneau quotient A =P est intègre.
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Proposition 2.3.7 [19]

Tout idéal I de A di¤érent de A est contenu dans un idéal maximal.

Corollaire 2.3.1 Tout élément non inversible de A est contenu dans un idéal maximal.

Dé�nition 2.3.15 Si un anneau A ne posséde qu�un seul idéal maximal, on dira qu�il est

local ( on écrira souvent (A; m) pour préciser le nom de l�idéal maximal).

Si A possède un nombre �ni, au moins 2 idéaux maximaux, on dira qu�il est semi-local.

Remarque 2.3.5 Un idéal maximal est un idéal premier, la réciproque est fausse en général.

2.3.8 Anneau principal

Dé�nition 2.3.16 L�idéal I de l�anneau A est dit principal s�il existe x 2 A tel que

I = xA = Ax = (x) :

L�anneau A est dit anneau principal si tout idéal de A est principal.

En supposant que l�anneau A est commutatif et unitaire, l�idéal engendré par le singleton

fag est l�idéal principal (a) = aA constitué par des multiples de a:
Soient a et b 2 A; l�idéal (a; b) engendré par a et b est l�ensemble des éléments x 2 A

qui s�écrivent x = au+ bv; u; v 2 A:
Si d divise à la fois a et b, on a : (a; b) � (d) :
On appelle p gcd des éléments x1; x2; :::; xn de A; l�élément d 2 A tel que :
(d) = (x1; :::; xn)() 9u1; :::; un 2 A tels que d = u1x1 + :::+ unxn:
L�idéal (a)\(b) est constitué des multiples communs à a et b, et contient l�idéal engendré

(a; b) � (a) \ (b) :
On appelle ppcm des éléments x1; x2; :::; xn de A, l�élément m 2 A, tel que :

(m) =

n\
i=1

(xi)() (xi j h 2 A; 8i = 1; :::; n =) m j h) :

Exemple 2.3.5 L�ensemble nZ est un idéal principal de l�anneau Z engendré

par l�entier n.

Soient p et q deux entiers et m leur multiple commun, alors :
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pZ \ qZ = mZ par exemple : 2Z \ 3Z = 6Z:
Si d est le diviseur commun de p et q, il existe alors u1 et u2 2 Z tels que l�on ait

l�identitué de Bezout : u1p+ u2q = d() (p; q) = (d) :

2.3.9 Anneau factoriel

Dé�nition 2.3.17 Soit A un anneau integre. Un élément a de A est dit irréductible s�il

veri�e les propriétés suivantes :

1. a n�est pas invirsible .

2. Si b et c sont des éléments de A tels que a = bc, l�un des deux, b ou c, est invirsible.

Exemple 2.3.6 Un entier relatif est irréductible si et seulement s�il est un nombre premier

ou l�opposé d�un nombre premier .

Proposition 2.3.8 [2] Soit k corps.

1. Dans l�anneau k [X], un polynôme ayant une racine dans k est irréductible s�il et

seulement si est de degré 1:

2. Un polynôme de degré 2 ou 3 dans k [X] est irréductible s�il et seulement si il n�a pas

de racine dans k:

3. Dans l�anneau C [X], les polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1:

Dans l�anneau R [X], les polynômes irréductibles sont les polynômes de degré 1 et

les polynômes du second degré sans racine réelle.

Théorème 2.3.2 [2] ( les anneaux principeaux sont factoriels )

La démonstration est en deux parties. D�abord on démontre l�existence

d�une décomposition en facteurs et irréductibles, ensuite, on établit l�unicitué.
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2.3.10 Anneau de matrices

Soit A un anneau commutatif, alors l�ensemble des matrices carrés d�ordre n à coe¢ cients

dans A, muni des formules d�addition et de multiplication habituelles, forme un anneau

noté Mn (A); l�application qui à un élément de a associe la matrice scalaire correspondante

dé�nit une structure d�algebre. Si A est un anneau de B, alors Mn (A) est un sous-anneau

de Mn (B) :

2.3.11 Anneau de polynômes

Soit A un anneau commutatif et X une indéterminée ( un symbole).

On note A [X] l�ensemble des suites d�éléments de A avec un nombre �ni de ternes non

mul, notées comme combinaisons linéares des Xn, n > 0 :
les éléments de A [X] s�ecrivent sous la forme :

P =
X
n

anX
n =

NX
n=0

anX
n

A [X] est muni des opérations : X
n

anX
n

!
+

 X
n

bnX
n

!
=
X
n

(an + bn)X
n X

n

anX
n

!
�
 X

m

bmX
m

!
=
X
p

cpX
p; cp =

X
k

akbp�k .

Proposition 2.3.9 [19] A [X] est une algébre sur A.

Remarque 2.3.6 L�application qui dé�nit la structure d�algébre est injective, d�image les

polynômes constants; A est identi�é au sous anneau de A [X] formé par les polynômes

constants.

Dé�nition 2.3.18 Soient B1 et B2 deux algébres sur l�anneau commutatif A,

avec morphisme de structure �1 : A �! B1.

Un morphisme d�algébre de B1 vers B2 est un morphisme d�anneau

f : B1 �! B2 tel que : �2 = f � �1.

Proposition 2.3.10 [19] ( propriété universelle ) .
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Soit B une algébre sur l�anneau commutatif A, et b un élément de B, alors il existe un

unique morphisme d�algébre Eb : A [X] �! B tel que Eb (X) = b.

Remarque 2.3.7 Eb est appelé morphisme d�évalution et Eb (P ) est noté P (Eb).

Dé�nition 2.3.19 Le degré d�un polynôme non mul p =
X
n

anX
n est le plus grand n pour

lequel an 6= 0 ( convention : deg (0) = �1 ).

Proposition 2.3.11 [19] Si A est un anneau commutatif integre, alors :

1. deg (PQ) = deg (P ) + deg (Q) :

2. Les inversibles de A [X] sont les inversibles de A, et A [X] est un anneau integre.
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Conclusion 
 

 

       Dans cette étude, nous avons abordé les lois de composition interne, les 

idéaux et la théorie des anneaux et des groupes. 

       Finalement, toutes les remarques et commentaires nous permettront 

certainement d'améliorer le contenu ainsi que la présentation de la version 

finale.Ils sont les bienvenus de la part des étudiants ainsi que de la part 

d'enseignants ou spécialistes en mathématiques ou utilisateurs de mathé-

matiques. 
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Resumé 

La théorie des anneaux  est  une partie très importante de la théorie des 

nombres, que les mathématiciens, se sont donnés à font, elle étudie plusieurs 

propriétés des ensembles, et leur groupes, les morphismes et les 

homomorphismes 

Les mots clés 

Ensemble, Opération interne, Relation, Image, Groupe, Morphisme, 

Homomorphisme, Anneau.  

 

Abstract 

The rings theory is a very important part of the numbers theory; 

mathematicians have studied many proprieties of the sets, and its groups, the 

morphismes and the homomorphismes 

Keywords 

Set, Operation, Relation, Image, Group, Morphisme, Homomorphisme, Ring.  

 

 ملخص

 المجموعات، خصائص منها ندرس. الأعداد نظرية في مهم جزء هي الحلقات نظرية

تشاكل و التماثل .ال ، عنها الناتجة والزمر  

 كلمات مفتاحية

.حلقةال ،التماثل ،التشاكل زمرة،ال العلاقة، الصورة، ،الداخليةالعملية  ،مجموعةال  

 


