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INTRODUCTION

Un des buts de la topologie algébrique est de fournir des outils algébriques pour 1’étude des espaces
topologiques. Plus exactement, elle cherche a associer de maniére naturelle des invariants algébriques
aux structures topologiques associées, en particulier, nous avons la théorie de '’homologie, ot le groupes
de homologies sont des invariants topologiques.

La théorie d’homologie a été un outil tres efficace dans 1’étude des invariants d’homotopie pour les
espaces topologiques. Une raison importante a cela est le fait qu’il est souvent facile de calculer des
groupes d’homologie.

II existe des plusieurs théories différentes d’homologie, méme une structure particuliére peut avoir
de nombreux groupes d’homologie associés...

Le présent mémoire est divisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux définitions et aux notions préliminaires dont on fait usage dans
la suite du mémoire.

Le deuxiéme chapitre, est dédié aux définitions élémentaires des notions d’homologie et de cohomo-
logie avec des démonstrations de certaines propriétés, illustrent de fagon intéressantes certaines mani-
pulations que l'on peut faire sur des complexes différentiels et plus particulierement des bicomplexes.

Le troisiéme chapitre introduit les homologies et cohomologies les plus courantes définies sur les
espaces topologiques. Historiquement , la topologie a été un moteur dans I'élaboration des concepts de
I’homologie algébrique.

Dans le chapitre quatre, comme application aux notions précédentes, nous présentons quelques ap-
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plications classiques.



CHAPITRE

RAPPELS D’ALGEBRE ET DE

TOPOLOGIE

I.1 Préliminaires algébriques

I.1.1 Structures algébriques

I.1.1.1 Groupe

Définitions
Un groupe (G, -) est un ensemble G auquel est associé une opération - (la loi de composition) vérifiant
les quatre axiomes suivantes :

epourtoutz,y € G, x-y € G (-estuneloide composition interne )
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epourtoutz,y,z € G, (z-y)-z==2x-(y-2) (laloiestassociative)
eilexistee € Gtelque Vo € G,z - e = x et e - © = z (e est I'élément neutre)
e pour tout z € Gilexiste 2’ € Gtelquez -2’ =2’ -z =¢ (2') estlinverse de z et est noté (z 7).
Si de plus l'opération vérifie
pourtousz,y € G, T-y=y-x
on dit que G est un groupe commutatif (ou abélien).
Un morphisme de groupes ou homomorphisme de groupes est une application entre deux groupes

qui respecte la structure de groupe. Plus précisément, c’est un morphisme de magmas d’un groupe

(G, %) dans un groupe (G, -), c’est-a-dire une application f : G — G’ telle que

Ve,ye G f(xxy) = f(z)- f(y)

et 'on en déduit alors que f(e) = ¢’ (ol1 e et €’ désignent les neutres respectifs de G et G ) et Vx €

G f(e) =)

Un groupe abélien de type fini est un groupe abélien engendré par une partie finie.

I.1.1.2 Sous-groupe normal

Définition

Un sous groupe K d’'un groupe G est normal si
9 'kg € K;Vg € G;Vk € K.

Dans cette situation, on peut former le quotient G/ K des classes d’équivalence dans G pour la relation :
g ~ ¢ s’il existe k € K tel que g = ¢’k Parce que K est normal dans G, G/K est un groupe pour la
multiplication [¢1] [g2] = [g192] , ol [g] désigne la classe dans G/K de g € G. C’est le groupe quotient de
G par K. Il faut noter qu’on peut aussi considérer la relation d’équivalence g = kg’. On note le groupe

quotient obtenu K\G.
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1.1.1.3 Anneau

Définition
Soit A un ensemble muni de deux lois notées + et x. On dit que (4, +, x) est un anneaux lorsque :
o (A, +) est un groupe abélien.

e X est associative et distributive sur +.

Un élément neutre pour cette structure multiplicative est appelée 1'unité de A. Si A admet une unité,
on dit que I'anneau est unital. Si la loi de multiplication est commutative, on dit que I'anneau est com-

mutatif (ou abélien). (Z, +, -) est un anneau commutatif unitaire.

I.1.1.4 Module a gauche

Définitions
Soit A un anneau (unitaire), dont la multiplication sera notée par simple juxtaposition. Un A-module
a gauche (ou encore un module & gauche sur A) est la donnée (M, +, -) d'un ensemble M, d’une loi de
composition interne + dans M qui fait de M un groupe abélien et d'une loi externe - de A x M dans M
vérifiant, pour tous éléments a etbde A et z,y de M :
ea-(x+y)=a-z+a-y (distributivité de - par rapport a 'addition dans M).
e (a+b)-x=a-x+0b-x (distributivité de - par rapport a I’addition dans A).
e(ab)-x=a-(b-x).
o-l-z=u.

Une application linéaire f entre deux modules M et N sur un méme anneau A est une fonction qui

conserve la structure de module, ¢’est-a-dire qui vérifie :
V(OQB) € AQ,V(CL’,y> € MQaf(a$+6y) = Oéf(.’l?) +Bf(y)

Autrement dit, une application linéaire est un morphisme de modules. Si f est bijective, on dit de plus

que f est un isomorphisme.
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I.1.1.5 algebre

Définition
Une algebre associative A sur un corps commutatif K, encore appelée K -algebre associative, est un

espace vectoriel sur K muni d'une multiplication bilinéaire A x A — A telle que:

(zy)z = z(y2),

pour tous z,y et z dans A ot I'image de (x, y) est notée zy. Si A contient une unité, i.e. un élément 1 tel

que lz = = z1 pour tout « dans A, alors A est appelée algebre associative unifere ou unitaire.

I.1.2 Constructions usuelles

1.1.2.1 Structures libres

Définition
Soit E un ensemble quelconque. On définit legroupe abélien libre engendré par E comme le groupe dont
les éléments sont de la forme ) m,v ol F est un sous ensemble fini de E et les m, € Z. L'élément
neutre est donné par Ov pour n'importe quel v € E. On note Z{E) ce groupe abélien.

En remplacant les m, ci-dessus par des éléments d'une algebre A, on obtient le module libre engen-

dré par 'ensemble E, noté A(E).

e 5i G est un groupe abélien libre engendré par E alors pour toute application f de E dans un groupe
abélien G’, il existe un unique morphisme de groupes de G dans G’ qui prolonge f.
¢ Tout groupe abélien libre est sans torsion, et tout groupe abélien de type fini sans torsion est un groupe
abélien libre.

e Tout sous-groupe d'un groupe abélien libre est abélien libre.
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1.1.2.2 Somme directe

Définition
A deux groupes abéliens GG; at G on associe la somme directe G1® G 2 dont les éléments sont de la

forme g; @ g2 pour tous les g1 € G; et g2 € Go. La loi interne de groupe sur G @ G est définie par

(91 © g2) + (91 © g5) = (91 + 1) @ (92 + g3) -

Cette loi fait de G; @ G5 un groupe abélien d’élément neutre 0 ¢ 0.

La somme directe de la famille {G;} qu’on note G = @, ; G;, est un sous groupe abélien du

iel > i€l
produit direct de la famille {G;},_; , constituée des éléments (g;),.,; pour lesquels un nombre fini de g;
sont non nuls.

De la méme facon, on définit la somme directe d’'une famille quelconque de modules, ainsi que

d’anneaux.

[.1.2.3 Produit tensoriel
Définition
Soient M et N deux modules sur un anneau A. On définit le produit tensoriel M @ N comme le module
sur A engendré par les éléments de la forme m ® n pour tout m € M et tout n € N avec les relations
(m1 +me) @ =m1 @n +ma n,
m® (ny+ng) =meng +mQ no,
alm®n) =(am) ®n =m® (an),

pour tous m, mi,ma € M,n,n;,ne € N eta € A.

I.1.3 Suite exacte
Définition
On dit que la suite (finie ou infinie) de groupes et de morphismes de groupes

Goﬂglg...ggnﬂgnﬂﬂii...
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est exacte si pour tout entier naturel n on a Im (f,,) = Ker (f,,+1). Dans ce qui précede, Gy, G, ... sont
des groupes et fo, f1, ... des morphismes de groupes avec f, : G,, = G,+1. Cas simples Dans la suite,
0 dénote le groupe trivial.

- La suite 0 =+ G; — G est exacte si et seulement si f est injective.

- La suite Gy — G3 — 0 est exacte si et seulement si g est surjective.

- La suite 0 = G1 — G2 — 0 est exacte si et seulement si f est bijective.

I.2 Préliminaires topologique

I.2.1 Espaces topologiques

Dans cette section, ainsi d’ailleurs que dans tout ce mémoire, tous les espaces topologiques sont
séparés, c’est a dire que pour tous points z, y de cet espace, il existe un voisinage U de z et un voisinage
V de y tels que UN' V = @. On dit aussi que 1'espace est de Hausdorff.

Si X est un ensemble et Y C X est une partie de X. Dans tout ce qui suit, on note I = [0, 1] I'intervalle

unité et * 'espace réduit a un point.

I.2.1.1 Notions d’homotopie

Définitions
Soient X et Y deux espaces topologiques. Deux applications continues f,g : X — Y sont homotopes
sil existe une application continue H : X x I — Y telleque f = H(-,0) : X - Yetg=H(,1): X =Y.
L'application continue H est I’homotopie entre f et g. On utilise la notation f ~ g pour indiquer que
deux applications f et g sont homotopes.

Deux espaces topologiques X et Y seront dit homotopes s’il existe deux applications continues f :
X —=Yetg:Y = Xtellesquego f ~Idx et fog~Idy,ouldx : X — X est]’application identité. On
utilise la notation X ~ Y pour indiquer que deux espaces X et Y sont homotopes.

On dit que X est contractile si X ~ x.
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I.2.1.2 Homéomorphisme

Définition
Soient X et Y des espaces topologiques. On dit que f : X — Y est un homéomorphisme si les trois
conditions suivantes sont satisfaites :
e f est continue
e f est une bijection
e L'application f~! : Y — X est continue.
On dit que les espace topologiques X et Y sont homéomorphes s'il existe un homéomorphisme f : X —
Y.
Une application f : X — Y entre deux espaces topologiques est un plongement de X dans Y si elle

induit un homéomorphisme de X dans f(X) (muni de la topologie induite)

I.2.1.3 compactifié d’Alexandrov

Définition
Soit X un espace topologique localement compact. On peut, en ajoutant un point a X, obtenir un espace
compact. Pour cela, on considere X+ = X U {oo} o1 co ¢ X, et on définit une topologie de la maniere
suivante.
L'ensemble des ouverts de X est constitué par :
e les ouverts de X,
e les sous-ensembles de la forme {oo} U K¢, ot1 K€ est le complémentaire dans X d’un compact K de X.
On vérifie que 'on définit bien ainsi une topologie sur X, et que la topologie initiale sur X est
identique a la topologie induite sur X par cette topologie sur X .
On vérifie enfin que X ™ muni de cette topologie est un espace compact.
L'espace X s’appelle alors le compactifié d’Alexandrov de X ou le compactifié par un point de X,

oo s’appelle le point a infini.
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Dans le cas X = R", on obtient (R")* = S™.

I.2.1.4 Topologie quotient

Définition

Soit X un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur X. On notera p la projection de X
dans X/ ~ qui associe & un élément de X sa classe d’équivalence. La topologie quotient sur X est la
plus petit topologie qui rende p continue.

Soit Y C X une partie non vide de X. On définit sur X la relation d’équivalence pour laquelle les
classes d’équivalence sont d'une part ’ensemble Y lui méme et d’autres part les ensembles {x} pour
tous les points z € X — Y. Le quotient X/ ~, qu’on note aussi XY, est I'espace topologique obtenu en
réduisant Y a un point dans X.

Le cone de I’espace topologique X est I'espace quotient

CX =X xI/X x{1}.

L’idée de cette construction est d’introduire un point extérieur a X et de lier ce point unique a tous
les points de X par un segment. Ce point extérieur est 'image de X x {1} dans le quotient. On peut
facilement vérifier que CX ~ * puisqu'il suffit de contracter CX le long des segments qui relient les
points de X a l'unique point au sommet du cone. Dans le cas ot X = S!, 'espace CS' est le cone
ordinaire qu’on a I’habitude de manipuler...

La suspension de I'espace topologique X est 'espace quotient

SX =X xI/(Xx{0}UuX x{1})=CX/X x {0}.

Contrairement a CX, SX n’est pas homotope a un point. La suspension du cercle S' est homéomorphe
a la sphere S%. Plus généralement

SS™ = st

10
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[.2.1.5 Connexité par arcs

Définition
Un espace topologique X est dit connexe par arcs lorsque pour tout (a,b) € X?, il existe une application

v :10,1] = X continue telle que v(0) = a et y(1) = b.

Lorsque l'espace topologique X considéré (ou une de ses parties) n’est pas a priori connexe par arcs,
il est toujours possible de se ramener a des espaces connexes par arcs en considérant les composantes
connexes par arcs de X.

La composante connexe par arcs d'un point z € X est le plus grand connexe par arcs contenant x :

C(z) = U C.

zeC
C connexe

e ((x) est bien connexe par arcs et fermé.

I.2.2 paire d’espaces topologiques

Définition
Une paire d’espaces topologiques est un couple (X,Y") tel que Y soit un sous espace topologique d'un
espace topologique X.

Un morphisme de paires d’espaces topologiques f : (X,Y) — (X', Y”) est une application continue
f: X = X' telleque f(Y) C Y.

Une inclusion de la forme (X, Z) < (X,Y) out Z est un fermé, permet de construire la paire quotient

(X/2,Y/)Z).

I.2.2.1 Homotopie de pairs

Définitions

Soient (X,Y) et (X’,Y”’) deux pairs d’espaces topologiques. Deux morphismes f,g : (X,Y) — (X',Y")

11
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sont homotopes s'il existe une application continue H : X x I — X' telle que il est homotopie entre

I'application continues fetg: X — X' et

vt € [0,1],Vy € Y, H(y,t) € Y.

L'application continue H est ’homotopie entre deux morphismes f et g. On utilise la notation f ~ g
pour indiquer que deux morphismes f et g sont homotopes.

Deux pairs d’espaces topologiques (X,Y) et (X’,Y”) seront dit homotopes s’il existe deux mor-
phismes de paires f : (X,Y) — (X', Y")etg: (X",Y') = (X,Y) tellesque go f ~ Id(x,y)et fog ~
Id(x+,y+y. On utilise la notation (X,Y") ~ (X’,Y”) pour indiquer que deux espaces (X,Y) et (X', Y”) sont

homotopes.

1.2.2.2 Rétraction

Définitions

e Une rétraction d"une paire d’espaces topologiques (X, Y) est une application continue f : X — Y telle
que fjy = Idy.

e Une rétraction par déformation de X sur Y est une homotopie entre une rétraction de X sur Y et

l'application identité de X, c’est-a-dire une application continue
H:X x[0,1] — X,

telle que

Vee X,H(z,0)=zxetH(z,1) €Y e VyeY H(y,1l)=y.

On dit que Y est un rétract par déformation de X s’il existe une rétraction par déformation de X sur Y.

e Une rétraction forte par déformation est une telle application F' vérifiant de plus

vt e [0,1],Yy € Y, H(y,t) = y.

On dit que Y est un rétract fort par déformation de X s’il existe une rétraction forte par déformation de

Xsur?Y.

12



CHAPITRE

II

HOMOLOGIES ET COHOMOLOGIES

I1.1 Définitions

II.1.1 Homologie de modules différentiels

Définitions
Soit A un anneau (abélien). Un module différentiel sur A est un module a gauche M sur A muni d'un
morphisme de modules a gauche d : M — M tel que d? = 0, appelé la différentielle sur M. On note
(M, d) un tel module différentiel.

On peut associer a d deux sous modules de M :

B(M)=Imd={z € M/3y e M,z =dy}, Z(M)=Kerd={x € M/dzx=0}.

Les éléments de B(M) sont appelés les bords et les éléments de Z(M) les cycles de (M, d). Des éléments
quelconques de M sont appelés des chaines.

Comme d? = 0, on a de fagon évidente B(M) C Z(M). On peut donc former le quotient de modules

13
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a gauche sur A

H(M) = Z(M)/B(M).

Ce module H(M) est appelé 'homologie de (M, d). On note aussi H(M,d) ce module d’homologie,
pour rappeler qu’il dépend de la différentielle.

On dira que deux éléments x,y € M sont homologues s’il existe v € M tel que x—y = dv, en d’autres
termes, « et y définissent la méme classe d’homologie dans H (/). On utilise souvent la notation [z] pour
désigner la classe d'un élément x € M.

Les exemples les plus courants utiliseront A = Z ou bien 1'un des corps usuels ( R, C, ou généri-
quement K ). Dans ce dernier cas, le module M est un espace vectoriel et on parle d’espace vectoriel
différentiel. L’homologie est alors aussi un espace vectoriel.

Soient (M, d) et (M’',d") deux modules différentiels. Un morphisme de modules différentiels entre
(M,d) et (M',d") est un morphisme de modules ¢ : M — M’ compatible avec les différentielles au sens
on d oy = ¢ od. De cette relation, on tire facilement que ¢(Z(M)) C Z (M') et o(B(M)) C B(M').

Donc ¢ passe au quotient, au sens ot il définit un morphisme en homologie

" L H(M) — H(M') telque o*([m]) = [p(m)].

I1.1.2 Complexes différentiels

Définitions
Un complexe différentiel est une suite de modules (M"), _ et de morphismes de modules d,, : M" —
M+ telles que dy, 41 o d,, = 0 pour tout entier n. Les morphismes d,, sont appelés les différentielles du
complexe. On note (M*, d) ce complexe. L'indice n est appelé I'indice de graduation du complexe. Ici,
il s’agit d'un complexe croissant, car les différentielles vont dans le sens croissant des indices.

I1 est bien stir possible d’introduire des complexes décroissants, c’est a dire une suite de modules mu-
nie de morphismes d,, : M,, = M,,_; (pour n > 0) telles que d,, o d,,41 = 0. Il est alors d"usage d’indicer
en bas les modules. On note (M,,d) ce complexe décroissant. Il n'y a pas de différence conceptuelle
entre les complexes croissants et les complexes décroissants. Seul le vocabulaire change. En particulier,
comme on va le voir plus loin, on associe a des complexes différentiels croissants une cohomologie alors

qu’on associe a des complexes différentiels décroissants une homologie. Ce n’est bien siir, pour l'ins-

14
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tant, qu'une différence de terminologie. Par la suite, on introduira de nouveaux objets dans le cadre
de complexes croissants, mais des définitions équivalentes pourraient étre données sur des complexes
décroissants.

Un complexe différentiel définit en particulier un module différentiel, en posant

M= M,

neN
etd =d,, sur M".

Pour n > 0, dans chaque module M™, nous avons les sous modules Z" (M) = Kerd,, et B"(M) =
Imd,,_1. Les éléments de Z" (M) sont appelés les n -cocycles et les éléments de B™ (M) les n -cobords. De
fagon générale, les éléments de M ™ sont appelés les n -cochaines. Nous avons les inclusions Im d,,_; C

Kerd,, c’esta dire B*(M) C Z™(M). Nous pouvons donc former les modules quotients
H"(M,d) = 2"(M)/B" (M)

Le cas particulier n = 0 est traité en posant H%(M, d) = Ker dy C M°. Cela revient a introduire le module
supplémentaire M~ = 0 dans le complexe (M*,d), avec le morphisme d_; : M~ — M° défini bien
str par d_;(0) = 0. La suite de modules H" (M, d) est appelée la suite de cohomologie du complexe
(M*,d).

Un tel morphisme définit alors des morphismes en cohomologies

o H"(M,d) — H™ (M',d').

I1.1.3  Algebres différentielles

définitions
Souvent, I'espace vectoriel différentiel sur lequel on calcule ’homologie a aussi une structure d’algebre
(ou plus généralement d’anneau). Il est possible de contraindre la différentielle d a étre compatible avec
le produit de cette algebre, et récupérer ainsi une structure d’algebre en homologie.

Soit donc A une algebre associative unitale. Une différentielle d’algebre sur A est une dérivation

d: A — Adecarrénul:

d(ab) = (da)b+ a(db).

15
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On dira alors que ( A, d) est une algebre différentielle. Sa cohomologie (ou son homologie, puisqu’ici il
n'y a pas de graduation) est définie comme sur un module différentiel. Cependant, la structure d’algebre,
et la compatibilité entre la différentielle et le produit, donnent des propriétés supplémentaires.

Ainsi, I'espace vectoriel Z(A) = Ker d des cocycles est une sous algebre de A, et ’espace vectoriel
B(A) =Im d des cobords est un idéal bilatere de Z(A). En effet, pour a,b € Z(A) nous avons d(ab) =
(da)b+ a(db) = 0. Donc ab € Z(A). Si maintenant a € Z(A) etb € A, alors il reste d(ab) = a(db). Donc
a(db) est un cobord. Le méme raisonnement vaut pour (db)a , et prouve que B ( A ) est bien un idéal
bilatere de Z(A).

Ceci implique alors que le quotient H(A, d) = Z(A)/B(A) est une algebre appelée algebre de coho-
mologique de A.

On remarquera enfin que si A est unitale, alors d1 = 0, comme il est facile de le voir en appliquant la
différentielle a la relation 1.1 = 1.

Nous posons

H*(M,d) = @ H"(M, d).

neN

Ce module gradué est la cohomologie du complexe (M*, d)

Dans le cas d'un complexe décroissant, nous formons, pour n > 0
H,(M,d) =Kerd,/Imd, 1.

Le cas n = 0 est défini aussi a part en posant Hy(M,d) = My/ Im dy. Cela correspond a rajouter
au complexe différentiel le module M_; = 0 et le morphisme nul My, — M_;. La suite de modules
H, (M, d) est la suite d’homologie du complexe (M,,d) . Dans ce cas, les éléments de Z, (M) = Ker d,
sont appelés les n -cycles, et les éléments de B, (M) = Imd,, 41 les n -bords du complexe. Les éléments
de M,, sont appelés les n -chaines. Nous notons H, (M, d) son homologie.

La cohomologie d'un complexe différentiel (A/*, d) est dite triviale, si H™(M,d) = 0 pour tout n > 0
etsi HO(M,d) = A.

Soient (M*,d) et (M'*,d") deux complexes (croissants). Nous dirons que le morphisme ¢ : M — M’
est un morphisme de complexes différentiels si pour toutn € N, : M™ — M'™ etd),  ,0¢ = pod,.On

a donc le diagramme commutatif suivant

16
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..._d\,.Mn—l_d>,.Mﬂ$M71+l$...

..._;;.Mf’n—l_;;.an_d}.an—Fl%p...

II.1.4 Bicomplexes

Définitions
Un bicomplexe différentiel est une suite de modules (M), et de morphismes § : MP¢ — MP+h4
etd: MP? — MP9T! telles que 62 = 0,d*> = 0, et dj = dd-* Ce bicomplexe permet d’introduire diffé-
rentes cohomologies. Tout d’abord, on peut considérer les cohomologies de J et d séparément, notées
respectivement H** (M, ¢) et H**(M,d). Comme § et d commutent, chacune induit un morphisme sur

la cohomologie de 'autre :

§: HP*(M,d) — HP"™*(M,d) et d :H*I(M,s5) — H*I(M,6)

Elles sont toutes deux de carré nul. Il est donc possible d’introduire leur cohomologies, que nous notons
respectivement H**(M, d|d6) et H**(M,d|d).

Il est utile de décrire les éléments de H**(M,d|5). Une classe [27],; € HP4(M,d|5) admet un
représentant [¢79], € HP(M,d) tel que § [z79], = [6xP9], = 0. Ce représentant [z7], admet lui-
meéme un représentant z¢ € M9 tel que daP? = 0. D’autre part, la relation [627-7], = 0 signifie que

+1,g—1

§aP4 = —dyP*197! pour un élément yP 1171 € MP . Donc §xP+7 n’est pas nul, mais ill’est modulo

les bords pour d. On a ainsi la situation schématisée sous la forme
0

|

prrl:q—l

Un élément nul [279] ; ; dans HP9(M, d|5) est représenté dans l'espace H?*9(M, d) par un cobord de la
forme [27], = § [z~ 1] = [62P~ 9]  pour un zP~14 € MP~ 1. Cette relation s'écrit dans M”? sous

la forme 279 = §2P~ 19 4 dyP9~1. On a donc le schéma

17
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Comme on peut le constater, toutes les relations usuelles définissant une cohomologie sont écrites mo-
dulo des cobords pour d. C’est pourquoi la cohomologie H**(M,d|d) est appelée la cohomologie de
(M**,0) modulo d. La situation est tout a fait semblable pour H**(1, d|d), qui est la cohomologie de
(M**,d) modulo 4. Ces deux cohomologies sont a priori différentes.

A partir du bicomplexe différentiel ( M**,d, d), on peut construire un complexe différentiel (M*®, D),
appelé complexe total pour M**, de la facon suivante. Pour n € N, on pose

M= @ MPe.

p+g=n

et DzP? = §zP7 + (—1)PdxP1. 1l est facile de voir que D? = 0. On peut alors introduire la cohomologie

de ce complexe total H*(M, D). Cette cohomologie sera reliée a d’autres cohomologies par la suite.

I.2 Propriétés générales

I1.2.1 Suites exactes

Les notions d’homologie et de cohomologie sont intimement reliées aux notions de suites exactes et
a leurs constructions associées.
Si(M?*,d) est un complexe différentiel, on peut interpréter sa cohomologie H*®(M,d) comme une

mesure de la non exactitude de la suite

g an dng g ngt duvy

puisque H" (M, d) compare Imd,,_; a ker d,,.
Théoréeme

Considérons la suite exacte courte de complexes différentiels
0 — (M*,dyr) 25 (N*,dy) 5 (P*,dp) —> 0

18
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ot les ¢ et ¢ sont des morphismes de complexes différentiels. On peut montrer qu’il existe un mor-
phisme

§: H* (P,dp) — H* (M, dn)

H*(M,dpnr) ? H*(N.dn)

*\ay

H*(P.dp)

tel que ce qui fait que le diagramme triangulaire ci-dessus est une suite exacte longue en cohomologie :

# #
o H (M, dy) & HY (N, dy) 25 H® (P, dp) -2 H™Y (M, dpy) — -+

Preuve. [4] Comme la suite est exacte, pour tout o € H® (P,dp), il existe z € N tel que 9(x) soit un
représentant de la classe a. En particulier, dpy)(z) = 0. De ¢ (dnz) = dpt(z), nous déduisons que
dyz € Kerty = Im p. Donc il existe m, € M tel que ¢ (m,) = dyz. On vérifie facilement que m,, est un
cocycle, puisque ¢ est injectif. Soit 5 € H® (M, dys) la classe de m,. Nous posons da = 3.

11 faut maintenant montrer que cette définition a un sens, c’est a dire que la classe § est indépendante
des choix faits dans cette définition. Si y € N est tel que ¥(y) est un autre représentant de la classe «,
alors, avec des notations évidentes, nous avons ¥(y) — ¥(x) = dpp = dp(n) = 1 (dyn). Donc y—
z —dnyn € Kery. Or, Ker¢) = Im ¢, donc dny = dyvz + dyp(m) pour un m € M. Alors ¢ (my) = dny =
dyvz + dve(m) = ¢ (mg) + ¢ (dym) . Comme ¢ est injective, cela implique m, = m, + dym, c’est a
dire que la classe de cohomologie de m,, est la méme que celle de m,. Par construction, nous voyons
que nous avons la commutativité du diagramme. On peut résumer cette construction par le diagramme

suivant :

0—— M" N™ P" 0
x| L =
dM dN 1 dN 1
Mg | m dNCC ; m 0

0_:,.ﬂ_1'?1+1 Nn+l Pﬂ+1 —}0
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II faut remarquer que nous avons
d0:H" (P,dp) — H"™ (M,dy) .
soitaw € H™ (P,dp), ona:

¢*(0(a) = ¥ (Ima)) = [12 (ma)] = [dna] = 0.

Soit [m] € H™ (M, dy) tel que o#([m]) = [¢(m)] = 0, alors on a ¢(m) = dyx pour certain z € N, alors
dnip(z) = ¥(p(m)) = 0et

A[¢(2)]) = [ma] = [m],
on déduit alors que

Im 0 = Ker ¢

.Soit [m] € H™ (M, dys) on a

Soit [n] € H™ (N,dy) tel que ¥#([n]) = 0 donc [¢)(n)] = 0 on déduit que 1 (n) = d,P = dyi(n),
donc ¢ (n —dnn) = 0, cela implique que n — dyn € Kery = Imyp, donc il existe m € M tel que

n —dyn = @(m), finalement on a :

il s’ensuit alors que
Im p* = Ker ¥,
Soit [x] € H" (N,dy)ona:
9 (v*([2])) = 0([¥(2)]) = [ma] = 0.
car ¢ (my) = dyx = 0 et ¢ est injective. Soit [y] € H™ (P,d,) et soit z € N tel que ¥(z) = y On a

A([y]) = [mz] = 0 donc m, = dpm, alors dyx = ¢ (my) = ¢ (dym) = dye(m), donc dy(p(m) — ) =0

et

on obtient alors

Im ¢p* = Ker 0%.
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Ce genre de suite exacte est trés utile pour calculer des cohomologies. Par exemple, si I'une des coho-
mologies est triviale, alors cette suite exacte longue se réduit a des suites exactes qui représentent des
isomorphismes entre les 2 cohomologies qui restent. Ainsi, si H® (M, dy;) est triviale, alors H* (N, dy)
et H*(P,dp) sont isomorphes. I en est de méme en permutant le role des complexes.

Le morphisme de bord est naturel par rapport aux suites exactes courtes de complexes différentiels

0—= (M®.d)— (N®,d) — (P*,d) —0

v o o

0—= (M'*,d) —= (N'*.d) —= (P"*,d) —0

au sens suivant. Si ® relie deux suites exactes courtes de complexes différentiels
alors ®# induit le diagramme commutatif suivant
. — H"(M,d) — H"(N,d) — H"(P,d) % H"*'(M,d) — - - -

o= H"(M'.d) — H"(N',d) — H*"(P',d) >~ H"*'(M,d) — - - -

I1.2.2 Homotopies
Définitions
Soit donnés (M*®,dyr) et (N°®,dy) deux complexes différentiels croissants. Deux morphismes de com-
plexes différentiels o, ¢’ : M — N sont dit homotopes s’il existe un morphisme de degré —1,h : M"™ —
N"~1 tel que
dNn—1h+ hdpypm = @n — @), : M™ — N™.

On note ¢ ~ ¢’ deux morphismes de complexes différentiels qui sont homotopes.

d7? dn? diy dpH
M > arm—l M > M - At M >

-
-
Rl _S”_J H____-'r.—. h™ ;N
N

a
r
=
3
r
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L’homotopie définit une relation d’équivalence entre les morphismes de complexes différentiels.

L'un des résultats essentiels de la théorie de ’homotopie est le suivant : si ¢, ¢’ : (M®,dy) —
(N*,dy) sont homotopes, alors p# = @'# : H* (M,dy) — H® (N, dy).

Une homotopie contractante d'un complexe différentiel (M*®,d) est une homotopie entre les mor-
phismes de complexes différentiels Id : (M*®,d) — (M?*,d) (application identité) et 0 : (M®,d) — (M*,d)
(application nulle). Ainsi une telle homotopie h satisfait a dh 4 hd = Id sur M.

Si (M*,d) admet une homotopie contractante, alors sa cohomologie est triviale. En effet, soit « € M
un cycle (dx = 0), alors en lui appliquant la relation dh + hd = Id, on obtient dhx = z, c’est a dire que x
est un bord.

La notion d’homotopie contractante admet des généralisations assez variées. La plus simple consiste a
considérer différentes possibilités de signes dans la relation dh + hd = Id. Ce qu’il faut en retenir, c’est
qu’il existe parfois de telles applications qui permettent d’associer a tout cycle (ou cocycle) un élément
dont ce cycle est le bord (ou le cobord). Ces applications simplifient considérablement les calculs de

cohomologies.

I1.2.3 Changement de coefficients

Soit (M*,d) un complexe croissant formé de modules sur Z. On dit que le groupe abélien Z est le
groupe des coefficients de ce complexe, et donc aussi de son homologie. Définition
Soit G un groupe abélien, alors on peut introduite le complexe (croissant) dont les coefficients sont dans

G en considérant les modules M" ®z G et la différentielle d en posant
d(m @ g) = (dm) © g,

pour tous m € M" et g € G. On note alors H*(M; G) la cohomologie de M* a valeurs dans G.
Il existe des relations entre H*(M; G) et H* (M), sous forme de suites exactes longues. Dans les bons

cas, par exemple lorsque G = K est un corps, cette relation se réduit tout simplement a
H*(M;K) = H* (M) @ K.

Cette relation n’est pas inoffensive : avec un corps qui contient Q, elle annihile toute la torsion dans

H*(M).
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I1.24 Complexe adjoint
Définition
Soit (M,, 9) un complexe décroissant de modules a gauches sur ’'anneau A. On lui associe son complexe

différentiel adjoint en considérant les modules sur Z de la forme N" = Homa (M,,A). Sur N°* =

D,.cn V", la différentielle est définie comme I'adjointe de O :

(dan) (xn-&-l) =a" (axn+1) s

pour tout a” € N" et tout z,,41 € M"!. La relation d* = 0 est une conséquence de 9% = 0.

II.2.5 Augmentation d’un complexe

Théoréme
Soit (N*,d) un complexe différentiel d’anneaux. Une augmentation de ce complexe est la donnée d'un
bicomplexe (M**,§,d) et d’une application injective € : N9 — M%9 telle que o ¢ = 0 et de = ed. En
d’autres termes, IV s’injecte dans un bicomplexe de facon compatible avec la différentielle du bicom-

plexe. On peut donc considérer la suite de complexes différentiels

5 5 5 5
0— N® — M 25 ... 25 pmpe 2y Mpthe 2.

On a alors I'important résultat pratique suivant :
s s 5 s
0— N7 — M%7 2y .. 2y (P 2 pPtha 2.
si les suites sont exactes pour tous ¢ > 0, alors on a
H*(M,D)= H*(N,d).

Preuve. Il est évident que ¢ induit une application ¢# : H*(N,d) — H*(M, D). C’est cette application
qui réalise I'isomorphisme. On va s’intéresser a la surjectivité de cette application. Pour cela, soit o™ €
H™(M, D), dont on choisit un représentant =™ € M". L'élément 2™ s’ecrit sous forme d’une somme

" = 3", a"""" pour des """ € M"™"". La relation Dz" = 0 se répercute sur les z

rn—r

sous la

SxnT + (_1)r+1d1,7'+1,n—7"—1 =0c Mr-i—l,n—'r'.
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pour 0 < r < n—1etdz™" =0 pour r = n, puisqu’il n'y a pas d’élément dans M "+ ~1. La cohomologie
de § est triviale par hypothese, donc il existe y" =10 € M~ 10 tel que §y" 10 = 2. On peut considérer
y" =19 comme un élément de M" 1. La différence 2" — Dy" =10 € M™ est un autre représentant de
la classe o™ qui a pour particularité de ne pas avoir de composante dans M™°. Sur ce représentant,
on peut reproduire la construction précédente, qui élimine cette fois la composante dans M"~!:!. De
proche en proche, on obtient un représentant qu’on note encore z" tel que z°" # 0 et toutes les autres
composantes sont nulles. La relation Dz%" = 0 signifie dz®™ = 0 et 527" = 0. De cette seconde relation
on déduit I'existence de 2" € N™ tel que ez" = 29", Alors € (dz") = d (e2") = dz®" = 0. Donc dz" est
dans le noyau de ¢, qui est par hypotheése nul. D’ot1 d2" = 0. L’élément 2" € N™ définit une classe de
cohomologie 3" € H"(N,d) telle que ¢# 3" = a". Donc € est bien surjective. L'injectivité utilise une
technique semblable sur le représentant 2"~ € M"~! tel que € (2") = Dz"~!.

On peut résumer cette construction dans le schéma suivant :

Cohomologie triviale
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CHAPITRE

I

HOMOLOGIES, COHOMOLOGIES ET

TOPOLOGIE

III.1 Homologie simpliciale

L’homologie simpliciale fait partie des premiéres tentatives pour définir une homologie qui donne
des invariants topologiques. Cette homologie est de nature entierement géométrique, et consiste a consi-
dérer des « blocs élémentaires » (points, triangles, tétraedres, ... ) a partir desquels on reconstruit I'es-
pace a étudier. On parle de triangulation de I'espace. Nous allons donc définir ces blocs élémentaires

puis le complexe différentiel a partir duquel on calcule cette homologie.
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III.1.1  Simplexes de R

Définition
Dans ce qui suit, on se place dans R™. Soient vy, .. ., v,(p+ 1) points distincts de RY. On dira qu’ils sont
géométriquement indépendants si les p vecteurs vy — vo,v2 — vo, ..., v, — Vo de RY sont linéairement

indépendants. Un p -simplexe o est alors un sous espace de RY défini par

P P
oP = {xERN/xZZ)\ﬂmOS/\i < 172)\1':1}

=0 =0

ot les v; sont (p + 1) points de R géométriquement indépendants. Les ); sont les coordonnées bary-
centriques de = € o”.p est la dimension du simplexe. On note o? = [vgv; ... v,] un tel p -simplexe. Cest

un compact de RY. On dira que les v; sont les vertex de o”, et que le sous espace
p p
T < RN/JJ = Z)\ﬂ}i,o <\ < I,Z)\i = 1,)\j =0
i=0 i=0
est la j-ieme face de o” (face opposée au vertex v;).
U9

face 1 U1

face 2

FIGURE III.1 — Faces d"un simplexe.

Les simplexes de dimension 0 de RY sont les points. En dimension 1 on a les segments, en dimension

2 les triangles (pleins), en dimension 3 les tétraedres (pleins), etc...
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III.1.2 Complexe simplicial

Définition

FIGURE II1.2 — L'objet de gauche n’est pas un complexe simplicial. L'objet de droite est un complexe

simplicial.

Un complexe simplicial K est un ensemble fini de simplexes de R tel que :
-Si P € K, alors toutes les faces de o? sont aussi dans K.
-Si o?,0% € K, alors ou bien o N ¢? = &, ou bien o” N ¢4 est une face

commune a o? et 0¢ (donc un élément de K ).

La dimension de K est la dimension maximale de ses simplexes.

Afin de définir une opération bord sur les complexes simpliciaux, il faut orienter les simplexes. Pour
cela, on se donne un ordre sur les vertex du simplexe. On note ¢? = (v ...v,) un p -simplexe orienté.
Si on change l'ordre des vertex, on sort un signe %1 selon la signature de la permutation qui change
I'ordre. Ainsi, avec cette regle on a (vov1) = — (v1vp) et (Vov1v2) = — (V1VoV2) = (V1V2v0) etc...

Soit maintenant K un complexe simplicial de R de dimension k. On note /(p) le nombre de p -
simplexes dans K. Le groupe des p -chaines de K, noté C,(K), est le groupe abélien libre engendré par

les p -simplexes orientés de K En d’autres termes, une p -chaine de C,(K) est une somme formelle

£(p)

c= g n;ot,
i=1

ot les o sont les /(p) p -simplexes de K et n; € Z.

On peut alors définir une opération bord
Op : Cp(K) = Cp1(K),
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en posant

ol1 U; signifie qu’on omet le vertex v; (on obtient donc un (p—1) -simplexe) et dy (vp) = 0. On prolonge
0y par linéarité sur Z sur tout Cp,(K) :
£(p)
Opc = Z n;Opot.
=0
On peut alors trés facilement montrer que 9,_10, = 0. Eneffetona: 0,((vo, -+ ,vi, -+ ,vp)) =
f:O(_l)i<v05 T a{}\iv T 7Up>a dOI'IC ap*lap(<v07 IR U PR 7U;D>> =
Zj<i(_1)i(_1)j<1}07 Uy Dy Up) F Z]’>i(_1)i(_1)j71<00a iy, Oy vp) =00
On obtient ainsi un complexe différentiel (décroissant)

Cu(K) 25 O (K) 28 22 01(K) 25 oo(K) 2 0.

Dans ce complexe différentiel, les espaces C),(K') sont des modules sur ’anneau Z. L’homologie de ce
complexe est ’homologie simpliciale de K a valeur dans Z, que 1'on note H, (X)

On peut aussi introduire la cohomologie simpliciale de KX comme la cohomologie adjointe du com-
plexe C(K) (a valeurs dans Z ). On la note H*(K). Pour un complexe simplicial K de RY donné, 'union
des simplexes de K considérés comme sous espaces de RV, est un sous espace topologique de RY, qu’on
appelle le polyedre de K, ou encore la réalisation géométrique de K, et qu’on note | K.

On dira qu'un espace topologique X est triangulable s’il existe un complexe simplicial K tel que X
soit homéomorphe a |K|. On peut montrer que toute variété compacte est triangulable. On définit alors
I'homologie simpliciale de X comme ’homologie simpliciale de K. L’homologie simpliciale de X est un
invariant topologique, c’est a dire que si X’ est un espace topologique homéomorphe a X, alors leurs
homologies simpliciales sont isomorphes. On peut montrer en effet que si K et K’ sont deux complexes
simpliciaux qui fournissent toutes les deux des triangulations de X, alors leurs homologies simpliciales
sont isomorphes. On définit la cohomologie simpliciale de X comme la cohomologie simpliciale de K.

C’est aussi un invariant topologique.
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III.2 Homologie singuliere

Contrairement a ’homologie simpliciale, I'homologie singuliere s’applique a tout espace topolo-
gique. Elle généralise I’homologie simpliciale en considérant non plus des triangles mais des appli-

cations partant de triangles standards & valeurs dans l'espace topologique étudié.

II1.2.1 Complexe singulier

Simplexes singuliers

Définitions
Dans R¥, on considere la base canonique ey, . . ., ey définie par les vecteurs e; = (0,...,1,...,0) ot 1 est
a la i-eme position. On ajoute a cette base,considérée comme des points de RY, I'élément 0, noté ey. On
peut de fagon canonique inclure RY dans R¥*! en posant (z1,...,zx) — (z1,...,2y,0). On note donc
par les mémes symboles les éléments de la base canonique de RV *! qui viennent de la base canonique
de RY. On note R™ la limite des inclusions RY « RV +1

Le p -simplexe standard de R* est défini comme

p 14
=0 =0

Pour p = 0, A est donc le point origine ey de R*; pour p = 1, A; est le segment qui joint e a e;; etc...

Az
Ao \
Ap A4
. —

FIGURE IIL.3 — Les p-simplexes standards de R> pour p=0;1;2; 3.

Etant donnés n + 1 points vy, ..., v, de RV, on note [v, ..., v,] application A,, — RY définie par
=" Aie; — > b \iv;. On appelle cette application un n -simplexe singulier affine. On remarquera
que l'image de [vo, . . ., v,,] est le sous espace de RY engendré par les combinaisons connexes des points

o, . - ., Upn. Ici, on ne suppose pas que ces points soient géométriquement indépendants, ce qui signifie
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que cette image peut étre dégénérée. Par exemple, I'image de [eg, e1, €2, €2] est un triangle, et non un

tétraedre. C’est de 1a que vient le mot "singulier".

Il sera utile par la suite d’identifier les n -simplexes standards avec les applications [e, . . ., €,].
Une expression du type [vo, . .. 0; . .., vy] signifie que I'on omet le point v;. Ainsi par exemple, [eq, ... €; . ..
estun (p—1) -simplexe singulier affine dont'image est contenue dans A,,. Onnote F” = [eg,... & ..., ¢ep] :

Ap—1 — A, ce simplexe singulier affine, et on I'appelle la i -eme face de A,,. En effet, I'image de F} est
la face de A, opposée au sommet e;. On a alors F} (e;) = e; pour j < i et FY (e;) = ej41 pour j > i.On

vérifie facilement que pour j > iona
K3

p+1 P _ & >
Fj OF-—[60,...6i...€j...,€p+1].

Soit maintenant X un espace topologique. Un p-simplexe singulier sur X est une application continue

op : A, — X. En considérant toute les sommes formelles finies a coefficients dans Z de tels p-simplexes

FIGURE IIL.4 — Exemple de simplexe singulier.

singuliers, on engendre un groupe abélien que 'on note A, (X). C’est le groupe des p-chaines singulieres
sur X. Une p-chaine singuliére de X s’écrit donc sous la forme ¢ = ) _ n,o ot les o sont des p -simplexes
singuliers et les n,, des entiers. La somme porte sur un nombre fini de p-simplexes singuliers.

Comme on peut l'imaginer facilement, I'espace A, (X)) est énorme, puisque les applications continues
A, — X sont nombreuses!

Sio: A, — X estun p-simplexe singulier, on définit la i-eme face de o comme le (p — 1)-simplexe
singulier

O'(Z) :UOF;’D:AP,1 —>X
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Le bord de o est alors la combinaison
p

Opo = Z(—l)ig(i).

=0

C’est une (p — 1)-chaine. On prolonge 0, par linéarité a toute p-chaine ¢ = > n,0 : Opc = > ns0,0.

Donc 0, définit un morphisme de groupes
Op : Ap(X) = Ap_1(X).

On montre alors que

8p o 8;,,4_1 =0.
Preuve.
p+1
Op (Opt1(0)) = 0y (Z(—l)’o ° FZ’“)
1=0

p+1

=310y (0 FF)
1=0
pt+1l p 4

D) DI IR Ry
i=0 j=0
p+1 . ‘

=3 Y DD [e0s- 16y epral
1=0 0 j<i<p+1
p+1 ‘ ‘

+Z Z (—1)2(—1)J [eo,...,é},...,€j+1,...,6p+1]
=0 0<i<j<p
p+1 . ‘

=3 Y (DD [e0s- - iy epral
i=0 0 j<i<p+1
p+1 '

> > (FD D feos BB (k=5 +1)
i=0 0<i<k<p+1

=0.

| |

Pour p < 0, on pose A,(X) = 0, et pour p < 0,9, = 0. Par la suite, on notera 0 pour tous les

morphismes 9,. On a donc le complexe différentiel décroissant (A4 (X),d) :

ALK L LA (X)) D A(X) L 0.
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Son homologie est 'homologie singuliere de X, notée H,(X). Cette homologie est un invariant topolo-
gique de X. La cohomologie singuliére de X a valeurs dans Z, H*(X), est la cohomologie adjointe du
complexe A,(X) C’est aussi un invariant topologique
Théoréme
Si X a plusieurs composantes connexes par arcs X,, ou plus généralement si X = | |, X,, alors le
groupe A, (X) est la somme directe des groupes A, (X,,).

Preuve. Puisque pour tout p > 0, on a A, est connexe par ares, donc pour tout p-simplexe singulier
o il existe o tel que : 0 € A, (X,,) car o est continue, c’est-a-dire A, (X) = P, A, (Xq). Cette décompo-
sition est préservée par le passage a 'homologie, et on a Ho(X) = @, He (X, ). En fait pour ¢ € ker 9,
puisque ¢ = Y. _ cq et dc = Y Ocq = 0, alors dc, = 0 pour tout o, donc [¢] = > _[ca]. Ona
sic— ¢ = ¢, alors Xy (co — ) = >on_,0cl, donc ¢, — ¢}, = dclt, alors [c,] = [c},] pour tout a. En
conséquence l'applicition

Hy(X) — @@ Hy (Xa) [ = [cal — (0, [c0] -, [en] ,0,..)
a a=0

est bien definie et bijective.

11 suffit donc, pour étudier cette homologie, de considérer des espaces connexes par arcs.

Homologie singuliére a valeurs dans un groupe abélien quelconque

Comme dans le cas de 'homologie simpliciale, on a ici un exemple d’homologie ot1 les espaces sont
des modules sur I’anneau Z. On peut généraliser cette construction en remplagant I’anneau Z, dont en
réalité seule la structure de groupe abélien intervient, par n'importe quel groupe abélien G. En particu-
lier, il est possible de définir '’homologie singuliere de X a valeurs dans Z,, R, C, etc. Pour différencier
ces différentes homologies, on note parfois H,(X; Z) I'homologie singuliere a valeurs dans Z qui vient
d’étre définie.

Soit G un groupe abélien dont 'opération interne est notée additivement. On définit le groupe
A,(X; G) des p-chaines singuliéres a valeurs dans G sur X comme le groupe engendré par les sommes
formelles finies ¢ = ) g,0 ol les o sont des p-simplexes singuliers et les g, sont des éléments de G.

La définition de I’homologie singuliére de X a valeurs dans G reprend celle a valeurs dans Z, mais cette
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fois on prolonge 0 par linéarité sur G. En d’autres termes, on pose
Ap(X;G) = Ap(X)®2G.

On note H,(X; G) le groupe d’homologie singuliere de X a valeurs dans G. On dira aussi que G est le

groupe des coefficients de ’homologie singuliere.

III.2.2 Propriétés de I'homologie singuliere

La définition qui vient d’étre donnée de ’homologie singuliére a le mérite d’étre compacte et faci-
lement généralisable a d’autres groupes abéliens que Z. Cependant, dans les exemples concrets, elle se
révele quasiment inefficace, car, a part quelques exemples trés simples, elle ne permet pas le calcul direct
du groupe d’homologie singuliere. II faut en fait tirer de cette définition des propriétés et des techniques
qui permettent ces calculs dans des cas plus compliqués. C’est 1’objet de la topologie algébrique.
Théoréme
Il est relativement facile de montrer que I’homologie singuliére de l'espace X = * réduit a un point, vaut
Hy(x) =Z et Hy(x) = 0 pour p # 0.

Preuve. [2] pour tout p > 0 il existe p-simplex singular unique o, : A, — X donc

AP(X) =7 = {n(r(p) ; neE Z}

et
p o P ) 0 pimpairoup =0
i (4) i
Doy = (Do) =D (~1iog) =
=0 =0 o(p—1) pestpairetp >0
Ona
A,(X) pimpairoup =0 A, (X) pestimpair Z p=0
Z,(X)=4{ " etB,(X)={ et H,(X) =
0 pest pairetp > 0 0 p est pair 0 p>0

C’est un bon début...

Application pull-back induite en homologie
Définition
Soit f : X — X' une application continue entre deux espaces topologiques X et X'. Par composition,
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f envoie les simplexes singuliers de X dans les simplexes singuliers de X’ : o +— f o 0. On a donc
une application induite f. : Aq(X) — A4 (X'), qui est un morphisme de groupes. II est facile de voir
qu’elle commute avec les applications bord. On hérite donc d'une application en homologie, appelée
I'application pull-back,

fat Ho(X) — Hy(X').

Ce résultat reste valable pour I'homologie a valeur dans n'importe quel groupe abélien.

Homotopies

Théoréeme
Si deux applications continues foy, fi : X — Y sont homotopes, on peut montrer que fox = fig :
H.(X) — H, (Y) . En conséquence, si deux espaces topologiques X et Y sont homotopes, alors H,(X) =

H, (Y).

Preuve. [2]
Lemme.

(i) Soient f : X — Y etg:Y — Z deux applications continues on a

(9o fle =ggo fy: Hy(X) = Hy(2),

pour tout p > 0.

(i) Si Idx : X — X est’application identité alors Idx 4 est le homomorphisme identité de H,(X) pour
toutp > 0.

Preuve du Lemme.

(i) Ona

(9o flilo) =(gofloa=go(foo)=g.fo0o)=g.(fi(0)) = guo ful0),

alors

(gOf)*:g*Of*,
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en déduire

(gOf)# =g# 0 [4.
(ii) clair.

Maintenant pour ¢ € I on définit ¢; : X — X x I tel que ¢4(z) = (z,t) etsoit FF : X x I — Y un
homotopie entre f et g, donc

F(.,0)=f et F(,1)=g.

Fpoo=f et Fe1=g.

puisque ¢y = @14 car vo,,p1. 1 Ap(X) = Ay (X x I) sont homotopes. En effet, on definit les applica-

tions P; : Ap(X) = App1(X) pouri =0,1,...,p tel que

Pi(0) Moy A) =0 Aoy s M1y A+ Aig 1y Ap) X (1 —Zkk>
k=0

set (Mo, Ap) = D0 Niej et P = ZZ:O P; et soit 9] : Ap(X) — Ap_1(X) une application tel que :
8:(0’) = O'(i) donc 8{(0‘) ()\0, N ,)\p_l) =0 ()\0, AN ,)\i_l,O,)\i, ce 7)\1)—1) .

Sii<j—1lona
6§PZ(0') ()\0,...,)\11) ZPZ(O') ()\Oa-~-7)\j—1707>\j7---7>\p)

:J(Ao,...,)\i_l,)\i+)\i+1,>\i+2,...,)\j_l,o,...,Ap) X (1 — ZAk>
k=0

= ;-_10' ()\07-~~;)\i—1a)\i +)\i+1,)\i+27~- '7>‘p) X (1 — Z)\k>

— P0,_1(0) Moy Ap) -
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Sii>jona
I P(0) Non- . Ay)
:Pi((f) (/\07~'~7>‘j—1a0a/\j7~'-a/\p)
1—1

=0 Aoy A—150, s Nima, A+ A A, -, Ap) X (1 - Z)\k>
i—1

= 8;-0()\0,...,/\1'72,/\1'71 + A A, Ap) X (1 _ Z)‘k>
k=0

=Pi_1 (9}0) (Mo, .-, Ap)

= i_laé-(a) (/\07 . .,/\p) .

Sii=jona

= Pj(0) (Aos-- s A5=1,0, 05, ..., Ap)

j—1
:U(/\O,...,)\p) X (1_2)\]6)
k=0
:ijl(U) ()\0,...,)\j,l,O,)\j,...,)\p)
=9 Pj-1(0) (Ao, -, Ap)
alors
o P = 0P,
ag‘Pi = Pz'—16§ Si i>]

8;PZ :Pio”'}_l si 1 <j—1

p+l p p
OP=> > (-1)MoP=0yP+ Y 0P
j=0 =0 i=j=1
+ (1)} Pj_1 — 0y Py + Y (1) MO P+ > (1)) P,
i=j—1=0 i>j i<j—1

On peut alors voir que

OP = 0Py — 8,1 P, — PO,
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mais on a
O Po(0) Moy -5 Ap)
= Py(0) (0, X0, -, Ap)
=0 (Aos--5Ap) X 1
=10 (Aos---, Ap)
= 01.(0) Moy -5 Ap)
et
Fpi1 Bp(0) (Noy -+, Ap)
= Py(0) (Mo, -+, Ap, 0)
=0 Aoy -5 Ap) X0
= 00 (Aos -+, Ap)
= 00.(0) Moy, Ap),
alors
IP + PO = @1, — Yo,
On obtient

Jo=Fpo)y =Fupoy =Fupry = (Fei), = gu.
On de plus si X et Y deux espaces topologiques sont homotopes, donc il existe deux applications

f:X—=Yetg:Y — Xtelque fog~Idyetgo f~Idx,alors

frogy = (fog)y=Idyy =Idy,v),

et

guofy=(90f)g =Ildxy = Idy,(x),

donc fy est isomorphisme entre deux groups He(X) et Ho(Y).
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Ce résultat donne par exemple I'homologie d'un espace X contractile : Hy(X) = Z et Hy(X) =0
pour p # 0.
Théoréeme
On peut montrer que si X est connexe par arcs, alors Hy(X) = Z, o1 un générateur de Hy(X) est donné
par le O-simplexe singulier Ay > eg — = € X pour n'importe quel z € X.
Preuve. [1] Par definition, Hy(X) = Co(X)/Im Oy car dy = 0. Soit € : Co(X) — Z tel que ¢ (X;n;0;) =
¥;in;. On peut facielment voir que ¢ est surjective si X est non vide. Soit ¢ : A; — X est un 1-simplex
singulier on a 9, (o) = £(¢(®) — M) =1 — 1 = 0. donc on a I'inclusion Ker ¢ C Im 9;.

On suppose ¢ (X;n;0;) = 0, alors ;n, = 0 et o; est O-simplexe singulier. Soit zy € X c’est-a-dire
il existe un chemin 7; : [eg, e1] — X d’origine zo et d’extrémité o;(eo) car X est connexe par arcs. Soit
00 : Ag — X est 0-simplexe singuliere tel que o¢(eg) = o, on peut voir que 7; est 1-simplexe singuliere
et puisque 07; = 0; — 0¢, donc 9 (>, n;7;) = Y, nio; — ;N0 = »_,; no; car y_.n; = 0, alors ), n;o;
est 0-bord, c’est-a-dire Kere C Im 0y, donc Kere = Im 9;.En Conséquence : Hy(X) = Co(X)/Im oy =
Co(X)/Kere ~Z. m

Ce résultat donne donc H, pour tout espace topologique X, compte-tenu de la remarque sur la

décomposition de X en composantes connexes par arcs.

Isomorphisme entre les homologies simpliciale et singuliere

Dans le cas ot I'espace topologique X est triangulable, on a I'important résultat que les homologies

simpliciale et singuliére sont les mémes.

III.2.3 Homologie relative

Définition
Soit X un espace topologique et Y C X un sous espace topologique. Le complexe différentiel décrois-
sant (A, (Y), 9) est de toute évidence un sous complexe différentiel de (Aq(X),d).Onnote A,(X,Y) =
A, (X)/A,(Y) les groupes abéliens quotients. La différentielle 0 passe au quotient et on peut introduire
ainsi le complexe différentiel quotient (A4(X,Y"),d) . L'homologie de ce complexe est 'homologie sin-
guliere relative de la paire topologique (X,Y’). On la note H,(X,Y).

L’homologie relative est ’'homologie naturellement adaptée aux paires d’espaces topologiques et a
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leurs morphismes. Dans cet esprit, il faut considérer un espace topologique X comme la paire (X, @) et
remarquer que Ho(X) = Ho(X, 2).

De la suite exacte courte de complexes différentiels
00— Ad(Y) — Ag(X) — A(X,Y) — 0.

on tire la suite exacte longue en homologie relative :

o= Hy(Y) — Hy(X) — Hy(X,Y) — Hy 1 (Y) —> -
o Ho(Y) — Ho(X) — Hy(X,Y) — 0.

L’homologie relative a été définie pour obtenir une telle suite exacte longue.

Sa signification est la suivante. On cherche des invariants de la topologie de X modulo la topologie de
Y dans X. Attention, il ne s’agit pas de négliger Y brutalement, en le réduisant par exemple a un point.
Dans le groupe H,(X,Y) la "dimension" de Y intervient, puisque le complexe A,(X,Y’) est différent
de A,(X) s'il existe des chaines singulieres de Y en dimension p.

S5i B C A C X sont trois espaces topologiques emboités, tels que tout couple constitué de deux de ces

espaces forme une paire d’espaces topologiques, alors la suite exacte courte des complexes différentiels
0 — Ay(A,B) — A (X,B) — A (X, A) — 0.

induit la suite exacte longue en homologie relative du triplet (X, A, B) :

-+ — Hy(A,B) — Hp(X,B) — Hy(X,A) — H,_1(A,B) — - --
e —— H()(A,B) — Ho(X,B) — Ho(X,A) — 0,

qui généralise la suite exacte longue précédente.

Résultat

La suite exacte longue précédente permet de prouver que les groupes H,(X, ) et H,(X) sont iso-
morphes pour tout p > 0. En degré 0, si (X,) est la famille des composantes connexes par arcs de

X,ona

Hy(X)=EPZet Hy(X,%) = P z,

aFap

Preuve. Si p > 2, on obtient

0— Hp(X) — Hp(X,%) =0,
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et le résultat est immédiat. En outre, I'application Hy(*) — Hy(X) est injective, il vient, donc
0 — Hi(X) = Hi(X,%) > Z — Hy(X) = Ho(X, %) — 0,

ce qui permet de conclure.

[

Théoréme

La propriété d’excision de '’homologie relative permet de se faire une idée du comportement de cette
homologie vis-a-vis des sous espaces inclus dans Y. Pour énoncer cette propriété, soit U un sous espace
deY C X tel que la fermeture de U soit contenue dans 'intérieur de Y, alors l'inclusion (X\U, Y\U) —
(X,Y) induit un isomorphisme

Ho(X\U,Y\U) ~ Hy(X,Y).

Sif:(X,Y) = (X',Y') est un morphisme de paires d’espaces topologiques, alors il induit un
morphisme de groupes abéliens

fu i Ho(X,Y) = Hy (X',Y").

Si deux morphismes de paires d’espaces topologiques f,g : (X,Y) — (X’,Y’) sont homotopes, alors ces
morphismes de groupes sont les mémes. En particulier, si deux paires (X,Y) et (X', Y”) sont homotopes,
alors leurs homologies singuliéres sont identiques.

Si G est un groupe abélien, on peut réaliser la construction précédente avec les chaines singulieres a
valeurs dans G, on obtient alors la suite exacte longue

o — Hy(Y;G) — Hp(X;G) — Hy(X,)Y;G) — Hp g (V) — - -

RPN HO(Y;G) — Ho(X;G) — Ho(X,Y;G) — 0.

III.24 Homologie réduite
Définition
Soit l'application (continue) f : X — * qui envoie X tout entier sur 1'espace réduit a un unique point,

alors on obtient un morphisme en homologie fx He(X) — H,(*). On définit 'homologie réduite de X

comme le groupe abélien gradué Ker f, C Ho(X). Onlanote

Ho(X) = Ker (fy : Ho(X) — Ho(%)).
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Comme I’homologie H,(*) n’est non nulle qu’en degré 0, ’homologie relative ne différe de H,(X) qu’en
degré 0, oit en quelque sorte une contribution de Hy(*) = Z est 6tée, mais on peut voir la relation :
Ho(X) = Hy(X) @ Z.En particulier, H,(%) = 0. De manigre plus générale, si X est un espace contractile,
Ho(X) =0.

Résultat

on peut en déduire que pour tout espace topologique X on a lI'isomorphisme :
Ho(X, %) ~ Hy(X).

Théoréeme
Si Y est un sous espace fermé de X et V est un voisinage de Y tel que Y est un rétract forte par défor-
mation de V" alors

Ho(X,Y)~ H,(X/Y,Y]Y) ~ H,(X/Y).

Preuve. On a le diagramme commutatif suivant :

H (X, Y) fig » Hy(X,V) —frz— H,(X-Y,V-Y)

hl# h‘z#

l l l

H,(X/Y,Y/]Y) 94— Hp(X/Y,V/Y) +—9240—H,(X/Y —Y/Y,V]Y = Y/Y)

OnaY estunrétract forte par déformation de V, donc deux paires (V,Y') et (¥,Y") sont homotopes, alors
H,(V,Y) = H, (Y,Y) = 0, donc de la suite exacte longue en homologie relative du triplet (X,V,Y’), en
conséquence, f1, est un isomorphisme. De la rétraction forte par déformation de V' sur Y, On peut
montrer que Y/Y est un rétract par déformation V/Y, donc g1 4 est un isomorphisme. De méme de la
propriété d’excision on peut en déduire que fa, et g», sont des isomorphismes. Il est clair que ha4
est un isomorphisme car il est facile de voir que hy est un homéomorphisme. De la commutativité du
diagramme on peut facilement montrer que h; 4 est un isomorphisme.

[

Ce résultat permet d’accéder a H,(X,Y") en considérant un espace topologique en tant que tel, et non
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une paire. D'un autre c6té, il signifie aussi que ’homologie réduite n’est qu'un cas particulier d’homo-
logie relative...

L’homologie réduite est '’homologie adaptée aux espaces topologiques pointés, a leurs morphismes
et a leurs constructions. En particulier, on peut montrer que si Y C X est fermé, en utilisant la suite

exacte longue de 'homologie relative, on obtient la suite exacte longue en homologie réduite :

c— Hy(Y) — Hy(X) — Hy(X/Y) — Hy 1 (Y) — -

oo — Ho(Y) — Ho(X) — Ho(X/Y) — 0.

Souvenons-nous que les groupes gradués H, (X) et H,(X) ne different qu’en degré 0, ce qui implique
qu’a part en bas degré, cette suite exacte longue est valable avec I’homologie ordinaire.

Prenons le cas particulier de I'inclusion de I'espace topologique compact X dans son cone CX. Alors
CX/X = SX estlasuspension de X. On sait que CX est contractile, donc H,(CX) = 0. La suite exacte

longue ci-dessus nous révele alors les isomorphismes

H,(X) ~ Hpy1(5X).

L’homologie réduite peut étre définie a valeurs dans n'importe quel groupe abélien G et les résultats

ci-dessus s’y généralisent sans modification.

III.2.5 La suite de Mayer-Vietoris

Théoréeme
Il existe une autre suite exacte longue que celle de ’homologie relative qui permet de relier ’'homologie
d’un espace X a ’homologie de sous espaces.

Pour la construire, considérons deux sous espaces U et V dans X tels que X soit 'union des intérieurs
de U et V. Dans le groupe A,(X), considérons les chaines qui sont somme de chaines dans U et de
chaines dans V. Notons ce sous groupe A, (U + V), alors 'application bord 9 sur A,(X) se restreint a
A(U + V). On peut montrer que l'inclusion de complexes différentiels Ay (U+ V) — A4(X) induit un
isomorphisme en homologie singuliere.

Considérons maintenant la suite exacte courte de complexes différentiels

00— AdUNV) -5 AsU) @ Au(V) -5 As(U + V) —> 0.
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Chapitre III Homologies, cohomologies et topologie

oty pour tout z € A,(UNV), on pose ¢(z) = (z,z) € Ap(U) & A,(V), et pour tous (z,y) € A,(U) &
A,(V),onpose Y(z,y) =z —y.
La suite de Mayer-Vietoris est la suite exacte longue associée a cette suite exacte courte de complexes

différentielles. Compte-tenu de l'identification ci-dessus, elle prend la forme :

= H,(UNV)—= H,(U)® H,(V) »H,(X) > H, 1 (UNV) — - --
~- = Ho(UNV) = Ho(U) ® Ho(V) = Ho(X) — 0.

Dans le cas ot1 les deux ouverts U et V sont disjoints, cette suite exacte longue montre que pour tout

p>0ona

H,(UUV)=H,U)a® Hy(V).

L’'invariance homotopique et la suite exacte longue de Mayer-Vietoris restent valable en replacant H par

H.
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CHAPITRE

IV

APPLICATIONS

En 1887, Camille Jordan rédige la premiere démonstration de le théoréme maintenant connu sous le
nom théoréme de Jordan qui s’énonce ainsi : Toute courbe de Jordan sépare le plan en deux composantes
connexes disjointes dont elle est la frontiere commune; une seule d’entre elles est bornée. En la propo-
sition ci-dessous, nous démontrerons une généralisation de ce théoréme en dimension n en utilisant
utilise des outils de topologie algébrique. Nous utilisons ce théoreme pour montrer que "ouvert dans
R™" est un invariant topologique. Cette théoréme s’appelle "Théoreme de l'invariance du domaine".

Nos références dans cette partie sont [1] et [5].

Proposition IV.0.1 (a) Pour tout plongement h : D* — S", pr (S*—h (D*)) =0;Vp=0.

(b) Pour tout plongement h : S* — S™ tel que k < n, H, (S® — h (S*)) est Zsip = n — k — 1 et 0 sinon.

Preuve. Montrons (a) par récurrence, on a pour k = 0,S™ — h (D°) est homéomorphe au R", un ho-

méomonphisme est ici la projection stéréographique, et R" est contractile, en fait on a I’application
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Chapitre IV Applications

H:R"xI—R"tel que H(z,t) = (1 —t)x avec H(z,0) = x et H(x,1) = 0, alors
H, (S" —h (D) =0,vp > 0.

Comme D* et I* Sont homéomorphes, donc on peut utiliser I* au lieu de D*. On suppose que H, (S" — h (I*1)) =
0; Vp > 0 pour tout plongement h : I*~1 — S". Soit A = S" — h(I*~! x [1/2;1]) et B = S" — h(I*~! x
[0;1/2]),donc AN B =S" — h(I¥) et AU B = S" — h(I*~! x {1/2}), en utilisant la suite Mayer-Vietoris

et H, (S* — h (I*=1)) = 0; Yp > 0 pour tout plongement %, on trouve un isomorphisme
o By (8"~ h (%)) = Fy(A) @ A (B) tel que : 2((d]) = (I ),

pour tout p > 0, si’l existe [a] € H, (S* — h (I*)) tel que [a] # 0, donc a n’est pas une bord dans au
moins un de A et B. Par itération, on peut alors produire une séquence inbriquiée d’intervalles fermés
I DI D ... tel que N,,cn Im = {p} et p € I tel que a n’est pas une bord dans S" — h (I*~* x I,,)
pour tout m € I. D’autre part, on a « est bord d'une chaine 8 = > n,o dans 5™ — h (I"=! x {p}),
puisque o (A,) est compact car o est continue et A, est compact dans R”, donc |, (A,) est compact et

(S*—h (I*' x I,)) est recouvrement ouvert de |J, (A,) car |, (A,) C S*™ —h (I*' x {p}) =

meIN

Usmen S™ = h (I*71 x I,,), on peut extraire un sous-recouvrement fini (S" — h (¥~ x Im))meJ Cest a
dire J,, (Ap) C S"—h (I*=! x Ip) tel que M = Max,e s{m}, alors 3 est chaine dans S" — h (I*~* x I,)

et a estbord dans S™ — h (I*~! x Ij) - c’est contradiction, donc
H, (S" - h(D*)) =0.

(b) En utilisant aussi le raisonnement par récurrence.
e Pour £ = 0, on pose h (SO) = {x1,z9} tel que z; et z2 des points différents de S™. Puisque S™ —
{x1,22} est homéomorphe au S" ! x R, et on a pour f : S"! x R — S"7! tel que f(z,y) = z et
g: St — S" ! xRtel que: g(z) = (2,0), fog= Idgn1 et go f =~ Idsn—1,p par I'application
H:S"!'xRxI— S"! xR tel que H(z,y,t) = (z,ty) donc S"~! x R et S"~! sont homotopes.

Maintenant montrons que

- 7Z sip=n
Hy (S") =
0 sinon
on pose X; = S™ — {a1}, et Xy = S™ — {x,}. Puisque X; ~ X, ~ R", donc H, (X;) = H, (X) =

PNI,, (R™) =0, et on a X; et X, sont ouverts dans S™ et X; U X, = S" . par la suite de Mayer-Vietoris on
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peut déduire que
Hy (") = Hy-1 (8" — {z1,22}),
mais onapourn > 1, 8" —{x, 25} =~ "1, alors H, (S") = H,_1 (S*"') ,etona S° = {a,b} = {a}U{b},
donc
Hy (8°) = Ho({a}) ® Ho({b}) = Z ® Z alors H, (S°) = Z.

On peut utiliser le raisonnement par récurrence sur n. On trouve

~ _ Z sip=n-—1
, (5"~ 1 (S") = I, (5") =

0 sinon

donc k = 0 vérifie la propriété.
e On Suppose que k — 1 vérifie la propriété. Soit D% et D* les hémisphéres de S*, ona Sk = D¥ U D* et
Sk=1 = DE ND*.Onpose U = S"—h (D%) et V = S" — h(D*). par la partie (a)ona Ho(U) = H.(V) = 0,

donc par la suite de Mayer-Vietoris pour les ensembles U et V on peut montrer facilment

~ ~ Z sip=n—-k-—1
H, (S" = h(S*)) = Hyppr (S" = (S*71)) =

0 sinon
alors k vérifie la propriété.

Théoréme IV.0.1 (Invariance du domaine)

Si U est un ouvert dans R™. Pour tout plongement h : U — R™, h(U) est un ouvert dans R™.

Preuve. Soit g : U — S" un plongement, si x € g(U) et D" C U une boule centrée en la point g~ *(z).

Montrons que g (D™ — 9D™) est un ouvert dans S”. On a par la proposition précédent
Hy (S" - g(9D"™)) = Z,

en déduire que S™ — g(0D™) se compose de deux composants connexes par arcs. Comme D" — §D" est

un ouvert dans U il est donc homéomorphe au g (D™ — 9D™), ainsi, par la proposition précédent on a
Hy (S" — g (D")) =0,

46



Chapitre IV Applications

c’est-a-dire g (D™ — 0D"™) et S — g (D™) sont connexes par arcs et puisque leur union est égale a S” —
g (0D™). En conséquence, les deux composants de S™ — g (0D") sont g (D™ — 0D™) et S — g (D™). En
paticulier, S” — g (D") est un fermé dans S” — g (9D"), donc g (D™ — 0D™) est un ouvert dans S” —
g(0D™).

D’autre part, on a D" est compact, alors g (0D") est compact et fermé dans S”, donc S — g (0D")
est un ouvert dans S”, en conséquence, g (D" — 0D™) est un ouvert dans S”. Finalement, g(U) est un

ouvert dans S™.

2

Puisque S™ est le compactifié par un point de R”, en effet, on a R* ~ S" — {P} alors (R")" ~

(S* — {P})* etl'application

N x sizeS"*—{P}
w: (S"—{P})" — S" tel que p(z) =
P siz = o0

est un homéomorphisme. D’ot Pour tout plongement i : U — R”, h(U) est un ouvert dans R".
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CONCLUSION

L’homologie est un outil trés fort qui intervient dans plusieurs branches de mathématiques; dans la
géométrie algébrique on retrouve la cohomologie des faiseaux, la cohomology étale.., dans 1’algebre il
y la cohomologie des groupes, dans la théorie des nombre on a la cohomologie galoisienne...etc. Cette
théorie repose sur la conversion d'un probleme topologique a un probléeme algébrique, qui utilise le
concept de structures libres pour la transition entre les deux structures.

Depuis son émergence dans la seconde moitié du XIXe siecle, cette théorie a beaucoup évolué, en
particulier, elle a été généralisée par Michael Atiyah et Friedrich Hirzebruch & K-théorie. Cette théo-
rie a contribué a prouver nombreux résultats en mathématiques (théoreme du point fixe de Brouwer,
théoréme de la boule chevelue, théoréme de Borsuk - Ulam, Invariance du domaine, Invariance de la
dimension...) ainsi que dans la physique théorique (cohomologie BRST des théories de jauge, théories
des champs, théories conformes, homologie de Morse et supersymétrie, systéemes dynamiques...).

Un de projet qu’on peut viser ensuite a ce travail est d’étudier une théorie spécifique de cohomologie
dans une branche mathématique, par example la cohomology galoisienne dans la théorie des nombres,
la cohomology étale dans la géométrie algébrique. Cela serait un projet trés intéressant en vue de 1'im-

portance de cette théorie.
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Résumé

Dans cette mémoire, nous avons traité la définition et les propriétés les
plus importantes des groupes d’homologie dans le cas général, ainsi que
de celles qui aident a calculer les groupes d’homologie singulier. Quant
a le chapitre d’applications, nous avons montré tout d’abord que pour
toute partie de S™ qui est homéomorphe & S*, tel que k& < n, alors
sa complément dans S™ est divisé en deux parties ouverts (dans le
complément) et disjointes, par calculer des groupes de leur homologie sin-
guliere, en utilisant la suite de Mayer-Vietoriss et la propriété suivante :
pour tout espace topologique X, alors Hy(X) est un groupe abélien libre
engendré par son ensemble de composants connexes par arcs. Nous avons
utilisé ce résultat pour montrer la théoréme Invariance du Domaine.

Abstract

In this thesis, we dealt with the definition and most important properties
of homology groups in the general case, as well as those that help in cal-
culating the singular homology groups. As for the applications chapitre,
we showed first that for each part of S™ that is homeomorphic to S*,
where k < n, then its complement in S™ is divided into two separate
parts, each of which is open in the it by calculating groups of their sin-
gular homology, by using the Mayer—Vietoris sequence and the following
property : for each topological space X, then Hy(X) is a free abelian
group generated by its set of path-components. We used that to prove
Invariance of Domain theorem.
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