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Introduction

Introduction

Les fonctions sphériques sont parmi les fonctions spéciales qui sont toutes considérées
comme des solutions particuliéres de I’équation différentielle d’un certain type apparaissant
dans de nombreux problémes de physique théorique et mathématique. Parmi les fonctions
spéciales les fonctions sphériques sont les plus fréquemment rencontrées en physique et
mathématique appliquées par conséquent, et plus précisement, elles sont trés importantes
dans la géomathématiques qui devient la clé de construire des nouvelles technologies.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques définitions et notions de base, puis
nous définissons les groupes de lie, Les fonction de Bessel cylindriques et les polynémes de
legendre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons les fonctions sphériques sur ’algebre de
Hecke. Nous discutons également les plus importants types de fonctions sphériques (les har-
moniques sphériques, Les fonctions de Bessel sphériques, Les fonctions sphériques général-
isées et les fonctions sphériques de volume), leurs types, leurs propriétés ( représentation
intégrale, relation de récurrence, orthogonalité), puis nous introduisons l’expansion d’onde
plane et son utilisation pour calculer les intégrales des fonctions de Bessel sphériques et
enfin, nous définissons le théoréme d’addition.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous présentons 1’étude de certains problémes de la
physique mathématique qui peuvent étre résolus par 1'utilisation des harmoniques sphériques

et des fonctions de Bessel sphériques.



Notations et conventions

Notations et conventions

r La fonction Gamma.

GL, Le groupe linéaire générale.

SL, Le groupe linéaire spéciale.

O,  Le groupe orthogonale.

SO, Le groupe orthogonale spéciale.

Jm  La fonction de Bessel de premiére espéce.

N,, La fonction de Neuman.

H1? La fonction de Hankel.

I, La fonction de Bessel modifiée de premiére espéce.

K,, La fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espeéce.

Ji La fonction de Bessel sphérique de premiére espéce.

n; La fonction de Neuman sphérique.

hl(-m) La fonction de Hankel sphérique.

1 La fonction de Bessel sphérique modifiée de premiére espéce.
k; La fonction de Bessel sphérique modifiée de dexiéme espéce.

C*  Espace des fonctions de class C'™°.

A Laplacien.

\Y Gradient.

Y, La fonction Harmonique sphérique.

PU™) - Polynome de Jacobi.

P, Polyndéme de Legendre de premiére espése.

@, Polyndéme de Legendre de deuxiéme espéce.

P”  Polynoéme de legendre adjointe de premiére espéce.

@ Polynéme de legendre adjointe de dexiéme espéce.



Chapitre 1

Preliminaires et définitions:

1.1 Définitions :

Définition 1.1.1 [17] On va utiliser x ,y....pour représenter les éléments de l’espace eucli-

. t
dien R?® pour tout x € R z = (x1x9.23)", ,nous avons

v =r6,r=|z|= /(e +23 + o)
ot £ = (£,,&,,&;)" est le vecteur unitaire de direction déterminé de manieérs unique de

x € R3. La sphére unité de R? est désignée par  :

0= {cc®/|¢=1)
Nous avons mis Q™ pour "l’espace intérieur" de 2, tandis que Q! désigne "l’espace

extérieur" de €2 . Plus explicitement,

Qn = {z R/ |z |<1}

Ot = {z e R¥/ | |> 1}

La sphére dans R? de rayon R autour de l'origine seront désignés par Qp:

Qr ={z R’/ |z |=R}



1.2. Le systéme de coordonnées sphériques:

: int ny f AT ] ; ext JAas nyp
Nous avons mis 2% pour "l'espace intérieur" de 2y, tandis que Q%" désigne "l’espace

extérieur" de Qp:

Q™ ={zeR?/ |z |< R}

Q" ={zeR’/|z|> R}
Il est bien connu que la surface totale || Qg || de Qg est:

| O = / I (€) = AnR?

Qr

Définition 1.1.2 [8/(Opérateur de Laplace-Beltrami) .Le laplacien on coordonnées sphériques

s’écrit sous la forme:

ou

e P L0 (0
* sin?00p?  sinfof >

A s’appelle 'opérateur de Laplace-Beltrami ou laplacien sur la sphere.

1.2 Le systéme de coordonnées sphériques:

Le systéme de coordonnées sphériques est un systéme permettant la représentation des
figures géométriques dans l'espace tridemensionnel en utilisant trois coordonées (r, 6, ¢) ou
0 € [0, 7] est Pangle avec 'axe z et ¢ € [0,27] est angle avec 'axe = dans le plan zy .

tellque :

xr=rsinfcosy y=rsinfsing z=rcost



1.2. Le systéme de coordonnées sphériques:

Les trois vecteurs principaux sont :

cos p sin ¢ A cos p cos 6 —sinp
r = | sinpsinf 0= | sinpcosf ©=| cosp
cos 6 —sind 0

Ces vecteurs de base sont orthogonaux, c’est a dire :

rr o= 0.9:;7.4;0:1
r = 6.o=pr=0

Pour évaluer némuriquement ou symboliquement les intégrations dans chaque systéme de
coordonnées, il est trés important de définir les éléments differentiels de base ( le gradient,
le Jacobien et les éléments de longueur et d’aire..etc). dans le systéme de coordonnées
sphériques ces éléments sont définis par:

L’¢lément de longueur est :

da = r?sin Qdﬁdgm:.

L’élément d’aire est :

ds = drr + rdff + rsin d(p[p

Le Jacobien est :

8(3:,y,z) 24
J(ame,m) =rsind

Le gradient est :

~ 0 1°0 1 0
Ve=rae Tt rsma o,

La divergente d'un champ vectoriel F' = (F,, Fy, F,,) est :

1 [a(sinGFgo) i %]

rsin 6 00 oo .
_ 1| 1 8F _ O(rFy) . )
VX F = r |:sin9 (2% or T 9’ ¥
1 |9(rFp)  OF:
r or o0

Les coordonnées angulaires 6 et ¢ parmettant également de localiser un point ¢ sur la

sphére d’unité 2.



1.3. Les groupes de lie

et la matrice jacobienne est:

cosfsiny —rsinfsing rcosfcosy
MJ =] sinfsing rcosflsing rsinfcosp

cos 0 —rsine

1.3 Les groupes de lie

Définition 1.3.1 [8/(l’algébre de lie) g est un algébre de lie sur k si gest un k—espace

vectoriel muni de la lot de composition interne:

[, ]:gxg—g
verifiant:
1.[X, X] = 0 pour tout X € g;
2.I'identité de Jacobi .i.e: pour tous X,Y, 7 € g;

[X’ [Yv ZH + [K [ZvXH + [Z’ [X’ Y“ =0

ou [.,.] est appellée commutateur ou multiplication de lie.

Définition 1.3.2 [8]le groupe lineaire générale GL,, (R) est un sous groupe ouvert de M, (R) ~
R™ .( la forme matricielle de G L, (R)).

On a:

le groupe lineaire spéciale SL, (R) est le sous groupe fermé de G sur R tel que:

SLy (R) :={A € GL, (R) /det A = 1}

et le groupe orthogonal est le sous groupe fermé
0, (R)={AeGL,(R)/A"=A4""}
et le groupe orthogonal spéciale est le sous groupe fermé

SO, (R) ={A€GL,(R) /JA"=A"et det A =1}



1.4. Fonctions de Bessel:

Définition 1.3.3 ( l’éspace tangente) un vecteur tangent en P est une forme linéaire D :

O, — K telle que

D (f)g(p)+f (p) D (g) pour tous f et g dans O, (ie D est une dérivation partielle en P).on

note que 7, M I'ensemble de ces vecteurs tangents a M en P.

1.4 Fonctions de Bessel:

1.4.1 Fonction de Bessel de premiére espéce :
L’équation différentielle de Bessel est :
” 1 ! 2
y +;y+<1—”—>y=0 (1.4.1)

La solution de cette équation s’appelle fonction de Bessel, (1.4.1) est une équation linéaire
d’ordre deux( voir [5] ).

La solution de I’équation peut étre représentée sous la forme :

i (2/27 (1.4.2)

—~ k:'F (k+p+1)

Pour p = v la solution est notée par J, (x) est appellée fonction de Bessel de premiére

espéce d’ordre v par conséquant :

) 9 2k+v
; k'F( liJZ v+1) (143)

I () = ;; (—1)* klr(‘fﬁ V: 5 (1.4.4)

ou I' (z) est une fonction défini par :

o0

Fn+1)= /x” exp (—z) dz.

0
Pour v non entier J, (x) ,J_, (z) sont des fonctions linéairment indépendantes, si v = n

entier

@ Sy ) 14



1.4. Fonctions de Bessel:

et on a

y=0C1J, (z)+Cod_, (z).

Est la solution générale de ’équation de Bessel (voir [15]) .

Remarque 1.4.1
Jop(x)=(=1)"J. () n=1,2,... (1.4.6)

(voir [12]).

1.4.2 Fonction de Bessel de deuxiéme espéce:

Y, () = lim cosmvd, (x) — J_, (m)

v—n sin v

(1.4.7)

La fonction Y, (z) = N, (z) s’appelle fonction de Bessel de deuxiem espéce d’ordre n ou

fonction de Neuman .

1.4.3 Fonction de Bessel de troisiéme espéce:

Les fonctions

H} (z) = J, () +1iY, (2), (1.4.8)

H?(z) = J, (x) —iY, (). (1.4.9)

sont appelées fonctions de Bessel de troisiéme espece (voir [12]), ils sont aussi appelées

fonctions de Hankel de premiére et deuxiéme espéce, respectivement.

1.4.4 Les fonctions de Bessel modifiée:

Elles sont notée par I, (z) et K,, (), si nous prenons argument des fonctions de Bessel

Jm (x) et Hy, (r) imaginaire, nous obtenons les fonctions de Bessel modifiée

I (z) = Jmisx) (1.4.10)
Ko (2) = % (i)™ HY (ix) (14.11)



1.5. Polynéme de Legendre:

Ces fonctions sont les solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle

ER(x)  1dR(x) (1_7"_2)3(3;) 0

da? r dx 2

(voir [15]).

Remarque 1.4.2

2 4

T T
52 + CPRP) F o , (1.4.12)

Ko(z) — %i{JO (iz) + Yo (iz)}

(voir [1]).

1.5 Polynéome de Legendre:
Définition 1.5.1 [16/

Soit s un nombre complexe quelconque. L’équation différentielle linéaire du seconde

ordre & coefficients variées est connue sous le nom "équation de Legendre" est défini par:
(1—2?)y (x) —2zy (¥) +s(s+1)y(x) =0 (1.5.1)

Ses solutions sont appellées "fonction de legendre". Si n est nul ou entier positif, ces
fonctions sont appellées "polynéme de legendre".

On peut définir le polynéme de legendre par la relation suivante:

(5] k
B (—1)"(2n —2k)! .,
B ()= 2 kit — i - 2Bl

1.5.1 Propriétés des polyndémes de legendre:

1.Relations de récurrence:|[16]

1:(s4+1) Py (2) — 25+ 1) xPs(x) + sPs_1 () =0 (1.5.2)

©P. (z)— P._, (z) = 2P, (z) (1.5.3)



1.5. Polynéme de Legendre:

3.0rthogonalité:

P, dr = —— 0pmm n=m,

1
JRACEAT

1
/ P,(x)Py(x)de = 0 ,n#m.

—1

(voir [3]).
Remarque 1.5.1
P, ()] <1, -1 <x<1, n=01,2,.

°)

(voir [10]).

1.5.2 Les fonctions de legendre adjointes:

3.Les fonctions adjointes de Legendre sont définis par:

m/2 d" Py ()
dx™

P (z) = (1-27)

n

3.2: Orthogonalité:

(voir [16]).

10
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Chapitre 2

Les fonctions sphériques

2.1 Définition des fonctions sphériques:

Définition 2.1.1 [1/]les fonctions sphériques sont certaines fonctions (aux valeurs com-
plexes) sur les groupes de lie réels G ou sur les espaces homogénes X = G/K ,espace

symetrique .

Exemple 2.1.1
G=SL,(R),K =50, R).

X = 5% =805 (R) /SO, (R)

les fonctions sphériques sont les polynomes de legendre, i.e ce sont les solutions de I’equation
(1-2*)P(2)"=22P(2) +v(v+1)P(2) =0

ol v est un nombre réel ou complexe .

2.2 Fonction sphérique et ’algébre de Hecke:

Définition 2.2.1 [1//

11



2.2. Fonction sphérique et I’algébre de Hecke:

Soient G = SL, (R) D K = SO (n).On a une involution évidente 7 : G — G telle que
K=G".

soit X = G/K; G opére a gauche sur X. soit D¢ (x) 'algebre des opérateurs differentiels
G-invariants. Rappellons que c’est une algébre commutative isomorphe & une algébre de
polynomes a n — 1 variables C [Asg, ... A,].

On fixe une mesure de Haar dg sur G telle que

/dgzl
K

dg =dg™!

Le groupe G est unimodulaire .i.e:

L’espace C, (G) de fonctions continues a support compact f : G — C est une algebre

par rapport & la convolution

(f*g) (w)z/cf(y)g(ylx) dy (2.2.1)

(c’est 'analogue de 'anneau C [H] d’un groupe fini H).
On désigne par H (G) le sous-anneau de C. (G)

H(G)=C.(K\G/K)={f € C(G)/f (kixks) = f (x) pour tous ki,ks € K} (2.2.2)

Définition 2.2.2 Une fonction sphérique est une fonction C*°® : X — C telle que:

(1) @ (kx) = ® (x);k constante.
(17) @ (e) = 1;tel que e est un élément neutre.

(7i1) @ est une fonction propre de tout D € D¢ ()

on peut regarder ® aussi comme une fonction bi-k-invariante sur G .

Théoréme 2.2.1 Une fonction continue f : G — C, pas identiquement 0; est sphérique ssi

12



2.2. Fonction sphérique et I’algébre de Hecke:

pour tous x,y € G

/;f«xky>dk=:f<x>f<y> (2.2.3)

Théoréme 2.2.2 [153/(i) Soit ® : G — C continue bi-k-invariante. Alors ® est sphérique

881

L(®):H(G)—C,

L@)()= [ F@)® @) (22.4)
est un homomorphisme d’algebres.

(77) Réciproquement, tout morphisme continue d’algebres L : ‘H (G) — C a une forme
L (®) ou & est une fonction sphérique bornée.

Considerons I’espace

C(G//K) = C(K\G/K)

de fonctions continues ® : G — C bi-K-invariantes. Donc H (G) C C(G//K) est le

sous-espace de fonction & support compact.

H (G) agit sur C' (G//K) par convolution : pour f € H (G)

H(f): C(G//K) = C(G//K)

H(f)(®)=f+D=xf (2.2.5)

les opérateurs H (f), f € H (G) ,sont appellés les opérateurs de Hecke.

Définition 2.2.3 Une fonction ® € C* (G//K) est sphérique ssi ®(e) = 1 et ¢ est un
vecteur propre de tout H (f), f € H(G).

13



2.3. Quelques types célébres de fonctions sphériques:

2.3 Quelques types célébres de fonctions sphériques:

2.3.1 Les harmoniques sphériques :

Une classe importante de fonctions spéciales, étroitement liées aux polynomes orthogonaux
classiques, est constituée par les fonctions sphériques .qui sont parfois appellées Harmonique
sphérique.

Définitions des harmoniques sphériques [6]:

Définition 2.3.1 Les fonctions Y, (0, @) sont appelées fonctions sphériques d’ordre [ tel

o Yim (0,¢) = \/12_7r exp (im) Oy, (cos ) (=l <m <) (2.3.1)
ol
O () = O () = Crpm (1 — 22)™2 B () (2.3.2)
( Cln () = g/ 22 (L= m)L (L + m)]
Pl(ﬁ;Lm) () = %(i}—mmﬂ (x) est un polynome de Jacobi

P (z) = Pl(o,o) (x) est un polynome de Legendre

\

Définition 2.3.2 [//Les harmoniques sphériques d’ordre | sont la trace sur la sphére unité

Q des polynomes homogénes harmoniques de degré .

Notation 2.3.1 [//les polynomes homogénes harmoniques sont les polynomes qui sont laplacien

est nul .

Proposition 2.3.1 [}/Les harmoniques sphériques d’ordre différents sont orthogonales pour

le produit L? (£2).

Proposition 2.3.2 [//Les harmoniques sphériques d’ordre | forment un espace vectoriel de

dimension 2l + 1 qu’on note 'H; .

14



2.3. Quelques types célébres de fonctions sphériques:

Exemple 2.3.1 les expressions explicites de quelques fonctions sphériques élémentaires :

20+1
Yio(0,9) = gy P, (cosb). (2.3.3)
3
Yio(0,p) = ECOSQ.
3 . ,
Vier(0g) = £/ o sinfexp(+ig).

Remarque 2.3.1

Les types des harmoniques sphériques:[9]

On peut écrire les harmoniques sphériques sous la forme:

Yim (0, ¢) = exp (imf) P, (sin p) (2.3.4)

On peut se faire une idée des variations des fonction sphériques en tracant sur la
sphere le lieu ou ces fonctions s’annulent.Pour cela, On distingue trois types d’harmoniques

sphériques, les harmoniques zonaux, sectoriels et tésséraux.

Les harmoniques zonaux: Ils sont obtenus pour m = 0.Dans ce cas:

Yio (0, 0) =Yio(p)

ne depend pas que de lattitude. Les harmoniques zonaux ont une symétrie de révolution
autour de ’axe des poles. Ils rendent compte, en particuliére, de I'aplatissement de la Terre.

Ils découpent la Terre selon des paralleéles géographiques.

m = 0,l=2,Y0= (300829—1).

N~ DN

m = 0,l=3Y59= <5COS29—3)COS29.

15



2.3. Quelques types célébres de fonctions sphériques:

Les harmoniques sectoriels Ils sont obtenus pour m = [ .Dans ce cas:

. . 21)!
Pt = i = 2

N[

et cette fonction ne s’annulent pas (sauf aux poles).Donc Y;; ne s’annule que pour cer-

taines valeurs de #.Les harmoniques sectoriels ne sannulent que les méridiens géographiques

(On donne généralement 'image de la sphére ressemblant & une orange découpé en

quartiers se rejoignant aux poles) par exemple:

m=1=1,Y,, =sinfcos.

Les harmoniques tesséraux: Ils sont obtenus pour tous les autres cas. Les harmoniques
s’annulent selon une sorte de damier sphériques dont les cases seraient délimitées par les

méridiens et les paralléles par exemple:

3
[=3m=1Ys;; = §sin0 (560826’— 1) cos .

Proporiétés des fonctions harmoniques sphériques :

Voici quelques proporiétes importantes des fonctions harmoniques sphériques Y, ,,, (6, ¢) .
1. La relation de récurrance:

pour Y, (6, ¢) par rapport a I'indice [ :

(l+1)2—m2 12 —m?2

cos 0Ym (0, ¢) = mnﬂ,m (0, ¢) + 1

Yz—l,m (97 90) : (235}
La formule obtenue est valable pour m < 0 .

2. La formule de dérivation :

= —sinf — (2.3.6)

d’ou

OLm-1 (2.3.7)

dx 1— 22



2.3. Quelques types célébres de fonctions sphériques:

De la forme explicite des harmoniques sphériques on déduit également la formule de

dérivation partielle suivante :

aYLm (9, 90)
i

3.0rthogonalité : Les harmoniques shériques Y ,,, (6, ¢) vérifient les relations d’orthogonalité

= imYim (0, ¢) (2.3.8)

/ Vi (6,0) Yy (0,60) d2 = 8,06, (2.3.9)

ou

dQ =sinfdfdp (0<0<m,0<¢<2m).

et Y (0,¢) est la fonction adjointe de Yy, (6, ¢) .

3.La représentation intégrale :

La formule intégrale de Cauchy :

d+m l (1 —i— m)! (1— s
dyitm (12’ / l+m+1 ds (2.3.10)
c
(C' est un contour entourant le point s = ).
La représentation intégrale pour Y, (6, ) :
27
Yim(0,p) = Blm/ exp (—im (o — ) (cos f + isinfsin o) da (2.3.11)
0
2m—¢p
= Bim / exp (—ima) (cos 0 + isin 0 sin (a + ¢))' da
—¢
ou
1 20+ 1
o I—m) (I ) 9.3.12
o = i\ o (= ) (1) (2312)

Puisque l'intégrale d’une fonction périodique le long d’un segment dont la longueur est

égale a la période de la fonction ne dépend pas de la position du segment ,on a

2m
Yim (0,¢) = Bl,m/ exp (—ima) (cos 0 + isin 0 sin (a + ¢))' da (2.3.13)
0
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2.3. Quelques types célébres de fonctions sphériques:

3. puisque Y, , Y5, € C alors :

Yim (0.:0) + Y (6,0) = 2R (Yin (6,9)). (2.3.14)

Yi,m (07 (10) - ljkm (‘97 (10) = 29 (Yi,m (07 (10)) .

Partie réelle et partie imaginaire sont des quantités réells. on note aussi que touts les

Y, o sont réels et indépendants de .

1
Yio= ——

7 \/ﬁ@l’m (cos )

2.3.2 Les fonctions sphériques de Volume:

Les fonctions Y, (6, ) définissent la solution bornée u = R (r)Y (0, ¢) de I'équation de
Laplace en fonction des angles .

Pour définir la fonction R (7) qui est la solution générale de I’équation d’Euler suivante:
R +2rR —1(l+1)R=0 (2.3.15)

tel que R (r) s’écrit sous la forme :
R(r) = Cyr' + Cyr 1 (2.3.16)

(C1, Casont des constantes). Ainsi donc, 1’équation de Laplace admet comme solutions
particuliéres les fonctions 7'Y;,, (6, ¢) et #Yz,m (0,¢), dont les premiéres sont utilisées
pour la résolution de problémes aux limites interieurs, et les secondes, pour la résolution des
problémes aux limites extérieurs dans un domaine sphérique. Ces fonctions sont appelées

fonctions sphériques de Volume (voir [11]).

2.3.3 Fonctions sphériques généralisées :

Lorsqu’on fait tourner le systéme de coordonnées, un polynome homogéne se transforme en

un polynome homogéne de méme degré. D’autre part, 'opérateur de Laplace reste inchangé
. . _ , .

dans une telle rotation, i.e. Ay, = Ay Clest pourquoi, quand on tourner le sys-

téme de coordonnées, tout polynome harmonique homogeéne se transforme en un polynoéme

harmonique homogeéne de méme degré. D’ou
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2.3. Quelques types célébres de fonctions sphériques:

U (2,Y, 2) = ZDin,m’ (', 2", (2.3.17)
ou
U (2,9, 2) = 7'V (0, 9) (2.3.18)
donc
Yim (0,0) => Db Y (¢, ). (2.3.19)

Les combinaisons linéaires de fonctions Y;,, (f,¢) pour un [ donné forment donc un
espace de fonctions a 2/ + 1 dimensions qui est invariant par rotation.

Les coefficients D!

mm/

dépendront des parametres qui déffinissent la rotation du systéme
de coordonnées. Une rotation quelconque du systéme de coordonnées par rapport a 1’origine
des coordonnées se définit sans ampigulté par trois parameétres réels. En effet, on définit
une rotation de fagon univoque en donnant le sens de rotation de I’axe (deux parameétres) et
I’angle de rotation (un parameétre ). Comme paramétres définissant une rotation, on utilise
le plus souvent les angles d’Euler «, (3, 7, si bien que n’importe quelle rotation se fait en
opérant trois rotations consécutives autour des axes de coordonnées : a) une rotation de
I’angle o autour de l’axe des z ; b) une rotation de 'angle S autrour de I'axe des y ; ¢) une

rotation de I’angle v autour de I’axe des z. On a donc

Dfn,m’ = Din,m’ (Oé,ﬁ,’)/) :

ol Dfn,m, (cv, B,7) est appelée matrice des rotations finies.

Une rotation quelconque se définit d’une facon univoque par les angles d’Euler si ceux-ci
varient dans les limites suivantes : 0 < a < 27, 0 < < 7, 0 < v < 27. Lorsqu’il s’agit
d’une rotation des angles (a + 27ny, §+ 27ng, v + 27n3) elle se confonde avec la rotation

d’angles («, 3,7) si ny, ng, nz sont des nombres entiers, On a donc

D!, . (a+2mny, B+2mng, v+ 2mn3) =Dl . (a, B, 7).

Remarquons, en outre que la rotation (o, [, ) est équivalente a larotation (7 + «, — 3, ™+ 7).

La rotation inverse se caractérisera par des angles

a1 = —7, 61 = _67 V1= —Q,
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2.3. Quelques types célébres de fonctions sphériques:

ce qui équivaut a la rotation

(T+ a1, =By, T+7)= (-7, 8, 7—a).

Les fonctions Dﬁnym, (cv, B,7y) sont appellées fonctions sphériques généralisées, car elle con-
fondent dans un certain nombres de cas particuliers avec les fonctions sphériques ordinaires.
On les appelle également D-fonctions de Wigner . Les fonctions sphériques généralisées sont

largement utilisées en mécanique quantique.

Propriétés des fonctions sphériques généralisées:

Dégageons quelques propriétés principales des fonctions sphériques généralisées et mettons-
les sous forme explicite en fonction des parameétres o, (3, .

1. les conditions d’orthogonalité

/ Yim (0,0) Yy, (0,0)dQ = iy, (2.3.20)
[ Voot @) Vi 0109 = i

donnent lieu & la relation
ZDﬁnm’ (o, 5,7) [D,fnhm, (o, 5, 7)] = Opmomy » (2.3.21)

i.e. lamatrice D (o, 8,7) , qui est la transposée et la conjuguée complexe de Din,m’ (o, B,7),
se confond avec D! (a, 3,7). Cela revient & dire que la matrice Dfn’m, (c, B,7y) est unitaire.

On obtient donc & partir de (2.3.19)

i (0,¢') =Y [Dhy o (@, 8,7)] Yo (0. ) (2.3.22)

m/

2.Une autre propriété élémentaire des fonctions sphériques généralisées se déduit de la

propriété (1) des fonctions sphériques Y., (0, ¢) :

Dl (e, Boa) = (=)™ [DL,,. _(a,8,0)] (2.3.23)

Essayons de mettre les fonctions sphériques généralisées Dfmm, (e, B, ) sous forme ex-

plicite. Soient deux rotations consécutives de parameétres oy, 31, 71 €t as, 85, 75 équivalentes
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2.4. Fonctions de Bessel Sphériques :

a une rotation unique de parameétres «, 3, 7, et cela en sorte qu’a la suite de la premiére
rotation les coordonnées sphériques (61, ¢,), tandis qu’a la suite de la seconde rotation les

coordonnées 6, ¢, changent en #', ¢’ . On a alors

Yim (0,0) = ZDmml ar, B1:71) Yo, (01,1) (2.3.24)

Yz,ml (917 @1) = ZDm1,m’ a2, 527 ’72) iflﬂn' (‘9,7 Qpl) .

D’autre part,
meml ) Yo (6,0 . (2.3.25)

En vertu de I'indépendance linéaire des fonctions sphériques, la confrontation des développe-

ments précédents conduit a 1’égalité

Dl ZDmml )Dinl,m’ (a2762772) ) (2326)
ol

Dfn,m/ (057577> = ZDfmm/ (Oélaﬂlafyl) Dfnmq/ (052752772) :

3. Autres relations :

Do, 8,7) = 241 Yim (8, @), (2.3.27)
Diyo (., 8,7) = Pi(cosf).

A Taide de (1.4), on obtient une autre relation analogue :

m 47
Do (@ 8:7) = (=1)" [ 5= Yim (8, @) (2.3.28)

2.4 Fonctions de Bessel Sphériques :

Fonctions de Bessel sphériques sont généralement associés a la résolution de I’équation dif-

férentielle partielle de Helmholtz (EPD) en coordonnées sphériques. La technique de la
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2.4. Fonctions de Bessel Sphériques :

séparation des variables appliquées a ce EPD conduit a une ED ordinaire dans la variable

radiale qui a la forme
22y’ + 2y + [kaz —n(n+ 1)] y=0, n=0,1,2,. (2.4.1)

ou le k constant entre directement a partir de ’équation de Helmholtz et le nombre
entier n est un constant de séparation qui a souvent l'interprétation physique du moment

cinétique. Par conséquent, la solution générale de (1.1) peut étre exprimée sous la forme

y=Cio V2, 1 (kx) + Cox 2V, 1 (k) (2.4.2)

1 1
2 2

Parce que cette combinaison de fonctions de Bessel se pose si souvent dans la pratique,

il est d’usage de définir de nouvelles fonctions

Jn (x) = \/anJr; (x) (2.4.3)

™

Yo (2) = 4/ 5=Yor1 () (2.4.4)

appelé, respectivement, les fonctions de Bessel sphériques de la premiére et deuxiéme

espéce d’ordre n. Ensuite les fonctions de Hankel sphériques peuvent étre définies par:

hl(z) = jn (z) + iy, (2) (2.4.5)

hiy (2) = i (%) = iya () (2.4.6)

Exemple 2.4.1 Les fonctions de Bessel sphériques suivantes représentent des solutions de

[’équation de Bessel sphérique que mous pouvons l’écrire comme suit:

d? 2d , L(+1)
22 _ N = 2.4.
(dr2+rdr+ <k r ))Rl 0 (2.4.7)

tel que
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2.4. Fonctions de Bessel Sphériques :

1 : 1/ Smx

=Y ( :—\/—cosx

2

5 /2 ( sin (z)  cos (x)) ,
e T

cos ()

4 Ja(@)=Ys ()=~ _< 2 -2

T

2.4.1 Quelques propriétés des fonctions de Bessel sphériques:

Toute fonction de Bessel sphérique obéit des relations de récurrence qui relient les fonctions

de 'ordre (n — 1), n et (n+ 1) . On va utiliser g, pour représenter I'une de ces fonctions.

Ces relations sont :

1 - Formules des récurrences :

2n+1
In-1 — 9n + In+1 = O
et
2n+1
Ngn—-1 — In (n + 1) Gnt1 = 0.
Vr e R
L gy (z) = gn (2)
2. gn (=) = (=1)" gu (2)
On a aussi
. W (1 d\"sinz
o) = (- (40) 25
(1 d\" cosx
o) == (o (2) 25
et
2n

Tt (z) = ;Jn () — Jpq ().
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2.4. Fonctions de Bessel Sphériques :

2 - Formule pour la dérivée :
J =21 () = Jpyr ()] (2.4.15)

3-Orthognalité :
pour n € N, notons par ordre croissant wi, s, ... les zéros positifs de J,,, c’est-a-dire les
réels positifs @ tels que J, () =0 tel que k= 1,2, ..... )

Alors, pour 7 et j distincts,
1
/mJn (wiz) Jp (wjz) de = 0. (2.4.16)
0

4.La représentation asymptotique:

quand z — 400

x
(x) 1sin x—n+1
Yn . 5 T
et
(z—T(n+1
hl(z) =~ expi (v — 5 (n )).si | © |— 400 ,Re(z) >0
x
12 () ~ exp—i (z— 2 (n+1))
T

2.4.2 L’expansion d’onde plane :

I’expansion d’onde plane ou I’équation de Rayleigh est donnée par la relation suivante :

GFT = 47ri i iy;m <r> Vil (k) i (kr) (2.4.17)

=0 m=—I
Quand Y, (7‘) est le fonction harmonique sphérique pour le vecteur d’unite r et gi (kr)
est le fonction de Bessel sphérique pour k£ > 0, qui est supposé pour le reste de ce paragraphe
de long k, > 0, pour entier n .

La formule alternative est :

o0

KT =37 (i) (21 + 1) Py (cos 0) ji (kr) | (2.4.18)
=0
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2.4. Fonctions de Bessel Sphériques :

en utilisant le théoréme de I’addition vectorielle donnée par :

m=l .
471— - ’
Pi(cos) = 5 DOV (7“) ym (k;> , (2.4.19)

m=—

tellque P, (cos ) polynome de Legendre, 6 est ’angle entre ket 7.
si k =0, on a l'identity
Ji(0) = du

2.4.3 L’intégrales des fonctions bessel sphériques :

Représentation intégrale des fonctions des Bessel sphéques:

gi(kr) = (_21) /Pl (cos @) exp (ikr cos ) d (cosb) . (2.4.20)

~1
Intégrales infinies sur un fonction sphérique de Bessel :

L’intégration de la formule (2.4.20) sur r et interchangeant I'ordre d’intégration on obtient

+o0 N 1 +o0
/jl (kr)dr = (_22) /Pl (cos0) / exp (ikr cos0) drd (cos0) . (2.4.21)
Zoo ~1 Zoo
Cependant,
o0
/ exp (ikr) dr = 276 (k) .

résultant en
“+o00

/jl (kr)dr = (_];) 7P (0).

—00

L’intégrales infinies sur deux fonctions sphériques de Bessel :

“+o00
. . ™
/ 12y (kar) i (kar) dr = 5756 (k1 — ko)
2%
0
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2.5. Théoréme d’addition :

Qui est connu comme la relation de Fermeture pour les fonctions de Bessel sphériques.

Autre relation:

oo U L
[ @ar =S5 [R6) R ay (2.)

maintenant

juste comme

Ce qui réduit I’équation (2.1) a :

+00
. . m
/ Ji(@) jp (@) de = 50, (2.4.22)

Connu comme la relation d’orthogonalité des fonctions de Bessel sphériques.

Remarque 2.4.1 La répresentation intégrale de polynome de Legendre pour —1 < x < 1

est :
—+o00

P (z) = % / exp (izy)ji (y) dy. (2.4.23)

—0o0

L’intégrales infinies sur trois fonctions sphériques de Bessel :

wﬂ(A)P( )<kf+k§+k§>'

+o00

/7‘2]'; (k1r) ji (kor) jo (ksr) dr =

0

9.4.24
Beyhgks LY ey ey ( )

2.5 Théoréme d’addition :

Etablissons pour les fonctions sphériques une relation trés util, appelée théoréme d’addition(voir

[11]). A cet effet, posons dans (2.3.21) m' = 0 et appliquons les formules (4.1.2) et (2.3.27)

4

P, (cos') = mzm,m 0, ) Yy, (B, a). (2.5.1)

m
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2.5. Théoréme d’addition :

La relation (2.5.1) admet une interprétation géometrique bien simple. Soient deux
vecteurs quelconques 71, 7o dont les directions se définissent par des coordonnées sphériques
(01, ©q) et (02, ¢y) . Soit w 'angle que font ces directions entre elles. Posons dans (2.5.1)
0 = 01, ¢ = ¢, et faisons une rotation («, 3, ) de telle faCon que la direction du nouvel
axe des z vienne se confondre avec celle du vecteur 5. De toute évidence, les angles « et /3
seront les angles sphériques du nouvel axe des z dans le systeme de coordonnées ancien. Il
est facile de voir alors que a = ¢,, 8 = 0, et 'angle @ entre r; et ry se confond avec §' . La

formule (2.5.1) devient donc

l
> Vi (01,01) Vi, (02, 05) - (2.5.2)
l

La relation (2.5.2) est appelée théoréme d’addition pour les fonctions sphériques.
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Chapitre 3

Applications

Le présent chapitre est consacré a 1’étude de certains problémes de la valeur limite de la
physique mathématique qui peuvent étre résolus par 'utilisation des harmoniques sphériques

et les fonctions sphériques de Bessel.

3.1 Solution de ’équation de Laplace en coordonnées
sphériques:

L’un des systemes les plus importants de coordonnées curvilignes orthogonales permettant la
séparation des variables dans I’équation de Laplace est le systéme des coordonnées sphériques

r, 8, ¢, par rapport aux coordonnées rectangulaires z, y, z, par les formules
x=rsinfcos), y=rsinfsiny, z=rcosb, (3.1.1)

ou

0<r<oo, 0<O0<wm, —w<ep<m. (3.1.2)

Le systéme orthogonal triple correspond que les surfaces se composent de la sphéres r =
const, les cones circulaires § = const, et les avions ¢ = const passant par I’axe des z. En

outre, le carré des éléments de longueur d’arc est:
ds* = dr® + r2d6? + r? sin? 0dy?, (3.1.3)

et, par conséquent, d’apreés (3.1.1), les coefficients métriques sont
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3.1. Solution de I'équation de Laplace en coordonnées sphériques:

h. =1, hg=r, h,=rsinb,

et I’équation de Laplace prend la forme (3.1.3)
10 ou 1 0 ou 1 0%
2, — Y [,2Y" — — [|sinf= —_ = 0. 3.14
V=5 (T ar) T e 00 <Sm 89) T 0 02 (3:-14)

On remarque que si nous cherchons des solutions particulieres de (3.1.4) de la forme
u=R(r)©(0)® (), (3.1.4)

Puis les variables peuvent étre séparés, de sorte que le probléme de la détermination de
chaque facteur de (3.1.5) se réduit a la solution d’une équation différentielle ordinaire.

En fait, la substitution (3.1.5) dans (3.1.4), en multipliant par r%sin?6 et en divisant

par RO®P, on a
1d [ ,dR 1 d (. dO\] ., 1 2
Ly el 4 (sing™2 _ T 1.
{Rdr (r dr) T Osnodo (Smede)} S0 = g g (3.1.5)

Ce qui est possible seulement si les deux cotés sont égaux a une constante, que nous

noterons par y2.

Cela conduit a deux équations:

et

d_(,02 + /L2<I) = 0, (316)
1d [ ,dR 2 1 (d . dO
14 (a8 _ _ L ne ) 3.1.7
Rdr (T dr) sin?f  Osind (de o d9> (8:-17)

Le méme raisonnement montre que les deux cotés de I’équation derniere doivent étre
égaux A une constante, qui, cette fois-ci, est commode de désigner par v (v + 1). Par con-

séquent, on obtient les équations:

1 d . de M2
Sn0d0 (sm 9@) + |:l/ (v+1)— sin29] O =0, (3.1.8)
d [ ,dR
dr <r %) —v(v+1)R=0. (3.1.9)

Ainsi,La détermination des facteurs dans le produit (3.1.5) se réduit relativement au sim-

ple probléme de résolution des équations différentielles ordinaires (3.1.8-10). Les solutions
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3.2. Les solutions de I'équation de Helmholtz :

particulieres correspondantes (3.1.5) de I’équation de Laplace dépendent de deux parameétres
i et v (en général, complexe), qui peuvent étre utilisés pour construire des solutions des
problémes de valeurs limites de la physique mathématique concernant divers domaines spéci-
aux (spheres, cones, etc.). Les parameétres pu, v et les solutions correspondantes des équations
(3.1.8-10) doivent étre choisis de telle sorte que chaque solution particuliére (3.1.5) est har-
monique dans le domaine donné, et une superposition appropriée des solutions particuliéres

résolut le probléme de valeur limite donné (voir [7]).

3.2 Les solutions de ’équation de Helmholtz :

En physique mathématique, les fonctions de Legendre sont importantes, non seulement en

traitant avec I’équation de Laplace, mais aussi avec d’autres équations, dont I’équation de
Helmholtz

Viu+ ku =0 (3.2.1)

est d'une importance particuliere. Pour résoudre (3.2.1) en les coordonnées sphériques,

on cherche des solutions particuliéres de la forme:
u=R(r)0(0)®(p), (3.2.2)

Les variables séparent immédiatement, et on obtient les équations différentielles suivantes

pour déterminer les facteurs R, © et ®

2,
T Twe=0 32.3
dg02 +p ’ ( )
1 d (. ,dO© 12
Sin@@ (Sln 0@) + |:V (V + 1) - Sin2 4 0= O’ (324)
d [ ,dR 2 s B
dr (T dr)+[KT —v(+1)]R=0. (3.2.5)

Ici p et v sont des parameétres réels ou complexes arbitraires, mais sans perte de général-

ité, nous pouvons supposer que R () > 0, R (v) > —%.
Les équations (3.2.3-5) coincident avec les équations (3.1.8-9), et peuvent étre résolus en
terme de fonctions élémentaires dans le premier cas, et en terme de fonctions de Legendre

dans le second cas. Sous la substitution:

R=r"1%, (3.2.6)
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3.3. Le probléme de Dirichlet pour une Sphére :

I'équation (3.2.5) va dans

K2 _ (V+ %)2

1
v+ =V + v =0. (3.2.7)
r

r2

Ceci est ’équation de Bessel de 'argument z = Kr, dont la solution générale peut
étre exprimée en termes des fonctions cylindriques. En particulier, dans le cas de rotation

symétrique, ol u est indépendant de la coordonner ¢, nous avons:
w=r""2[Aj, (Kr) + Bh (Kr)] [CP, (cos ) + DQ, (cos )], (3.2.8)

ol j, (2) est la fonction de bessel sphérique de premier espéce et h2 (2) est la fonction de
Hankel. Dans les problémes ou  varie sur U'intervalle [0, 7], I’exigence bornitude nous oblige
afixer D=0etv=n(n=0,1,2,...). Par superposition des solutions particulieres (3.2.8),
nous pouvons résoudre beaucoup de problémes de la physique mathématique, y compris

I'important probleme la diffraction d’ondes électromagnétiques par la surface de la terre.

3.3 Le probléme de Dirichlet pour une Sphére :

Comme un exemple simple de ’application de la méthode de superposition, nous considérons
que le probleme de Dirichlet intérieur pour un domaine sphérique. Pour garder les choses
aussi simples que possible, nous supposons que la fonction de limite f et la solution u sont
indépendantes de I’angle ¢. Choisir 1'origine au centre de la spheére (rayon de a ) et de 'axe
z le long de I'axe de symétrie, on peut formuler notre probléme comme suit :

( Trouver la fonction v = u (r,0) de telle sorte que :

1) u est harmonique dans le domain r < @ et continue dans
le domaine fermé r < a.

2) u satisfait a la condition u |,—,= f (#), ou f (6) est continue

dans l'intervalle 0 < 6 < 7.

\

La symeétrie rotation du probléme de correspond & la mise en ® = 1 dans (3.1.5) et u =0

dans (3.1.9). Ensuite, (3.1.9) se réduit a I’équation différentielle:

(1-2)w =220 4v(v+1)u=0
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3.3. Le probléme de Dirichlet pour une Sphére :

Pour les fonctions de Legendre de I'argument x = cosf, qui pour —1 < z < 1 a la

solution générale:

© = AP, (cos ) + BQ, (cosb), (3.3.1)

ou P, (x) et @, (x) sont des fonctions de Legendre de la premiére et deuxiéme espeéce,
et v est un nombre complexe quelconque tel que R (v) > —%. Comme le variable x = cos @
varie en fait sur 'intervalle fermé [—1,1], et étant donné que z — 1, @, () — oo tandis
que P, (z) reste borné nous devons ensemble B = 0 si la solution est de rester délimitée a
I'intérieur de la sphére. En outre, depuis P, (z) — oo comme x — —1 & moins que v
est un entier non négatif , la méme raison nous oblige & choisir v =n (n =0,1,2,...). Par
conséquent, les seules solutions de (3.1.9) pour p = 0 qui restent bornée dans I'intervalle

fermé 0 < 6 < 7 correspondent & p intégrante non négatif et sont de la forme:
© = AP, (cosf), n=0,1, 2,.., (3.3.2)

Ou P, (z) est le polynome de Legendre de degré n. En ce qui concerne 1’équation radiale

(3.2.4), il est une équation d’Euler, a une solution générale (por v# —%)
R=Cr"+Dr v 1. (3.3.3)

Dans le cas présent v = n, et I'exigence que la solution soit délimitée au centre de la

sphere nous oblige & choisir D = 0. Il en résulte que
R=Cr", n=0,12,.., (3.3.4)

et donc ’ensemble approprié de solutions particulieres de I’équation de Laplace I'intérieur
de la sphere est:
u=u, = M,r"P, (cosf), n=0,1,2,.. (3.3.5)

Nous pouvons maintenant résoudre notre probléme de valeur limite par superposition
de la solution (3.3.5). En effet, supposons que la fonction f (f) de délimitation peut étre

expansé dans une série de polynémes de Legendre

f(0) = ifnPn (cosf), 0<6<m, (3.3.6)
n=0

32



3.3. Le probléme de Dirichlet pour une Sphére :

ou
1 s
f = <n + 5) / f(0) P, (cosB)sindb, (3.3.7)
0
et supposons que la série (3.3.6) converge uniformément dans 'intervalle [0, 7]. Ensuite,
choisissant M,, = f,a™" et en additionnant les solutions (3.3.5), nous obtenons la série

r

u= ifn (—)n P, (cos®), (3.3.8)

a

qui, d’apres le théoréme de Harnack sur des suites de fonctions harmoniques, converge

uniformément pour 0 < r < a a une fonction harmonique avec des valeurs limites.

u |7"=ll: f (6)7

i.e., (3.3.8) permet de résoudre le probléme de Dirichlet pour une spheére.
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hghgfjjgdkgb,jfkdfnd
fnfn;nd;
hkjdkfjg
gjthgkdgd
bgj.fv k;f
jghjkidgkjg
fgjfgjksd
jnjkjhkfl
kgtkljg
,efhfghn
hgth

ghfgc

hb

gnh

hgh
hgthgth
ghct

ghf
gnhgcfnh
ghncf
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Résume

Dans ce mémoire, nous avons représenté les fonctions
sphériques, quelques types et ses proprietés
distinctives.Aussi, nous avons clarifié leurs
application dans la physique mathémathique pour
mettre l'attention sur ce type important de fonctions
spéciales dans le but de les utiliser dans des domaines
plus vaste pour découvrir des nouvelles perspectives.

Abstract

In this memory we represented the spherical functions
, some of their types and properties, then we clarified
the importance of these functions as applications in
physical mathematic problems to bend the attention to
It since it represents an important class of special
functions in order to use it in different domains to
discover new applications in new horizons.
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